j % g V Universidad

de Granada

Facultad de Ciencias Enrique R. Aznar

Dpto. de Algebra

&
LOS NUMEROS COMPLEJOS C

(Existe la raiz cuadrada de un nimero negativo?

Péagina web personal

| |

1. Introduccién. 4 ‘ |

2. El cuerpo C de los niimeros complejos 7 ‘ Comendo |
Definicién 1 9

3. Forma binémica de un numero complejo 10 ‘ ” » |
Definicion 2 11

Definicion 3 12 | > |

Definicion 4 12 ‘ pagina 1de 37 |
4. Cdlculo de raices cuadradas de nimeros complejos 13

Lema 1 13 | Atrds |

Ej zzg}g é 145‘. ‘ Pantalla grande/pequena |

5. Representacion grafica. Complejo conjugado y médulo de un ‘ P |
numero complejo 16
Definicién 5 16

Definicién 6 17


http://www.ugr.es/
http://www.ugr.es/~algebra/
http://www.ugr.es/~algebra/
http://www.ugr.es/~decacien/
http://www.ugr.es/%7Edecacien

10.
11.

Lema 2

Lema 3

Lema 4

Definicién 7

Forma polar de un nimero complejo
Definicién 8

Definicién 9

Lema 5

Férmula de De Moivre
Ejemplo 3

Teorema 1

Raices de un nimero complejo
Teorema 2

Ejemplo 4

Ejemplo 5

Ejemplo 6

Ejemplo 7

Producto de raices n-€ésimas principales

Lema 6
Ejemplo 8

Método de Newton para los complejos.

Ejercicios.
Ejercicio 1

18
19
19
20
20
22
22
22
23
24
25
25
27
27
29
29
30
31
31
32
32
32
32

T )

% //llgi Universidad
Gy & de Granada
Enrique R. Aznar

Dpto. de Algebra

P4gina web personal

Pagina de Abertura

« | »
Pagina 2 de 37

Atras

Pantalla grande/pequena

Cerrar

| |
| |
| |
| |
K
| |
| |
| |
| |



http://www.ugr.es/
http://www.ugr.es/~algebra/
http://www.ugr.es/~algebra/
http://www.ugr.es/~decacien/

% 7//,{57” Universidad
e, C

Pantalla grande/pequena

..... de Granada
Enrique R. Aznar
Ejercicio 2 32 Dpto. de Algebra
Ejercicio 3 32 g i
Ejercicio 4 32 ;
Ejercicio 5 33
Ejercicio 6 33
Ejercicio 7 33
E‘] erC?C%O 8 == ’ Pagina web personal |
jercicio 9 33
E] ercicio 10 33 ‘ Pégina de Abertura |
Ejercicio 11 33}
Ejercicio 12 2 | Contenido |
Ejercicio 13 2B)
Ejercicio 14 33 ’ « ” ad l
12. Test de repaso. 3 ‘ < H > |
’ Pagina 3 de 37 |
’ Atras |
| |
| |

Cerrar



http://www.ugr.es/
http://www.ugr.es/~algebra/
http://www.ugr.es/~algebra/
http://www.ugr.es/~decacien/

% /" Universidad

de Granada
Enrique R. Aznar
1. INTRODUCCION. Dpto. de Algebra

n % -

Los nimeros que hoy llamamos "complejos" fueron durante muchos afios
motivo de polémicas y controversias entre la comunidad cientifica. Poco a
poco, por la creciente evidencia de su utilidad, acabaron por ser cominmente
aceptados, aunque no fueron bien comprendidos hasta épocas recientes. Nada
hay de extrafio en ello si pensamos que los niimeros negativos no fueron ple-
namente aceptados hasta finales del siglo XVII. ’

P4gina web personal

Los numeros complejos hacen sus primeras timidas apariciones en los tra- ’ Pégina de Abertura
bajos de Cardano (1501-1576) y Bombelli (1526-1672) relacionados con el
célculo de las raices de la cubica o ecuacion de tercer grado. Fue René ’

Contenido

Descartes (1596-1650) quien afirmé que "ciertas ecuaciones algebraicas solo ’ « ” "
tienen solucidén en nuestra imaginaciéon" y acuii6 el calificativo "imaginarias"

Desde el siglo XVI hasta finales del siglo XVIII los nimeros complejos ’ Pégina 4 de 37
o imaginarios son usados con recelo, con desconfianza. Con frecuencia,

cuando la solucién de un problema resulta ser un niimero complejo se inter- ’ Atrds

preta esto como que el problema no tiene solucion. Para Leibnitz "el nimero
imaginario es un recurso sutil y maravilloso del espiritu divino, casi un an-
fibio entre el ser y el no ser." ’ Cerrar

’ Pantalla grande/pequena
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|
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para referirse a ellas. | ]
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|
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Las razones de todo esto son claras. Asi como los niimeros reales respon-
den al problema bien cotidiano de la medida de magnitudes, no ocurre nada
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similar con los nimeros complejos. Hasta que los matematicos necesitaron
interpretar en términos fisicos sus objetos de estudio, no se avanz6é mucho en
la comprension de los numeros complejos.

El éxito de Euler y Gauss al trabajar con nimeros complejos se debi6 a que
ellos no se preocuparon de la "naturaleza" de los mismos; no se preguntaron
"¢qué es un nimero complejo?", sino que se dijeron "a ver, para qué sirven,
qué puede hacerse con ellos".

Es Gauss quien definitivamente concede a los nimeros complejos un lugar
privilegiado dentro de las matematicas al probar en 1799 el resultado cono-
cido como Teorema Fundamental del Algebra que afirma que toda ecuacién
polinémica de grado n con coeficientes complejos tiene, si cada raiz se cuenta
tantas veces como su orden, n raices que también son nimeros complejos.

Fijate en cada una de las ecuaciones:

x+3 =
2x+3
A=
X +2x+2 =

S O O O

Cuyas soluciones
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son respectivamente, un nimero entero, un racional, dos reales y dos com- Dpto. de Algebr
plejos.

n % -

Podria ocurrir que este proceso de ampliacién del campo numérico contin-
uara. ;Qué ocurrird si ahora consideramos ecuaciones polinémicas con coe-
ficientes complejos? Por ejemplo:

’ P4gina web personal

Cerrar

1 i l
5 oy A ; 2
X +(]._l)x +(—_l\/§)x —-8x+3——=0 ’ Pégina de Abertura |
5 V3

’ Contenido |
(COmo serdn sus soluciones? ; Apareceran también nuevos tipos de nimeros? ’ 4« ” dd |
El Teorema Fundamental del Algebra nos dice que esa ecuacion tiene solu- ’ p ” > |

ciones que también son nimeros complejos y, por tanto, que no apareceran
ya por este procedimiento nuevos tipos de numeros. ’ Péagina 6 de 37 |
El término, hoy usado de "numeros complejos” se debe a Gauss, quien tam- ’ e |

bién hizo popular la letra "i" que Euler (1707-1783) habia usado esporadica-
mente. ’ Pantalla grande/pequena |

En 1806 Argand interpreta los niimeros complejos como vectores en el plano. ’
La fecha de 1825 es considerada como el nacimiento de la teoria de fun-
ciones de variable compleja, pues se publica en dicho afio la Memoria sobre
la Integraciéon Compleja que Cauchy habia escrito ya en 1814.
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2. EL CUERPO C DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Consideremos en el conjunto R? (conjunto de parejas de niimeros reales) las
operaciones de adicion y producto definidas por,

(a,b)+ (a, b)) (a+d,b+b)
(a,b)(a',b) = (ad -bb,ab' +adb)

Es muy fécil comprobar las propiedades asociativa y conmutativa de las ope-
raciones asi definidas y la distributiva del producto respecto de la suma'.
El elemento neutro de la suma es (0,0) y (1,0) es la unidad del producto.
Ademads, (—a,—b) es el opuesto de (a, b), y todo (a, b) # (0,0) tiene inverso
dado por la pareja’

a b

( —
a’+b?" a*+b?

)

IEn realidad, las definiciones de suma y producto, se pueden obtener por el proceso
inverso. Suponiendo, i? = —1, y que dichas operaciones existen y verifican las propiedades
asociativa, conmutativa, distributiva, etc. Entonces

(a+bi)+ (@ +bi)=a+ad +b+b)i

(a+bi)d +b'i)=ad +abi+bdi+bbi*=(ad - bb)+ (ab' +bd)i

2Se demuestra, mas adelante, en el lema 2.
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Todas estas propiedades se resumen diciendo que (R?, +,-) (Iéase "el conjunto
R? con las operaciones de adicién y producto") es un cuerpo.

Dicho cuerpo se representa simbdlicamente por C y sus elementos se llaman
nimeros complejos.

Con la definicién de producto, es facil comprobar algunas igualdades, por
ejemplo
0,1)(0,1) = (-1,0)

(£ £)(£ £) =01
que se pueden reescribir como
©0,1)* = (-1,0)
(£ £) =01
Ademas, si llamamos i = (0, 1), se 0bt1enen las igualdades
2= (-1,0)
L2y

y si, finalmente, simplificamos la notacién de las parejas con cero en la se-
gunda coordenada, escribiendo a = (a, 0)3.

3En la seccién siguiente, daremos razones para esta simplificacién de la notacion.

oo
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Podemos escribir las igualdades anteriores como Dpto. de Algebra
i? = -1
\/_ \/_
o D

2

que son mucho mas intuitivas y faciles de recordar”,

’ P4gina web personal

En particular, hemos demostrado la célebre férmula, i2=-1, que tanto costo
aceptar en el pasado. De donde, se deduce también, la factorizacién del ’ Pagina de Abertura
polinomio cuadratico més famoso de la historia

’ Contenido
x*+1=(x+0)(x—1)
o« | »
Definicién 1. A los elementos de R? se les llama unas veces pares ordenados

2 . . . , . ’ Pagina 9 de 37
En R® conviven varias estructuras cada una con su termmologla propia. Por

eso a los elementos de R? se les llama vectores si se estd considerando la ’ Atrés
estructura de espacio vectorial, puntos si fijamos la atencion en la estructura
topoldgica o afin, pares ordenados cuando estamos pensando en R? como ’Pa”’a”a R P2 eI

de niimeros reales, otras vectores o puntos y también niimeros complejos. ’ < ” » |
Cerrar |

conjunto sin ninguna estructura particular y nimeros complejos cuando se ’
considera la estructura aritmética de cuerpo antes definida.

4También veremos como escribir una pareja como una suma.
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Ocurre que estos términos se usan a veces en un mismo parrafo lo que puede
resultar confuso. La regla que debes tener siempre presente es que todo con-
cepto matematico tiene sentido propio dentro de una determinada estructura
matematica.

Por ello, a un elemento de R? se le llama niimero complejo cuando se va
a usar el producto antes definido que es lo que en realidad distingue a los
ntimeros complejos de los vectores de R.

3. FORMA BINOMICA DE UN NUMERO COMPLEJO

El simbolo usual (a, b) para representar pares ordenados no es conveniente
para representarlo como nimero complejo.

Representaremos los nimeros complejos con un simbolismo mds apropiado
en el que va a intervenir el producto complejo. Para ello, observa que:

(a,0) + (a',0) = (a+d',0)

(a,0)(d,0)=(ad —0%0,a*x0+0%*a’) = (ad,0)

esto indica que los nimeros complejos de la forma (a,0), se comportan re-
specto a la suma y la multiplicacién de nimeros complejos, exactamente de
la misma forma que lo hacen los nimeros reales respecto a la suma y multi-
plicacién propias.
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En términos mas precisos, R x 0 es un subcuerpo de C isomorfo a R. Por
esta razon, en las operaciones con nimeros complejos podemos sustituir los
complejos del tipo (a,0) por el nimero real a.

Es decir, hacemos la identificacion (a,0) = a.

Fijate que con dicha identificaciéon podemos considerar los nimeros reales
dentro de los complejos. O sea, considerar la aplicacion inclusion siguiente

R— C
a— (a,0)
y podemos pensar que el conjunto o cuerpo C es una ampliacion de los reales.
Definicion 2. Al niimero complejo (0,1) lo representaremos por i y lo lla-
maremos unidad imaginaria.
Con ello razonamos la famosa igualdad encontrada antes
i*=(0,1)(0,1) = (-1,0) = -1
Y podemos reescribir una pareja como una suma
(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0)(0,1) = a + bi

O sea, se tiene también que toda pareja, (a, b), se puede escribir como una
suma a + bi°.

>También como a + ib por la conmutativa del producto.
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Definicion 3. Se dice que a + bi es la expresion binomica del niimero com-
plejo (a,b). Se dice que a es la parte real y b es la parte imaginaria del
niimero complejo a + bi.

El producto ahora es muy fécil de recordar, pues por las propiedades dis-
tributiva, asociativa y la igualdad fundamental i2 = —1, tenemos

(a+ib)(d +ib) = ad +i*bb’ +i(ab' + bd') = ad' — bb' + i(ab' + bad)

Es costumbre representar los nimeros complejos con las letras zy w y reser-
var las letras x, y, a, b para representar nimeros reales. Una expresion de la
forma z = x + iy se interpreta como que z es el niimero complejo cuya parte
real es x y cuya parte imaginaria es .

Definicion 4. Se escribe Re(z) e Im(z) para representar las partes real e
imaginaria de z. Naturalmente, dos niimeros complejos son iguales cuando
tienen igual parte real e igual parte imaginaria.

Acabamos de ver que i = —1 de aquf se tiene que i = v/—1. Pero hay que
tener cuidado con esta notacion de raiz cuadrada. Fijate lo que ocurre si
manejamos ese simbolo con las reglas a las que estamos acostumbrados:

-1=i?=ii=V-1V-1=V(-DD=V1=1

% f' / 4 Umvers',ldad
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Luego 1 = —1. Esto es una contradiccién que nos esta diciendo que la regla
de multiplicacion de raices cuadradas

VIVy =Xy
vdalidas para nimeros reales positivos no es vélida para raices de nimeros
complejos’.

4. CALCULO DE RAICES CUADRADAS DE NUMEROS COMPLEJOS

Como, por la regla de los signos, el cuadrado de cualquier nimero real
positivo. Se deduce que no existen en R las raices cuadradas de ningun
numero negativo. En C, sin embargo existen siempre las raices cuadradas
de cualquier niimero:

Lema 1. Dado, z=a+ bi € C, con a,b e R. El niimero complejo

w= \/%(|z|+a)+i£\/%(|z|—a)

donde el signo € se elige de forma que b = €|b|, verifica w? = z.

Demostracion: Como, (x +iy)? = x> — y> +2xyi, si
(x+ iy)2 =a+bi

®Observa, ademds, que no hemos definido todavia que es la radicacién compleja. La regla
vélida la demostraremos en el lema 6.
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obtendriamos x? — y? +2xyi = a+ bi. O sea,
2-y> = a
2xy = b
como ademds
2, .2 2
x*+y"=lw|” =z
sumando y restando se obtienen

2x2 = |z|+a
2y* = |zl-
se donde se deduce el enunciado. O

Como en el caso real, al nimero w del lema anterior se le llama una raiz
cuadrada del z. Ademas de éste, también —w es una raiz cuadrada. Por
tanto, \/z = +w, y existen dos raices cuadradas de cada niimero complejo’.

Ejemplo 1. Halla las dos raices cuadradas de i.

Soluciéon: Como, a=0,b=1,e=1, |i| = V02+ 12 = 1, tenemos

¢(1+0)+z\/ (1-0)= i—(£+i§)

TSalvo para z = 0 donde la raiz cuadrada, \/z = +0, es tnica. Hemos encontrado dos
raices cuadradas para cada nimero complejo z. Como la ecuacién x* — z = 0 no puede tener
mads de dos raices, éstas dos, +w, son todas las que existen.
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Como la extraccién de raices cuadradas es lo que se usa, ademas de la Dpto. de Algebra

aritmética, para resolver ecuaciones cuadraticas. Estas se pueden resolver
cuando tienen coeficientes complejos. Por ejemplo,

Ejemplo 2. Halla de forma exacta (no numérica) las soluciones de la ecuacion
Z2+(1+i)z+i=0.

Ld o 8
Solucion: Como P&gina web personal
1+i., (1+0)?% . > . .

(Z+ 5 ) = 1 +i =2z+(1+i)z+i=0 P4gina de Abertura

es equivalente a Contenido
1+io (Q+D? | i2+2i+1-4i -2i
(z+— ) = ——2 = = « | »
2 4 4 4

las dos soluciones de la ecuacion cuadratica son
1+i v-2i 1+i+ (I1-i) -1-i+x(1-1)

z = + I = {-1,-i}
2 2 2 2 2

yaque V=2i = (/1@ +0)-i\/12-0) = +1-1)

Atras
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8Aunque se puede usar la conocida férmula de las ecuaciones de segundo grado. Aqui
hallamos las raices, por el método llamado de completacién de cuadrados.
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5. REPRESENTACION GRAFICA. COMPLEJO CONJUGADO Y MODULO Dpto. de Algebra

DE UN NUMERO COMPLEJO

Es usual interpretar el nimero complejo x+iy como el vector del plano (x, y)
y, en ese sentido, se habla del plano complejo.

El eje horizontal recibe el nombre de eje real, y el eje vertical recibe el nom-
bre de eje imaginario.

’ P4gina web personal

Y ’ Pagina de Abertura |
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'x ’ Pagina 16 de 37 |
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A I Z=x-yi ’ Pantalla grande/pequeiia |
Definicion 5. Si z = x+ iy es un niimero complejo (con x e y reales), en- ’ Cerrar |

tonces el conjugado de z se define como el complejo z=x—1y.

Elmddulo o valor absoluto de z, se define como el niimero real |z| = \/x* + y2.
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Observa, que la raiz cuadrada /x? + y? estd definida sin ambigiiedad; es la
raiz cuadrada positiva del nimero real no negativo x? + y2.

Geométricamente z es sencillamente la reflexion de z respecto al eje real,
mientras que |z|, por el teorema de Pitdgoras, es la distancia euclidea del
punto (x, y) a (0,0) o, también, la longitud o norma euclidea del vector (x, y)
(ver figura anterior).

Definicion 6. La distancia entre dos niimeros complejos z y w se define
como |z— w|.

Dos nimeros complejos z = x+iyy w = u+iv determinan un paralelogramo
cuya diagonal es z + w.
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Se comprueba facilmente que si z y w son nimeros complejos se verifica
que
Z=7

También:

Lema 2. Dado el niimero complejo, z = x+ y - i se verifica que el producto
zz=(x+y-1)(x—y-i) es un nimero real (llamado el cuadrado de su norma).
Ademads, se verifica que

-1 _x Y s
Sy S v

Demostracion: como

X+y-Dx=—y- D= +y)+(—xy+xy)-i=x>+y°
obtenemos que 1z|2 = x% + y2 = (x+y-i)(x—y-i) es un ndmero real (no
negativo). Esta igualdad es equivalente a

X y

— .1 :1
x2+y2 x2+y2 )

(x+y-i)(

de donde se deduce el resto del enunciado. [
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También son de comprobacién inmediata las desigualdades siguientes

Lema 3. Dado el niimero complejo, z= x+y-i, donde x = Rez, y = Imz se
verifican las desigualdades

max{|xl|, |y} = [z] < [x] + ]y

Demostracion: como las tres cantidades son no negativas, basta comprobar
las correspondientes desigualdades con sus cuadrados

2

1x12 < x* + y? < (Ixl + 1yD? = |x> + |y1? + 2] x| |

lo cual es inmediato. ]

También se demuestran las siguientes propiedades:

Lema 4. Dados dos niimeros complejos, z = x+y-i, w = u+w-i, se verifican
las propiedades

1) lzw| = |zllwl.
i) |[z+w| < |z|+|w|
Demostracion: como todas las cantidades son no negativas, basta compro-

barlo con sus cuadrados

i) lzwl? = zwzw = zzww = |z|*|w|? = (|z]|w])?.
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i) lz+wP=C+wiz+w) =EZ+w) (Z+W) =22+ WW+zZW+ZW =
=|z|? + |w|® + 2Re(zW) < |z|* + |w|* + 2|Re(zw)| <
<|zl? + |w* +2|zw| = |z1* + |[w|* + 2|z|[W]| = |z|* + |w|* + 2| zl|w| =
_ 2
= (|2l + |w)

como queriamos demostrar. 0

Supuesto que z #0 y w # 0, de la demostracién anterior deducimos tambien
que se verifica la igualdad |z + w| = |z| + |w| si, y solo si, Re(zw) = |zw],
esto es, si zw € R™, o lo que es lo mismo zw = r donde r € R*.

Esta igualdad, puede escribirse de forma equivalente,multiplicando por w,
como z|wl|? = rw, esto es, z = lw para algun [ € R*, lo que quiere decir que
Z y w estan en una misma semirrecta a partir del origen.

Definicion 7. La desigualdad obtenida se le llama la desigualdad triangu-
lar

lz+ w| <|z|+|w]
6. FORMA POLAR DE UN NUMERO COMPLEJO

El uso de coordenadas polares en el plano facilita mucho los cédlculos con
productos de nimeros complejos. Para cualquier nimero complejo z = x +
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yi # 0 podemos escribir

X .
z=|z|(—+ A i)
2| |z]
Como (% + % i) es un punto de la circunferencia unidad, puede escribirse en
la forma

(i +li) = (cos6,sin0h)
lz| 2]
para algun numero 6 € R. Resulta asi que
z =|z|(cos8,sinB)

Esta forma de expresar un nimero complejo recibe el nombre de forma po-
lar o forma moédulo-argumento cuya interpretacion grafica es inmediata.

Z=x+yi
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Es claro que, dado z € C, z # 0, hay infinitos numeros reales 6 € R que verif-
ican la igualdad z = |z|(cos0 + isen0); cualquiera de ellos recibe el nombre
de argumento de z.

Definicion 8. Definimos el conjunto de los argumentos de z:

Arg(z) ={teR:z=|z|(cost+isent)}

Observa que

cos(t) = cos(s)

s,te Arg(z) < { sen(t) = sen(s)

}4:}5: t+2km para algin k€ Z

Por tanto, conocido un argumento #y € Arg(z) cualquier otro es de la forma
fo +2km para algun k € Z es decir, Arg(z) = ty+2nZ.

Es claro que dos numeros complejos no nulos, z, w, son iguales si, y solo si,
tienen el mismo moéduloy Argz = Argw.

Definicion 9. De entre todos los argumentos de un numero complejo z # 0
hay solo uno que se encuentra en el intervalo | — m, 7], se representa por
arg(z) y se le llama el argumento principal de z.

El argumento principal, arg(z), de un nlimero complejo se calcula asi:
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Lema S.
—m+arctany  six<0, y<0

m+arctant  six<0, y=0
y

arg(z) = { arctan; six>0
=2 six=0, y<0
z six=0,y>0

Puede parecer un poco extrana la forma de elegir el argumento principal
de un nimero complejo. Pero simplemente, la eleccién que hemos hecho,
supone que medimos dngulos desde —m a 7. En el semiplano superior de 0 a
7'y en el semiplano inferior de —7 a 0.

7. FORMULA DE DE MOIVRE

Veamos como la forma polar permite hacer facilmente productos de nimeros
complejos. Consideremos dos nimeros complejos no nulos

z=|z|(cosO + isen0b)

w=|wl|(cosp+isen)
Entonces
zw = |z||lw|(cosO + isenB)(cos} + isene) =
=|zw|[(cosOcosp — senOsend) + i(senbcosd + cosOsend)] =
=|zw|(cos(@ +¢) +isen(O+¢p))
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donde se ha usado las conocidas fémulas del coseno y del seno del dngulo
9
suma’.

Es decir, se obtiene la regla de que para multiplicar dos numeros comple-
jos se multiplican sus modulos y se suman sus argumentos. Por ejemplo,

Ejemplo 3. Para calcular (1 + i) como el médulo de la base es
1+il=v2

y su argumento principal
m
arg(l+i)=—
gl +1i) a

se sigue que
1+i)= (\/5)4(005(4%) + isen(4%)) -

=4(cosm+isenm) =4(—-1)=—-4

Asi pues, el producto de dos nimeros complejos es geométricamente un giro
(pues se suman los argumentos de los niimeros que estamos multiplicando)
seguido de una homotecia (el producto de los médulos de ambos nimeros).

9Estas dos férmulas
cos(0 + @) = cosOcosp — senlsend

sen(0 + ¢) = senfcos¢p + cosdseng

se demostrardn en el tema de trigonometria plana.
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Acabamos de ver que si 6 € Arg(z) y ¢ € Arg(w), entonces
0+¢e Argzw)

Observa que se puede obtener también, de la anterior regla, que si 8 € Arg(z)
entonces
1
—-0eArg(-)
7

Es facil de demostrar, ahora mediante induccion

Teorema 1. [férmula de De Moivre'’] Si z es un complejo no nulo, 0 es un
argumento de z y n es un niimero entero, se verifica que n € Arg(zn). Es
decir,

z" = |z|"(cos(nb) + isen(nd))

8. RAICES DE UN NUMERO COMPLEJO

Se trata ahora de resolver la ecuaciéon w” = z donde n es un nimero natural,
n>2,y z#0 es un nimero complejo conocido. Si escribimos w en forma
polar:

w =|wl|(cosp+isen)

1014 hemos demostrado para n =2 y falta sélo el paso de la induccion que omitimos.
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Usando la férmula de De Moivre, podemos escribir la ecuaciéon w” = zen la
forma equivalente:

w" = |w|"(cos(np) + isen(ne)) = |z|(cosO + isenb)

Esta igualdad se da cuando
lw|" = |z|

y
ne=0+2kn

donde k € Z.Deducimos que'’
lwl = V/lzl

Ahora bien, para cualquier nimero ¢ de la forma ¢y = (¢p+2km)/n tenemos
un nimero complejo

wi = Vzl(cospy + isendy)
solucién de la ecuacion inicial. O sea, tal que (wy)” = z.

Como una ecuacion polindmica de grado n no puede tener mas de n solu-
ciones, se sigue que distintos valores de k pueden dar lugar al mismo nimero
wy. Esta condicion es equivalente a

Wy =Wg <= P —Pg=2mn<—k—qg=nm
Es decir, a que k y g den el mismo resto al dividirlos por 7.

e trata de la raiz n-ésima de un numero positivo, cosa ya conocida.
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Deducimos que para k=0, 1,2, ..., n—1 obtenemos raices distintas y cualquier
otraraiz w, es igual a una de ellos. Por tanto hay n raices n-€simas distintas
de z.

De entre todas las raices n-ésimas de z vamos a designar con el simbolo
zo = {/z a la raiz n-ésima principal, que esta definida por

argz . argz
z0= Vz={/|zl(cos 8% i §
n

sen
Observa que en el caso particular de que z sea un ndmero real positivo, en-
tonces la raiz principal de z (considerada como niimero complejo) coincide
con la raiz de z (considerada como ntiimero real positivo).

)

Hemos obtenido que

Teorema 2. Las raices n-ésimas de un niimero complejo, z, vienen dadas
por

2k 2k
\"/Izl(cos¢+—n”+zsen¢+n %y  k=0,1,....n—-1

Ejemplo 4. Por la formula de De Moivre, tomando u = cos(2n/n)+isen(2n/n),

se tiene que
u=1
Entonces, por el resultado anterior, las potencias de éste niimero

u’=1,u,u?,..,u"!
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son todas las raices n-ésimas de la unidad (z=1).

Usando el ejemplo anterior, podemos escribir, de nuevo por DeMoivre, las
raices n-ésimas de un z arbitrario en la forma
zp = Zou*

Como multiplicar por u es un giro de amplitud 27/n, deducimos que las
n raices de z se obtienen girando la raiz n-ésima principal, zp, con giros
sucesivos de amplitud 27/n. Es decir, si representamos todas las raices n-
ésimas de z obtenemos 7 puntos sobre una circunferencia de centro (0,0) y
radio V/|z| que forman un poligono regular de n lados.

Sabemos que las dos raices cuadradas de 1 son {1,—1}12. Para hallar las

raices de la unidad superiores usamos el teorema anterior.

12E5 cierto en cualquier cuerpo, por ejemplo en @, en Ry en C.
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Ejemplo 5. Halla las raices ciibicas, complejas, de la unidad. Dpto. de Algebra

Solucion: Para n = 3, la raiz n-ésima principal es

1 3
u=cos(2n/3)+isen(2n/3) = cos(120°) +isen(120°) = E+i§

y las tres raices cubicas de la unidad son

P4gina web personal
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Solucién: Para n = 4, la raiz n-ésima principal es

u=cos2n/4)+isen(2n/4) = cos(90°) +isen(90°) = i
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y las cuatro raices ctibicas de la unidad son Dpto. de Algebra

(Lu,u?, u®y = {1,i,-1,-i} A

Ejemplo 7. Halla las raices quintas, complejas, de la unidad.

Solucioén: Para n =5, la raiz n-ésima principal es

’ Pantalla grande/pequena

u=cos(2n/5)+isen(2m/5) = cos(72°) +isen(72°) ’ Péagina web personal |

y las cuatro raices cubicas de la unidad son'’ ’ Pagina de Abertura |
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13ge puede demostrar que cos(72°) = @ de donde sen(72°) = —”10:2‘/5. Los griegos
ya sabian construir con regla y compas el pentdgono regular luego ya conocian empirica-
mente estas féormulas
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9. PRODUCTO DE RAICES n-ESIMAS PRINCIPALES

En general no es cierto que dados dos niimeros complejos z y w entonces
el producto de las raices n-ésimas principales de z y w sea igual a la raiz
n-ésima principal del producto zw.

Lo que si es cierto es que el producto de dos raices n-ésimas cualesquiera de
z'y w es una raiz n-ésima de zw. Por tanto, {/z {/w, es una raiz n-ésima de
Zw pero no tiene por que ser la principal {/zw. Veamos cudndo se verifica
la igualdad.

Lema 6. La igualdad {/z{/w = {/zw equivale a que

- < arg(z)+arg(w) <«

Demostracion: Como los numeros {/z{/w y /zw tienen igual médulo, la
igualdad equivale a que sus argumentos sean iguales. O sea, a que para alguin
entero k se verifique que

arg(z) N arg(w) _ arg(zw) .
n n n

2kn

lo que es equivalente a que

arg(z)+arg(w) =arg(zw)+2knn
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Ahora, como n>2y —2n < arg(z) +arg(w) < 2m, deducimos que ha de ser Dpto. de Algd’_m

k = 0. Luego, debe ocurrir que

arg(z)+arg(w) =arg(zw)

como un argumento principal estd siempre entre —x y 7, hemos demostrado
lo que queriamos. U

Ejemplo 8. En el caso en que n =2, z= w = —1, tenemos que TS —

arg(=1)+arg(-1)=2n#0=arg(l) =arg((—1)(-1))

.. . Pégina de Abertura
y no se cumple la condicion anterior. En este caso, vV—1v—1= -1 es una
raiz cuadrada de 1 = (—1)(—1) pero no es la raiz cuadrada principal de 1. Contenido
, « | »
10. METODO DE NEWTON PARA LOS COMPLEJOS.
11. EJERCICIOS.
Pé&gina 32 de 37

Ejercicio 1. Comprueba la igualdad.

\/1+i\/§+\/1—i\/§:\/6
Ejercicio 2. Expresa en forma polar el niimero complejo 1 +i.
—V3+i

1+i °

Atras
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Ejercicio 3. Expresa en forma polar el niimero complejo

Ejercicio 4. Expresa en forma polar el niimero complejo —1+1i 7
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Ejercicio 5. Halla de forma exacta (no numérica) la raiz cuadrada del Dpto. de Algebra
niimero complejo % + i%. i

Ejercicio 6. Halla de forma exacta (no numérica) la raiz cuadrada del

niimero complejo § + i@.

Ejercicio 7. Halla de forma exacta (no numérica) las soluciones de la ecuacion
Z2+(1+i)z+5i=0.

’ P4gina web personal

Ejercicio 8. Halla de forma exacta (no numérica) las soluciones de la ecuacion ’

. . Pagina de Abertura
Zh+(1+1i)z2+5i=0.

Ejercicio 9. Calcula todas las soluciones de la ecuacion z° = 1. ’ Contenido
Ejercicio 10. Calcula todas las soluciones de la ecuacion z8 = 1. ’ «“ ” »
Ejercicio 11. Calcula todas las soluciones de la ecuacion z* = i. ’

Ejercicio 12. Expresa en forma binémica exacta el niimero (1 + i)® ’ Pagina 33 do 37
Ejercicio 13. Expresa en forma bindmica exacta el niimero (v/3 + )%’ ’ P

Ejercicio 14. Expresa en forma binémica exacta el niimero (1 + iv/3)**
’ Pantalla grande/pequena
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12. TEST DE REPASO. ’ T —

Para comenzar el cuestionario pulsa el botén de inicio.
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Cuando termines pulsa el botén de finalizar. Dpto. detalzebra
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Para marcar una respuesta coloca el raton en la letra correspondiente y pulsa
el botén de la izquierda (del raton).

1. ;Cual de las siguientes afirmaciones es la correcta?.
’ P4gina web personal

(a) Un nimero complejo es un nimero con mas de 100 cifras.

(b) Un nimero complejo es una pareja de nimeros con mas de 100 cifras ’ Pégina de Abertura
cada uno.
. . . , ’ Contenido
(c) Un nimero complejo es una pareja de niimeros reales.
(d) Un niimero complejo es un vector arbitrario de ndmeros reales. ’ <« ” >
(a) Los niimeros complejos estdn contenidos en los reales. ’ Pégina 34 de 37

(b) Los nimeros complejos estan contenidos en los racionales. ’
Atras

(c) Los nimeros complejos contienen a los racionales pero no a los reales.
(d) Los numeros complejos contienen a los demas cuerpos numéricos. ’ Pantalla grande/pequeria
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3. ;Cual de las siguientes afirmaciones es verdadera?.

(a) Un nimero complejo tiene una parte real pero no una parte imagi-
naria.
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(b) Un niimero complejo tiene siempre una parte real y otra imaginaria. Dpto. de Algebra

(c) La parte imaginaria de un nimero complejo es es un nimero imagi- i
nario.

(d) Un ndmero complejo a veces no tiene una parte real o una parte imag-
inaria.

s o . .
4. ;Cuadl de las siguientes afirmaciones es verdadera?. ’ Pagina web personal

(a) Se pueden calcular raices cuadradas de un nimeros complejo pero no
ral’ces CflbiC as ’ Pagina de Abertura
(b) No se pueden calcular raices cuadradas de un nimeros complejo ’
cuando es negativo.

Contenido

(c) Sélo se pueden calcular raices cuadradas de numeros reales positivos. ’ «“ ” »
(d) Se pueden calcular raices de cualquier orden de cualquier nimero
complejo. ’
’ Pagina 35 de 37

5. (Cual de las siguientes afirmaciones es verdadera?.

. . g P g Atra
(a) Existe siempre el conjugado de un niimero complejo. ’ e

(b) El conjugado de un nimero complejo es un nimero real. ’ Pantalla grande/pequeria

(c) A veces no existe el conjugado de un nimero complejo porque coin-
cide con €l mismo.

(d) Sélo se pueden conjugar nimeros reales.
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6. ;Cudl de las siguientes afirmaciones es verdadera?. Dpto. de Algebra

(a) Todos los nimeros complejos tienen inverso.

(b) El inverso de un nimero complejo es un nimero real.

(c) El producto de los inversos de dos complejos es un nimero real.

(d) Si un nimero complejo es distinto de cero su inverso también es dis-
tinto de cero.

’ P4gina web personal

7. (Cudl de las siguientes afirmaciones es verdadera?. ’

Pagina de Abertura

(a) La desigualdad triangular es geométrica no numérica.

(b) La norma de un nimero complejo es siempre menor que él. ’ Contenido
(c) Los numeros complejos no se pueden ordenar con un orden compat- ’ “ ” 5
ible.
de las normas.
’ Pagina 36 de 37
8. (Cuadl de las siguientes afirmaciones es verdadera?. ’ .

(a) Algunos nimeros complejos no tienen forma polar.

(b) La forma polar de un nimero complejo es igual que su forma bindmica.
(c) El médulo de un niimero complejo puede ser negativo. ’
(d) Todos los nimeros complejos tienen médulo y argumento.

’ Pantalla grande/pequena

|

|

|

|

(d) La norma de la suma de dos nimeros complejos es mayor que la suma ’ < ” N |
|

|

|

Cerrar |
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9. ;Cuadl de las siguientes afirmaciones es verdadera?. Dpto. de Algebra

(a) La formula de De Moivre afecta s6lo a algunos nimeros complejos.

(b) La férmula de De Moivre afecta s6lo a la potencia n-ésima de su
modulo.

(c) La férmula de De Moivre sirve para calcular potencias n-ésimas de
un nimero complejo.

(d) La férmula de De Moivre afecta s6lo a la potencia n-ésima de su ’
argumento.

P4gina web personal

10. ;Cual de las siguientes afirmaciones es verdadera?. ’ Pagina de Abertura

|

|

(a) La formula de De Moivre sirve sélo para calcular raices n-ésimas de ’ Contenido |
un nimero complejo.

(b) Sélo las raices n-ésimas de la unidad se pueden calcular. ’ A ” |
(c) Se pueden calcular potencias pero no raices n-ésimas de un nimero ’ p ” |
|

|

|

|

complejo.
(d) Las raices n-ésimas de un niimero complejo siempre se pueden cal- ’ Pégina 37 de 37
cular.

’ Atras

’ Pantalla grande/pequena
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