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Lista de Simbolos.

Medida de drea en las superficies de los objetos del entorno. Ver seccién
1.1. En la seccién 1.5 se usa para significar la matriz cuadrada obtenida
como discretizacién del operador de transporte A. Estd relacionada con
matriz de factores de forma 'y sus elementos son ¢;; (ver definicién 1.80).

Operador integral lineal que acttia sobre funciones integrables en el dominio
D. Esta definido por la funcidn k, segin se observa en la ecuacidn (1.41).

Representa al estado de absorciéon. Es un elemento cualquiera tal que
a¢ D.
Funcidén de S en valores reales. Se le llama funcién de radiosidad. Cumple

la ecuacidn integral (1.39) y equivale a la radiancia L cuando esta es inde-
pendiente de la direccién.

Funcién de S en valores reales. Se obtiene al proyectar la funcién B en una
base ortonormal, como puede observarse en (4.1) (ver capitulo 4).

Operador arbitrario que actua sobre funciones en el dominio D

Conjunto arbitrario de n funciones base ortonormales en el dominio D.
Funcién de S en valores reales. El valor B.(z) es la parte de B(z) debida
a emisién de radiacién desde z.

Funcién de S en valores reales. El valor B,.(z) es la parte de B debida a
reflexion de radiacién incidente sobre z.

Funciones en el dominio de D, pertenecientes a la base B

Conjunto de cadenas infinitas de elementos de D’.

Conjunto de funciones base ortornormales en D, cada una de las cuales es
constante. Ver seccion 2.4.

Funciones en D pertenecientes a la base C (ver ecuacién 2.3).
Elementos de la matriz A. Se definen como ¢;; = (Ab; | b;).

Funcién de O x O en valores reales. Aplicado a dos vectores unitarios, es
el coseno del dngulo que forman entre si, esto es, el producto escalar de
ambos.

Dominio de la funcién de radiancia, esto es, el conjunto de todos los rayos
con origen en las superficies de los objetos. Se define como D =S x O.
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Es igual al conjunto D extendido con el estado de absorcién a, esto es
D" =D U {a}.

Operador de transporte difuso. Es el operador asociado a las reflexiones
difusas, cuya BRDF es f,.4.

Una base ortonormal del espacio vectorial V;. Ver seccién 2.4

Funcién de irradiancia. Para cada punto x de S, E(z) es la irradiancia
sobre x, que se mide en Vatios por metro cuadrado. Ver definicién (1.4).
Aplicado a una variable aleatoria cualquiera X, E(X) denota el valor medio
de dicha variable (en el capitulo 3).

Funcién con dominio en D y valores reales. Para un elemento r en D vy
un natural n, el valor E,(r) es la media de la variable aleatoria X (ver
seccién 3.2). Se usan principalmente E; y E>. En el capitulo 4, designa a
una funcién en S. El valor E,,(x) es la parte de E,(z) debida a radiacién
proveniente del trozo n-ésimo (ver definicién 4.20).

Funcién con dominio en D y valores reales. Para un elemento r en D vy
un natural n, el valor E,(r) es la media de la variable aleatoria Y, (ver
seccién 3.3).

Funcién con dominio en S y valores reales. Aplicada a un punto z de
S, E4(z) es el resultado exacto del final-gather sobre dicho punto (ver
definicidén 4.3). Es un valor aproximadamente igual a la irradiancia sobre
dicho punto E(z).

Funcién con dominio en S y valores reales. Aplicada a un punto z de
S, Eg(x) es el resultado aproximado del final-gather sobre dicho punto,
obtenido mediante muestreo por Monte-Carlo y que debe considerarse como
un estimador de E,(z) (ver definicién 4.6).

Vector columna de coeficientes de f con respecto a la base ortonormal B.
Funcidn solucién de la ecuacidn integral de transporte (1.27)
Funcién solucién de la ecuacién discretizada (1.74).

Elementos del vector F. Son los coeficientes de la funcién f’ respecto de
la base B, y por tanto f; = (f’ | b;) (ver capitulo 1). En el capitulo 3 se
usa para significar la funcidn obtenida al aplicar i veces el operador A sobre
f.estoes, fi = A'f. Se usan sobre todo fi y fo.

Funcién bidireccional de distribucién de la reflectancia. Se nombra como
BRDF. Ver definicién (1.10).

BRDF difusa. Ver definicién (1.21).
BRDF de Phong, o glossy. Ver definicién (1.23).
BRDF especular perfecta. Ver defincién (1.20).
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Vector columna de los coeficientes de g respecto de la base B (ver seccién
1.5). También se usa para significar una funcién de S x S en valores reales
que es el término geométrico incluido entre los factores la funcién K (ver
definicién 1.33).

Operador de transporte glossy. Es el operador asociado a las reflexiones
difuso-especulares, cuya BRDF es f,,.

Funcién arbitraria integrable en el dominio D.

Elementos del vector G, es decir g; = (b; | g), donde b; son los elementos
de la base B (ver seccién 1.5). En el capitulo 3 se usa para significar la
funcidn obtenida al aplicar ¢ veces el operador A sobre la funcién g, esto
es, g; = Alg.

Funcién con dominio S x S y valores reales (ver definicién 1.30).

Funcién arbitraria integrable en el dominio D.

Funcién definida en el dominio D, pertenece al espacio de funciones gen-
erado por la base W. Se llama funcién imagen. El valor I(r) es la parte
de la radiancia que viaja por r que percibe un observador. Se define en la
ecuacién (2.2).

Operador identidad. Para cualquier funcién f en D, se cumple que Zf = f.
Niicleo del operador de transporte integral 7. Es una funcién de D x D

en valores reales, definida en (1.36). El valor K(r,s) es la radiancia en r
debida a una unidad de radiancia en s.

Nicleo del operador integral genérico A. Es una funcién arbitraria de D x D
en valores escalares.

Funcién solucién de la ecuacién integral (1.66), que es la dual de (1.27).
Si | existe, se puede escribir como [ = (A*)Th.

Coeficientes de la funcidn I respecto de la base W. Se definen como
li = (I | Wei)-

Funcién de D en valores escalares. Para cada r de D, el valor L(r) es su
radiancia (ver definicién 1.5).

Parte de L debida a reflexién de radiacién. Se le llama radiancia reflejada.

Parte de L debida a emisién de radiacién. Se le llama radiancia emitida.

Funcién de D en valores reales. Para cada r de D, el valor L;(r) es la
radiancia incidente en el origen en z proveniente de w, donde (z,w) =r
(ver capitulo 1).

Funcién de S en valores escalares. Para cada punto z € S, M(z) es la
energia radiante por unidad de drea que abandona z en todas las direcciones.
Se le llama radiancia total y estd definida en la ecuacién (1.3).
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Funcién de S en valores escalares. M, (z) es la parte de M (z) debida a
emisidn de radiacién en el punto z.

Funcién de S en valores escalares. M, (x) es la parte de M (z) debida a
reflexién de radiacién en el punto x.

Medida arbitraria definida en D.

Extensién de m al dominio D’, asignando medida unitaria al estado de
absorcién.

Supremo esencial (del inglés essential supremum) del conjunto de valores
de la funcién Tu, donde u es la funcién en D constante e igual a 1 en todos
sus puntos. Coincide con el supremo esencial de los valores de p(x,w). Ver
definicién (1.55).

Supremo esencial (del inglés essential supremum) del conjunto de valores
de la funcién Au, donde u es la funcién en D constante e igual a 1 en
todos sus puntos. Ver definicién (1.53).

Para un punto z de las superficies S, representa el vector normal a la
superficie en z, con longitud unidad.

Conjunto de vectores unitarios o puntos de la esfera de radio unidad.

Para cada base arbitraria B, representa el operador de proyeccién sobre
dicha base.

Funcion con dominio en D' x D' y valores escalares. El valor p(z,y) es
la probabilidad condicional de que una cadena que ha visitado el estado z
tenga como siguiente estado y. Tambien se ha usado para significar una
funcién de S x O en S. El punto p(z,w) es el primer punto de S visible
desde x en la direccién w.

Funcién con dominio en D y valores escalares. El valor po(z) es la proba-
bilidad de que x sea el primer estado de una cadena.

Funcién con dominio en Sy valores escalares. Es la funcién de densidad
de probabilidad usada para realizar el final-gather descrito en el capitulo 4.
Cumple las condiciones (4.4) y (4.5).

Para cada r € D, es una medida de probabilidad definida en C, que cumple
la igualdad (3.41), y sobre la cual se define la variable Y, para cadenas
extendidas.

Para cada h (funcién arbitraria en D con valores reales), es una medida de
probabilidad que cumple la igualdad (3.52), y que sobre la cual se define la
variable aleatoria Y7,.

Energia total incidente en el trozo i-ésimo de la escena. (ver capitulo 4).

Parte de r; debida a energia incidente desde el trozo j (ver capitulo 4).
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Funcién de O en O. Para un punto z en S y un vector w, el vector
refl, (w) es el simétrico de w con respecto a la normal en z (esto es, el
vector reflejado de w en x). Ver capitulo 1.

Conjunto de los puntos en la superficie (o frontera) de los objetos de la
escena.

Operador de transporte especular perfecto, inducido por la BRDF f,.
Base ortonormal del espacio vectorial U;. Ver seccién 2.4.

Funcién con dominio en S x S y valores reales (ver seccién 4.2), se define
como T'(z,y) = G(z,y) B'(y)-

Operador integral lineal de transporte de radiancias. Esta definido por el
nicleo K en la ecuacién (1.38), o también por la ecuacién (1.25) vista
como un operador.

Operador de transporte de varianzas, definido en el capitulo 3 (ver definicién
3.10).

Para cada r € D, es una medida de probabilidad definida en C, que cumple
las igualdades que aparecen en (3.5), y sobre la cual se define la variable
X,

Para cada & (funcién arbitraria en D con valores reales), es una medida de
probabilidad que cumple la igualdad (3.32), y que sobre la cual se define la
variable aleatoria Xj,.

Funcién con dominio en S x S y valores reales. El valor V' (z,y) es uno si
e y son visibles, cero en otro caso. En el capitulo 3, V' designa una funcién
de D en los valores reales, de forma que V' (r) es la varianza de X,.

Funcién de varianza emitida asociada al path-tracing (ver definicién 3.24).
Funcién con dominio en D y valores reales. V'(r) es la varianza de Y.

Para cualquier par de puntos = e y en S, el vector w,,, es el vector unitario
desde z hacia y, esto es, wgy = (y — z)/|y — z|.

Funcién de potencial o importancia. Se obtiene como la suma de todas las
W;.

Conjunto de funciones base ortonormales en D, que representan a un ob-
servador. Sus elementos son W,;. Ver capitulo 2.

Cada una de las funciones base que forman W. Se le suele llamar potencial
emitido asociado al i-ésimo pixel de la imagen. Ver capitulo 2.

Conjunto de funciones con dominio en D y valores reales. A cada W; se le
llama potencial asociado al i-ésimo pixel de la imagen. Ver capitulo 2.

Variable aleatoria definida sobre cadenas infinitas (ver definicién 3.6). El
subindice r es un elemento de D que interviene en su definicién.
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Variable aleatoria definida sobre cadenas infinitas (ver definicién 3.29). El
subindice h desgina una funcién de D en valores reales que interviene en
su definicién.

Variable aleatoria definida sobre cadenas infinitas (ver definicién 3.42). El
subindice r es un elemento de D que interviene en su definicién.

Variable aleatoria definida sobre cadenas infinitas (ver definicién 3.53). El
subindice h designa una funcién de D en valores reales que interviene en
su definicién.

Variable aleatoria definida sobre D (ver definicidn 3.43).

La funcién delta de Dirac. Se cumple que [, d(z)f(x)dx = f(0) para
cualquier intervalo I de valores reales que incluyan el cero.

Funcién de S en valores reales. El valor A(z) es el error cometido al
aproximar E,(x) por r;, donde z esta en el i-ésimo trozo (ver definicién
4.21).

Funcién de S en valores reales. El valor Aj(z) es el error cometido al
aproximar Ej(x) por r;;, donde 2 estd en el i-ésimo trozo (ver definicién
4.22).

Funcién de medida definida en S. Para cualquier regién S’ C S, el valor
®(S') es la potencia total saliente de los puntos de S. Se mide en Vatios.

Funcion de medida en S. Parte de ® debida a reflexion de radiacidn.
Funcién de medida en S. Parte de ® debida a emisién de radiacién.

Potencia total saliente del i-ésimo nodo en la jerarquia de grupos y trozos
descrita en el capitulo 5.

Funcién de medida en O. Es la medida de angulo solido en la esfera. Para
cualquier O C O, g(0O) es el dangulo sélido cubierto por O'.

Funcién de medida en O. Esta medida se define por su relacién con la
medida o. Para cualquier punto x de S y cualquier vector w de O, se
cumple que do, (w)/do(w) = cos(n,,w).

Funcién de medida en D. Se obtiene como la composicién de la medida
de drea A y la medida o,. Para cualquier r = (z,w) € D, se cumple que
du(r) = du(z,w) = dA(z)do, (w).

Funcién de D en valores reales entre cero y uno. Se le llama reflectividad
direccional-semiesférica. El valor p(z,w) es la cantidad de energia total
reflejada desde z en todas las direcciones por cada unidad de radiancia
incidente desde la direccién w. (ver definicién 1.13).

Parte de p debida a reflexién difusa.

Parte de p debida a reflexidén especular perfecta.
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Introduccion.

Esta tesis estd dedicada a la mejora de las técnicas de Monte-Carlo para la
solucién numérica de la ecuacidn integral que caracteriza el transporte de flujo
electromagnético visible. Aunque esta parece ser una sentencia muy técnica, el
propdsito basico de estos métodos es muy simple: la creacién de imdgenes realistas
de objetos del mundo real. De hecho, este ha sido el objetivo de muchos esfuerzos
en el campo de las ciencias y el arte, desde el principio del ser humano. Téngase
en cuenta que unos de los primeros resultados visibles de la cultura humana son las
herramientas de caza y los dibujos en las paredes de las cuevas.

A lo largo de la historia del arte, podemos ver que los artistas se acercan, con
un nivel de acierto creciente, a la creacién de imagenes realistas. Algunas de las
técnicas usadas no se expresaron explicitamente, y por tanto no se pudo transferir
este conocimiento a otras personas. Las primeras expresiones explicitas de estos
conceptos fueron realizadas en los siglos XV y XVI. En esta época se encontraron
las leyes que rigen las proyecciones en perspectiva. Esto permitié realizar cuadros
en los cuales los distintos elementos se perciben a diferentes profundidades. Este
esfuerzo en la percepcion de la profundidad también llevé al descubrimiento del
sfumato. En este caso, la atenuacidn de la intensidad de la luz (debido a la dispersién
atmosférica) fue usada para lograr una mayor percepcién de la profundidad en los
paisajes.

Todos estos son unos pocos ejemplos de como el estudio de la percepcién hu-
mana, la geometria y la fisica son necesarios para la creacién de imdgenes realistas.
Podria argumentarse que la invencién de la fotografia hace indtiles estas técnicas.
Pero alin asi, es necesaria la creacién de esta clase de imdgenes, por ejemplo cuando
el objeto a representar aun no existe, o no se pueden tomar fotos de él. El uso de
los ordenadores ayuda en la mayoria de las actividades humanas, asi que no es una
sorpresa que también ocurra esto en la produccidon de imagenes. La Informdtica
Gréfica es la rama de la Informética dedicada a la creacidn y procesado de imdgenes
y animaciones usando ordenadores. La creacién de imdgenes no es, con mucho, el
tinico objetivo de la Informatica Grafica, pero se ha incluido como uno de sus aspec-
tos. A este proceso se la ha llamado rendering, cuya traduccidn literal al Espafiol
es revelado, que parece poco apropiada. Nosotros usaremos simplemente sintesis
de imdgenes para este concepto. Mas especificamente, podremos hablar de sintesis
de imdgenes realistas o simplemente de sintesis realista. La sintesis realista esta
relacionada con otros aspectos de la informdtica grafica, como son el modelado,
el almacenamiento y visualizacién de imagenes, y la ingenieria de software para
graficos. Pero también la sintesis realista usa resultados tomados de la fisica, de las
matemadticas y del estudio del sistema perceptivo visual del hombre.

El primer problema resuelto (directamente relacionado con sintesis realista) fue
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la visualizaciédn en perspectiva de modelos de alambre de los objetos. El siguiente
paso para conseguir realismo fue la eliminacién de las partes no visibles debido a
la oclusién por otras partes opacas (a esto se le llama el problema de eliminacién
de partes ocultas). Se propusieron e implementaron técnicas eficientes con este
propdsito. Sin embargo, las imagenes asi conseguidas no parecen realistas debido a
la intensidad constante de los colores dentro del trozo de imagen donde se proyecta
cada objeto. Muy pronto se advirtié la necesidad de incluir alguna clase de variacién
en el color, simulando el sombreado, de manera que esto ayudase en la percepcién
de la forma y posicion relativa de los objetos. Se propusieron algunas técnicas
simples para producir sombreado. Estas técnicas se usaban debido a que eran
suficientemente simples para el poder de calculo de la época al tiempo que producian
niveles aceptables de realismo. Seglin la potencia de cdlculo iva en aumento, las
técnicas descritas se usaron para producir animaciones e imagenes estdticas en muy
poco tiempo de calculo. La simplicidad de algunos de estos algoritmos permitié
la implementacién en hardware de los mismos. Todo esto llevo a la visualizacién
interactiva y en tiempo real de animaciones, lo cual dio lugar a la realidad virtual.

Al mismo tiempo, otros investigadores se centraron en la creacién de imdgenes
mds realistas. Pronto se encontré que producir imdgenes reales solo podria con-
seguirse prestando la necesaria atencién a las leyes que gobiernan el transporte de
radiacion visible. Estas ecuaciones se expresan habitualmente en la forma de ecua-
ciones integrales de Fredholm, y se usan para derivar algoritmos de sintesis realista.
Fueron usadas anteriormente para simular el flujo de calor por radiacién, asi como
el flujo de particulas sub-atémicas, como los neutrones.

Actualmente son usadas dos familias de métodos: los de Elementos Finitos y los
de Monte-Carlo. Los primeros de ellos se usan tradicionalmente en la solucién de
ecuaciones integrales y diferenciales. En esencia, estos métodos estan basados en la
reduccidn de las ecuaciones contintas originales a sistemas de ecuaciones discretos.
Estos sistemas de ecuaciones se pueden resolver en tiempo finito, y su solucién
puede ser almacenada en la memoria de los ordenadores.

Los métodos de Monte-Carlo estdn basados en el muestro de Cadenas de Markov
para obtener estimadores del valor de la funcidén desconocida en determinados pun-
tos. Como en el resto de los métodos de Monte-Carlo, es necesario definir una
variable aleatoria cuya media sea el valor desconocido. Esta variable aleatoria debe
ser muestreada, y de esta forma se obtiene una aproximacién a su media, prome-
diando un niimero suficiente de muestras.

Ambas clases de métodos poseen ventajas y desventajas. Los métodos de ele-
mentos finitos son usualmente mas rdpidos cuando el entorno presenta una compleji-
dad baja o media. Ademads, pueden hacer uso de una forma natural de la coherencia
espacial en la funcién a calcular. Sin embargo, para entornos muy complejos, o bien
para comportamientos reflectivos no difusos sus tiempos de célculo se disparan.
Los métodos de Monte-Carlo suelen presentar unos tiempos de ejecucién muy altos,
debido a la necesidad de tomar muchas muestras para reducir el ruido debido a la
varianza. Sin embrago, el incremento de los tiempos de célculo no depende tanto
de la complejidad de la escena. Por lo tanto, los métodos de elementos finitos se
han usado menos para escenas complejas con comportamiento reflectivo no pura-
mente difuso, mientras en estos casos los métodos de Monte Carlo se usan mas
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frecuentemente.

En esta memoria proponemos técnicas que mejoran la eficiencia de los algorit-
mos de Monte-Carlo. La baja eficiencia es causada por el error o varianza tan alta
que se obtiene para un nimero razonable (respecto al tiempo) de muestras. Esta
varianza es una medida acerca de lo lejana que estara la solucién que obtengamos
de la solucidn exacta real. Por lo tanto, se obtendrd mas eficiencia cuanta mas
baja sea dicha varianza. Asi, es necesario entender correctamente la naturaleza de
la varianza. En esta memoria se estudia el problema de la lluminacién Global, pro-
fundizandose en la caracterizacién de dicha varianza. Encontramos que la varianza
se obtiene como solucién de una ecuacién integral de segundo orden y usando este
resultado se obtiene el algoritmo ideal de varianza nula. Este algoritmo es ideal en
el sentido de que usa informacién desconocida a priori, por lo cual es irrealizable. A
partir de aqui, tratamos de obtener algoritmos de dos pasadas de varianza reducida,
basandonos en el resultado anterior. Para ello se usa la primera pasada, que obtiene
la informacidn necesaria en la segunda para guiar el proceso de muestreo.

La estructura de la memoria es como se describe a continuacién: En el primer
capitulo se define la notacién a usar y se derivan las ecuaciones que caracterizan el
transporte de radiosidad y radiancia. Partiendo de estas ecuaciones, en el capitulo
segundo se obtiene una formalizacién del problema de lluminacién Global, y se usa
esa formalizacién para clasificar los algoritmos que lo resuelven. Se presentan los
algoritmos de forma tabular, junto con sus principales caracteristicas, con el objetivo
de facilitar su comparacién. En el capitulo tercero el estudio se centra los métodos de
Monte-Carlo. Se obtiene una caracterizacién de su varianza, asi como una expresién
de la estrategia ideal de muestreo. En el siguiente capitulo, se introduce un algoritmo
de dos pasadas para radiosidad que aproxima esa estrategia ideal de muestreo. La
idea central es rehusar la informacién de la primera pasada durante la segunda.
Finalmente, en el capitulo quinto la anterior idea se extiende a entornos complejos
de reflectividad no difusa. Aqui se usan las técnicas de agrupamiento jerdrquico de
objetos que han sido usadas en el contexto de los métodos de elementos finitos.
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Capitulo 1

Transporte de luz y
métodos computacionales
relacionados.

1.1 Introduccidn.

En este capitulo, describimos las cantidades que modelan el transporte de luz,
y derivamos las ecuaciones que los relacionan. Primero, introducimos el mod-
elo del entorno en el cual el flujo energético tiene lugar, y después el dominio de
las funciones y las funciones de medida usadas en las integrales. Usando estas
herramientas matematicas es facil derivar dichas relaciones. Dichas derivaciones
pueden encontrarse en la literatura sobre lluminacién Global, vease, especialmente,
[Glassner95, Cohen93]. Hemos querido incluirlas aqui para introducir la notacién
que se usard en el resto de la memoria, al tiempo que deseabamos mostrar su co-
herencia. Ademas se llega a una expresion ligeramente diferente de la ecuacion de
rendering. Esta expresion tiene exactamente la forma de una ecuacién de Fredholm
de segunda clase, lo cual facilita la introducién de los algoritmos que la resuelven.

Los aspectos puramente matematicos del discurso! no se tratan con gran pro-
fundidad. El lector que desee conocer mas detalles acerca de los mismos, en los
casos que no aparecen aqui, puede recurrir a un diccionario de matemdticas, como,
por ejemplo [Ito93].

1.1.1 Modelo del entorno.

En adelante, supondremos un entorno constituido por un numero de objetos en el
espacio tridimensional. En algunas partes de la superficie de estos objetos se emite

lEspecialmente importantes son los espacios medibles, las funciones de medida, la inte-
graciéon de Lebesgue, las funciones de medida de probabilidad, los espacios vectoriales de
funciones integrables y los conjuntos de funciones base, entre otros.

23
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energia en forma de ondas o radiacién electromagnética, con intensidad constante
a lo largo del tiempo. Estas ondas se reflejan en otras superficies. Consideramos
que se ha alcanzado un estado de equilibrio en dicho entorno, en el sentido de que
la temperatura de los objetos no cambia, y la intensidad de la radiacién emitida y
reflejada por los objetos también permanece constante en el tiempo. Las superficies
de los objetos son opacas, asi que no hay radiacién que las atraviese (toda ella
es absorbida o reflejada, pero no refractada). Ademds, dichas superficies tienen
definido un vector normal en cada punto, que es continuo excepto en un conjunto
de puntos de medida nula.

Supondremos también que en el espacio libre entre los objetos no hay ningiin
medio o material que disperse la radiacién. De esta forma, cualquier punto esta en
el espacio vacio o pertence a alglin objeto. Los objetos son conjuntos compactos
de puntos, es decir la frontera de cada objeto pertenece al objeto. Ademds, las
superficies son continuas y existe un vector normal a dicha superficie en cada uno
de sus puntos.

Las ondas electromagnéticas que supondremos tienen una sola longitud de onda.
Todas las funciones que describen el flujo de particulas dependen de la longitud
de onda a la que sean medidas. Esta dependencia estard implicita en nuestras
formulaciones, y la longitud de onda no aparece en la notacién explicitamente.

Solo consideraremos entornos cerrados. Si hay que tratar un entorno abierto,
podemos incluir en él una superficie perfectamente negra que rodee a todos los otros
objetos. Este entorno modificado (cerrado) tiene exactamente el mismo compor-
tamiento que el original (abierto), por que el flujo que abandona el entorno abierto
es absorbido en el objeto negro que rodea al cerrado. El flujo es por tanto el mismo
en ambos.

1.1.2 Dominios y medidas

Llamaremos S al conjunto de las superficies de los objetos descritos arriba. Para
cada punto = € S, existe un vector normal a la superficie en ese punto, que no-
taremos como n;. Esto implica que podemos usar como funcién de medida en S
la medida del 4rea, que notaremos con A. Si S’ C S, entonces A(S') = [o, dA(z).
Aqui, dA(z) es un diferencial de superficie entorno al punto z.

Las funciones en que vamos a tratar estdn definidas en el espacio de los vec-
tores unitarios de direccidn y los puntos de las superficies. Definiremos el dominio
D, como D = S x O, donde O es el conjunto de los vectores de longitud uno
(equivalente a la superficie de la esfera).

En la esfera unidad existe la medida de angulo sélido de nombre ¢. Para un
conjunto de direcciones A, el valor real o(A) es el drea de la regién de la esfera
ocupada por dicho conjunto de direcciones. En la figura 1.1, la medida del conjunto
A es el drea de la superficie sombreada. Para cada punto z € S se puede definir
otra medida de angulo sélido proyectado. Llamaremos a esta medida o,. Para cada
subconjunto O’ de vectores unitarios, con O’ C O, haremos la siguiente definicién
de la medida o,:

o, (0") = /O cos(w,ny) do(w) (1.1)

’
Ed
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Figura 1.1: La medida o para un conjunto de direcciones A.

donde O, = {v € O' | cos(v,n,) > 0}. Estoes, O, es el subconjunto de vectores
de O' que estan en la semiesfera sobre z, siendo el eje de dicha semiesfera n,. Esta
definicién implica que las direcciones en la semiesfera bajo el punto tienen medida
nula. En la figura 1.2, se observa como, para un conjunto de direcciones A, el valor
0.(A) es el drea de la regién sombreada. Dicha regidn se encuentra en el circulo
bajo la semiesfera positiva, y se obtiene proyectando verticalmente la porcién de
semiesfera cubierta por el conjunto de direcciones A. Una vez que las medidas A y

Figura 1.2: La medida o, para un conjunto de direcciones A.

o, han sido introducidas, definimos una nueva medida 1 en D que serd usada mds
tarde en la integral que gobierna el transporte de radiancias. Consideremos cualquier
elemento r € D. Esto implica que r = (z,w) donde z € Sy w € O. La medida
1 se obtiene como la composiciéon de las dos medidas previamente introducidas,
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cumpliéndose lo siguiente:
du(r) = du(z,w) = dA(z)do,(w) (1.2)

. La medida p se llama throughput measure [Veach97], que podria traducirse por
medida de la capacidad. Es muy frecuentemente usada en lluminacién Global, y de
ahi su importancia en este texto.

1.2 Reflexion local de la luz

1.2.1 La Radiancia y otras funciones relacionadas.

Para cualquier subconjunto S’ de S, podemos medir la energia radiante total que
abandona dicho trozo de superficies por unidad de tiempo (esto es, la potencia).
Llamaremos a esta potencia ®(S’), que se mide en Vatios. El valor ®(S’) puede
expresarse como la suma de otros dos: ®(S') = ®.(S') + ®,.(S’), donde P, es una
medida de la potencia total debida a energia que ha sido generada o emitida desde
S’y @,.(S") mide la energia total reflejada en S’ debida a energia que llega a S’
desde el entorno. También podemos medir la energia total incidente en S’ y que
proviene del entorno. Notaremos esta medida como ®;. Todas estas funciones de
medida tienen el mismo dominio y unidades.

Normalmente, la cantidad de energia que abandona una superficie difiere de unos
puntos a otros. Para poder modelar esta variacién, definimos la radiancia saliente,
como una funciéon M que se obtiene al diferenciar la medida ® con respecto a la
medida de area, obteniéndose potencia por unidad de area, esto es:

d®(z)
dA(z)

M(z) = (1.3)

donde z € S. De la misma forma podemos definir la radiancia emitida y la re-
flejada, haciendo M, (z) = d®.(z)/dA(z) y M,.(z) = d®,(z)/dA(z). La funcién
de irradiancia E se define igual que las anteriores, pero con respecto a la potencia
incidente:

@) = Taw

(1.4)

Todas estas funciones M ,M,., M. y E tienen unidades de Vatios por metro cuadrado
(Wm™2). La potencia incidente que alcanza cualquier punto de las superficies
puede ser absorbida o reflejada. En este altimo caso supondremos que la potencia
reflejada abandona la superficie exactamente desde el mismo punto donde se recibié
la potencia incidente que causa la reflexién. Esto implica que M (z) = M. (x) +
M,.(x), donde la potencia reflejada M,.(z) es debida a reflexién en z de la potencia
incidente E(z).

El valor M (z) mide la energia que abandona x en todas las direcciones posibles.
Podemos también medir la energia saliente en un subconjunto de direcciones O’
incluido en O. Llamaremos a este valor M (xz,0"). Asi podemos considerar a M
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como una medida en O. Usando esta medida podemos definir la radiancia:

dM (z,w)

L(r) = L(z,w) = dos (1)

(1.5)
donde r = (z,w). Se puede ver que la radiancia tiene a D como dominio, esto
es, estd definida para cada par punto-direccién en D. Esta funcién, al ser evaluada
en un punto x € S y una direccién w € O, proporciona la potencia saliente de =
en la direccién w, por unidad de drea y por unidad de angulo sélido. Por tanto,
se mide en Vatios por estereoradidn y por metro cuadrado, y se nota como L. En
consistencia con previas definiciones, haremos las siguientes:

dM,(z,w)

L.(z,w) dor (1) (1.6)
L.(z,w) = % (1.7)
Liww) = ‘o) (19

todas estas funciones se miden también en Vatios por estereoradidan y por metro
cuadrado. Las definiciones anteriores implican las siguientes igualdades, que incor-
poran integrales:

M (z) = /O Lo(z,w)doy(w)  E(z) = /O Li(w,w)doy(w)  (1.9)

ndtese que hemos establecido que M, (z) es debido a reflexién en z de E(z). No
existe una relacidn similar entre L, y L;, es decir, la energia que alcanza un punto
en una direccién se puede reflejar en otras direcciones distintas de la de entrada. La
relacién entre la energia entrante en una direccién y la parte de ella que se refleja
en otra direcciéon esta definida por la Funcién Bi-direccional de Distribucion de la
Reflectancia o simplemente BRDF (por las siglas en inglés).

Con el objetivo de definir la BRDF, podemos ver a L. y a E como funciones de
medida en O. Respecto a L,,, podemos medir la parte de L,(x,w) debida a energia
incidente desde un conjunto de direcciones O’ (es decir, la energia proveniente de
direcciones en O' que se refleja en la direccién w), y llamar a esto L, (z,w,0").
Igualmente, podemos considerar simplemente la cantidad de potencia incidente en
x desde un conjunto de direcciones O’, llamando a esto E(z,0'). La BRDF (que
llamaremos f,) se define como la relacidn entre estas dos medidas:

dLr(x; Wo, wi)

X (1.10)

f'r‘(x;woywi) -
Con esta definicién, vemos que f,.(z,w,,w;) es la cantidad de radiancia reflejada
desde = en la direccién w, debido a una unidad de irradiancia proveniente de la
direccién w;. Podemos reescribir la definicién de f,. como sigue:

dLT‘(:L’a wo: wl)
Li(l‘, wi)doz (wl)

fr(z,wo,w;) = (1.11)
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usando esta dltima igualdad, podemos descomponer el valor L,.(z, w,) como la suma
integral de las contribuciones a dicho valor desde todas las direcciones incidentes.
Esto se hace integrando la igualdad (1.11) para todas las direcciones w; en O:

L. (z,w,) = /Ofr(ac,wo,wi)Li(ac,wi)daz(wi) (1.12)

en la figura 1.3 se puede observar como la radiancia reflejada L, en un punto se
obtiene como una integral sobre todas la direcciones de la semiesfera de la radiancia
incidente en cada direccién, segin se desprende de la ecuacién (1.12).

Figura 1.3: Reflexién local de radiancias.

Una funcién relacionada con la reflexién en un punto es la funcién de reflec-
tividad direccional-semiesférica. Esta funcidn proporciona, para cada punto = y
direccién w;, la fraccion de radiancia incidente en x desde w; que es reflejada en
todas las direcciones sobre x. Esta nueva funcién se llamard p. Se puede definir
alternativamente mediante integracién o diferenciacién.

Respecto a la versién integral, podemos ver p(z,w;) como la potencia reflejada
en todas las direcciones desde x debido a una unidad de irradiancia sobre z prove-
niente de w;. Podemos expresar entonces p(x, w;) como igual a M,.(z) cuando la
funcién L;(z,w) vale uno en w = w; y cero en todas las otras direcciones (esto es,
L;(z,w) = §(w —w;). Si sustituimos esta versién de L; en (1.12), la integral desa-
parece por la presencia de una funcién ¢ y obtenemos que L,.(z,w,) = f.(x,w,,w;).
Podemos ahora usar (1.9) y obtenemos:

plaw) = M) = [

Lr(xawo) daz(wo) = / f'r‘(xawiawo) daz(wo)
o o

(1.13)
vemos por tanto que p esta completamente determinada por la BRDF.
Usando diferenciacién, escribimos p como la relacién entre radiancia saliente
total desde z (debida a radiancia incidente desde w;) respecto a radiancia incidente
en x desde w;

dM! (x,w;) dM (x,w;)

ple,wi) = dE(z,w;)  Li(x,w;) do,(w;) (1.14)
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donde M/ (z,0'") es una medida de la radiancia saliente desde z debido a reflexién
de irradiancia proveniente de direcciones en O’ y (no usamos M, para distinguir
esta medida de la que aparece en la ecuacién (1.7)) y E(z, ') es la misma medida
usada en la ecuacién (1.8). El valor M, puede ponerse como la suma integral de
dM](xz,w;) para todas las direcciones w; en O. De esta forma obtenemos

[ aria,w
/o p(z,w;) dE(z,w;)

M, (x)

/p(ac,wi)Li(ac,wi)daz(wi)
o)

1.2.2 Propiedades de la BRDF.

Hasta ahora no se ha impuesto ninguna restriccién a la BRDF. Pero existen algunas
leyes fisicas que llevan a propiedades que toda BRDF debe cumplir necesariamente.
Dichas propiedades son la conservacién de energia y la simetria.

Conservacion de la energia

La potencia reflejada en un punto no puede ser mayor que la incidente sobre ese
punto, ya que la potencia absorbida no puede ser negativa. Esta implica que la
irradiancia sobre un punto z es mayor que la radiancia reflejada desde dicho punto.
Formalmente, para todo = € S se cumple que:

M, (2) < E() (1.15)

la condicion anterior se debe cumplir para todas las posibles distribuciones de ra-
diancia entrante (L;). Esto incluye el caso en el que L;(z,w) = d(z — w;), esto
es, toda la energia alcanza = desde una sola direccién w;. Como hemos visto en
una seccién anterior en este caso E(z) = 1y M,(z) = p(z,w;). Por tanto, si se
cumple la conservacién de la energia entonces también se cumple que

p(z,w;) <1 (1.16)

para todos las direcciones entrantes w;. Se puede probar, integrando, que la
ecuacién anterior (1.16) implica la conservacién de la energia (1.15), como estd
descrito en [Lewis93]. Para ello podemos integrar ambos lados de la desigualdad
(1.16), multiplicando por una funcién de radiancia entrante cualquiera L;. Se ob-
tiene:

/o p(z,w;) Li(z,w;) do, (w;) < /o Li(z,w;) dog (w;) (1.17)
a partir de esta desigualdad, usando (1.9) y (1.15), se obtiene directamente (1.15).
Como las implicaciones en ambos sentidos han sido demostradas, se ve que las dos
desigualdades (1.15) y (1.16) son equivalentes, aunque la segunda de ellas es mds
facil de comprobar pues solo depende de la BRDF. La funcién p, por tanto, siempre
estard acotada por el valor 1.
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Reciprocidad o simetria

La Ley de Reciprocidad de Helmhotz establece que la posibilidad que tiene una
particula de ser reflejada desde una direccién entrante a una direccién de salida es
la misma si se intercambian ambas direcciones. Formalmente, esto se convierte en
una propiedad de la BRDF, ya que se debe cumplir que, en todo punto z, y para
todos los pares de direcciones w; y w, que:

frz,wi, wo) = fr(z,wy,w;) (1.18)

1.2.3 Clases de BRDF

Tradicionalmente, en la literatura sobre Informdtica Grafica se han usado varias
clases bien conocidas de modelos de reflexién local. En esta seccién, mostramos
las expresiones de las BRDF que modelan esas clases de reflexiones, e intentamos
ver si cumplen las anteriores restricciones. Estos son los modelos mas conocidos y
sencillos, aunque existen otros que no trataremos aqui por razones de espacio. Para
mds detalles, se pueden consultar los siguientes articulos: [Lewis93] y [Schlick94].

Reflexion especular perfecta.

La reflexion especular perfecta se produce en la superficie de los espejos perfecta-
mente pulidos. En un punto cualquiera z, la radiancia reflejada en la direccién w,
es proporcional a la radiancia incidente desde la direccién simétrica (con respecto a
n.). Esto es totalmente independiente de la radiancia proveniente de otras direc-
ciones. Por tanto, se cumple que:

Ly(z,wo) = ps(x) Li(z, refl, (w,)) (1.19)

donde refl, (w,) = 2cos(n,,w,)n, — w,, esto es, refl,.(w,) es el vector reflejado
de w, en el punto z, y ps es la funcidén que da la proporciéon de energia reflejada de
esta forma, cumpliendo que ps(z) < 1.

Esto implica que solo una direccién contribuye a la radiancia saliente. La BRDF
debe ser cero para todas las direcciones menos una, pero su integral no debe ser
cero. Esta propiedad se cumple por la funcién Delta de Dirac. Podemos definir la
BRDF especular (que notaremos como f,s) como sigue [Cohen93]:

0(wi — refl, (wo))

cos(ng, w;)

frs(@,wo,wi) = ps(x) (1.20)

podemos demostrar que (1.20) implica (1.19) usando la ecuacién (1.12), como
sigue:

Lo(z,w,) = /O ps(2) ‘““’c"ogﬁﬂﬁ’”)) Li(z, w;) doy (w;)

ps(T) / d(w; — refl,(w,)) Li(x,w;) do(w;)
o
= ps(z) Li(z, refl, (w,))
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aqui hemos usado las propiedades de la funcién 4, y también hemos hecho la sigu-
iente sustitucién: do,(w) = cos(n,,w) do(z)

La simetria de esta BRDF es facil de probar, por la reciprocidad de la funcién
de reflexiéon refl,. Se cumple que w = refl,(w') si y solo si w' = refl,(w). Por
tanto 0(w; — refl,(w,)) = 6(w, — refl,(w;)). Ademds, también es cierto que
cos(ny,w) = cos(ng, refl, (w)). Con estas propiedades se obtiene directamente la
simetria de f,s.

La conservacién de la energia se puede comprobar viendo la reflectividad direccional-
semiesférica de esta BRDF

p(l‘,wl) = /O frs(x,wo,wi) dgz(wo)
— / ps(x) 6(wl - Teﬂz (wo)) dO’z (wo)
]

cos(ng, w;)

pute) [ 8w refl (w,) o)
Ps (37)

< 1

Por lo tanto, p(z,w;) = ps(z). La reflectividad es independiente de la direccidn, y
se cumple la conservacién de la energia ya que ps(x) es menor que uno.

Reflexion difusa.

La BRDF difusa es independiente de las direcciones de entrada y salida. Esto
es, el valor f.(z,w,,w;) solo depende del punto z. Esto puede escribirse como
fr(z,wo,w;) = fra(x). El la figura 1.4 puede observarse una diagrama de esta
BRDF. Nétese como, independientemente del dngulo de entrada, la radiancia re-
flejada para cualquier dngulo de salida es la misma. Con esta definicién de f,,

/

Figura 1.4: Forma de la BRDF difusa.

podemos usar (1.9) y (1.12) para obtener la radiancia saliente M, como:

M,.(z) = /OLr(m,wo)dax(wo)
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/ U fr(@) Li(= wﬂd%(wz)] doy (w,)

— Julo) | /O Li(x,wndaz(wi)] 4o (w,)
= o) / F() dog(w,)

= frd 35) / do'x wo
= fra(z) E(z) 04
= frd( ) ( )

de lo anterior vemos que M,.(z)/E(z) = fra(z)m. A este valor lo llamaremos
la reflectancia en z. Es la fraccion de potencia reflejada respecto de la potencia
incidente en z, y los escribiremos como p4(z). Con todo esto, podemos establecer
la definicién de f.q(z):

FraC,wo,w) = frafa) = P20 (1.21)

es obvio que esta BRDF es simétrica. La conservacién de la energia puede probarse
expandiendo la funcién p. Es facil probar que

p(z,w;) = pa(z) (1.22)

para todas las direcciones de entrada w;

Reflexion difuso-especular.

Las dos BRDF introducidas anteriormente son muy sencillas. Aunque algunos ma-
teriales reales muestran este comportamiento, hay también muchas otras clases de
superficies que reflejan la energia de otras formas. En las publicaciones es posi-
ble encontrar muchos articulos que describen el modelo e implementacién de otros
tipos de BRDF. Probablemente, el modelo mds simple y mds antiguo de esta clase
de superficies es el de Phong [Phong75]. Este modelo era una solucién intermedia
entre eficiencia y exactitud fisica. A este modelo se le llamé una férmula para som-
breado, esto es, un algoritmo destinado a calcular la intensidad la intensidad de la
luz reflejada, para un conjunto de luces puntuales dado.

Después de esto, en [Lewis93], esa férmula para sombreado fue interpretada
como el modelo de una BRDF, y se comprobd que este modelo no cumpliria la con-
servacion de la energia. En este articulo, algunos modelos modificados de BRDF se
proponian que cumplian la conservacién de la energia y la reciprocidad. Finalmente,
en [Lafortune94], se analizaba el uso de estos modelos en el contexto de los algo-
ritmos de Monte-Carlo, y se proponia otra BRDF, también basada en la férmula de
sombreado de Phong. A este modelo se le llama en dicho articulo modelo de Phong
modificado. Usando la notacidn de este texto, se puede expresar como:

n+2
2

frp(@, w0, wi) = py(2) cos" (wo, refl, (w;)) (1.23)
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donde n > 0 es un valor real llamado el exponente de Phong. Suponiendo una
radiancia incidente L; desde una tnica direccidn w; sobre x, el valor maximo de L,
se produce en la direccién reflejada de w;, y decae al alejarnos de dicha direccién.
El pico de radiancia que se produce en la direccién reflejada se hace mas estrecho
segin el valor de n crece. Para n = 0 se obtiene la BRDF difusa, introducida
anteriormente, mientras que si n crece indefinidamente en el limite esta BRDF se
aproxima a la funcién de reflexién especular perfecta. Este el motivo de ver esta
BRDF como algo intermedio entre las dos opciones anteriores, y por este motivo se
le llama reflexién difuso-especular.

Figura 1.5: Forma de la BRDF difuso-especular para n =1

En la figura 1.5 se puede apreciar un diagrama en coordenadas polares de la
forma de la BRDF para el caso de n = 1. Para valores mas grandes de n, la BRDF
toma aproximadamente la forma que se aprecia en la figura 1.6 La funcién p, es

Figura 1.6: Forma de la BRDF difuso-especular paran > 1

una cota de la reflectancia direccional-semiesférica, esto es p(z,w;) < pp(x). Por
tanto, la conservacién de la energia se cumple siempre que p,(z) < 1. Esto es
facil de comprobar, ya que la integral del termino del coseno en toda la semiesfera
(respecto de n;) es menor que en la esfera completa, y esta a su vez es 27/(n + 2).

Es dificil dar una expresidn analitica exacta de p para esta BRDF, ya que los limites
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de integracién son complicados [Lafortune94]. Esto se debe a que el término del
coseno puede ser no nulo para direcciones w tales que cos(n,,w) < 0, y dichas
direcciones no contribuyen a la integral. Por otro lado, la reciprocidad de esta BRDF
es facil de comprobar, puesto que se cumple cos(w,, refl, (w;)) = cos(refl, (w,), w;)

Comportamiento reflectivo mixto.

Muchas veces, las superficies no muestran un comportamiento que se ajuste ex-
actamente a alguno de estos modelos. Un ejemplo seria el de las superficies que
reflejan la luz simultdneamente en mds de una de estas formas. Este es el caso
de una superficie difusa recubierta de una capa semitransparente. La capa superior
puede reflejar parte de la luz de forma especular perfecta. Otra porcidn de la luz
puede penetrar hasta el material difuso, reflejarse y volver a salir atravesando la
capa transparente.
Si asumimos que, para todos los puntos x de un entorno, se cumple que

ps(x) + pa(x) + pp(z) <1 (1.24)

entonces las BRDF definida por f, = f.; + fra + frp cumple la conservacién de la
energia, como se puede deducir facilmente de sus formulaciones.

Finalmente, el peso relativo de cada una de las componentes del modelo anterior
puede incluso depender de la direccidn de salida w,. Un ejemplo seria el de algunos
suelos de marmol pulido. Cuando son observados desde arriba, verticalmente, hacia
abajo (cos(w,,n,) cercano a 1), se perciben como superficies difusas, pero sin
embargo, cuando la direccién de observacién es casi horizontal (cos(w,,n,) cercano
a 0), entonces parecen especulares [Lafortune97].

1.3 Transporte global de la luz.

La seccidn anterior se llamé transporte local de luz por que la ecuacién (1.12)
modela la forma en que la luz se refleja localmente en un punto z. Esto caracteriza
la funcién L, sobre un punto en términos de L; en el mismo punto. Sin embargo,
nuestro objetivo es caracterizar L, en todos los puntos del entorno, en funcién
exclusivamente de L.. Por esto se le llama transporte global. La ecuacién que
introducimos aqui es parecida a la ecuacién de Kajiya, solo que en una forma
modificada, de manera que su estructura es exactamente la de una ecuacidn integral
de Fredholm de segunda clase. A su vez, la ecuacién de Kajiya esta basada en la
ecuacién de transporte de Boltzman [Kajiya86, Arvo90].

1.3.1 Ecuaciones integrales para radiancia.

El primer paso para llegar a la ecuacidn integral completa es considerar el hecho de
que la radiancia incidente en un punto desde una direccion se debe a la radiancia
saliente de otro punto. Como la radiancia se conserva a lo largo de lineas rectas,
obtenemos que L;(z,w) es igual a la L(z', —w), donde z' es el primer punto
visible desde = en la direccién w. Nétese que siempre existe ' debido a que el
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entorno es cerrado. Esto puede escribirse formalmente definiendo una funcién p
que proporciona, para cada punto z y direccién w el primer punto visible en la
escena desde z en la direccién w [Arvo95a]. Asi que z' = p(z,w) y la igualdad
anterior se puede expresar como L;(z,w) = L(p(z,w), —w). Usando esta igualdad
podemos reescribir la ecuacién (1.12), como sigue:

Ly(z,wo) = /Ofr(w,wo,wi)L(p(r,wi),—wi)daz(wi) (1.25)

la anterior ecuacidn se puede escribir en forma de operador como L, = 7 L, donde
T es un operador de transporte integral. Nétese que L = L, + L,. Expandiendo
L, por la anterior definicién obtenemos

L = L.+ TL (1.26)

Esta es una ecuacidn integral. Para una BRDF f. y una funcién L, cualquiera,
existe una anica funcién L que satisface dicha ecuacién, asumiendo que f,. cumple
la conservacién de la energia.

Con el fin de introducir los métodos computacionales que sirven para resolver la
ecuacién (1.25), es conveniente escribirla como una ecuacidn integral de segundo or-
den, debido a que estas ecuaciones han sido estudiadas previamente en la literatura.
Estas ecuaciones tienen la siguiente forma:

@) = ge) + /D k(z,y) f(y) dm(y) (1.27)

donde D es un dominio, m es una medida definida en D, y g es una funcién
integrable bajo la medida m en D. Si k cumple ciertas propiedades, entonces existe
una unica funcién f que cumple la ecuacién integral.

Podemos ver en la ecuacién (1.27) que la funcién desconocida f tiene como
dominio el dominio de integracién D, mientras que en (1.25), L (la funcién de-
sconocida) estd definida en S x O pero la integracién se hace en O. Otra diferencia
proviene del la ocurrencia de p en los argumentos de L en (1.25) mientras que en
(1.27) el argumento de L es simplemente y.

Sin embargo, es posible escribir una ecuacién equivalente a (1.25) pero con la
misma estructura que (1.27). Esto se puede hacer en dos pasos: primero, se elimina
la funcién p de los argumentos de L en (1.25), mediante un cambio de variable de
integracién. Finalmente, se hace que el dominio de la integracién coincida con el
dominio de L, usando un nuevo cambio.

Respecto al primer paso, haremos una integracién en el dominio de los puntos de
S en lugar de las direcciones sobre w;. En la figura 1.7 vemos dos puntos z e y sobre
las superficies de los objetos, donde y = p(x,w;). Para dos puntos cualesquiera a
y b de las superficies, definamos w,; como el vector unitario de direccion que va
desde a hacia b, esto es wqp = (b—a)/|b—a|. Por lo tanto tenemos que wy, = w;
Y Wy, = —W,y. Dado un conjunto de O vectores de direccién salientes de z,
vemos que su medida o(O') es el drea del circulo sombreado sobre la semiesfera. El
conjunto de direcciones cubre una regién (sombreada en la figura) S’ alrededor del
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Figura 1.7: La relacion entre medidas para el cambio de variable.

punto y cuyo drea es A(S’). En el limite cuando o(O’) tiende a cero, obtenemos
la siguiente relacién entre los diferenciales de las respectivas medidas

dA(y) (1.28)

A partir de aqui podemos obtener, a su vez, la relacién entre la medida de dngulo
proyectado o, y la medida de drea A(y):

doy(w;) = H(z,y)dA(y) (1.29)
donde y = p(z,w) y H es una funcién definida como sigue:

COS(Ny, Wgy ) COS(Ny, W
H(z,y) = (ns |;y)_y|2( W) (1.30)

Ya que la radiancia se conserva en las lineas rectas en el vacio entre los objetos,
también se deduce que:
Li(xawzy) = L(yawyz) (131)

por lo tanto podemos cambiar la variable de integracién en (1.12), sustituyendo w;
por y, y obtenemos:

Lo(z,w,) = /S Fo(, w0, Way) H (2,y) Ly, wye) dA(y) (1.32)

donde S, C S es el subconjunto de los puntos de S visibles desde x. Esta integral
puede extenderse a todo S, usando un término geométrico adicional G(z, y) definido
por:

G(z,y) = H(z,y)V(z,y) (1.33)
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donde V(z,y) es 1 cuando x e y son mutuamente visibles, y 0 si hay algin objeto
entre ellos. Usando GG obtenemos

Ly(z,w,) = /S Fo(, w0 Way) Gl ) Ly, wye) dAG)  (1.34)

Esta integral se realiza sobre S, en lugar de O. En la figura 1.8 se puede observar
como ahora la radiancia reflejada L, no depende ya de las radiancias incidentes en
el punto (como se veia en la figura 1.3) si no de las radiancias salientes de otros
puntos.

Figura 1.8: La radiancia reflejada como integral de radiancia.

Adn tenemos que transformar la integral para que el dominio sea S x O. Este
segundo paso se realiza usando las propiedades de la funcién §. Dichas propiedades
permiten establecer la siguiente igualdad:

Ly, wye) = /Oé(w—wyx)L(y,w)da(w) (1.35)

Donde § es la funcién delta de Dirac con respecto a la medida de dngulo sélido o.
Podemos sustituir L(y,w,,) por la expresidn anterior en (1.34), obteniéndose

L, (z,w,)
- mx,wo,ww)G(:ﬂ,y)[ [ 0 = w) Ly dow] daw)
S 0]

cos(ng, w,
= [ fleweun) €03, Way) (0 (s — wya) Ly, w) dpa(y, w)
SxO |37 - ZU|

para simplificar la notacién, podemos aislar todos los términos que dependen de x
e y en una funcién K definida como:

cos(ng, wy
K(z,wo,y,w) = fr(z, w0, Way) W Vi(z,y) d(w — wys) (1.36)
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en adelante, usaremos simbolos en negrita para significar elementos del dominio
de integraciéon D = S x O. Asi, definimos r = (z,w,), s = (y,w), y K(r,s) =
K(z,w,,y,w). A los elementos de D les llamaremos rayos. Todo esto lleva a una
forma simplificada de la ecuacién anterior:

/ K(r,s) L(s) du(s) (1.37)
D

En la figura 1.9 podemos observar como la integracidn no se realiza ya sobre los
puntos del entorno (como se vefa en la figura 1.8) si no sobre todos los rayos. Solo

N
\\

"A‘»

Figura 1.9: La radiancia como integral en el espacio de los rayos.

aquellos rayos que apuntan hacia el punto = contribuyen a dicha integral, gracias
a la presencia de la funcién delta, que cancela el efecto de los demas, y reduce la
dimensién de la integracién.

Estd ultima ecuacién (1.37) es equivalente a las formulaciones previas, esto es,
a las ecuaciones (1.25), (1.26) y (1.34). Sin embargo, la ecuacién (1.37) tiene la
misma forma que la ecuacién genérica (1.27), donde L cumple el papel de f, L. el
de g,y K el de k. En la ecuacién (1.26) introdujimos el operador de transporte 7.
Usando (1.37), podemos definir la accién del operador 7 sobre la funcién L como
sigue:

L(r) = (TL)(x) = /D K(r,s) L(s) du(s) (1.38)

La funcién K se llama el ndcleo del operador de transporte 7. La ecuacién (1.37)
puede también expresarse en forma diferencial. Supongamos que S’ C S. Podemos
medir la cantidad de radiancia en r debido a radiancia de rayos en S’, llamando a
esto L,.(r,S’). Esta medida se puede diferenciar. En concreto, se puede demostrar
que:

dL,(r,s)

L(s) du(s)

de esta forma podemos establecer que K (r,s) es el diferencial de radiancia en el
rayo r debido a una unidad de radiancia en el rayo s.

K(r,s) =
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1.3.2 La ecuacidon de radiosidad

En el caso de que un entorno incluya unicamente superficies con BRDF difusa, tal y
como estd definida por la ecuacién (1.21), y emisidn difusa, la ecuacién integral que
gobierna el transporte de radiancia se simplifica, resultando en la cldsica ecuacidn
de radiosidad. Por emisién difusa entendemos una funcién L. tal que los valores
L.(z,w) son independientes de w. En estas condiciones, se puede demostrar que
también L y L, son independientes de w. Para ello se pueden usar las ecuaciones
(1.21) y (1.12)

pa(z) Li(x, w;) doy (w;)

Lo(z,w) =
™

o

P8E) )

™

asi que en estas condiciones podemos eliminar la w de los argumentos de L., L,
y L (al ser esta dltima la suma de las dos anteriores). Escribiremos, por tanto,
L.(z),L.(xz) y L(z). Usualmente, a estas funciones se les llama funciones de ra-
diosidad. Tenemos por tanto la radiosidad emitida B, = L., la radiosidad reflejada
B, = L, y simplemente radiosidad para la suma B = L. La ecuacién (1.34) se
puede reescribir usando las definiciones anteriores:

T
Be) = "2 [ 6o B daw) (1.39)
Sabemos que B(x) = Be(z)+B,(x), asi que podemos expandir B, y G, obteniéndose
B@) = B.(o) + pulo) [
S

Estd es la ecuacion de radiosidad, que puede verse como una simplificacion de
(1.34).

€08(Ng, Way) COS(Ny, Wyz)

Tz —yP? B(y) dA(y) (1.40)

1.3.3 Operadores integrales y soluciones a ecuaciones in-
tegrales.
Consideremos cualquier ecuacién integral con la forma de (1.27). Dicha ecuacién

puede reescribirse mas compactamente usando operadores. Para ello definiremos el
operador A como el operador integral inducido por el funcién nicleo k

An@ = [ ke 1wy (1.41)
con esta definicién, la ecuacién (1.27) puede reescribirse como:
f =9+ Af (1.42)

Si g y k son conocidos (y por lo tanto también A), podemos preguntarnos si
existe una unica funcién f cumpliendo la ecuacién anterior. Con el objetivo de
responder a esto, revisamos aqui brevemente los conceptos de norma de una funcién
y un operador. Una explicacién mds detallada de la utilidad de estos conceptos en
lluminacién Global puede encontrarse en [Arvo95al].
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Operadores y normas

La L,-norma de una funcién f, bajo una medida m, se escribe como |f|, y es un
valor escalar definido como:

o = |[ #@dn) v (1.43)

cada norma definida para las funciones induce una norma en los operadores que
actlian sobre esas funciones. Para un operador A, su L,-norma se define como :

|Alp = inf{a : [Afl, <alfl, V [} (1.44)

de la anterior definicidn se puede derivar la siguiente propiedad, que se cumple para
todas las funciones f con |f|, finito:

|Aflp < |Alp |l (1.45)

esta es una propiedad interesante que usaremos mas adelante.

Los operadores pueden ser sumados y compuestos entre ellos. Para cualesquiera
dos operadores A y B, y cualquier funcién f, definimos (A + B)f = Af + Bf, y
(AB)f = A(Bf). Es facil probar que:

|ABp
|A+ B,

| Alp |Blp (1.46)

<
< |Alp + [Blp (1.47)

Un operador lineal es uno que cumple A(f + g) = Af + Bg para todos los f
y g. Si A es un operador lineal, se cumple la propiedad distributiva, esto es,
A(B +C) = AB + AC, para todos los operadores By C. Un operador especial es
el operador identidad, notado por Z. Este es el unico que aplica toda funcién en
si misma, esto es, para todas las f tenemos que Zf = f. La norma del operador
identidad es siempre 1. También es posible definir el operador A™, para cada
operador base A y niimero natural n. Esto se hace iterativamente: A° = 7, y
A = AA™. Usando (1.46) derivamos lo siguiente:

A", < JAlp (1.48)

Finalmente, definimos el operador A™ como S 1, A", Cuando A es lineal se
cumple la siguiente propiedad:

APD = T 4 AA™ (1.49)

Existencia de la solucion.

La existencia y unicidad de la funcién f que satisface la ecuacién (1.42), y tal que
[p fP(x) dm(x) existe, esta garantizada cuando A es lineal y |Al, < 1. Esto se

puede demostrar examinando la serie de operadores A(™ . Por resultados previos
veMos que:

JA™], < AL (1.50)
i=0
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cuando | A, < 1, la serie de normas | A(™)|, converge, y

1
lim |A™|, <

_— 1.51
i e VN (30

por lo tanto, para cualquier funcién h, la serie de funciones A(™ h converge a una
funcién h' tal que |h'|, < 1/(1 —|A|,). Podemos definir el operador A™ como el
que aplica h en h'. La funcién h' es el limite de una serie funcional

B = Ath = lim AM™p

n—o0

Si aplicamos ambos lados de (1.49) a cualquier funcién y después tomamos limites
cuando n — oo, podemos derivar una interesante propiedad de A*

At = T+ AAT (1.52)
si aplicamos los dos lados de esta igualdad a la funcién g en (1.42), obtenemos
(Atg) = g+ A(ATg)

y por tanto se deduce que AT g cumple la ecuacién (1.42). De esto derivamos que
su solucién existe y puede ser expresada como f = AT g. La norma de A" cumple

1
AT, < ——
A= T
El operador At se llama el operador resolvente de A, como se describe en
[Arvo95al.

La norma de los operadores lineales integrales.

Supongamos que A es un operador integral lineal, tal y como se define en la ecuacién
(1.41). Podemos buscar cual es la norma de esta clase de operadores (o al menos
una cota suya). Primero, definimos:

yeD

my = €SS Ssup {/Dk(x,y)dm(x)} (1.53)

donde ess sup significa essential supremum 2 . Incluimos k como subindice de m
por que este valor depende de la funcién k. Ahora expandimos el valor |Ah|; para

cualquier funcién h

ARy = /D (Ah)(z) dm(z)

/D { /D k(w,y) b(y) dm(y) | dm(z)

2La nocién de essential supremum (o supremo esencial) de un conjunto estd brevemente
descrita en [Arvo95a). Es el supremo del conjunto (es decir, el infimo de las cotas superiores
de los elementos del conjunto), ignorando subconjuntos del mismo con medida m nula.
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/D {/D k(ﬂ?,y)dm(w)] h(y) dm(y)
[ty dmiy

= Mmg |h|1

IN

la desigualdad anterior es cierta para cualquier h, asi que podemos obtener una cota
de |A|;. Usando (1.44) se deduce

|Al1 < my, (1.54)

1.3.4 La solucién de la ecuacion de transporte.

Una vez conocida las condiciones que aseguran la solucidn de cualquier ecuacién
integral, podemos preguntarnos acerca de la solucién de la ecuacién de transporte
de radiancias, en la forma dada en (1.26). De resultados anteriores sabemos que la
funcién L existe si 7 es lineal y |[T]; < 1. La linealidad se cumple para todos los
operadores integrales, como se puede deducir ficilmente (1.38). Con respecto a la
norma, podemos usar (1.54). Si mx < 1 entonces |T]; < 1.

Asi, debemos comprobar si es cierto que mg < 1, donde K es la funcién definida
en(1.36). Para hacer esto, expandimos [, K(r,s)du(r), donde r = (z,w,) y
s = (y,w) (nétese que y y w son valores fijos)

/D K(r,s) du(r)

= / fr(z, wo, Way) %,w;y) Vay 0(w — wyg) dA(z) dog (w,)
Sx0O |z -yl

-/,
/O [/o fr(x’wo’_wl)dgw(wo)] §(w —w'") do(w")
/o fr(z,w,, —w) dog (w,)

(

P CE,—’LU)

cos(Ng, Way)

vy dA(z)

/o fr(z, wo, Way) doy (wo)} O(w — wyg) Vay

aqui hemos transformado una integracién en S en una integracién en O, usando
la igualdad (1.29). Después de esto, hemos usado de nuevo las propiedades de la
funcién 4. De lo anterior se deduce que

— €SS Su,
mi = S {p(a,w)} (1.55)

Se puede asegurar, por tanto, que si la BRDF cumple la conservacién de la energia,
entonces mg < 1y la ecuacién (1.25) tiene solucién.
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1.4 Ecuaciones de transporte adjuntas.

La funcién f, solucién de la ecuacién (1.27) no puede ser expresada analiticamente
para la mayoria de los casos. Usualmente el objetivo es conocer el producto escalar
de f con alguna otra funcién h, que se escribe como (f | h). En esta seccién
introducimos el operador de transporte adjunto y mostramos como ese producto
escalar puede obtenerse a partir de la solucidén de dos ecuaciones integrales duales.

1.4.1 Productos escalares y operadores adjuntos.

El producto escalar de dos funciones f y h, es un valor real® definido como

(f 1By = /D £(@) hz) dm(z) (1.56)

como puede observarse, el producto escalar depende de una funcién de medida usada
en la integracidn. Se puede hacer referencia a dicha medida usando su nombre como
subindice, cuando pudiese ocurrir alguna confusién. A partir de su definicién, es
facil deducir las siguientes propiedades del producto escalar, que se cumplen para
todas las funciones integrables f,h y h', y para todos los valores reales a.

(F1h)y = (hlf) (1.57)
(fIh+n) = (fIh) + (fI1) (1.58)
(af [h) = alf|h) (1.59)

El operador adjunto de un operador A se escribe como A*, y se define como el
operador que cumple lo siguiente

(Af[hy = (fIA™R) (1.60)

para todas las funciones integrables f y h. Téngase en cuenta que no todos los
operadores tienen un adjunto. En el caso de que A sea un operador integral con
un nicleo k, tal y como se define en (1.41), entonces existe A*, y estd dado por la
siguiente ecuacion:

Ahe) = [ kwp) ho) dm(o) (1.61)

es facil mostrar que A* cumple (1.60), expandiendo (Af | h)

(Af | )

| (An(@) i) ama)
[ | [ s 1) dnw)| 1w ama)
-/ k) ) hw) dm(y)dmz)

3Suponemos que f y h son funciones integrables en el dominio D con la medida m.
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/D[/D k(z,y) h(z) dm(z)| f(y)dm(y)

/D (A*B)(w) £(y) dm(y)
= (| AR

Supongamos que A y B son dos operadores arbitrarios con adjunto, y f y h dos
funciones integrables. Es fcil probar que ((A+B)f | h) = (f| (A* +B*)h) y
(ABf | h) = (f | B*A*h). Usando esto se deducen las siguientes igualdades

(A+B)" = A*+B* (1.62)
(AB)* = B*A* (1.63)
(A" = (49" (1.64)
(A = (4 (1.65)

1.4.2 La ecuacion integral dual.

Como se ha dicho anteriormente, supongamos que estamos interesados en el valor
(f | h), donde f es la solucién a la ecuacién (1.42) y h es una funcién arbitraria.
Sabemos que el operador lineal integral A, definido en (1.41), tiene un adjunto
A*. Este adjunto es también un operador lineal, como se ha demostrado en la
seccién anterior. Podemos asumir que |A*|; < 1 [Arvo95a]. Asi, existe el operador
resolvente de A*, que se escribe como (A*)T. En estas condiciones la siguiente
ecuacién integral

Il = h+ A" (1.66)

tiene una solucién, esto es, existe una funcién integrable [ que la cumple, y que
puede escribirse como | = (A*)Th. Nétese que g y h de las ecuaciones (1.42) y
(1.66) son funciones integrables arbitrarias. Usando la propiedad (1.65), podemos
obtener las siguientes igualdades

(Atg|h)y = <T}grolo«4(”)g | h>
= lim <A(”)g | h>

n—oo

= 1im (g](A™)"n)

= i (o1 0
= ol i)
= (g|(A")*h)

asi que podemos establecer que (A*)T es el adjunto de AT, esto es

(A) = (An*F (1.67)



Carlos Urena 45

y obtenemos que
(f1h)y = ({9 (1.68)

asi que el calculo de (f | h) es equivalente a el calculo de (I | g). Esto tiene bastantes
aplicaciones en lluminacién Global.

1.4.3 Ecuaciones de transporte de importancias.

Una vez que se han introducido las nociones de producto escalar y operador ad-
junto, podemos aplicarlas a la funcién de radiancia y a la ecuacién integral que la
define. Supongamos que W, es cualquier funcidn tal que deseamos calcular el valor
(L | We). La contribucién de L(r) a este producto escalar estd por tanto ponder-
ada por W,(r). Debido a esto, a la funcién W, se le llama importancia emitida
o potencial emitido. El uso de la palabra "emitida” en los anteriores nombres (y
del subindice ¢) se debe a que W, juega un papel similar al de L, en una ecuacién
integral que veremos mds adelante.

Por ejemplo, podemos definir W,(r) como una funcién distinta de cero solo
para rayos r que apunten al punto de vista y atraviesen el drea de un pixel en el
plano de visién (para los cuales W, vale 1). De esta forma, el valor (L | W,) es la
radiancia media de los rayos que atraviesan un pixel en direccidn al observador. Otro
ejemplo seria el caso de una funcién W, tal que solo valga 1 para rayos originados
en un trozo de las superficies. En este caso, el valor (L | W,) es igual a la potencia
radiante total que abandona dicho trozo.

Sabemos que si una BRDF cumple la conservacién de la energia, entonces existe
T y la funcién de radiancia L. Es facil probar que si a estas condiciones se le
afiade la simetria de dicha BRDF, entonces |T*|; < 1. Esto implica que la siguiente
ecuacion:

W =W, +T"W (1.69)

tiene solucién, esto es, existe el operador (7*)T, que es el adjunto de 71, y
también existe la funcién integrable W que se obtiene como W = (7*)*W,. El
valor (L | W) puede reescribirse como

(L|We)y = (TTLe |We) = (L | (T*)TWe) = (L. |W) (1.70)

La ecuacién (1.69) es la ecuacién adjunta a (1.26). Se le llama usualmente la
ecuacién de transporte de importancias. Como puede observarse, la estructura de
ambas ecuaciones es la misma. Vemos que W, hace el papel de L., y W el de L.
La importancia puede verse como una cantidad transportada por el operador 7,
al igual que la radiancia es transportada por 7. La funcién W se llama simple-
mente importancia o potencial. El valor W (r) representa la fraccién de L.(r) que
contribuye al producto escalar (1.70).

1.5 Meétodos computacionales.

Una vez que se han explicado las ecuaciones que definen la radiancia y la importan-
cia, en esta seccidn introducimos brevemente las bases de los elementos que se usan
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para obtener aproximaciones discretas a dichas funciones. Estos métodos pueden
clasificarse en dos familias: Métodos de Monte-Carlo y Métodos de elementos finitos
o de proyeccién. Ambas clases de técnicas estdn apoyadas en principios diferentes,
que se introducen brevemente aqui.

1.5.1 Bases y operadores de proyeccion.

Las funciones integrables en un dominio cualquiera pueden ser sumadas entre ellas y
pueden ser multiplicadas por valores reales, dando lugar a funciones que son también
integrables. Esto da al conjunto la estructura de un espacio vectorial. Consideremos
cualquier conjunto finito B = {b;, b, ... b, } formado por n funciones integrables en
el dominio D. Supondremos que este conjunto es ortonormal, esto es (b; | b;) = d;;
para todos los i,j < n, donde d;; es 1 cuando i = j y 0 en otro caso. El conjunto
B puede verse como la base de un subespacio vectorial n—dimensional Vg. Para
cualquier funcién h en Vg, existe un conjunto de n valores reales {ci,... ¢y} tal
que

ho= Y cb (1.71)
i=1

usualmente se dice Vg es el espacio vectorial expandido por B. También diremos
que h es una combinacion lineal de las funciones b;.

Para cualquier funcién integrable f podemos encontrar la funcién f’ mds cercana
a f tal que f' este en Vg. Aqui el término mds cercana se usa en el sentido inducido
por la Li-norma. Esto es, el valor |f' — f|; es mds pequefio que cualquier valor
|g — f|1 donde g € V. En el caso de que B sea ortonormal, es posible obtener f'
directamente de f y B, ya que

n
= Z (f [ bi) bi (1.72)
i=1
La funcién f' se llama la proyeccién * de f en Vg. Podemos considerar el operador
que toma una funcién cualquiera y produce su proyecciéon en B. Escribiremos este
operador como Pg, y asi tenemos que f' = Prf. Este operador esta definido por
n
(Pef)(z) = Z (f 1b;) bi(z) (1.73)
i=1
Es facil comprobar que esta clase de operadores son siempre lineales, debido a la
linealidad de los productos escalares, como se deduce de la igualdad (1.58). Si
f € Vg entonces P f = f. Esto implica que, para todos los n > 0, se cumple que
Pg = PB.

Los valores (f | b;) se llaman las coordenadas de f con respecto a B. Noétese
que cualquier funcién in Vg estd completamente determinada por sus coordenadas,
y esto permite representar dichas funciones en la memoria de un ordenador con una
cantidad finita de espacio en la misma.

4El término proyeccidn se usa aqui ya que esta operacién, cuando se realiza en el espacio
vectorial de los vectores del espacio tridimensional, es la proyeccién perpendicular de un vector
en una linea o un plano
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1.5.2 Métodos de elementos finitos.

En esencia, los métodos de elementos finitos estan basados en la conversidn de la
ecuacién (1.42) en una ecuacién matricial discreta. Esto se hace intentando resolver
una ecuacién parecida a (1.26) pero no exactamente igual. La ecuacidn aproximada
que se resuelve es la siguiente:

"= Peg+Af") (1.74)

La funcién g debe de darse como dato de entrada, luego debe ser representable en
la memoria del ordenador. Lo mds frecuente es escoger un g tal que se encuentre
en Vg, y por lo tanto se almacena como un vector de coeficientes. Por eso tenemos
que g = Pgg. Como el operador de proyeccidn es lineal, podemos reescribir (1.74)
de la siguiente forma

=g+ (PA)f (1.75)

esta ecuacién es muy similar a (1.42) excepto por la aparicién del operador Pg.A
en lugar de A. La funcién solucién f' se encuentra en Vg, esto es, Pef’ = f'.
Este método para encontrar f' se llama método de Galerkin en la literatura sobre
elementos finitos. Existen otras posibilidades para discretizar la ecuacidn continua,
aunque esta es la mas frecuentemente usada en lluminacién Global.

Podemos comprobar que la ecuacién (1.75) nos lleva al método de Galerkin
viendo que la proyecciéon de la funcién de residuo es cero en todos los puntos. La
funcidn de residuo r es (Z — A)f' — g, y se considera como una medida del error
en la solucién. Vemos que si f' fuese exactamente f, el residuo seria cero. Pero
I6gicamente es imposible encontrar la solucién exacta. Cada método de elementos
finitos establece una condicién sobre la funcién residuo. En el caso concreto del
método Galerkin, se establece que la proyeccién de dicha funcién residuo debe ser la
funcidn cero en todos los puntos, Esto es, Pgr = 0. Para comprobar esto, podemos
expandir r usando la definicién implicita de f’ dada por (1.74)

Per = Pe((ZT-Af -g)
(Pef' — PBAf') — Py
(ff — PBAf') — g

= g—-4g

=0

donde el cero de la ultima igualdad representa la funcién igual a cero en todos los
puntos.

Ahora obtendremos la ecuacién discreta equivalente a (1.75). Llamemos {f1 ... fn}
a los coeficientes de f’ con respecto a B. Entonces la funcién (Pg.A)f' puede ree-
scribirse como

(PeA) ' = (PA) Y fibi

i=1

> fiPa (Ab)

i=1
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n

= > i D] (Abi | b)) b
i=1

j=1

hemos usado la linealidad de Pg y A, y después la definicién de Pg. La ecuacién
(1.75) puede expandirse

Zfibi = Zgjbj + ka chkbl (1.76)
=1 j=1 1=1

k=1

donde ¢, es (Aby | by y {g1...9n} son las coordenadas de g con respecto a B.
Esta dltima ecuacidn es una ecuacidn funcional que también se cumple cuando
evaluamos ambos miembros en un punto arbitrario = del dominio. Reorganizando
los términos obtenemos que, en cualquier punto 2, se cumple que:

g {fi—gi—é Cij fa} bi(z) = 0 (1.77)

esta ultima ecuacién puede cumplirse dnicamente cuando todos los factores que
multiplican a los b;(z) son cero, esto es, cuando

n
fi=0i+> cijf (1.78)
i=1
para todos los i € {1,...,n}. Esta ecuacién se escribe en forma matricial:
bil 91 €11 - Cin bil
=]+ ] : 5 (1.79)
fn In Cn1 ' Cpn fn
Definamos F' = (fi,..., fu)T, esto es, F es el vector columna de los coeficientes

de f con respecto a B. también definimos G = (g1,...,9,)" y

Ci1 *** Cin
A= : : (1.80)

Cn1 ' Cnn
de esta forma la ecuacién (1.79) puede escribirse mds compactamente como
F =G+ AF (1.81)

la ecuacién anterior es equivalente a la ecuacién continua original excepto que no
involucra funciones sino los coeficientes de sus proyecciones en B
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1.5.3 Métodos de Monte-Carlo.

Una alternativa a los métodos de elementos finitos es usar Cadenas de Markov
para resolver (1.42). En lugar de discretizar la ecuacidn, lo que se obtiene es una
aproximacion estocdstica del producto escalar de la funcidn incégnita f y alguna
otra funcién h, esto es, el valor (f | h) [Rubinstein81].

Para desarrollar esto, es necesario antes introducir el concepto de Cadenas de
Markov. Una cadena de Markov, (o un paseo aleatorio) ¢ es una secuencia infinita
de elementos del dominio de integracién D de la integral que aparece en (1.27). Sea
¢ una de estas cadenas, entonces ¢ = {cy,...¢;,...}. Usualmente, a los elementos
de la cadena se les llama estados.

Consideremos ahora el conjunto de todas las cadenas de Markov posibles. En
los métodos de Monte-Carlo se realiza una seleccién aleatoria de estas cadenas.
Para realizar dicha seleccidn sera necesario disponer de una funcién de densidad
de probabilidad (en adelante una pdf), que llamaremos (). Normalmente @ es
separable, en el sentido de que existen otras dos funciones, que llamaremos py y p
tales que

Q(c) = polco)p(co, c1)p(er, c2) ...

donde po(x) es la probabilidad de seleccionar = como primer punto de la cadena, y
p(y, z) es la probabilidad condicional de seleccionar z como punto siguiente cuando
el anterior es y. Para que el método funcione correctamente es necesario imponer
algunas condiciones sobre pg y p. Estas son (Vz,y € D)

/p(y,Z)dZ
D
/po(z)dz = 1

D

h(z) #0 — po(z) >0
k(z,y) #0 — p(z,y) >0

Donde h es una funcién cualquiera, integrable en D. Definamos ahora la funcién
V', que se evalia sobre Cadenas de Markov [Rubinstein81]

h(co) ~= ;7
o) g; Ui g(ci)

Il
-

Vie) =

P

donde:

K(co,c1) . K(ci—1,¢)

p(co,c1)  pleimi,ci)

Podemos ahora definir una variable aleatoria X, que a cada valor real V(c) le
asigna una densidad de probabilidad Q(c). El hecho esencial acerca de X es que su
valor promedio es exactamente el producto escalar que queremos calcular, esto es,
E(X) = (f | h). Por tanto se puede muestrear la variable aleatoria para obtener
estimadores de su valor promedio. Esto se realiza mediante el siguiente algoritmo:

U;

1. Seleccionar la funciones de densidad de probabilidad p y P
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2. Seleccionar aleatoriamente n cadenas {cl, ey c”} con densidad de probabil-
idad @, donde n es lo suficientemente grande.

3. Obtener una aproximacién z € R del producto escalar mediante un estimador,
esto es:

(h|f) =~ a = %ZV(C”) (1.82)

Nétese que hemos de tratar con cadenas de Markov de longitud infinita, lo cual no
es abordable computacionalmente. Esto se puede resolver truncando las cadenas (lo
cual provoca un error residual o sesgo mas o menos grande) o bien extendiendo D
mediante la inclusién de un nuevo elemento llamado estado de absorcién. Llamando
a a dicho estado, extendemos po,p,k y g para tenerlo en cuenta. para cualquier
x € D, tenemos que p(x,a) > 0, p(a,z) =0, p(a,a) =1, po(a) = 0, k(a,z) =
k(z,a) = 0y g(a) = 0. Con esto, todas las cadenas caeran en el estado de absorcién
después de un nimero finito de pasos, al tiempo que el método se mantiene no
sesgado. Una vez que la cadena cae en dicho estado, no lo abandona, puesto que

pla,a) = 1.

Formulacion adjunta.

En lluminacién Global muchas veces no se desea calcular simplemente (h | f), sino
el conjunto de valores {(h; | f)} para un conjunto de m funciones {hy ... h;...hpy}.
Usando los resultados disponibles, tenemos al menos dos opciones para realizar esto
ultimo. La primera de ellas consiste en obtener, para cada i independientemente,
el valor (h; | f), como se establece en la seccién anterior. Esto requiere la creacién
de mn cadenas en total.

Otra opcién consiste en usar el adjunto de AT, que es (A*)*. Usando las
propiedades del operador adjunto, sabemos que

usando esta ultima forma obtenemos el siguiente procedimiento
1. Seleccionar las funciones de muestreo adecuadas py P

2. Obtener aleatoriamente n cadenas (c’) con la densidad de probabilidad ante-
rior.

3. Para cada h;, estimar el producto escalar como

n

(hi| 1) = (g | AThe) = 30 Vile) (1.84)

j=1
donde

Vie) =

g(co) <, (o
pO(CO) ]2::0 UJ hz( J)
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U . K(Cl,CO) K(Cj,Cj_l)
= .
p(co, 1) pcj-1,¢;)

Esto requiere n cadenas, en lugar de mn. Noétese que los argumentos de & estdn
invertidos con respecto a la formulacién anterior. Esto se debe al uso del operador
adjunto, en lugar del original (ver la ecuacién 1.61).

1.6 Conclusiones.

Este capitulo incluye las definiciones de las funciones que caracterizan el flujo de
energia electromagnética, visto desde la perspectiva del modelo de particulas de
la radiacién electromagnética. La definicién de dichas funciones se hace usando
relaciones entre funciones de medida.

Una vez introducidas las funciones, se presenta una derivacién de la ecuacién
de radiancias en forma de una ecuacidn integral de segundo orden. Para ello damos
la expresidn adecuada del nicleo del operador de transporte K. Esta formulacion
presenta la ventaja de que las herramientas matematicas existentes para dicha clase
de ecuaciones se pueden usar ficilmente en el contexto de la lluminacién Global.
Las formas anteriormente propuestas de dicha ecuacién no presentan exactamente
esta caracteristica, bien por que el nicleo es una funcién de tres variables [Kajiya86],
bien porque el operador de transporte aparece como la composiciéon de otros dos
[Arvo95].

Ademds de presentar la ecuaciéon de esta forma, en este primer capitulo se
detallan los fundamentos de los métodos de elementos finitos (fundamentalmente
el método Galerkin) y de los métodos de Monte-Carlo. Esta introduccién es facil al
usar la nueva forma propuesta para la ecuacién de rendering.
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Capitulo 2

Clasificacion de métodos
para Iluminacion Global

2.1 Los conceptos de Imagen y Observador.

Una vez que hemos caracterizado L, sabemos que la radiancia en cada punto de una
superficie esta perfectamente definida matemdticamente. Sin embargo, el objetivo
de las técnicas de lluminacién Global no es sélo lograr dicha caracterizacién, sino
ademads producir imagenes de los objetos. En este seccién intentamos formalizar el
concepto de imagen y de observador, que son esenciales para establecer el problema
de la lluminacién Global.

Una imagen I se define como una funcidén cuyo dominio es D, tal que I(r) es
la cantidad de radiancia de r percibida directamente por un observador dado. Con
el fin de almacenar I en un ordenador, es necesario usar un proyeccidén de dicha
funcién en alguna base finita. Dicha proyeccién nos proporciona un conjunto de
coeficientes que pueden usarse directa o indirectamente para iluminar los pixeles de
una pantalla o imprimir hojas en una impresora.

La base usada para realizar la proyeccién anteriormente citada serd un conjunto
W de n funciones ortonormales, con W = {W,y,...,W,,}, tales que el valor
escalar We;(r) es la fraccidn de radiancia que viaja a través de r que contribuye al
i-ésimo coeficiente de la imagen discreta. Si consideramos el operador de proyeccidn
Pw , entonces la funcién imagen puede escribirse como sigue

I = PwlL (2.1)
Esto es, I pertenece a Viy, y por tanto estd determinada por un conjunto finito

de valores (sus coeficientes respecto a W). La anterior igualdad puede reescribirse
usando la evaluacién puntual de I en un rayo concreto

I(r) = (Pw L)(x) = Zli We;(r)

53
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donde lz = <Wei | L>

Idealmente (si usamos el modelo tradicional de cdmara) cada funcién W,; debe
ser distinta de cero solo para rayos que pasen por el foco y el rectdngulo (o circulo)
ocupado en el plano de visién por el pixel nimero . Desgraciadamente, solo es
posible tomar un conjunto de muestras discretas de la radiancia que atraviesa cada
pixel. En este caso, podemos definir W como sigue:

Wei(l‘) = Z’wij(S(I‘— Sij)
j=1

donde s;; es el rayo que pasa por el foco y por la posicién de la j-ésima muestra en
el pixel i-ésimo. El conjunto de pesos w;; debe estar normalizado, en el sentido de
que E;”Zl w;; es 1 en todos los pixeles i. En el caso de otros modelos especiales de
cdmara, como por ejemplo una cdmara que incluya lentes, se puede usar igualmente
el modelo anterior de imagen, solo que las funciones W,; cambian adecuadamente,
y por tanto también cambia la posicidn de los rayos de muestra.

Con todos estos resultados, el problema de la lluminacién Global se presenta
como sigue: dada una funcién de radiancia emitida L., un operador de transporte
Ty un observador W, calcular una representacién finita de la funcién imagen I
que el observador percibe. Dicha representacidn finita se obtiene como

I = PwTtL (2.2)

como se ha dicho, I se corresponde con un conjunto finito de coeficientes respecto
de W. Estos coeficientes pueden interpretarse como intensidades de pixeles y por
lo tanto se puede mostrar una representacién de la imagen en diversos dispositivos
hardware. Esta formulacidn es general, ya que incluye cualquier clase de observador
o cdmara y cualquier operador de transporte en un entorno arbitrario.

2.2 Soluciones

En este punto, el problema de la lluminacién Global ha quedado establecido, asi
como las herramientas necesarias para solucionarlo (en el capitulo anterior). Pode-
mos entonces abordar una clasificacién de los métodos usados para solucionar dicho
problema:

Métodos locales

Esta familia de métodos no resuelve realmente el problema de la lluminacién
Global, sino simplemente la iluminacién local. Esto permite usar algoritmos
simples y eficientes, con el coste de no calcular realmente lluminacién Global.
La imagen calculada solo tiene en cuenta una reflexién en los objetos, y por
tanto se usa un operador local T en lugar del operador global 7. Formal-
mente [ = Pw T L.. Las técnicas de ray-tracing, z-buffer y los métodos de
lineas de barrido caen en estas categorias.

Métodos de discretizaciéon o elementos finitos
Incluimos aqui todos los métodos basados en el uso de un operador proyectado
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en lugar del original. El problema se convierte entonces en la solucién de un
sistema de ecuaciones discreto, de la cual se obtiene una aproximacién discreta
a L. A partir de esta aproximacién se puede calcular una imagen proyectando
L sobre W. Formalmente podemos expresar estos dos pasos como sigue: (1)
L = (PeT)TL. y (2) I = Pw L. Nétese que aunque estos métodos
se llaman métodos de discretizacién, es posible recurrir en algunos puntos a
métodos de Monte-Carlo, como por ejemplo en el célculo de los coeficientes
del operador proyectado. (también llamados factores de forma).

Métodos estocasticos o de Monte-Carlo.
Estos métodos usan Cadenas de Markov para obtener la solucién de la ecuacidn
(2.2). Se obtiene una aproximacién estocastica de la solucién, bajo cierta var-
ianza. Podemos, a su vez, dividirlos en dos subclases.

e Path-Tracing desde el observador. En este caso, para cada W,;
(independientemente) obtenemos I; = (W,; | T L.), usando la formu-
lacién dada en el capitulo anterior.

e Fotosimulacién o Path-Tracing desde las fuentes de luz. Obten-
emos una solucién simultdnea para l; = (L. | 7,7 b;) (para una base B =
{b1...b,}) usando la segunda opcién en la subseccién 1.5.3. Formal-
mente, calculdmos L' = PgT T L.. Una vez que esto ha sido obtenido,
se proyecta la funcién L usando un observador dado: I = PwL’. Nétese
que aunque usamos una base B, esto es necesario solamente para obtener
una representacién finita de L' en la memoria del ordenador, y no se usan
operadores de transporte proyectados.

En las siguientes secciones se dan detalles de cada familia de métodos, asi como
algunos de los articulos mds importantes que los describen.

2.3 Meétodos locales.

Estos métodos fueron los primeros en desarrollarse con el fin de sintetizar imagenes
realistas. La restricciéon a un operador local produce un beneficio significativo en
tiempo de cdlculo y almacenamiento necesario. Subdividimos estos algoritmos en
métodos de proyeccién (encontrar en que pixeles se ve cada objeto) y métodos de
trazado de rayos o ray-tracing (encontrar que objeto u objetos se ven en cada pixel).

2.3.1 Meétodos de Proyeccion.

En estos métodos, se calcula la porcidn de los pixeles de una imagen cubiertos por
la proyeccién de cada objeto de la escena. En cada pixel, se calcula la contribucién
directa de luz sobre el observador mas la contribucién después de una tnica reflexién.
Formalmente:

I - PW(T+Z)L€

normalmente se realizan las siguientes simplificaciones con el objetivo de simplificar
los calculos.
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e L estd restringido a un conjunto de luces puntuales (con intensidad I; y
posicién ;), esto es Lo(r) = =", l;6(z; —ry)

e El operador T incluye un término difuso-especular (Phong) y un término
difuso, esto es 7 = G + D, y puede no tener en cuenta oclusiones.

Aqui incluimos todos los algoritmos del tipo z-buffer o de lineas de barrido (scan-
line) y que usan sombreado de Phong o Gouroud. Una referencia clasica es el
articulo original de Phong [Phong75].

2.3.2 Trazado de rayos sencillo.

Esta técnica ampliamente difundida usa un arbol de rayos originado en el punto
de vista para seguir (en el orden inverso) el camino que sigue la luz. Su ventaja
respecto a los métodos de proyeccion reside en que de esta manera se pueden seguir
las reflexiones especulares perfectas. La suposiciones que se hacen respecto a W y
Ly son las mismas que en los métodos de proyeccién. El operador 7 incluye ahora
una componente especular perfecta. Esto da lugar a la siguiente imagen:

I = Pw(Z+D+G+ST) L,

La primera referencia sobre la implementacién de un trazador de rayos completo
(incluyendo reflexiones especulares perfectas) es [Whitted80]

2.4 Meétodos de discretizaciéon o de Elementos
Finitos

En esta seccién se incluyen todos los métodos en los cuales se usa un operador
de transporte discreto para resolver el problema de la lluminacién Global. Esta ha
sido probablemente la opcién tomada por el mayor nimero de investigadores. Una
vez que han sido dadas W, 7 y L., es necesario seleccionar algin conjunto finito
de bases B y entonces obtener I = Pw (PgT)t L., resolviendo el sistema de
ecuaciones asociado. Debido al amplio conjunto de articulos en esta categoria, los
hemos divido en varias secciones que se muestran en orden cronolégico.

2.4.1 Radiosidad clasica.

En esta seccién discutimos los métodos que tratan entornos con reflectividad pu-
ramente difusa y funciones base constantes. Nombraremos con C a un conjunto
cualquiera de funciones base constantes. Esto implica que C = {C},... C,} donde
cada C; es una funcién constante en un drea de la superficies 4; (con 4; C S)
y cero fuera de dicha drea. Estas areas son disjuntas y cubren la totalidad de las
superficies. La definicién de las C; es la siguiente:

Ci(r) =

0 en otro caso
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siendo disjuntas las areas, el conjunto C es ortonormal. Se usa un operador de
transporte que llamaremos D para significar que solo se tienen en cuenta reflexiones
difusas. Por lo tanto el problema no se plantea para rayos en general, si no solo
en el dominio de los puntos, ya que al haber solo reflexiones difusas la radiancia no
depende de la direccidn del rayo. Por lo tanto, el objetivo es calcular la funcién B
que es solucién de la ecuacién B = B.+DB, donde B, es la radiosidad emitida (que
también sigue una distribucién difusa). Esta funcién B, es inicialmente conocida,
y se da como un conjunto de coeficientes e; respecto de la base C. Usando la
formulacion dada en el capitulo anterior, la ecuacidén continua se transforma en una
discreta donde interviene una matriz A cuyas entradas son c;;. En el contexto de
entornos difusos, estas entradas se pueden escribir como ¢;; = Fj; R;, donde R;
se le llama reflectividad del drea A; y Fjj; es el factor de forma. A todas estas
entidades se les puede asignar un significado fisico, que no se desarrollard aqui. El
método procede en dos pasos, como sigue:

B' = (PcD)" B, (2.4)
I = PwB (2.5)

Una vez que B’ (la funcién de radiosidad aproximada) se ha obtenido y almacenado
en memoria, el segundo paso puede repetirse para mas de un observador distinto
W. La solucién del sistema de ecuaciones, dado su tamafo, suele hacerse por
métodos numéricos iterativos [Gortler94]. Principalmente se usa alguno de estos
dos métodos:

e Gauss-Seidel (GS) (Método de Jacobi con actualizacién directa)
Este método requiere el almacenamiento simultdneo de todos los factores de
forma.

¢ Radiosidad progresiva o lteracién de Southwell (PR)
Solo es necesario el almacenamiento simultdneo de un fila de factores de
forma. Ademads permite presentar los resultados intermedios como una aprox-
imacién.

El célculo de los factores de forma usualmente demanda una gran cantidad de
tiempo de CPU. Hay muchas opciones para realizar este célculo, tales como:

e Método del Semicubo (HC).
El algoritmo que se usa para proyectar B’ sobre W (esto es, el método de
z-buffer) se usa también para proyectar D sobre C. Cada fila de los factores
de forma se obtiene simultdaneamente.

o Métodos de cuadratura.
Cada factor de forma se obtiene (independientemente) tomando un nimero
finito de muestras de la doble integral que lo define.

e Monte-Carlo local de acierto-fallo (MC Local)
Una fila de factores de forma se calcula cada vez, mediante la creacién es-
tocdstica de rayos que parten de un drea con la distribucién de probabilidad
adecuada.
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Referencia | Fact.Forma | Solu.sist.ecuac. |

[Goral84] Stokes Gauss-Seidel
Cohen85 Semicubo Gauss-Seidel
Cohen88 Semicubo Progresiva

Malley88] | MC Local
Wallace89] | Cuadratura | Progresiva
Bauma89] Stokes+SC | Progresiva
Sbert93] MC Global

Tabla 2.1: Métodos de radiosidad clasica.

e Monte-Carlo global de acierto-fallo (MC Global)
En este caso, la matriz completa se obtiene mediante rayos que no estdn
referidos a ninglin area, y que siguen una distribucién global. Ha sido llamado
método de las espadas.

e Métodos analiticos (Stokes)
Usando el teorema de Stokes, el cdlculo de los factores de forma puede re-
alizarse mediante la evaluacién de una expresién analitica, casi sin errores, en
ausencia de oclusiones. Esto se usa en conjuncién con otros métodos para
poder manejar las oclusiones.

La tabla 2.1 muestra las contribuciones mds importantes en esta linea, incluyendo
cuales de las opciones de la mostradas arriba se han usado en cada articulo.

2.4.2 Métodos de una pasada para entornos no puramente
difusos.

Estos métodos son extensiones de la radiosidad clasica que intentan incluir reflex-
iones especulares perfectas y/o reflexiones difuso-especulares ademds de reflexiones
difusas. Formalmente, se calcula la siguiente imagen:

I = Pw (PeT)" L. (2.6)

donde 7 =S + D + G, siendo S el operador de reflexién especular perfecta, D el
difuso, y G el difuso-especular. Se lleva a cabo un calculo en dos fases, parecido a
la radiosidad cldsica, como se describe a continuacién

(1) L' = (Pe(S+D+G)" L (2.7)
(2) I = Pw L'

En este caso, se calculan radiancias en lugar de radiosidades, y el problema tiene una
dimensién adicional con respecto a la radiosidad clésica. Esto supone un tiempo de
calculo mas grande. Hay dos opciones para escoger el conjunto de funciones base
que se usan para el célculo:
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| Referencia | Basds | Estim.Inic. |
[Immel86] Semicubo | Emitido
Shao88] Semicubo | Difuso

Buckalew89] | Enlaces Emitido

Tabla 2.2: Métodos de una pasada para entornos no difusos.

e Semicubos
Cada Bj; es no cero en los rayos que parten del centro de un drea y pasan
por un determinado pixel del Semicubo. Por tanto la funcién de radiancia
obtenida esta proyectada en los pixeles de las caras del Semicubo.

e Enlaces
Se usa una estructura muy densa de segmentos de recta (enlaces), cada uno
de los cuales une dos 4reas. Cada base B; esta asociada a uno de estos
enlaces (un rayo que llamaremos 1;). La base es distinta de cero tnicamente
para ese rayo, esto es B;(r) = d(r — 1;). Por tanto, la radiancia se obtiene
como una funcién de la cual conocemos su valor en cada rayo o enlace.

Una vez establecido, el sistema de ecuaciones se resuelve por Gauss-Seidel. Esto
requiere una estimacion inicial de las radiancias antes de comenzar las iteraciones.
Hay dos opciones para esto:

e Usar L., la funcién de radiancia emitida.

e Usar ' = (PgD)" L, esto es, la radiancia calculada teniendo en cuenta
unicamente reflexiones difusas, mediante radiosidad cldsica. En este caso, la
estimacion inicial de la radiancia puede estar mas cerca del valor verdadero,
sobre todo si no hay muchas superficies especulares.

La tabla 2.2 muestra algunas contribuciones relevantes en esta linea. Este método
plantea dos problemas:

e Requiere una gran cantidad de memoria y tiempo de célculo.

e Es dificil tener en cuenta correctamente el operador especular perfecto, ya que
la correspondiente BRDF esta basada en una funcién delta, de forma que la
proyeccidn del operador de transporte produce un operador discreto con una
gran cantidad de error.

2.4.3 Métodos de dos pasadas para entornos no difusos.

Los métodos de dos pasadas se usan para tratar de solventar los problemas de
los métodos descrito en un apartado anterior. Estos métodos estdn basados en la
separacion del operador general 7 en la adicién de otros dos:

T="T+T (2.9)
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El uso de los subindices 1 y 2 se debe al hecho de que 7; se trata en la primera
pasada, mientras que en la segunda pasada se tiene en cuenta 7;. Con el fin de
mostrar la validez del método, introducimos la siguiente propiedad que cumple esta
descomposicion de 7 La propiedad es:

TH = RO = Trut (2.10)

donde 4 = T; 7," Con esto, vemos que es posible calcular una aproximacién a
UT L. usando métodos de proyeccién, y después obtener la imagen mediante un
algoritmo parecido al trazado de rayos. Esto puede expresarse con el siguiente
algoritmo de dos pasadas:

(1) L = (PsU)t L.

2 I = PwT L (2.11)

Usualmente, el operador D (difuso) se encuentra incluido en 7Ty, y el operador S
(especular perfecto) se incluye en 5.

El paso (1) es igual al primer paso de los métodos de elementos finitos ya
introducidos, excepto por los coeficientes de Pgl/, que han sido llamados factores
de forma extendidos, ya que también tienen en cuenta el término 7,7 que aparece
en U. La funcién L' tiene en cuenta todos los posibles caminos de particulas que
acaban en una reflexién correspondiente al operador 7;. El paso (2) es formalmente
equivalente a un método de ray-tracing (o una método de path-tracing de Monte-
Carlo), excepto por el uso de L' en lugar de L, como funcién fuente. Esta segunda
pasada simula los caminos de particulas que comienzan después de una reflexion
tipo 71, después pasan por un numero arbitrario de reflexiones tipo 73 y acaban en
el observador. Se dice que estos métodos son una combinacién de radiosidad (por
la primera pasada) y ray-tracing (por la segunda pasada)

Hay dos opciones para la descomposicion de 7 en 71 y T2 segin cual de estos
dos operadores incluye el término difuso-especular (G)

e 1=Dy T2=G+S
En este caso a L' (el resultado de la primera pasada) se le llama emisi6n
difusa. Es necesario recurrir a un trazado de rayos estocastico en la segunda
pasada, con el fin de tratar apropiadamente la presencia del operador G en

Tz.

e 1=D+G y TL=S
Aqui L' depende de la direccién. Consecuentemente la primera pasada es
mds complicada mientras que la segunda es un método de trazado de rayos
sencillos que solo tiene en cuenta reflexiones especulares.

Para resolver el sistema de ecuaciones en la primera pasada, es frecuente usar un
método progresivo. En cada paso, la energia del drea fuente debe ser distribuida
a través de cero o mas reflexiones especulares hasta que se llega a una reflexién
difusa. Hay dos opciones para realizar esto:

e Se puede usar trozos virtuales, que son duplicados especulares del trozo emisor
en cada espejo. El factor de forma desde estos trozos virtuales se debe afadir
al original.
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| Referencia | T | T2 | Funciones base | Fact.Form. Extendidos |
Wallace87] | D S+ G | Constant Trozos virtuales
Sillion89 D S + G | Constant ray-casting recursivo
Sillion91 D+G | S Armonicos Esféricos | Trozos virtuales

Tabla 2.3: Métodos de dos pasadas para entornos no difusos.

e Usar trazador de rayos recursivo en el caso de que un trozo emisor "ve” un
trozo especular perfecto.

La tabla 2.3 resume los trabajos que exponen estos métodos

2.4.4 Meétodos de Importancia y Multiresolucion.

El orden de complejidad para todos los anteriores métodos de elementos finitos es
al menos de O(n?) donde n es el nimero de funciones base del conjunto B. Al
aumentar este niimero, también lo hace la calidad de la aproximacién. Sin embargo,
la complejidad crece cuadraticamente. En aplicaciones practicas, el nimero de
funciones base (trozos) requeridos para obtener una calidad razonable es tan grande
que dichos métodos se vuelven impracticables. La complejidad viene principalmente
del célculo de los coeficientes del operador proyectado.

Una opcién para resolver esto en el contexto de los métodos de elementos
finitos es el uso de conjuntos jerarquicos de funciones base o bases tipo Wavelet.
Estas técnicas proporcionan una complejidad menor para él calculo del operador
proyectado o la solucién del sistema de ecuaciones. Dichas técnicas se han usado en
otros campos de la Informatica Grafica y la Visién por Ordenador, como es el andlisis
y compresién de imdagenes, el disefio de curvas y superficies, el almacenamiento y
procesamiento de texturas, el modelado de sélidos, etc...

2.4.5 Proyeccién en bases Wavelet.

Como se describe en [Mallat89], un Andlisis Multiresolucién (MRA) es un conjunto
de espacios vectoriales {V;,i € N} tal que V; C Viy1 y quet V; C £L3(D). En
otras palabras, cada V; es un conjunto de funciones cuyo cuadrado es integrable en
el dominio D. Llamemos S; a cualquier base ortonormal de V;. La definicién de un
MRA incluye restricciones adicionales que aseguran que la proyecién de f sobre S;
converge a f cuando i tiende a infinito. Cada S; es una base finita que sirve para
aproximar cualquier funcién con una resolucién creciente con i.

Ya que V; C V;41 podemos considerar el espacio vectorial complementario a
Vi en Viy1. Lo llamaremos U;. Si se suman funciones de V; con funciones de Uj,
obtenemos funciones en V1. Podemos establecer, por tanto, que las funciones de
U; representan las diferencias entre las funciones de V; y aquellas de V; 1. Llamemos
ahora D; a cualquier base ortonormal de U;. Cada elemento de S; es ortonormal a
cualquier elemento de D;, y S; U D; es también una base de V;;1. Las funciones
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en S; se llaman funciones de escalado (del inglés scaling functions), y aquellas de
D; se llaman funciones de detalle.

Podemos entonces construir una base H,, de V,, uniendo las funciones de escala
al mas alto nivel con las funciones de detalle de sucesivos niveles, como sigue:

H, = S, O D,
i=0

Cuando se proyecta una funcién cualquiera f contra H,,, obtenemos una proyeccién
muy simple de f (su proyeccién contra Sg) mas las sucesivas diferencias con proyec-
ciones m3s detalladas (los coeficientes de las proyecciones contra las funciones de
detalle D;), hasta una resolucién méxima n. En el caso de que la proyeccién de
f sea buena a una resolucién cualquiera m, los coeficientes (diferencias) de las
proyecciones contra las siguientes funciones de detalles son muy pequefios.

Para cualquier operador dado 7T, el correspondiente operador discreto! P, T
se representa mediante una matriz de coeficientes. Si se fijan a cero todas las
entradas de dicha matriz cuyo valor esté por debajo de un valor limite previamente
establecido, entonces se obtiene una matriz dispersa (muchas entradas a cero)
[Beylkin91, Alpert93], tal que las operaciones con esa matriz se realizan con una
complejidad lineal con el ndmero de funciones base.

Los métodos jerdrquicos usan esta propiedad, mediante el calculo de operadores
proyectados contra una base jerarquica, de forma que se evita el cdlculo de los
coeficientes que estén por debajo de cierto valor, y se logra alcanzar la complejidad
lineal en lugar de cuadrética.

2.4.6 Familias de wavelets.

La base wavelet mdas simple usada en lluminacién Global es la base Haar. Por
simplicidad, asumimos que el dominio de los wavelets es el intervalo unidad, D =
[0,1]. El conjunto S; tiene 2* elementos (funciones base), que pueden definirse
como:

Si = {¢ij(x) =22 o2’z —j) | j=0,...,2" —1}

donde ¢oo(z) es 1 cuando z € [0,1] y O en otro caso. Cada funcién es una
versidn trasladada y escalada de ¢gp. Estas bases wavelets son faciles de tratar.
Desafortunadamente, los espacios V; solamente incluyen funciones constantes a
trozos y por tanto discontinuas. Con el fin de solventar esta limitacién, las bases
Haar pueden generalizarse de dos formas:

e En lugar de que Sy esté formado por una tnica funcién base, se puede incluir
un conjunto de funciones polinomiales ortogonales, que forman una base de
los polinomios de orden menor que k en el intervalo unidad. De esta forma V;
incluiria funciones discontinuas polinomiales a trozos. Esta clase de wavelets
se llaman Multiwavelets de orden k, y se describen en [Alpert93].

'En adelante, y para simplificar la notacién, usaremos P, para significar el operador de
proyeccién contra la base Hj,
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e Otra posibilidad es usar también polinomios de orden k, pero, en este caso,
asegurandonos también de que son continuos y k veces diferenciables en el
intervalo unidad. Esto puede lograrse usando funciones base B-Spline de grado
k. A estos se les llama Wavelets Spline, y son continuos y diferenciables.
Desgraciadamente, no son ortonormales sino semiortonormales.

2.4.7 Refinamiento por brillo e importancia y métodos
jerarquicos.

En teoria hay un dnico conjunto de funciones de escala al més alto nivel, es decir un
Gnico conjunto Sy. Pero en la prictica cada superficie de cada objeto del entorno
implica un conjunto distinto de bases So. Si hay n objetos, la complejidad es
cuadratica con el ndmero de objetos. Adn usando funciones base jerdrquicas, el
orden de complejidad puede ser demasiado alto ya que el numero de objetos puede
ser también grande. Una solucién es el uso de refinamiento de brillo e importancia.

En este contexto, la importancia es la funcién f = (7*)TW, (donde W, =
>; Wei), que proporciona para cada rayo r la fraccién de radiancia de r que al-
canza al observador (después de un nimero arbitrario de reflexiones). Como esta
definicién incluye el operador (7*)*, el cdlculo de la funcién de importancia es tan
complejo como el célculo de la radiancia. Sin embargo, esta funcién proporciona
una valor que indica la contribucién del error cometido en cada rayo al error en la
imagen. Recuérdese que los métodos jerdrquicos estdn basados en descartar en-
tradas inferiores a un valor minimo. Por tanto, si se multiplica los coeficientes por
la importancia, estos valores se reducen y es posible descartar mas coeficientes, y
por tanto los cdlculos pueden acelerarse mas.

El refinamiento por brillo e importancia (en adelante, refinamiento Bl) se basa
en el cdlculo simultdneo de brillo e importancias. Esto se hace usando iteracién
de Jacobi en sucesivas aproximaciones de ambas funciones. A cada paso el valor
minimo para descartar coeficientes se disminuye, con lo cual nuevos coeficientes
son tenidos en cuenta (o, lo que es lo mismo, el transporte se simula a mas baja
resolucién). Esta inclusién de nuevos coeficientes (o enlaces), es adaptativo en el
sentido de que se realiza mas esfuerzo en las zonas que mds contribuyen al error en
la imagen.

De hecho, este método produce una funcién discreta cuya resolucién es mas
alta en las zonas mds iluminadas (brillo) o con mayor contribucién a la imagen
(importancia). Esto se ha llamado una solucién con resolucién dependiente del
punto de vista.

Los métodos jerarquicos se han usado para calcular radiosidad difusa (solo op-
erador D) y también para entornos difuso-especulares (operador G). En el dltimo
caso, la radiancia puede definirse en el dominio de los pares de puntos-direccién
(PD) o bien en el dominio de los pares de puntos de las superficies (PP). La tabla
2.4 muestra algunas contribuciones en esta linea:
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| Referencia | Oper. | Bases | refin-BI. | Dominio |
[Hanrahan91] D Haar No P
Smits92] D Haar Si P
Gortler93] D Multiwavelets | No P
Aupperle93] D+ G | Haar Si PP
Pattanaik94] D+ G | Haar No PP
Christensen94] | D+ G | Haar Si PD
Schroeder94] D + G | Multiwavelets | Si PP
Yu95] D B-Spline No P

Tabla 2.4: Métodos jerarquicos.

2.5 Meétodos Estocasticos o de Monte-Carlo.

Todos los métodos de esta seccidén estdn basados en el uso de cadenas de Markov
como la herramienta bdsica para resolver la ecuacién de lluminacién Global. Incluso
cuando se usan cadenas de Markov es necesario recurrir a una base finita para
almacenar la solucién aunque no se use ninglin operador de proyeccién.

2.5.1 Path-tracing o Monte-Carlo desde el observador.

Estos métodos pueden verse como una extensién del trazado de rayos, o bien
como una instancia de los métodos MC (Monte-Carlo) para ecuaciones integrales.
Sabemos que la intensidad I; del i-esimo pixel en la imagen se obtiene como
l; == (Wei | TTL.). El método procede secuencialmente pixel a pixel, y cal-
cula una aproximacién (bajo una varianza dada) de su intensidad. Este valor se
obtiene mediante una evaluacién de (1.82) para un conjunto dado de cadenas de
puntos o caminos. Una elecciéon comdn para las funciones py y p es la siguiente:

po(r) = Wei(r) (2.12)
p(r,;s) = K(r;s) (2.13)
p(r,a) = 1—/ K(r,x)dx (2.14)

D

El primer rayo (para el pixel i-ésimo) se selecciona con una pdf proporcional a
Wei. A partir de aqui, todos los demds de ese camino se crea a partir del anterior
usando una P proporcional a K como funcién de probabilidad condicional para las
transiciones. La probabilidad de absorcién (esto es, la probabilidad de alcanzar el
estado a) se hace igual a la fraccién de energia absorbida. En estas condiciones, la
expresion (1.82) se convierte en:
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donde £ es el ultimo estado de c antes de la absorcién, esto es, ¢; = a Vj > k.
Existen otras opciones para fijar la probabilidad de absorcién, tales como la técnica
llamada ruleta rusa [Arvo90].

Con el objetivo de reducir la varianza, a veces se usan otras técnicas. Una de
estas es el muestreo directo de las fuentes de luz, que es un algoritmo basado en la
siguiente formulacién:

I = PwTTL,
= Pw(T T +1) L.
= PwT (T L) + Pw Le

Aqui se puede ver como es posible usar 7 L. en lugar de L, como el término
fuente, siempre que se afiada el término Pw L. (luz de las fuentes que alcanza
directamente al observador).

Aqui hemos usado la igualdad 7+ = Z + 7T+, que se ha establecido previa-
mente en la ecuacién (1.52). La evaluacién del término fuente 7 L. en cada punto
de impacto puede realizarse a su vez mediante técnicas de MC (lo que se llama
muestreo de las fuentes de luz). El término Pw L. se puede afadir sumando la
radiancia emitida en el primer impacto de cada camino. Esta técnica reduce la var-
ianza ya que la funcién L, suele ser cero en la mayoria de los puntos de la escena,
con zonas distintas de cero aisladas en las fuentes de luz. Esto implica una alta
varianza ya que los caminos dificilmente alcanzan las fuentes. Por otra parte, la
funcién T L. (luz reflejada de la que proviene directamente de las fuentes) es una
funcién mas suave y distinta de cero en mas puntos, lo cual implica menor varianza
(una comparacién de estas opciones puede encontrarse en [Shirley92]).

Existen otras opciones para la funcién de transicién p. Cuando las fuentes de luz
no iluminan directamente la escena, si no que lo hacen indirectamente, el método
puede mostrar una alta varianza incluso con el muestro directo de las fuentes. Esto
se debe al hecho de que en estas condiciones, incluso la funcién 7 L, muestra picos
aislados. Para solventar este problema se puede usar una p tal que las cadenas se
construyen usando dos subcadenas, una que se comienza desde el observador (la
pdf para el primer rayo es proporcional a W,;) y otra que comienza en las fuentes de
luz (la pdf para el primer rayo es proporcional a L.). A esto se le llama path-tracing
bidireccional, pues las cadenas se construyen en las dos direcciones.

La longitud de la cadena unién de las dos subcadenas debe ser establecida
a priori, con lo cual las cadenas de distintas longitudes deben de muestrearse
explicitamente. Esto implica que se puede calcular un numero finito de iteraciones
del operador. Por lo tanto se simula el operador 7(*) en lugar de 7+, para alguna
longitud maxima de las cadenas k. Formalmente esta formulacién se basa en las
propiedades del operador adjunto, ya que:

ly

<T(’“) L. | Wet> (2.15)

k

Y <T(”> L. | Wet> (2.16)

n=0
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| Referencia | PDF

Coherencia | Sel.Optima |

[Cook84] unidireccional | No No

Kajiya86] unidireccional | No No
Ward88] unidireccional | Si No
Veach94] bidireccional | No No
Lafortune94] | bidireccional | No No
Veach95] bidireccional | No Si

Tabla 2.5: Trazado de caminos desde el observador.

k
= D > wy <T(i) Le | (T*)(j)Wet> (2.17)

n=0 i+j=n

donde w;; es un conjunto de pesos tal que Ziﬂ.:n w;; = 1 para todos los n > 0.
Estos pesos pueden seleccionarse arbitrariamente, aunque en [Veach95] se describe
un método para la seleccién optima de los mismos (en el sentido de reducir la
varianza).

Como se ha explicado, todos estos métodos proceden pixel a pixel independi-
entemente, y no usan la posible coherencia presente en la funcién L. En el caso
de que esta funcién no presente variaciones muy altas en una zona, es posible usar
una estimacién de su valor en unos puntos para predecir dicho valor en otros pun-
tos. Esto se puede aprovechar guardando dichas muestras y reusdndolas cuando sea
necesario.

La tabla 2.5 muestra algunos trabajos publicados en esta linea.

2.5.2 Meétodos de fotosimulacién o seguimiento de particulas.

Este método ha sido llamado de varias formas, por ejemplo Photon-tracking (seguimiento
de fotones), MC path tracing from the light sources (trazado de caminos desde las
fuentes de luz), o shooting random walk (paseo aleatorio de disparo), o backward
ray-tracing (trazado de rayos inverso o hacia atras).

El presente método también esta basado en cadenas de Markov. De hecho se
usan los mismos principios que los métodos previos, excepto que en este caso se
recurre a la formulacién adjunta, y por tanto se encuentra involucrado el operador
adjunto. (7* en lugar de T). Podemos calcular la funcién L' = PgT L, (para
cualquier base B) como un conjunto de coeficientes I; usando lo siguiente

li = (bi| TTLe) = (Le | (T7)"b:)

Asi que el cdlculo de estos coeficientes puede verse como una instancia de (1.84)
donde g = L. y h; = b;. En este contexto, la seleccién de pg y p se hace usualmente
como sigue:

po(r) = (2.18)
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(2.19)

p(r,s) = K(r;s)
1—/DK(x,s)dx (2.20)

p(a,s)

donde @ se introduce para normalizar p, esto es, ® = [}, L.(r)du(r), la energia
total emitida en el entorno. En el caso de usar funciones base constantes disjuntas,
tal y como se definen en (2.3), los valores de b; son bien 1/|A4;| o cero, y el calculo
de la sumatoria sobre el conjunto de funciones base no es necesario. En lugar de
esto, simplemente hay que realizar una blsqueda del trozo que contiene el punto
de impacto. Si llamamos n; al nimero de impactos en el trozo nimero 7 para un
total de m cadenas, entonces (1.84) se simplifica:

<I>ni
P~

Se puede dar una interpretacién fisica de este método. Cada cadena se puede ver
como un fotén o particula. Dicho fotén nace en un estado o rayo r con probabilidad
proporcional a L. (r). A partir de aqui, la probabilidad de pasar de un estado s a otro
r es proporcional a K(r,s). Finalmente, el fotn alcanza el estado de absorcidn a
partir de otro estado con una probabilidad igual a la fraccidn de radiancia en el dltimo
estado que es absorbida por las superficies. Cada fotén transporta una energia igual
a ®/m que se deposita en cada trozo de las superficies que es alcanzado. La divisién
por |A;| se utiliza para convertir energia total en energia por unidad de drea. Por lo
tanto, la dltima ecuacién puede verse simplemente como un cuenteo de la energia
de los fotones que llegan al trozo. Las primeras descripciones de este método se
realizaron en este contexto [Spanier69, Kalos86], y por lo tanto puede llamarse
fotosimulacién.

En lugar de esta seleccién basica, podemos usar una funcién p basada en im-
portancia, de forma que una densidad de impactos mds alta se obtiene en las zonas
de las superficies que mdas contribuyen a la imagen. Hay varias opciones para lograr
esto. A modo de ejemplo, se puede ver el trabajo de Pattanaik [Pattanaik93].

Una vez que la funcién L' ha sido obtenida, es adn necesario proyectarla sobre
algin observador para obtener una imagen. Este altimo paso se realiza usando un
método de proyeccidn, como los que se detallan en la seccién 2.4. Si el operador T
incluye algtin término especular perfecto, entonces L' no podria capturar los detalles
de la solucién exacta L. Esto se puede resolver mediante métodos de dos pasadas,
como se describe en la seccién 2.4.3. Si 7 = T; + T3 entonces el proceso es como
sigue:

L' = PgUt L,
I = PwT,t L

donde U = 7'17';. De nuevo, el trazado de rayos simple se usa para lograr este
paso.

Finalmente existe un método de fotosimulacién en una sola pasada para en-
tornos sin reflexiones especulares perfectas. En este caso la imagen I se obtiene
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| Referencia | Operador | Imp. | Sol.Direct |

[Arvo86] STDST No | No
[Heckbert90] | STDST Si No
[Pattanaik92] | (S+D + g)* No No
[
[

Pattanaik93] | (S+D +G)" | Si No
Dutre94] D+G)" Si Si

Tabla 2.6: Path-tracing desde las fuentes de luz

directamente sin pasar por una L' intermedia. Puede verse como el método ad-
junto al muestreo directo de las fuentes de luz en Path-tracing. En lugar de usar
fotosimulacién para obtener una proyeccién con respecto a una base B y después
proyectar esta aproximacién contra el observador W, es posible proyectar directa-
mente contra la base W. Por lo tanto, la imagen se obtiene directamente como el
resultado del proceso de simulacién. Para cada estado r del fotdn se calcula cual es
el pixel 7 tal que 7* W,;(r) es distinto de cero (es decir, el pixel donde se proyecta
el siguiente punto de impacto), y se afiade la energia reflejada del fotén hacia el
pixel al estimador asociado al pixel.

La tabla 2.6 incluye varios articulos que describen esta clase de métodos. La
columna encabezada con Sol.Direct indica si el método anterior se usa o no.

2.6 Conclusiones.

En este segundo capitulo se presenta una formalizacién del problema de la Ilu-
minacién Global, introduciendo el concepto de observador como un conjunto de
funciones que miden la radiancia en determinadas partes de la escena. Asimismo
se introduce el concepto de imagen como la funcién que se obtiene al proyectar la
funcién de radiancias en la base inducida por el observador.

Combinando este concepto con los introducidos en el capitulo anterior, obten-
emos una imagen como el resultado de aplicar un operador lineal sobre la funcién
de radiancia emitida.

Esta formulacidén representa una formalizaciéon del problema de lluminacién
Global que ayuda a comprender y comparar mutuamente los algoritmos de llu-
minacién Global presentados en un amplio conjunto de articulos. Dichos articulos
se presentan de forma tabular, de manera que se ponen de manifiesto las diferencias
y semejanzas entre ellos.



Capitulo 3

La Varianza de los Métodos
de Monte-Carlo.

3.1 Introduccion.

En este capitulo, se estudia a fondo la naturaleza de la varianza de los métodos de
Monte-Carlo basados en Cadenas de Markov. Para ello, definimos una funcién de
medida de probabilidad en el espacio de todas las cadenas posibles. Esta medida
dicta la probabilidad de seleccionar una cadena cualquiera. Usando dicha medida se
construye la variable aleatoria que es muestreada en los métodos de path-tracing.
Obtenemos a continuacién la media y la varianza de dicha variable. Con esto se
demuestra que el método no presenta sesgo, y conocemos su varianza. Vemos
que, al igual que la funcién solucién, la varianza cumple una ecuacién integral de
Fredholm segundo orden. Esto se puede usar para caracterizar la varianza de algunos
algoritmos de Monte-Carlo.

Un procedimiento similar al anterior se usa para analizar la varianza del path-
tracing con muestreo directo de las fuentes de luz.

3.2 La Varianza del Path-Tracing

En esta seccién consideramos el path-tracing simple (o la fotosimulacién, si consider-
amos la ecuacién adjunta). Como se ha establecido antes, definiremos formalmente
una variable aleatoria. Dicha variable estard compuesta de una funcién de medida
de probabilidad en el espacio de las cadenas, y de una funcién de valores reales sobre
dicho espacio. La expresién de |la varianza que se obtiene coincide con la que aparece
en [Mikhailov92], aunque en dicha obra no se incluye la demostracién. Dicha de-
mostracion fue derivada independientemente por los autores, antes de conocer la
citada referencia.

El primer estudio de la varianza de los métodos de Monte-Carlo en el contexto
de la Informdatica Gréfica aparece en [Shirley91]. En este caso se analiza el proceso

69
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de fotosimulacién para entornos difusos, en el cual las particulas solo contribuyen
en el dltimo impacto. Aqui se dan cotas de la varianza que permiten establecer
que el tiempo de célculo tiene una complejidad lineal con el nimero de trozos de la
escena, bajo ciertas condiciones sobre el tamafio relativo de dichos trozos.

Un estudio mas amplio del caso difuso aparece en [Sbert97]. Aqui se proporciona
la varianza para trazado de particulas y para path-tracing, tanto para estimadores
con contribucién en el Gltimo impacto como para aquellos con contribucién en todos
los impactos. En este caso, también se pueden establecer cotas que implican com-
plejidad lineal en el tiempo en todos los casos. Sin embargo, el estudio se restringe
a un tipo especial de path-tracing en el cual el punto de salida después de cada
impacto esta distribuido aleatoriamente en el trozo que contiene el punto impacto.
Con esto, se obtiene una solucién estocastica a la ecuacién integral discretizada en
lugar de la solucién a la ecuacién continua. Sin embargo, dichas soluciones pueden
extenderse al caso continuo como se describe brevemente en [Sbert97b].

En los trabajos citados anteriormente no se aborda el problema de reflectores no
difusos ni de probabilidades de transicién arbitrarias. En este capitulo trataremos
el problema de la forma mds general posible, es decir, usando probabilidades de
transicidon arbitrarias en entornos de comportamiento reflectivo también arbitrario.
En realidad, se calcula la varianza para una ecuacidn general, y luego el resultado
se puede instanciar para un niimero de problemas concretos en lluminacién Global
que se pueden resolver usando muestreo de Cadenas de Markov

3.2.1 Densidad de Cadenas

La medida de probabilidad para cadenas.

Consideremos el conjunto D’ = D U {a}, donde a es un estado especial llamado el
estado de absorcion, con a ¢ D. Recordemos que D es el dominio donde se realiza
la integracién que aparece en la ecuacién (1.27).

Las integrales en D pueden extenderse a integrales en D’ extendiendo la definicién
de la funcién de medida m usada en (1.27) a una nueva medida m' definida en D'.
Para cualquier conjunto A C D', m/ se define como

p _ m(A) iag¢ A
m'(4) = {m(A—{a})+1 GacA

la definicién previa implica que m/({a}) = 1, la medida del estado de absorcién
es siempre 1, independientemente de la medida del resto de elementos en D. Esta
definicién implica que para cualquier funcién f definida en D' (cuya restriccién a
D sea integrable bajo m) se cumple que

f@)dm'(s) = f(a) + / f(z) dm(z)
D’ D

Es facil comprobar que m' es una funcién de medida vilida.



Carlos Urena 71

La funcién de transicién.

Usando la medida anterior podemos definir una funcién de probabilidad de transicion
como una funcién p definida en D' x D’, con las siguientes propiedades, que deben
cumplirse para todos los r, s pertenecientes a D’

| = /lp(r,t)dm'(t) (3.1)

1 = p(a,a) (32)

k(r,s) >0 — p(r,s)>0 (3.3)
)

p(r,a) > 0 (3.4

El valor p(r, s) es probabilidad condicional, en una cadena cualquiera de estados de
D', de que el siguiente estado sea s, suponiendo que el anterior es r.

La igualdad (3.1) asegura que p esta normalizada y puede usarse como medida
de probabilidad. La igualdad (3.2) asegura que todas las transiciones desde el
estado de absorcién van de nuevo al estado de absorcién. La implicacién (3.3)
asegura que todos los estados s que contribuyen a la funcién objetivo en r (es decir,
todos los estados s tales que k(r,s) > 0), tienen una oportunidad no nula de ser
seleccionados después de r. Finalmente, la condicién (3.4) asegura que toda cadena
alcanzara el estado de absorcidn con una probabilidad que converge a uno cuantas
mas transiciones ocurren. Esto, a su vez, implica que es imposible encontrar una
cadena con un numero infinito de estados de estados que no alcance el estado de
absorcién.

Una medida de probabilidad para Cadenas de Markov.

Definamos C' como el conjunto de todas las posibles listas infinitas de elementos
en D'. Formalmente, C se define como la solucién mas pequefia (en el sentido de
inclusién de conjuntos) a la siguiente ecuacién de conjuntos

C = D xC

Consideremos ahora cualquier cadena ¢ € C con ¢ = {cp,¢1,¢2,...} y un elemento
x € D'. Obviamente, por la ecuacién que define C, se cumple que (z,¢) € C.
En adelante escribiremos simplemente xc para significar (x,c¢), esto es, xc es la
cadena infinita que se obtiene anteponiendo x al principio de ¢. Por lo tanto,
xc = {z,cp,c1,...}. Enlafigura 3.1 se puede ver un ejemplo de una cadena en un
entorno. Nétese que el primer elemento r de esta cadena es un rayo que apunta al
observador.

Una vez que C ha sido definido, abordaremos la definiciéon de una funcién de
medida de probabilidad en el dominio C'. Dicha medida se llamara U,, y depende
tanto de la funcién p como de un elemento r de D’. Dicho elemento se pone
como subindice del nombre para hacer explicita la dependencia. La medida de
probabilidad U,. puede usarse para realizar integrales en C, en el sentido de Lebesgue.
La definicién de la medida viene dada por las dos siguientes restricciones

dU,(sc) _ B
) dl - e A U@ =1 (3.5)
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Figura 3.1: Ejemplo de una cadena de rayos.

Podemos ver el valor (diferencial) dU,.(¢) como la probabilidad de que una cadena
pase por los estados de ¢ después justo de haber pasado por r. De la anteriores
restricciones deducimos que dU,(sc) = p(r,s)dm'(s)dUs(c) por lo tanto, se ve
que dU,(sc) es igual a la probabilidad de transicién de r a s multiplicada por la
probabilidad de que, una vez visitado s, se pasen por los estados de ¢. La condicién
U,.(C) = 1 se introduce para asegurar la unicidad ! de U, y también para que sea
una medida de probabilidad correctamente normalizada.

3.2.2 Una variable aleatoria sobre Cadenas de Markov

Una vez que tenemos la medida de probabilidad U,, podemos definir variables
aleatorias en C, referidas a dicha medida. Definiremos una variable aleatoria de
nombre X,. cuyo dominio es C'. La r en el subindice nota de nuevo un elemento en
D', del cual depende la variable. La definicién es como sigue:

Xy (sc) = g(r) + Xs(c) (3.6)
Las funciones g y k que aparecen aqui son las mismas que intervienen en la ecuacién
(1.27), la ecuacién general de segundo orden. Necesitamos extender la definicién de
estas funciones para tener en cuenta el estado de absorcién. Por definicién, hacemos
g(a) =0y k(a,a) = k(a,r) = k(r,a) = 0, para cualquier r en D. El valor medio
de la variable aleatoria X, con respecto a la medida de probabilidad U, es:

E(X,) = /C X () dU(e) = f(r)

donde f es la funcién solucién de (1.27). Este es un resultado importante, puesto
que permite usar métodos de Monte-Carlo para obtener estimaciones del valor de
f para un elemento r. Esta clase de estimadores han sido ampliamente usados en
problemas de transporte de neutrones y en Informatica Grafica.

Lsi no se introdujese esta condicién, entonces si U, cumple la ecuacién diferencial, kU,

también la cumpliria, para cualquier k real no nulo, y por tanto habria infinitas soluciones.
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Con el objetivo de demostrar lo anterior (y posteriormente analizar la varianza)
definimos el conjunto de funciones E,, con n. > 1 como:

En(r) = E(X})

vemos que cada F, es una funcién de valor real definida en el dominio D’, que equiv-
ale al momento n-ésimo de la variable aleatoria X,.. Nosotros estamos interesados
especialmente en la funciones E; (la media) y en E> (la media de los cuadrados,
que interviene en la varianza). Con respecto a la media, puede obtenerse como
sigue:

Ey(r) = E(X)
= / X, (s¢) dU,(sc)
c

= f o 56

_ / 9(r) dU, (s¢) + / k(25 (e dUL(50)
C

C p(T‘, S)
= g(r) /C dUr(sc) + /D o k(r,s) Xs(c) dm'(s) dUs(c)

= o) + [ ke | [ X av@] an'ts)

.
= 90) + [ ko) Ei(s)d'(5) (37

La integracién que se lleva a cabo en la ecuacién (3.7) puede limitarse a D en lugar
de D', ya que k(r,a) = 0. Ahora, reescribimos (3.7):

Emozmm+ﬁym®a@MM@ (3.8)

Obsérvese que la ecuacién de arriba tiene la misma forma que (1.27). Como esta
altima tiene un dnica solucidn, entonces, necesariamente se cumple que F; = f.
Por lo tanto, para todos los puntos r, tenemos que E(X,) = f(r) lo cual demuestra
que el método de muestreo usado no presenta sesgo.

3.2.3 Analisis de la varianza

Aunque la variable aleatoria introducida proporciona estimaciones no sesgadas de
la funcién desconocida f, este estimador puede llegar a ser impracticable debido a
una alta varianza. En esta seccién analizamos la varianza de la variable aleatoria
X,. Su expresion es la siguiente:

Var(X,) = /C [X,(c) — B(X,)]” dU,(c)
E(X}) - E*(X,)

= Bx(r) - f(r) (3.9)
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Definimos explicitamente la funcién V(r) = Var(X,). También usaremos un op-
erador integral lineal i, definido como sigue:

UF(r) = / , K19 p(s) dm!(s) (3.10)

p(r,s)

En lo que sigue, probaremos que la funcién V' puede obtenerse como la solucién de
una ecuacion integral de segundo orden que involucra al operador /. Para lograr
esto, desarrollamos la expresién de Fs(r):

EQ (’I")
= E(X?)

r

[ X))

/C [g(n UL Xs<c>]2 U, (sc)

= 2(r r c K (r, 5) 2(c sc
= [ 0 + 2000 S w0+ S 20| v se) 310

p*(r,s)

Si realizamos un estudio separado de los tres sumandos de la dltima integral, obten-
emos, para el primero de ellos, lo siguiente:

/g2(r)dUr(sc) = g2(r)/ dU,(sc) (3.12)
c c
= 20 (3.13)

Con respecto al segundo término de (3.11), podemos reescribirlo como sigue:
k(r,s) / k(r,s)
2g(r X(e)dU,(se) = 2¢g(r X (e)dU,(sc 3.14
[ 20 SR X @ U se) = 2 [ SEEN Qv (3149)

Usando las mismas sustituciones que convierten (3.7) en (3.7), encontramos que la
integral (3.14) puede convertirse en:

") / k(r, 5) £(s) dm(s) = 2g(r) AF(r) (3.15)
D
Ahora, expandimos el tercer término en (3.11):
k2(7‘,8) 2 c sc
/Cp2(7",8) Xs( )dUr( ) (3.16)
- [k ( >X2<c) [p(r, 5) dm(s) dU, ()] (3.17)
DxC p
:/kzrs /X2 dU,( } m(s) (3.18)
= K (r,5) s)dm(s
= [ S B dn() (3.19)

= UEFE» (r) (320)
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Uniendo de nuevo los tres sumandos de (3.13), (3.15) y (3.20), podemos reescribir
(3.11) de una forma simplificada:

By(r) = g*(r) + 29(r) Af(r) + UM(r)

si ponemos esta expresion de forma funcional, obtenemos:

By = ¢*+29Af+UEs (3.21)
= (9+Af)* = (Af)’ +UE, (3.22)
= [P = (Af)’ +UE; (3.23)
con este Ultimo resultado, se puede encontrar una ecuacién relacionada para V'
V. = BE-—f?
= UB, — (Af)

= UV +f*) = (Af)?
= U= (Af)? + UV

Aqui hemos usado la identidad Af = f — g. Ahora definimos la funcién V, como
Ve = U — (Af)? (3.24)

y obtenemos la siguiente ecuacién integral cuya solucién es la funcién de varianzas
v
V=V, +UV

siguiendo los mismos razonamientos que se hicieron para la ecuacién integral (1.27),
la anterior ecuacién solo tendra solucién (esto es, la funcién V' tendrd valores finitos)
cuando |U|; < 1, ya que en otro caso la norma de la serie de funciones U™V,
divergiria al crecer n. Una condicién necesaria y suficiente para que |opUl; < 1 es

la siguiente
k*(r, 5)
/D o s) dm(s) < 1 (3.25)

en todos los puntos r del dominio D. Por tanto, la anterior debe considerarse como
una restriccidon adicional de la funcidn de transicién p.

3.2.4 Probabilidad de transicién proporcional al nicleo.

En la seccién previa, se introdujo una expresién para la varianza cuando se usa una
funcién de probabilidad de transicién arbitraria, en un dominio arbitrario D. En
esta subseccién, aplicamos estos resultados al path-tracing, en el contexto de la
iluminacion global. La funcién de probabilidad de transiciéon mds usual es propor-
cional a la funcién K, en lo que se ha denomina usualmente como muestreo por
importancia (importance sampling). Por lo tanto, se cumple que p(r, s) = ck(r, s),
donde ¢ es una constante. La opcién mas simple es hacer ¢ igual a 1. Entonces
p(r,s) = k(r, s) para todos los s en D, y obtenemos

[ prdn's) = pra) + [ ks dm(s
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La normalizacién de la funcién p, como se establece en la igualdad (3.1) esta ase-
gurada ya que my, < 1, como se detall$ en el primer capitulo. Por lo tanto

/ k(r,s)dm(s) < mp <1
D

para todos los 7 y s en D. El valor p(r,a) esta determinado por la igualdad (3.1),
de la cual deducimos

p(r,a) = 1 — /D k(r, s) dm(s)

ahora, la funcién p esta plenamente determinada. Es facil ver que esta p cumple las
restricciones (3.1) hasta (3.4), y ademds también (3.25). Por lo tanto, para esta p
la varianza es finita. Para obtener una expresién de V' en este caso, desarrollamos
primero U/h para una funcién arbitraria h

[ B,

uh = /D p(r, s) Hs) dmts)

_ / k(r, s) h(s) dm(s)
D

= Ah

y deducimos por lo tanto que los operadores I/ y A coinciden, y por lo tanto la

varianza es
V=V, + AV (3.26)

donde
Vo = Af? — (Af)?

como sabemos que |A|; < 1, podemos por tanto escribir la ecuacién (3.26) de la
siguiente forma:

Vo= ATV, = AT (Af* - (A)?) (3:27)
ademds, usando (3.23) obtenemos que F> = (f? — (Af)?) + T Es y por lo tanto
Ey = A" (f? = (Af)?) (3.28)

3.2.5 Estimacién de productos escalares o funcionales.

En la subseccién anterior, hemos obtenido la varianza involucrada en las estima-
ciones puntuales de la funcién f. Sin embargo, lo mas usual en lluminacién Global
es el calculo de productos escalares o funciones de dicha funcidn, esto es, el calculo
de (f | h), donde f es la funcién incégnita y h es una funcidén integrable arbitraria
en el dominio de D, tal y como se establece en el segundo capitulo. Esto puede
llevarse a cabo igualmente mediante métodos de Monte-Carlo.

Con el objetivo de formalizar el método, definiremos una nueva variable aleatoria
X}, cuya media es (f | h), de la forma

Xp(re) = Xr(c) (3.29)
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donde pg una funcién de densidad de probabilidad con dominio en D, cumpliendo:
h(r) >0 = po(r) >0 (3.30)
/ po(r)dm(r) =1 (3.31)

D

La funcién po induce una medida de probabilidad U, en C' (el espacio de todas las
cadenas), que cumple

dUp(re) = po(r)dm(r)dU,(c) (3.32)

Ahora, expandimos el valor medio de X}, con respecto a la medida de probabilidad
Uy

E(X,) = /CXh(rc)dUh(rc)

= / h(r) X, (c) dm(r) dU,(c)
CxD

[ n

/ h(r) B(X,) dm(r)
D

/ h(r) L(r) dm(r)
D
= (fIh)

Asi, vemos que la variable aleatoria X}, puede ser muestreada con el objetivo de
obtener estimaciones de (f | h). Légicamente, la eficiencia del método depende de
la varianza. Para obtener una expresién de Var(X}), comenzamos expandiendo
E(X7)

L&@W@Mmﬁ

E(X,%) = /DX,QL(rc)dUh(rc)

=/ X3 (re) po(r) dm(r) dU, (c)
CxD

_ /D [ /C X?,(c)dUr(c)} Z;Eg dm(r)

_ 2 hQ(T) m(r
= [ By )
= (B2 | h*/po)
y, por lo tanto, la varianza es
Var(X,) = E(X,%) — E*(X}) (3.33)

= (B | K*/po) — (f | 1)’ (3.34)
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El valor po(r) indica la probabilidad de que escogamos una cadena que comience
en r. A partir de aqui, las siguientes transiciones de la cadena estdn gobernadas
por p, la funcién de probabilidad de transicién.

Cuando esto es posible, lo mas frecuente es seleccionar py proporcional a h,
pues, a falta de mds informacién a priori, esta es la seleccién que produce menor
varianza. En este caso tenemos que pp = h/c donde ¢ es una constante introducida
para normalizar, y por lo tanto ¢ = [}, h(r)dm(r). Con este ejemplo concreto de
Po. la varianza de X}, es

Var(Xy) = c (B2 | h)y — (f| h)?

Si, ademads de elegir este py se usan probabilidades de transicién proporcionales al
nticleo, como se ha explicado antes, entonces obtenemos

Var(X) = ¢ (ACf2 = (Af)?) | h) = (f | by’ (3.35)
e (f7 = (A [ (A h) = (F | )? (3.36)

3.2.6 Una probabilidad de transicién ideal con varianza
nula.

De lo expuesto en la seccién anterior podemos deducir cuando la varianza de la
variable aleatoria X, es cero. Esto solo puede ocurrir si la funcién V. es cero en
todos los puntos.

A partir de (3.24) obtenemos que V, = 0 si y solo si U/f? = (Af)2. Selec-
cionamos la siguiente funcién de probabilidad de transicién

fls) o
p(r,s) = { Krs) Zpgy s Al >0 (3.37)
0 si Af(r) =0

es facil demostrar que el anterior ejemplo de p cumple las restricciones (3.1) hasta
(3.4). Con respecto a la varianza, podemos expandir el valor de U/ f2:

2 — m 2 S S
Uf(r)y = /D p(r,5) fis)d
_ /D K(r,s) Af(r) f(s) ds

- Af(r)/DK(r,s)f(s)ds
= (Af(r))?

Como esperdbamos, hemos deducido que U f? = (Af)?, y por tanto V, = 0 cuando
p se define como en (3.37). Obviamente, no se pueden seleccionar cadenas con esta
p, ya que su definicién incluye los valores desconocidos f(s) y Af(r).
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3.2.7 Aplicaciones a la Iluminaciéon Global.

Los resultados obtenidos anteriormente permiten obtener la varianza en los esti-
madores, para el caso de la ecuacidn genérica (1.27). Existen varios métodos de
Monte-Carlo que constituyen instancias de la solucién genérica. La obtencién de la
varianza en el caso general permite, por lo tanto, obtenerla estos casos particulares.

Calculo de la intensidad de un pixel.

En este caso, el problema es el cdlculo de la proyeccién de la funcién imagen,
como se establecié en la seccidén 2. Recuérdese que el conjunto de funciones W =
{We1,...,Wen} se usa para proyectar la funcién de radiancia y obtener una imagen
discreta. La intensidad de cada pixel es I; = (W; | L). Por lo tanto, el problema
puede establecerse como el calculo del producto escalar de la funcién de radiancias
(solucién de una ecuacién integral) y otra funcién, con lo cual se puede usar el
path-tracing.

Esto puede llevarse a cabo muestreando la variable aleatoria X}, tal y como se
defineen (3.29), con h=W,;, A=T,9g=L., f=L, Af=TL=L,ym=p.
Asumiremos que TWe; esta normalizada en el sentido de que [, We;(r) du(r) =1,
asi que podemos usar pg = W,;, con ¢ = 1. También se suelen usar probabilidades
de transicién proporcionales al nicleo, y por lotantop = Ky 7 = U. Tenemos que
E(X}) =1;, y asi el método es no sesgado. Con respecto a la varianza obtenemos,
de la ecuacidn (3.28), (nétese que U = T) el valor de Es

By = T+ (I* - 1)
usando pp = h = W,;, la ecuacién (3.36) se convierte, en este caso concreto, en:

Var(Xa) = (L* =L | (T*) " Wei) = (L | Wei)”
(L = LY | Wi) = (L | Wes)®

nétese que W; = (T*)T W,;, es el potencial (o importancia) inducido por el i-ésimo
pixel de la imagen, como se define en la seccién 2.1.

Calculo de la radiosidad de un trozo.

En este caso, el objetivo es el cilculo de la radiosidad de un trozo. Para esto se
pueden usar dos métodos: bien se pueden enviar particulas desde las fuentes de luz,
como se explica en 2.5.2, bien mediante path-tracing con caminos originados en el
trozo

Asumimos que L, tiene una distribucién difusa (esto es, L.(z,w) es independi-
ente de w) y que T es operador de transporte difuso (por tanto 7 = D). En estas
circunstancias, (como se puede ver en la seccién 1.3.2) el transporte de radiancias
estd modelado por la ecuacién de radiosidad. Recuérdese que dicha ecuacién tiene
como dominio el conjunto de puntos de las superficies, por lo tanto este serd el
dominio de nuestro problema (y no el conjunto de rayos).
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La radiosidad de un trozo es el valor medio de la funcién de radiosidad en toda
su drea. Llamaremos A al trozo de superficie, y b a su radiosidad. Sabemos que:

1
b= o /A B(z) dA(z)

donde dA representa la medida de area. Si definimos la siguiente funcién W, (sobre
el conjunto de puntos de las superficies)

1 Gsea
We@) = ¢ 14 >F (3.38)

0 en otro caso

podemos escribir b como un producto escalar
b = / We(z) B(z)dA(z) = (B | We)
s

Sea W = (T*)TW,, esto es, W es la funcién de potencial. Podemos establecer
estas dos ecuaciones adjuntas:
B = B, + DB (3.39)
W = W.+DW (3.40)

y también expresar b de dos formas
b= (B|W.) = (D'B,|W.) = (B.|(D*)"W.) = (B.|W)

existen dos formas distintas de estimar b, segtin cual de las dos formas de expresarlo
usemos. Cada una de estas dos formas nos lleva a métodos distintos con varianzas
distintas, que examinamos a continuacién:

Path-tracing. En este caso, para obtener b usaremos la ecuacién (3.39). Por lo
tanto, tenemos que f = B, A =D, y h = W,.. En este caso b se escribe
como b = (B | We). La varianza se obtiene instanciando (3.36) con ¢ =1
(recordar que W, estd normalizado):

Var(Xy) = (B®>=B2|(D)*W,) — b?
= (B>-B2|W) - t?
Fotosimulacién. En este caso, usamos la ecuacién (3.40). Por lo tanto, tenemos
f=W,A=T%*yh= B.. Elvalor b se expresa ahora como b = (B, | W).
En este caso obtenemos algoritmos de fotosimulacién o trazado de particulas.
Al no estar B, normalizada, aqui no se cumple que ¢ = 1, por lo tanto
tenemos que ¢ = [}, Be(x)dA(x). Esta es la energia total emitida en la

escena, dividida por m. La varianza se obtiene de nuevo por instanciacién de
(3.36)

Var(Xy) = <W2 -W? |D+Be> be — b
= (W?*-W?|B) ¢. — b°
donde W, = T*W.
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3.3 Path-Tracing con muestreo directo de fuentes.

Como se expuso en el capitulo 2 sobre algoritmos de lluminacién Global, el muestreo
directo de las fuentes de luz es una mejora al Path-Tracing simple desde el obser-
vador. En este algoritmo cada impacto en una superficie conlleva una estimacién
de la radiancia proveniente de las fuentes de luz y reflejada en el punto de impacto.
Dicha estimacidn se realiza a su vez con métodos de Monte-Carlo. Este método fue
propuesto en [Kajiya86]. Después, se han publicado varias funciones alternativas de
probabilidad de muestreo [Shirley96]. En esta seccién veremos como se puede car-
acterizar la varianza de este método. Primero introducimos la densidad de cadenas
apropiadas, y después mostramos que el método es no sesgado. Finalmente, vere-
mos como a partir de la formulacién general se derivan expresiones de la varianza
para varios métodos de lluminacién Global.

3.3.1 Densidad de cadenas extendidas.

Ahora, introducimos una medida de probabilidad para las cadenas que se usan
en el muestro directo de las fuentes de luz. Esta densidad es parecida a la que
aparece en la seccién 3.2.1, con la diferencia de que esta se define en un espacio
extendido. Consideremos el espacio C’ de las cadenas infinitas de pares de elementos
del conjunto D x D', esto es, si ¢ € C' entonces ¢ = (r1,73,...) donde r; € D X
(D U{a}) (la segunda componente puede ser el estado absorcidn, no asi la primera).
También usaremos la notacién rc para nombrar la cadena extendida formada al
anteponer r a ¢, donde r € D x D' y ¢ € C'. Por lo tanto, si ¢ = (r1,rz,...)
entonces rc = (r,ry,7a,...) € C'. Cada estado s de una cadena extendida es un
par de dos elementos llamados s4 y s;, respectivamente, esto es s = (sq,s;). El
elemento sy se usa para el muestreo directo de las fuentes de luz (normalmente es
un punto en dicha fuente), mientras que s; es el siguiente elemento en la cadena,
que se usa para muestro de la luz indirecta.

Supongamos que el estado actual de una cadena es ¢ = (r4,r). La probabilidad
de que el siguiente estado sea s = (sq, s;) es independiente de r; y solo depende
de r. Ademas, dicha probabilidad puede descomponerse en un producto de las dos
componentes de s (es separable con respecto a s). Podemos expresar, por tanto,
dicha probabilidad como

pa(r, sa) p(r, si) dm(sa) dm(s;)

donde p4(r,sq) es la probabilidad de seleccionar s; como punto para muestreo
directo, mientras que p(r, s;) es la probabilidad de seleccionar s; para continuar la
cadena y muestrear la componente indirecta. En la figura 3.2 se puede observar
una cadena extendida que comienza en r (es el rayo que se dirige al observador) y
continua en (sg,s;). El rayo sy tiene origen en la fuente de luz, mientras que s;
sirve para continuar dicha cadena. En cada impacto con las superficies, se muestrea
la fuente de luz y se continua la cadena. Con todo esto podemos definir la medida
de probabilidad @,., para cada r € D', como

dQ,(sc) = pq(r,sq) dm(sq) p(r,s;) dm(s;) dQs, (c) (3.41)
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Figura 3.2: Un ejemplo de una cadena extendida.

El valor d@,(sc) es la densidad de probabilidad de realizar una transicién al estado
s = (sq, 5;) y después recorrer todos los estados de la cadena extendida ¢, sabiendo
que el estado actual tiene a r como segunda componente.

Esta funcion p cumple las restricciones que aseguran que es una funcién de
probabilidad vélida para nuestros propdsitos, esto es, p cumple las propiedades
(3.1) and (3.2). La funcién p,; también cumple una restricciones parecidas, aunque
no exactamente iguales:

1 = /Dpd(r,s)dm(s)
k(r,s)g(s) > 0 = pa(r,s) >0

Se supone que las cadenas extendidas que se usan en esta seccién siguen la dis-
tribucién de probabilidad inducida por la anterior medida Q.

3.3.2 Una variable aleatoria sobre cadenas extendidas.

Una vez introducido @, podemos definir la variable aleatoria Y,., para todos los
elementos r € D, y que se evalua sobre cadenas extendidas:
k(r,si)

Y.(se) = Z.(sq) + P 50)

e (3.42)

donde Z, es, a su vez, otra variable aleatoria, definida como sigue:

_ k(r,sq) .
Zi(s) = () (3.43)

la variable Z,. se define en D en lugar de C". Dicha variable aleatoria esta definida
respecto a la densidad de probabilidad p4(r, s) dm(sg). Su media es la siguiente:

E(Z,) = /D Zy(8d) Pa(s, dm) dm(sq)
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= [ ks am(s)
D
= (Ag)(r)
Ahora podemos obtener la media de la variable Y,. con respecto de la medida Q,:
EY, = Y, (se) dQ,(sc) (3.44)
C’I

- / Zu(5) dQu(s0) + / | I’jg j; V() dQ,(sc)  (3.45)

el primer término de arriba puede reescribirse como sigue:
[, Zr(si)dQu(s)
= [ 2 palrsa) dm(sa) ol ) dm(s) Q)
= [ 20 ([ pes) | [ 0u@] dmisn) ) patrsarimiss

_ /D Z,(54) pa(r, s4) dm(sa)
— E(Z)
= (Ag)(r)

mientras que el segundo término en (3.45) se puede a su vez expandir como:

Y5 (c) dQu (s0)

k(r, s:) Ys, (¢) pa(r, sq) dm(sq) dm(s;) dQs, (c)

/’ Y. (¢) </lp(7',5d) dm($d)> dQs; (C)] dm(s;)
/ Y (9dQ,, (c)] dm(s;)

k(r,s;)

k(r,s;) E(Ys,) dm(s;)

donde hemos definido Fj(r) = E(Y;) a semejanza con la seccién anterior. Re-
uniendo de nuevo los dos términos de (3.45) obtenemos:

E(X,) = Ei(r) = (Ag)(r) + (AE})(r)



84 Métodos de Monte-Carlo Eficientes para Iluminaciéon Global.

o, en forma funcional
E| = Ag + AE]

y, por lo tanto, deducimos que
B} = A*(Ag) = A(ATg) = Af

aqui hemos usado la identidad AT A = AAT, que se deriva ficilmente de la
definicién de A™. Por lo tanto tenemos que E(Y,.) = (Af)(r) y podemos muestrear
la variable Y. para calcular por Monte-Carlo el valor (Af)(r). Sin embargo, el ob-
jetivo es obtener valores de f en lugar de Af, y esto puede hacerse sumando el
valor g(r) tras el muestro, o, lo que es lo mismo, muestreando la variable Y, que
se define como

Y/(c) = gr) + Yi(0) (3.46)

y cuya media se obtiene a partir de la media de Y.
EY)) = g(r)+E(Y;) = g(r) + (Af)(r) = f(r)

Obviamente, se cumple que Var(Y,) = Var(Y,)). En el siguiente apartado se
analiza esta varianza, al igual que se analizé la varianza de X,.

3.3.3 La varianza de Y,

Con respecto a la varianza, como se ha establecido antes, se cumple que Var(Y;) =
Var(Y,!), asi que analizaremos la primera de ellas. En coherencia con secciones
anteriores, definimos E4(r) = E(Y,?). Este valor puede expandirse como la suma de
tres términos, y cada uno de ellos se puede simplificar, como veremos a continuacién.
Expandiendo E5 obtenemos:

By(r) = BE(Y?)
= Y7 (se) dQy(sc)
C’I
_ 2 k2(r, s;) 5 '
= /DZT(Sd)pd(T,Sd)dm(Sd) + /D (50 E(Y?)dm(s;)

o

(r,si)
+2 [ 2,(50) S0 (6) dQ, o0

Los dos primeros términos de arriba se pueden escribir como E(Z2) + (UE})(r). El
tercero se expande como sigue:

2 /D Zn(34) k(r: S)Y (¢) dQy(sc)

= 2 [/D (54) pa(r, sa) dm(sd)} UD k(r, si) {/C’Y(Si)(c) dQsl-(c)} dm(&)]
= 2E(Z,) (AE;)(r)

= 2(Ag)(r) (A*f)(r)
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Uniendo de nuevo los tres términos originales, obtenemos una expresién de E), como:
Ey(r) = E(Z}) + (UE)(r) + 2 (Ag)(r) (A*f)(r) (3.47)

el valor E(Z?2) puede escribirse como (Fg?)(r) donde F es el operador integral con
nicleo k2 /pg, esto es:

k%(r,sq) o

(FP)(r) = / § 2 (50) dm(sa)

p pa(r, 84

Por simplicidad, definiremos f, = A" f y g, = A"g, para todo n > 0. Aplicando
A™ a ambos lados de (1.42), obtenemos que f, = gn + fnr1. Como g, > 0,
entonces también se cumple que f,+1 < f,. Con estas definiciones podemos
reescribir la dltima ecuacién como sigue:

EY = Fg* + 2(Ag)(A%f) + UE}
Fg* + 2g1 f» + UE},
Fo> + fi — g1 — f3 + UE}

La anterior es una ecuacién integral, ya que E} aparece a ambos lados de la igualdad.
Si suponemos que el operador I/ cumple las restricciones dadas en la desigualdad
(3.25) entonces tenemos que |U|; < 1,y por lo tanto existe el operador /. Usando
dicho operador, ponemos finalmente EY como:

By = UT [Fg* — ¢ + f2 — f2] (3.48)
Si definimos la funcién V' como V'(r) = Var(Y,) entonces tenemos que Ej(r) =

V'(r) + E2(Y,) = V'(r) + (fi(r))?. Sustituyendo en la ecuacién (3.47) la funcién
E! por este valor y despejando V' obtenemos

VI = Fg —gi — UV +f)
Fg*> — g — 2+ U + UV’

o lo que es lo mismo:
V= U [Fg® — g — 5 + UST] (3.49)

Por lo tanto vemos que la variable aleatoria Y, presenta una varianza V' que es la
solucién de una ecuacidn integral de segundo orden.

En el caso de que la funcién de probabilidad de transicién p sea proporcional al
nicleo k, entonces tenemos (por lo visto en la seccién anterior) que A = U, y por
tanto lo tanto EY y V' se escriben como:

By = AV [Fg —gi + 7 — f3] (3.50)
VI = AN [Fg® - gi - f3 + Af}] (3.51)
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3.3.4 Estimacién de productos escalares.

Como se ha dicho anteriormente, muchas veces el objetivo es calcular productos
escalares de f con una funcién arbitraria h. Esto se puede llevar a cabo usando
cadenas extendidas, mediante un esquema parecido al de las cadenas simples. A
continuacién definimos la medida de probabilidad y la variable aleatoria correspon-
diente a este algoritmo de muestro.

Con respecto a la medida de probabilidad, la llamaremos Q) y se encuentra
definida en el espacio D x C'. Esto quiere decir que se muestrea un elemento de
D y a continuacién una cadena. Por simplicidad escribiremos rc¢ para denotar el
elemento (r,c) del espacio D x C’, donde r € D y ¢ es una cadena extendida de
C'. Al igual que antes, definiremos la nueva medida por su relacién con la medida
Q-, como sigue:

dQn(rc) = po(r)dm(r)dQ,(c) (3.52)
donde pg cumple las propiedades establecidas en (3.30) y en (3.31). la funcién
po establece la probabilidad de seleccionar r como primer elemento en una cadena
extendida. La variable aleatoria que usaremos sera llamada Y}, que se evaltia también
sobre elementos de D x C’, como sigue:

Yi(re) = o) Y,!(c) (3.53)

la media de Y} con respecto (), se obtiene facilmente:

E(Y,) = /DXC, Y5 (re) dQn(rc)

[y | [ vieraq.0| amo)

D
= h(r) E(Y;) dm(r)
D

- / h(r) £(r) dm(r)
D
il f)

con lo cual vemos que muestrear Y}, constituye un algoritmo sin sesgo para el cdlculo
de (f | h). Con respecto a la varianza, sabemos que Var(Y,) = E(Y}?) — (f | hy>.
Por tanto, desarrollaremos E(Y;?):

E(Yhz) = /D CYhz(rc)th(rc)
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= (h*/po | B3+ f* = f7)

donde hemos usado la igualdad E(Y!?) = E}(r)+ f2— f2, que se obtiene facilmente
a partir de la definicién de Y, dada en la igualdad (3.46).

Si suponemos que [;, h(r)dm(r) =1 (esto es, la funcién h esta normalizada),
que pg es igual h en todos los puntos, y seleccionamos p proporcional a k entonces
tenemos que A = U y h?/py = h. En estas condiciones particulares, E(Y}?) se
puede escribir como sigue:

(h| By + 2 = ff)

(h|E2> +(h| 2= 17)

(AN | Fg* —gi + 17 = B)+(h| 7= 1)
(1| Fg> —gi + 11 = £3)+(h| 7= 17)

donde I = (A*)T h es la solucién de la ecuacién I = h+ A*l, adjunta a la ecuacién
original (1.42).

E(Y})

3.4 Conclusiones.

En este capitulo se analiza la varianza de los métodos de Monte-Carlo para ecua-
ciones integrales de segundo orden. Se presenta una funcién de medida de proba-
bilidad sobre el espacio de todos los caminos posibles, lo cual permite explicar los
métodos de Monte-Carlo como el muestreo de una variable aleatoria definida con
respecto a dicha medida. Esto da la posibilidad ademds de expresar su media y la
varianza como una integracién en el espacio de todos los caminos posibles. A partir
de aqui se caracteriza completamente la varianza de dichos métodos. En concreto,
se obtiene dicha varianza como la solucién de una ecuacién integral de segundo
orden.

Al aplicar ese resultado a varios problemas dentro del campo de la lluminacién
Global, es facil conocer la varianza exacta de los métodos usados en dichos proble-
mas. En concreto, se caracteriza la varianza de la fotosimulacién para el célculo de
radiosidades y del path-tracing para el cdlculo de la intensidad de un pixel.

Finalmente, se obtiene un resultado completamente original que caracteriza la
varianza cuando se usa path-tracing con muestreo directo de las fuentes, técnica
habitual en lluminacién Global.
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Capitulo 4

Un procedimiento mejorado
de refinamiento final para
radiosidad.

4.1 Introduccion.

El calculo de la radiosidad (como se ha detallado en el capitulo segundo) en entornos
arbitrarios es un problema que se ha resuelto bien por métodos de elementos finitos,
o bien por los métodos estocdsticos detallados en los capitulos segundo y tercero.
Los primeros de ellos pueden mejorarse si se usan conjuntos de funciones base
jerdrquicas [Gortler93], en lugar de funciones constantes no solapadas. La principal
desventaja de este proceso es que produce una aproximacién discreta (proyectada)
de la funcién de radiosidad, que puede no capturar algunos detalles de la funcién
exacta. En la figura 4.1 se observa un esquema del proceso. Primero se realizan
célculos de las transferencias de energia entre pares de trozos, y como resultado se
obtiene un vector de radiosidades escalares B; asociadas a cada uno de los trozos.

Figura 4.1: La radiosidad clésica por elementos finitos.

Esto puede resolverse usando un conjunto de funciones base del cual se sepa

89
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a priori que aproxima mejor la funcién objetivo. Una de las soluciones propuestas
es el uso del discontinuity meshing o mallado de discontinuidades, en el cual el
dominio de cada base no incluye ninguna discontinuidad hasta un orden maximo
predeterminado. Otra opcidn es el uso de la técnica de shadow mask o méscaras de
sombras [Zatz93], para funciones base de orden superior a 0. Desafortunadamente,
el cdlculo de la malla de discontinuidades o las mdscaras de sombras implica un alto
coste para entornos con un ndmero alto de superficies.

Con respecto a los métodos de Monte-Carlo, estdn basados en el muestreo de una
determinada distribucién de cadenas aleatorias [Spanier69, Kajiya86]. El proceso
de célculo conlleva cierta varianza en los estimadores, como se ha analizado en el
capitulo anterior. En todos los casos, se necesitan un nimero muy alto de cadenas
para reducir la varianza a niveles aceptables.

Con el objetivo de superar estas limitaciones, consideramos los métodos de
dos pasadas, en los cuales la primera de ellas produce una aproximacién a baja
resolucién de la funcién de radiosidad, y en la segunda pasada (también llamada
pasada de visualizacién, rendering pass) dicha aproximacién a baja resolucién se
mejora mediante un proceso de refinamiento final (o final-gather) a nivel de pixeles.
El proceso de refinamiento final equivale al célculo de la irradiancia en cada punto
visible a través del plano de visién durante la fase de visualizacién. Esto supone una
recoleccion de los valores de radiosidad de todos las posibles fuentes o reflectores
del entorno sobre dicho punto (véase la figura 4.2)

Figura 4.2: El paso de refinamiento final.

Varios articulos tratan este problema. En [Rushmeier88] se presentaba un
método de Monte-Carlo, y en [Reichert92] se describia un sistema en el cual se
usaban semicubos y hardware grafico. Ambos métodos requieren una gran cantidad
de cdlculos en cada pixel.

Una mejora al esquema bdsico consiste en muestrear tinicamente la luz directa,
como se describe en [Shirley90], usando los valores almacenados en la primera
pasada para aproximar la iluminacién directa. Con el objetivo de mejorar mas el
algoritmo de muestreo es posible averiguar que reflectores o fuentes contribuyen mds
a la irradiancia en el punto objetivo, realizindose un mayor esfuerzo en el muestreo
de dichas 4reas. En [Kok91] se presentaba un método en el cual la primera pasada
produce, para cada trozo, una lista de los otros trozos que se han clasificado como
fuentes importantes para el primero. En la fase de visualizacidn, esos otros trozos se
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muestrean directamente mediante ray-casting (o clasificacién de rayos) adaptativo.
Ward describe [Ward91] un método para evitar el muestreo de todas las fuentes,
para escenas con muchas de ellas. También se puede usar un indice espacial, como
se describe en [Zimmerman95, Shirley96]. Otras aproximaciones para el célculo
de la irradiancia incluyen el uso de Algoritmos Evolutivos [Beyer94], o geometria
simplificada para la funcién fuente [Rushmeier93, Zimmerman95].

En este capitulo proponemos un método simple y eficiente de Monte-Carlo para
el cdlculo de la irradiancia en la segunda pasada. Para ello usamos informacién
obtenida en la primera pasada, para averiguar la distribucién de la irradiancia so-
bre cada trozo receptor con respecto al resto de trozos, considerados como trozos
fuente. Mostramos como estos datos se pueden usar para construir una pdf valida,
obteniéndose asi un estimador sin sesgo con poca varianza. El método no nece-
sita estructuras de datos complicadas, ni modificaciones a las técnicas estandar de
calculo de la funcién a baja resolucién. El nimero de muestras que cada trozo fuente
recibe es (aproximadamente), proporcional a la parte de irradiancia que produce en
el trozo receptor donde se encuentra el punto. Dicho nimero de muestras puede
reducirse gracias a la baja varianza, y de hecho puede llegar a ser mucho menor que
el nimero de trozos. Asi, usando esta pdf evitamos el muestreo explicito de cada
trozo del entorno.

En las siguientes secciones, introducimos la notacién y después damos detalles
acerca de las varias distribuciones posibles para muestreo durante la fase de re-
finamiento final, incluyendo las distribuciones ponderadas que usan informacién
obtenida en la primera pasada. Finalmente, se proporcionan imdgenes de muestra
que sirven para verificar el rendimiento de este método con respecto a otro método
estandar.

4.2 Refinamiento final por Monte-Carlo.

Los métodos que usan refinamiento final para mejorar una funcién de radiosidad
a baja resolucién pueden expresarse como un célculo de dos pasadas, usando la
notacién introducida en el capitulo 2:

—~~
[a—

~—
%
|

(P D)t B,

2 I = Pw (DB + B, (4.1)

El primer paso es el célculo de la version proyectada de la funcidén de radiosidad
B'. Esto se realiza mediante el uso de la base B, que produce una solucién a baja
resolucién. En el segundo paso, para cada pixel, calculamos el primer punto visible
x desde dicho pixel, y entonces se realiza un refinamiento final para obtener el valor
E,(z) (que es una aproximacidn a la irradiancia), y afiadimos la radiosidad emitida.
Asi la radiosidad se obtiene como:

B(z) = Be(z) + @Eg(x) (4.2)

El problema del refinamiento final sobre los puntos visibles se puede establecer
como sigue: nos es dada la funcién B’, que es la aproximacién actual a B, la
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funcién de radiosidad emitida B, y el punto objetivo . Con estos datos, debemos
realizar un refinamiento final sobre x para obtener una aproximacioén a la irradiancia
en dicho punto. Noétese que el resultado exacto del refinamiento final es diferente
de la irradiancia exacta sobre z. Esto se debe al uso de B’ en lugar de B como
término fuente. De hecho, definimos el resultado exacto del refinamiento final sobre
x como Ey(z). Este valor viene dado por la siguiente expresién:

By(z) = /S Gz,y) B'(y) dA(y) = /S T(x,y) dA(y) (4.3)

donde G(z,y) se define en la ecuacién (1.33), y hemos definido, por simplicidad
T(z,y) = G(z,y)B'(y). Aunque deseamos obtener E,(x), esto no es posible por
que la integracidn anterior no se puede llevar a cabo en poco tiempo para entornos
reales. Como usualmente, es necesario recurrir a métodos de muestreo por Monte-
Carlo para lograr este objetivo. El resultado que se obtiene es una aproximacién
(con cierta varianza) a E,;, que llamaremos Ej.

4.3 Distribuciones de muestreo para refinamiento
final.

Con el objetivo de aproximar la integral (4.3) usando técnicas de Monte-Carlo,
debemos seleccionar una funcién de densidad de probabilidad vélida ! p, sobre el
dominio de integracién S, cuya integral sea 1, esto es:

/ pa(y)dy = 1 (4.4)
S

y asigna una probabilidad mayor que cero a cualquier punto y cuya contribucién a
la integral sea mayor que cero, esto es, para todos los puntos = e y de S se cumple
que:

T(r,y) >0 = pu(y) >0 (4.5)

Cualquier funcién que cumpla las dos restricciones anteriores es valida para
nuestros propdsitos. Una vez que p, ha sido seleccionada, podemos muestrear
puntos de las superficies y obtener una aproximacién a E,(z). Esto se lleva a cabo
seleccionando un ndmero de muestras n, y después n puntos de S con distribucidn
p. (a los que se llama y;). Entonces (como se establece en las reglas de integracién
por Monte-Carlo) el valor aproximado de la solucién se obtiene como:

oy - S Ty)
E(z) = ; o (4.6)

El conjunto de valores posibles de FE|(z) sigue una distribucidn cuya media es
exactamente E,(z), cuando los puntos y; se encuentran distribuidos segin p,(y).

lesta funcién tiene como subindice el punto objetivo donde queremos realizar el refi-
namiento final, ya que la definicién de p; usualmente inluye x como parametro.
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El problema establecido arriba esta muy relacionado con el problema del muestreo
directo de las fuentes de luz. Durante el refinamiento final, todos los otros objetos
deben de ser muestreados, mientras que en otros algoritmos, como el ray-tracing
distribuido, solamente se muestrean las fuentes de luz. Excepto esto, ambos prob-
lemas son similares, ya que la irradiancia es recolectada desde los puntos fuente al
punto destino. Muchos articulos, en el contexto de la visualizacién realista estdn
dedicados al problema de encontrar un funcién eficiente p,(y), y la importancia de
esto esta descrita en [Shirley96]. El principal objetivo es que el nimero de muestras
que recibe cada regién sea 2 tan proporcional como sea posible a la energia que esa
region radia sobre el punto destino. Pero de hecho esto requiere algin conocimiento
de la irradiancia en el punto objetivo, la cual es desconocida.

4.3.1 La varianza de las distribuciones.

Como se ha dicho, cualquier P, es valido, pero la eficiencia no es igual para todos
ellos, ya que cada distribucién p, induce una varianza diferente en la estimacién fi-
nal. El objetivo es entonces una distribucién de muestreo con varianza baja, usando
datos conocidos. La varianza se escribe como V (E,(z)), aunque escribiremos sim-
plemente V (z) en este capitulo. Este valor es la media de las distancias al cuadrado
entre las muestras y el valor medio exacto. Se puede expresar como:

V(z) = 1 </S mdy - Eg(x)> (4.7

Pz(y)

Si usamos p,(y) = T(z,y)/E,(z), entonces la funcién de arriba es cero. Esta
seria la estrategia ideal de muestreo, pero es imposible de implementar puesto que
la definicién de p, incluye el valor desconocido E,(z). Nuestro objetivo sera usar
una funcién p, cuya forma sea tan similar como sea posible al valor ideal, con el
objetivo de reducir la varianza.

4.3.2 Muestreo del dngulo sélido.

Una opcién para seleccionar p, es asignar una probabilidad a cada y que sea pro-
porcional al angulo sélido que cubre el punto y cuando se proyecta sobre x. Esto se
llama usualmente hemisphere sampling , o muestreo de la semiesfera. En este caso
P, se puede expresar como sigue:

1 cos(ny, wyz)

P2 (y) Vay (4.8)

2 o —yl?
nétese que el factor 1/27 se introduce con el objetivo de cumplir la restriccién de
normalizacién (4.4), ya 27 es la superficie de una semiesfera de radio unidad. En
la figura 4.3 se puede observar la forma de esta PDF.

2 Aquf usamos el término fuente en el sentido de objetos que radian hacia el punto objetivo
z, no simplemente para referirnos a objetos con energia radiante emitida.
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s e 7

Figura 4.3: Forma de la PDF muestreo del dngulo sélido.

La varianza inducida por la distribucién anterior se obtiene sustituyendo (4.8)
en (4.7)

Vi) = & (2 [ costuwa) Gl BP0y - B ) (@9)

n

Esta expresion de la varianza no se puede simplificar mds, ya que no podemos
realizar ninglin supuesto acerca de los valores de B'2. Para analizar la varianza, sin
embargo, debemos hacer alguna simplificacién. En este caso asumiremos que B’
es constante, es decir, que todos los puntos y emiten energia con igual intensidad.
Llamaremos b al valor constante de la radiosidad en el entorno. Para analizar la
varianza podemos convertir la integracién en la semiesfera en una integracion en el
circulo unidad. Una diferencial de angulo sélido dw alrededor de w en la semiesfera
se corresponde con un diferencial de area dp alrededor de un punto p en la base de
dicha semiesfera. El punto p se obtiene proyectando verticalmente w en el circulo.
Relacionando dy con dw y a su vez dw con dp podemos realizar un cambio de la
variable de integracién. En lugar de integrar en S, integramos en el circulo unidad
C'. La relacidn entre los diferenciales es la siguiente

d
d—i = 7G(z,y) (4.10)
y por lo tanto obtenemos
2b2 20 (2 4
2 [ costa) Glan) B ) dy = 2= [ costp)ap = 25 (gw) = 1y
(4.11)
donde cos(p) = (1 —p2 — p2)'/?. La irradiancia en x se obtiene también mediante

un cambio en la variable de integracién:

B = [ e B = [ Gaudy = 2 [ ap = Zx =(4b12)
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Con todo esto se simplifica la expresién (4.7), y obtenemos

b2
Vi(z) = — 4.13
(@) = o (413)
Para obtener un punto y con esta distribucidn, seleccionamos un vector de
longitud unidad, aleatoriamente distribuido en la esfera unidad, y después obtenemos

y como el primer punto visible en la escena desde x en la direccién w, esto es
y = p(z,w).

4.3.3 Muestreo del dngulo sélido proyectado.

Sabemos que la contribucién de de la irradiancia entrante desde una direccién w; a
un punto esta ponderada por el coseno del dngulo formado n,, y w. Por lo tanto, una
seleccién mejor para muestrear consiste en tener en cuenta este angulo y muestrear
con mas probabilidad direcciones cercanas a la normal y con menos probabilidad
direcciones mds horizontales. La expresidn de p, es ahora:

pe(y) = G(z,y) (4.14)

en la figura 4.4 se observa la forma de esta PDF. Nétese como en la figura se que las
direcciones alejadas de la normal tienen una menor probabilidad de ser seleccionadas.

S

Figura 4.4: Forma de la PDF para muestreo del angulo sélido proyectado.

Esta facil demostrar que esta distribucién esta normalizada. De nuevo la varianza
se obtiene sustituyendo (4.14) into (4.7)

Vo) =+ ([ G B - B (1.15)

Podemos realizar la misma suposicidon que hicimos para el muestreo de la semiesfera.
Si suponemos que B’ es constante e igual a B en todos los puntos, entonces este
método de muestreo presenta varianza cero. De hecho en este caso particular,
la distribucién p.(y) es proporcional a T'(x,y), asi que se convierte en el método
de muestreo ideal, en el sentido descrito en 4.3, y bajo el supuesto de radiosidad
constante.
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Para seleccionar puntos con esta distribucién, primero seleccionamos un punto
aleatorio uniformemente distribuido en el circulo de radio unidad. Después se calcula
el punto en la semiesfera situado sobre el primero en la direccién del eje Y. Este
punto se interpreta como la direcciéon w de un rayo que parte de . Usando ray-
casting, se obtiene y; como el primer punto visible en la direccién del rayo, esto es

y =plz,w).

4.3.4 Muestreo del area.

Podemos asignar una densidad de probabilidad constante a todos los puntos de
las superficies. Esta distribucién es independiente de z, y resulta muy facil de
implementar. En este caso tenemos que:

1
Pe(y) = & (4.16)
S|
la varianza se obtiene sustituyendo p, en (4.7), lo cual proporciona:
S
Vi) = Bl [ @) 20 - B (4.17)

El algoritmo para seleccionar puntos con esta distribucion consta de dos pasos:
primero se selecciona un objeto de la escena, de forma que cada uno de ellos tiene
una probabilidad de ser seleccionado proporcional a su drea. En el segundo paso se
selecciona un punto en el interior del objeto. El algoritmo concreto que se debe usar
para esto depende de la geometria del objeto. Se debe asegurar que regiones con
igual drea tienen siempre la misma oportunidad de ser elegidas, y dicha probabilidad
es proporcional al drea. Mientras que en el caso de objetos simple como esferas,
planos o cilindro es esto es facil, para objetos mas complicados como una superficie
B-spline esto es mas dificil.

4.3.5 Muestreo de areas parametrizadas.

Para algunas formas de objetos, el muestreo del drea se vuelve dificil. Cuando
los objetos estan compuestos de superficies parametrizadas, se puede seleccionar el
punto de muestreo en el espacio paramétrico, y después encontrar el punto de las
superficies y como la imagen por la funcién de parametrizacién del punto original
en el rectdngulo unidad.

Supongamos que la escena consiste en m superficies paramétricas {S; ... Sp},
cada una de ellas tiene area |S;| y se encuentra definida por una funcién de
parametrizacién f;. Sea (u,v) un punto en [0,1]? (el plano unidad en 2D). En-
tonces y = f;(u,v) es un punto en la superficie numero i. Consideremos la medida
de area A; en S; y la medida de area A en [0,1]%. La funcién J;, que depende de
fi se define como

dAi(y) _ ) _ dfi(uav) dfi(u’v)
dA(u,v) iv) = du  dv

(4.18)
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es decir, J;(y) es la relacién entre las &dreas diferenciales que rodean un punto
(u,v) y su imagen y. y se obtiene como el médulo del producto vectorial de los
vectores tangentes a la superficie en y. Una vez definida J;, podemos establecer la
probabilidad de seleccionar un punto cualquiera como sigue:

_ sl _1
ST Ji(y)
donde i es el indice de la superficie donde y reside. Hemos supuesto que cada

superficie se selecciona con una probabilidad proporcional a su drea, como en el
muestreo de dreas. El punto u se selecciona uniformemente en [0, 1]%.

Pz (y)

(4.19)

4.4 Funciones de probabilidad con reutilizacion
de informacion.

Es posible realizar simultdneamente el cdlculo de E; con la recoleccién de infor-
macién acerca de la distribucién de la irradiancia. Esta informacién se puede usar
durante la fase de refinamiento final para obtener distribuciones de probabilidad
con menor varianza. En esta seccién vemos como podemos extender ficilmente un
algoritmo de fotosimulacién con el objetivo de obtener aproximaciones a la energia
radiante total que abandona un trozo j y alcanza otro trozo i. Después, definimos

distribuciones que estan parametrizadas con respecto a estos valores.

4.4.1 Aproximaciones a la distribucion de las irradiancias.

La distribucion de la irradiancia sobre cualquier punto se describe con exactitud
mediante la funcién T'(z,y), que da la parte de irradiancia en z debido a la radiosi-
dad en y. Obviamente esta funcién no puede conocerse con exactitud de forma
analitica. Sin embargo, el proceso de cdlculo de B’ puede extenderse para calcular
ademds una aproximacién discreta a T'.

Con este objetivo, recurrimos a alguna clase de proyeccién en conjuntos finitos
de funciones base. Por simplicidad, usaremos una particién de S en un conjunto
de m &reas disjuntas o trozos, llamados A;. Asimismo cada trozo A; es plano,
con un drea igual a |4;]. Los algoritmo que calculan la radiosidad en los trozos se
pueden extender facilmente para calcular las transferencias de energia entre dichos
trozos. En todos los casos comenzamos el calculo con un matriz de m? entradas
r;; inicializadas a cero.

e En el caso de la radiosidad progresiva, en cada disparo desde el trozo A; hacia
el trozo A;, debemos afiadir el incremento de radiosidad en el valor actual de
b;. Ademds de esto, podemos afiadir la cantidad de energia transmitida al
valor 7;;.

e En el caso de fotosimulacién, cada vez que una particula abandona el trozo
A; y alcanza el trozo A; afiadiremos su peso actual (el quantum de energia
que transporta) a r;; (incluso si la particula se absorbe en A4;).
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Como puede observarse, en ambos casos obtenemos una matriz de valores. Cada
valor 7;; es un valor aproximado de la energia que abandona el trozo j y alcanza el
trozo i. El cdlculo de estos valores no incrementa demasiado el tiempo de cdlculo.
Desgraciadamente, la cantidad de memoria necesaria para guardarlos es proporcional
al cuadrado del nimero de trozos. Sin embargo, dicho niimero de trozos no tiene
por que ser muy alto ya que no se usan directamente en la produccién final de la
imagen.

La irradiancia sobre z debido a energia proveniente del trozo j es igual a E;(z),
donde Ej es una funcién que se define como sigue:

Bi@) = | Glaw) By (4.20)

obviamente se cgmple que Ey(z) =3, Ej(z).

También definimos la irradiancia media aproximada en el trozo i como r; =
Z;n:l r;j. La diferencia entre la irradiancia media aproximada y la exacta en un
punto z debido al trozo j es una funcién A; que se define como

Aj(z) = riyj — Ej(x) (4.21)

donde i es el indice del trozo que contiene a x. El error total entre la irradiancia
aproximada y la exacta es A, que se puede escribir como:

m

Alx) = ri — Ey(z) = > Aj() (4.22)

j=1

4.5 Distribuciones de probabilidad ponderadas.

Una vez que los valores r;; se han obtenido en el primer paso del algoritmo, pueden
ser usados durante la fase de refinamiento final. EIl objetivo es obtener una dis-
tribucién de probabilidad cuya forma sea lo mas parecida posible a la funcién obje-
tivo actual T'(z,y), como se explica en la seccién 4.3.

Supongamos que el punto objetivo x estd situado en el trozo A;. Podemos
disefiar una distribucién tal que la probabilidad de seleccionar y en el trozo A; es
proporcional a r;;. Esto implica que p, cumple la siguiente restriccién:

_ rig _ Bi@) +4A4()
/A- pe(y)dy = T L@ AR (4.23)

J

Esta ecuacién no define totalmente p, ya que (inicamente fija el valor de su integral
en cada trozo, no su valor exacto en cada punto. De hecho se necesita un con-
junto de distribuciones ¢,; que de la distribucién de las muestras en el interior del
trozo j cuando el punto objetivo es x. Esta funcion se define en el trozo j y esta
normalizada, esto es:

/ Gi () dy = 1 (4.24)

j
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Una vez definida g,;, podemos escribir una expresién que caracteriza totalmente
Pz, COMO Sigue:

pe(y) = “Lq(y) (4.25)

rq
donde ¢ es el trozo donde = se encuentra y j es el de y. Es facil demostrar que p
cumple los requisitos requeridos. Con el objetivo de seleccionar un punto y con esta
distribucidn, es necesario primero seleccionar un trozo con probabilidad r;; /r;. Esto
se lleva a cabo mediante una PDF discreta definida sobre el segmento de enteros
de 1 hasta m. Después de esto, se selecciona un punto ¥ en el interior del trozo j
seleccionado, con distribucién dada por g,;.
Podemos usar varias distribuciones de probabilidad en el interior de los trozos.
En las siguientes subsecciones se detallan varias de ellas.

4.5.1 Muestreo ponderado de area y area parametrizada.

La eleccién mas sencilla es elegir un valor constante de g,; en el interior de cada
trozo j. Todos los puntos del trozo tienen la misma probabilidad de ser elegidos.
Asi ¢,; se encuentra totalmente caracterizado por la ecuacién (4.24), y se obtiene:

1
Qj(y) = T (4.26)

Esto implica que las regiones con igual drea son seleccionadas con igual probabilidad.
Como se ha establecido antes, en el caso de superficies arbitrarias esto puede ser
dificil. Pero si existe una parametrizacién, se puede usar dicha propiedad para
seleccionar puntos del entorno. Supongamos que el trozo nimero j es la imagen
bajo una funcién f; de una regién H; incluida en [0,1]?, con area A(H;). En estas
condiciones g, se define como sigue:

1 dA(u,v)
Iily) = ——— ——— 4.27
W) = w2 ) 27
dondey = f;j(u,v) y A; es la medida de drea estandar en el trozo j. Para seleccionar

un punto y con esta distribucién, primero seleccionamos un punto aleatorio en el
trozo H y después obtenemos y como f(u).

4.5.2 Muestreo ponderado del angulo sélido.

En este caso, la probabilidad de seleccionar un punto y es igual al diferencial de
angulo sélido cubierto por un diferencial de drea alrededor de y cuando se proyecta
sobre x. Esto implica que:

1 cos(y,wsy)
qzj =
T Gila) Jr—y)?

(4.28)

donde ( )
cos(Y, Wy
G]' (a:) — /5 COS\Y, Way) dy

_ ]2
.z —yl
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nétese que G(z) es el angulo sélido que cubre el trozo j cuando se proyecta sobre
x (sin tener en cuenta posibles oclusiones). La figura 4.5 muestra un ejemplo de la
forma de esta PDF en un entorno cerrado sin oclusiones.

Figura 4.5: Forma de la PDF muestreo ponderado del dangulo sélido.

Es dificil seleccionar el punto y para cualquier tipo de geometria del trozo j. Pero
en el caso de trozos triangulares planos podemos recurrir a las técnicas descritas en
[Arvo95] para obtener puntos y con exactamente esta distribucién. Hacemos esto
seleccionando un punto A con distribucién uniforme en [0, 1]?, y después obtenemos
B como la imagen de A bajo la funcién de parametrizacion para triangulos. Final-
mente, el punto y se obtiene como el primer punto en el tridngulo original visible
desde z en la direccién dada por B.

Lo anterior también puede llevarse a cabo en el caso de trozos poligonales que
puedan descomponerse en triangulos. La figura 4.6 ayuda a visualizar los elementos
involucrados en este proceso de muestreo.

AV

—
u

Figura 4.6: Método de muestreo para el angulo sélido ponderado.
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4.5.3 Muestreo ponderado del angulo sélido proyectado.

En este caso, el valor ¢,;(y) es proporcional al valor G(z,y). Si incluimos las
constantes de normalizacién necesarias obtenemos:

1 cos(w,wey) cos(y, wy,)

(4.29)

donde

COS\ T, Wy ) COS\Y, Wy

_ 2
: lz —yl

nétese que Fj(x) es igual al factor de forma del punto y al trozo j, multiplicado
por 7. En la figura 4.7 vemos la forma aproximada que toma esta PDF.

Figura 4.7: Forma de la PDF para muestreo ponderado del dngulo sélido proyec-
tado.

Esta distribucién es la mas cercana a G(z,y)B/(y). De hecho, cuando los
términos de error A; son todos cero, la varianza que obtenemos es también cero.
Esto se puede demostrar obteniendo la expresién de la varianza. Combinando (4.20)
y (4.21) con la definicién anterior obtenemos:

V) = - ([Eg@:) FAD] Y g - E§<x)> (4.30)

cuando A;(z) = 0, para todos los 7, entonces A(z) =0y V(z) = 0. Esto implica
que cuanto mas cercano este r;; a I;j(x), mas bajo es el valor que obtenemos para
V(z).

Desgraciadamente no existe ain un algoritmo para seleccionar puntos con esta
distribucién.  Un algoritmo de esta clase deberia estar basado en la expresidn
analitica del factor de forma de un punto a un poligono (sin oclusiones), y us-
ando los mismos principios a los expuestos en [Arvo95] para muestreo del dngulo
sélido.
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4.6 Implementacién y Resultados.

Para probar las distribuciones de muestreo descritas, hemos implementado un método
de dos pasadas en nuestro sistema de visualizacién girt. En la primera pasada, cal-
culamos la funcién E’ como una aproximacién discreta a la funcién de irradiancias
real. Esto se lleva a cabo usando fotosimulacién, como se describe en [Pattanaik92].
Hemos extendido el método detallado en dicho articulo con el objetivo de calcular
la cantidad de irradiancia en cada trozo proveniente de otros trozos.

Figura 4.9: Escena simple: 64, 128 y 256 muestras por pixel.

Después de este primer paso se lleva a cabo la segunda pasada. Aqui se selec-
ciona un punto de vista, y entonces, para cada pixel se muestrea el drea del pixel
mediante trazado de rayos. En cada posicién de muestra calculamos el primer punto
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Figura 4.10: Escena simple por path-tracing: 64, 256 y 1024 muestras por pixel.
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Figura 4.11: Gréafico de % con respecto al tiempo de CPU

visible = en la escena. Después de esto se realiza un refinamiento final sobre x selec-
cionando un niimero de puntos y; en la escena, con distribucién p, (y). Entonces,
usando (4.6) obtenemos E/ () como un valor aproximado de FE,(z). Finalmente
se obtiene una aproximacién a la radiosidad a partir de la irradiancia.

Hemos implementado tres métodos distintos para refinamiento final:

e Muestreo del angulo sélido proyectado., como se describe en la sub-
seccidon 4.3.3. Este método tiene la desventaja de que las fuentes pequenas
que iluminan las escenas se muestrean muy pobremente. La imagen aparece
muy ruidosa, ya que dichas fuentes tienen muy pocas posibilidades de ser
seleccionadas, aunque pueden contribuir de forma importante a la irradiancia
en el punto objetivo.

e Muestreo ponderado de areas paramétricas., como se describe en la
subseccién 4.5.1. En este caso cada fuente recibe un niimero de muestras
que es aproximadamente proporcional a su contribucién a la irradiancia en =.
Desgraciadamente este método muestra una alta varianza cuando el punto
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No ponderado Ponderado
ns rays | CPU | o | o rays | CPU| o% ] o
1 384 58.2 | 17.818 | 4.221 384 70.6 | 1.915 | 1.384

2 441 67.3 | 9.078 | 3.013 441 93.6 | 1.052 | 1.026
4 956 | 102.7 | 4.617 | 2.148 5955 | 134.8 | 0.591 | 0.769
8 784 | 1214 | 2.307 | 1.518 783 | 219.9 | 0.351 | 0.593

16 1241 | 201.0 | 1.198 | 1.094 1239 | 390.8 | 0.216 | 0.465
32 2155 | 3383 | 0.652 | 0.807 2152 | 733.6 | 0.159 | 0.399
64 3983 | 624.0 | 0377 | 0.614 3976 | 1413.0 | 0.129 | 0.360
128 7639 | 1199.2 | 0.240 | 0.490 7625 | 2782.0 | 0.114 | 0.338
256 || 14952 | 23489 | 0.169 | 0.411 || 14924 | 5509.4 | 0.107 | 0.328

Figura 4.12: Resultado de las comparaciones numéricas.

x esta muy cerca de una fuente importante (una adyacente y perpendicular
al trozo donde x estd, por ejemplo). Esto se debe a las altas variaciones del
factor de forma entre el punto receptor y el punto de muestra, que produce
altas variaciones entre las contribuciones de cada muestra.

e Muestreo ponderado del angulo sélido proyectado., como se de-
scribe en la subseccién 4.5.2. En este caso, el muestreo ponderado ase-
gura que las fuentes importantes son correctamente muestreadas. Ademas,
la funcién p, incluye una parte del factor de forma entre puntos, con lo cual
las variaciones de la contribucién no son tan importantes.

El segundo método no es comparable al tercero, ya que en el segundo el ruido es
muy grande cuando el punto z esta muy cerca del punto de muestreo seleccionado.
Este ruido es menor cuando se usa el tercer método.

Hemos realizado simulaciones en una escena muy simple con dos muros, el
suelo, una fuente que ocupa todo el techo y un cubo que bloquea la luz. Para cada
punto objetivo, la fuente del techo cubre un dngulo sélido grande. De esta forma
el muestreo del dngulo sélido muestra mucha menos varianza que en escenas con
fuentes de luz pequefia que recibirian muy pocas muestras. Se lanzaron 100.000
particulas desde las fuentes de luz. La escena esta mallada en 100 trozos.

La figura 4.12 muestra los resultados que obtuvimos con la escena descrita. La
primera columna indica el nimero de muestras, que coincide con las potencias de 2
entre 1 y 256. Después de esto se da el tiempo de CPU en segundos, y el nimero
de rayos en miles. Los dos valores anteriores tienen en cuenta toda la simulacién,
incluyendo el trazado de particulas. Los errores se miden con respecto a una solucién
sin sesgo obtenida con path-tracing simple y nlimero muy alto de muestras por pixel
(1024). Mostramos el error cuadratico medio de todos los pixeles, y la raiz de dicho
valor (desviacién tipica media). Nétese que los tiempos de CPU son mayores en el
caso de muestreo ponderado, para un numero igual de muestras. Esto se debe al
coste involucrado en el muestreo de los triangulos esféricos .

3TLa implementacién actual no estd optimizada en el sentido de que un nuevo triangulo
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Una gréfica de o2 (con el tiempo de CPU en eje X) para ambos métodos se
muestra en 4.11. Como puede observarse, el muestreo ponderado del dngulo sélido
es mas eficiente que el muestreo del dngulo sélido.

Mas alld de los errores numéricos, las imagenes obtenidas mediante el muestreo
del dngulo sélido muestran mucho mas ruido que las obtenidas con el muestreo
ponderado, incluso para tiempos de CPU mds bajos. Esto puede observarse en las
figuras 4.8 y 4.9. Cada una de estas figuras muestra dos filas de imagenes. La
primera fila se obtuvo mediante muestreo no ponderado, y la segunda mediante
muestreo ponderado. En cada columna, el nimero de muestras tomadas es el
mismo en ambas imdgenes. Estas son las imagenes tomadas para comparaciones
numéricas.

La figura 4.10 muestra tres imdgenes obtenidas con path-tracing simple, con 64,
256 y 1024 muestras por pixel. La dltima de ellas se usé como imagen de referencia
para el calculo de los errores.

Finalmente, la figura (4.13) muestra una habitacién con 540 objetos, mallados
en 800 trozos, y sintetizado usando muestreo ponderado. Para esta imagen se
tomaron cuatro muestras por pixel, y en cada una de ellas se realizaron 50 muestras
para refinamiento final.

4.7 Conclusiones.

El uso de informacién a priori sobre una funcién puede ayudar mucho en el disefio
de estrategias de muestreo para la integracién por Monte-Carlo de la misma. Esta
es la idea bésica presentada en este capitulo. En el contexto de los entornos difusos,
hemos mostrado como la primera pasada (de un algoritmo de dos pasadas) puede
usarse para obtener esa informacién a priori, que es tomada en la segunda pasada
para dirigir el proceso de muestreo hacia las partes mds interesantes de la escena,
en el sentido que contribuyen mas al punto objetivo.

Usando la idea anterior se ha disefiado un algoritmo de final-gather con varianza
muy reducida comparado con algoritmos que no tienen informacién a priori, como
el path-tracing. Dicho algoritmo se ha implementado en nuestro sistema de sintesis
de imagenes, junto con el de Path-Tracing, obteniendose una mejora significativa
en los tiempos de célculo frente a este dltimo método.

esférico se crea para cada muestra. Hubiésemos obtenido menores tiempos de CPU mediante
el almacenamiento temporal y la reutilizacién de los tridngulos esféricos cuando fuese posible,
como se describe en [Arvo95]
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Figura 4.13: Habitacion con 800 trozos, y 4 x 50 muestras de refinamiento final.



Capitulo 5

Refinamiento final para
Iluminacién Global.

5.1 Introduccion

En este capitulo, proponemos un algoritmo de Monte-Carlo de dos pasadas para
entornos difusos. En la primera pasada, una aproximacidén a baja resolucién a la
funcién de radiancias se obtiene usando un algoritmo de trazado de particulas. En
la segunda pasada, se produce una imagen después de un paso de refinamiento final
a nivel de pixels, al igual que se ha llevado a cabo previamente en algoritmos de
elementos finitos para lluminacién Global. Al igual que el algoritmo descrito en el
capitulo anterior, este paso de refinamiento final se ve mejorado al usar muestreo
ponderado o por importancias, lo cual reduce la varianza. El muestreo de importan-
cias estd basado en la informacidn sobre el intercambio de energia entre elementos
de superficie, que se encuentra almacenada en una estructura jerarquica de enlaces.

Con respecto a algoritmos anteriores de elementos finitos, el uso de técnicas
estocdsticas evita el muestreo explicito de cada enlace durante el refinamiento final.
Al igual que el algoritmo descrito en el capitulo anterior, el nimero de muestras que
se deben de tomar no esta relacionado con el niimero de enlaces en un elemento
receptor, sino que esta relacionado con la varianza. Dicha varianza se reduce bas-
tante cuando se tiene en cuenta la importancia visual en la estructura de enlaces, y
esto es especialmente cierto para entornos no puramente difusos.

En este capitulo proponemos un algoritmo que extiende el que se presenté en el
capitulo previo, al tiempo que reduce la complejidad de tiempo y almacenamiento
que exhibe aquel método. En dicho método, la mejora del paso de refinamiento final
se obtenia mediante la representacion explicita de las transferencias de energia entre
todos los pares de elementos. Esto es muy ineficiente para escenas de complejidad
media o alta. Sin embargo, la complejidad se puede reducir si se realiza una primera
pasada dependiente del punto de vista (que proporciona la energia transferida en
cada enlace, ponderada por su importancia para el observador), y también mediante
el uso de agrupamiento jerarquico para la representacion de dichas transferencias.
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Al tener en cuenta radiancias en lugar de radiosidades, la dimensién del problema
se incrementa, ya que la radiancia estd definida en el espacio de los rayos mientras
que la radiosidad estd definida en el espacio bidimensional de los puntos de las
superficies.

La ecuacién de radiosidad cldsica y la ecuacién de radiancias pueden escribirse
ambas como ecuaciones integrales de segundo orden, con un ntcleo de dos variables,
y una funcién desconocida de una variable. Esta funcién desconocida puede ser
representada, en los dos casos, como una funcién a baja resolucién almacenada
mediante un conjunto de coeficientes con respecto a una base. Estos coeficientes
se pueden calcular aproximadamente mediante trazado de particulas.

En el siguiente apartado se revisan los trabajos anteriores relacionados con el
nuestro, y en el posterior se detallan las mejoras que ofrece el que aqui presentamos.

5.1.1 Trabajos anteriores.

Como se detalld en el capitulo anterior, el refinamiento de una aproximacién a baja
resolucién ha sido tratado en varios articulos en la literatura sobre visualizacién
realista. A los articulos alli citados, todos ellos relativos a entornos difusos, cabe
afiadir el trabajo de presentado en [Jensen95] para entornos arbitrarios. En este
articulo se usa una primera pasada de fotosimulacién. Los puntos y direcciones de
impacto de todos los fotones son almacenados, de forma que en la segunda pasada
dicha informacién se usa para realizar la generacién de la imagen por Path-Tracing.

En concreto, en cada punto z alcanzado por una cadena durante la segunda
pasada se construye una pdf con el objetivo de seleccionar la siguiente direccién de
muestreo. La construccidn de la pdf se realiza usando los fotones que impactaron
en la primera pasada cerca de x. Dichos fotones codifican las direcciones mas im-
portantes de donde proviene la energia del punto de impacto. Este esquema tiene
la desventaja de que es necesario construir la pdf en cada punto de impacto. El
almacenamiento temporal de los impactos también puede ocupar mucha memo-
ria. Ademds, es posible que alguna fuente importante que ocupe un angulo sélido
pequefio no sea adecuadamente muestreada, debido a que la pdfes discreta y puede
no tener la resolucién adecuada para representar adecuadamente dicha fuente.

En la siguiente subseccidn se resume los fundamentos del algoritmo propuesto,
y asimismo se detallan las ventajas que presenta.

5.1.2 El algoritmo propuesto.

Si consideramos una estructura de enlaces entre todos los posible elementos en los
que el espacio de los rayos puede ser discretizado, entonces es necesario almacenar un
valor escalar para cada par de dichos elementos. Esto implicaria un coste excesivo
en términos de almacenamiento y tiempo, ya que el nimero de elementos en el
espacio de los rayos es un orden de magnitud mayor que el necesario para aproximar
la radiosidad.

Con el objetivo de solventar esta limitacién, podemos considerar la forma del
nicleo K involucrado en la definicién de la radiancia. La presencia de una funcién
delta en dicha definicién implica que para la mayoria de los pares de elementos no hay
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transferencia directa de energia entre ellos. De hecho solamente es necesario tener
en cuenta transferencias de energia entre ternas de puntos de |a superficie, mediante
el uso de una formulacién de transporte de 3 puntos, como puede observarse en
[Aupperle93]. La complejidad resultante esta entonces en el orden de O(n?), donde
n es el nimero de elementos de superficie o trozos. Esta complejidad es ain muy
alta para entornos medianos o complejos.

La complejidad puede reducirse ain mas. De hecho en nuestro método no es
necesario almacenar las transferencias entre todas las posibles ternas de elementos
de superficie. Esto se debe a que la longitud de los caminos durante el refinamiento
final es tres: desde el observador se va al punto receptor, y de aqui al punto
donde se muestrea la funcién objetivo. Por tanto el observador es siempre el mismo
se encuentra fijo durante toda la simulacién. Aprovechando esto, podemos ver
las transferencias como una funcidén de dos variables, ya que el tercer punto es
constante. Para cada par de puntos z e y, esta funcidn representa la cantidad de
energia que viaja de z hacia y y después es reflejada hacia el observador. Esto se
hace a coste de obtener una solucién dependiente del punto de vista, pero con la
ventaja de reducir la complejidad a un orden de O(n?)

Esto es alin demasiado complejo para entornos con un nimero grande elementos
de superficie. El siguiente paso consiste en considerar técnicas de agrupamiento
jerarquico. La geometria de la escena se puede representar mediante una jerarquia
donde cada nodo representa un conjunto de superficies o bien un elemento de una
superficie. Para cada elemento terminal en dicha jerarquia, se mantiene una lista de
enlaces a otros nodos de la misma, no necesariamente terminales, de forma que cada
enlace tiene un peso minimo. De esta forma se evita almacenar una representacién
explicita de todas las transferencias entre trozos, salvando asi memoria y tiempo de
ejecucion.

5.2 Agrupamiento jerarquico.

Para nuestro sistemas hemos usado el mismo método de agrupamiento de obje-
tos que se describe en [Christensen97]. Como resultado de este proceso de agru-
pamiento, se obtiene un drbol en el cual cada nodo esta asociado a una parte de
todas las superficies de los objetos. El drea cubierta por cada nodo es un subcon-
junto de la cubierta por su nodo padre en el drbol. El nodo raiz cubre todas las
superficies de los objetos.

Clasificamos los nodos del arbol en tres tipos: nodos grupo, nodos objeto y
nodos trozo. Un nodo grupo cubre un conjunto de objetos, un nodo objeto cubre
un solo objeto de la escena, y un nodo trozo cubre una superficie de un objeto o un
trozo de ella. Los descendientes de un nodo grupo pueden ser otros nodos grupo o
bien nodos objeto. Los descendientes de los nodos objeto son siempre nodos trozo.
Finalmente, los nodos trozo pueden tener como descendientes solamente nodos
trozo, o bien pueden no tener ningin descendiente (a estos dltimos los llamamos
nodos terminales).

El algoritmo usado para el agrupamiento es como sigue: primero se crea el nodo
raiz (un nodo grupo), que se asocia a todos los objetos de la escena. Cada vez
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Figura 5.1: Un conjunto de grupos y objetos.

que se crea un nodo grupo se examinan cada uno de los objetos que incluye. Si
su tamano excede la mitad del tamafio de la caja englobante del nodo grupo, se
construye un nodo objeto que lo contiene y se pone como descendiente directo del
nodo grupo. Si el tamafio no excede el limite anterior, se examina en que suboctante
I del nodo padre cae el centro 2 de cada objeto y se crean entonces 8 subgrupos
hijos del grupo padre, uno para cada suboctante del mismo. Nétese que alguno de

ellos puede estar vacio y no ser creado por tanto.
‘ ;CIuster Nodes

Figura 5.2: Arbol correspondiente a la figura 5.1.

Un nodo objeto estd siempre compuesto de un conjunto con un nodo trozo como
minimo (puede tener m3s si el objeto estd compuesto de varias superficies). Estos
nodos trozo se dividen siempre en cuatro trozos iguales, cada uno cubriendo un
cuadrante del nodo padre, excepto cuando el drea del nodo trozo padre es inferior
a un valor minimo, en cuyo caso se considera un nodo terminal y no se subdivide
mas.

1Para cada nodo grupo, se calcula la caja englobante de todos sus objetos y se almacenan
los ocho octantes que se obtienen al dividir la misma en 8 partes iguales.
2Fl centro de un objeto es el punto central de su caja englobante.
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5.3 Primera pasada.

La primera pasada del método propuesto es simplemente un algoritmo de fotosimu-
lacién o trazado de particulas, extendido con el objetivo de procesar los enlaces que
se almacenan en la jerarquia de grupos y trozos. En los dos apartados siguientes
detallamos varios aspectos del proceso de fotosimulacién, y presentamos el método
de actualizacién de los enlaces.

5.3.1 Fotosimulacién.

El proceso de trazado de particulas que hemos implementado es similar al que se
describe en [Pattanaik92]. Las particulas se crean en las fuentes de luz, y se simula
su recorrido por la escena. Todas las fuentes producen energia con una distribucién
difusa, y con intensidad constante en el interior del drea de cada una de ellas. Para la
creacion de particulas, cada fuente se selecciona con una probabilidad proporcional
a la energia total que emite.

Después de seleccionar una fuente, se selecciona un punto en su interior, con
una distribucién de probabilidad uniforme con respecto al drea. A continuacién se
calcula la direccién de salida inicial, segtin una distribucién difusa. Si llamamos
dP(r) a la probabilidad de escoger r como primer rayo de una particula, entonces
se cumple que dP(r) = L.(r)du(r)/¢.. donde ¢, es la energia total emitida en
todas las fuentes. A cada particula se le asigna un peso w, que al crear la particula
es igual a la energia total emitida en la escena dividida por el niimero de particulas.

=P

Figura 5.3: El camino seguido por una particula.

Una vez que la particula ha sido creada, se lleva a cabo una simulacién de la
trayectoria que dicha particula sigue por el entorno. Esta simulacién estd compuesta
de una serie de reflexiones en las superficies que acaban bien por que la particula
es absorbida, bien por que abandona la escena (que no es necesariamente cerrada).
La seleccién de la nueva direccién de una particula después de una reflexion se
realiza mediante muestreo de la BRDF. Téngase en cuenta que la particula alcanza,
en cada reflexion, un punto de un nodo trozo terminal en la jerarquia de nodos.
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Por lo tanto, podemos ver la trayectoria de la particula como una serie de nodos
terminales.

Figura 5.4: Nodos terminales visitados.5.3.

5.3.2 Informacién de estado de las particulas.

La informacién de estado de las particulas incluye todos los elementos necesarios
para el calculo de la funcién de radiancia aproximada y la actualizacién de los
enlaces. En concreto, de cada particula se conocen los siguientes datos:

e El punto donde ocurrié la dltima reflexién (o bien el punto donde la particula
ha sido creada si ain no ha pasado por ninguna reflexién)

e El vector de direccidn de la particula después del impacto.

e El peso de la particula, que puede verse como la cantidad de energia que
transporta.

Para entornos monocromos, un valor escalar es suficiente para guardar el peso de la
particula. Sin embargo, los entornos con los que se tratan presentan reflectividades
no monocromdticas, esto es, que dependen de la longitud de onda. Esto puede
resolverse repitiendo la simulacién para un conjunto de longitudes de onda fijas y
después combinando adecuadamente los resultados, como se hace habitualmente
en los métodos de elementos finitos.

Otra opcién es asignar a cada particula una longitud de onda, usando una
distribucién aleatoria que sea proporcional a la distribucién de emisividades de la
fuente donde se crea, como se describe en [Pattanaik92]. Finalmente, un tercer
método es asigna un triple RGB a cada particula, como se describe en [Jensen95].

Esta dltima opcién puede generalizarse para tener en cuenta distribuciones ar-
bitrarias de reflectividades y energias, no solamente RGB. Esto implica que el peso
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una particula es una funcién w de la longitud de onda, de forma que w(\) es el peso
actual de la particula para la longitud de onda A. Cuando la particula alcanza una
superficie, la reflectividad del punto esta también representada por una distribucién
p dependiente de la longitud de onda, de forma que p()) es la reflectividad a la
longitud de onda A.

Esta representacién se introduce para conseguir que el algoritmo de trazado
de particulas sea independiente del modelo de distribucién elegido, que puede ser
distinto del modelo RGB, tal y como se requiere en nuestro sistema de rendering
[Urena97].

5.3.3 Probabilidades de supervivencia y absorcion.

En el caso de que el peso de las particulas fuese un simple valor escalar, las reflec-
tividades también serian valores escalares entre 0 y 1. Dichos valores podrédn, por
tanto, ser usados como probabilidades de supervivencia en cada reflexién de una
particula. En el caso de que la energia sea una funcién de la longitud de onda, esto
ya no puede ser asi, aunque sigue siendo necesario establecer cual es la probabilidad
de supervivencia en la reflexiones.

Para solucionar esto podemos considerar la curva de eficiencia luminosa ? ¢. El
producto escalar {c | w) (definido por una integral en el espacio de las longitudes
de onda) es la luminancia de la distribucién w. Cuando una particula alcanza un
punto cuya distribucidén de reflectividades es p, podemos considerar la luminancia
de la distribucién wp, que es (wp | ¢). Esta luminancia es necesariamente menor
que la luminancia original de la particula (w | ¢), ya que p es siempre menor que
1. Una posible probabilidad de supervivencia es entonces r = (wp|c) / (w]|c), esto
es, la relacién entre la luminancia de ambas distribuciones. Este valor r cumple el
mismo papel que la reflectividad escalar de otros algoritmos descritos.

Este esquema implica que la luminancia de una particula se mantiene constante
después de cada reflexion. Otros métodos para decidir la supervivencia, como el de
la Ruleta Rusa también son compatibles con la supervivencia con luminancias.

Para implementar esto es necesario que exista una clase objetos para almacenar
distribuciones de energia. Esta clase debe de incorporar métodos para extraer su lu-
minancia y para realizar producto punto a punto. El modelo de color concreto usado
debe de estar basado en alguna proyeccion en bases finitas que siempre conllevan
alguna perdida de informacién.

5.3.4 Aproximacion a la funcion de radiancias.

Cuando una particula abandona un punto de las superficies después de una reflexidn
en él, es necesario actualizar los coeficientes usados en la aproximacién de la funcién
de radiancia. En principio, se puede usar cualquier funcién base definida en el espacio
de los rayos. En nuestro caso hemos elegido la opcién mas sencilla, que consiste en
usar funciones base constantes no solapadas.

3Estos es, c¢()\) es proporcional a la sensibilidad del ojo humano a una unidad de energfa
radiante con longitud de onda A
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Como se ha explicado antes, todos los objetos de la escenas se encuentran
mallados en un conjunto de trozos o elementos de superficie. Para cada trozo se
guarda una matriz bidimensional de distribuciones de energia, que se encuentra
inicializado a cero. Cada entrada en la matriz almacena la radiancia media en
una region de direcciones sobre la esfera unidad. Asumamos que el elemento de
superficie ndmero i cubre un area S; C S, y que existen n trozos de este tipo.

Figura 5.5: El mallado de la semiesfera.

Al igual que las superficies, la semiesfera de direcciones se divide en un conjunto
de regiones, cuyos bordes coinciden con los meridianos y paralelos de la esfera,
como se puede observar en la figura (5.5. La regién entre el meridiano niimero j y
el paralelo k cubre un subconjunto b;;, de la semiesfera. Al conjunto de rayos cuyo
vector de direccidn esta en b;; y cuyo origen esta en el trozo ¢ se les llamard Dy
Este conjunto puede escribirse como D;;;, = S; % bj. Supongamos que existen n,
paralelos y n,;, meridianos. El conjunto de funciones base estd definido como sigue:

B = {fijr| 1<i<n,1<j<n,,1<k<n,}
donde

) _ [ 1/u(Dijr)  sire Dij
fijr(r) = { 0 en otro caso

Es facil probar que el anterior conjunto B es un conjunto ortonornmal de funciones
base. La radiancia reflejada media en la regién jk del trozo i se llamard c;j;, y
puede escribirse como sigue:

1
1(Dijr)

donde el producto escalar anterior esta definido con respecto a la medida . Nétese
que la funcién L, puede aproximarse mediante su proyeccién en B, que es:

PeL, = Zcijk fijk

ijk

Cijk

/D._ Ly(r)du(r) = (fij | Lr) (5.1)

Los coeficientes c;j;, se pueden calcular mediante el proceso de fotosimulacién.
Cuando una particula es reflejada en un punto de un trozo i en una direccién w,
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se busca la regién bj; que contiene a w. Entonces se afiade el valor wf;i a ciji,
donde w es el peso actual de la particula. Hay que tener en cuenta que w no es un
valor escalar, sino una funcién, por tanto también son funciones (o distribuciones
de radiancia) los coeficientes c;;i

5.3.5 Actualizacion de enlaces.

Al principio de la simulacién, la estructura de enlaces comienza con un enlace desde
cada nodo trozo terminal hacia el nodo raiz, aunque posteriormente nuevos enlaces
se crean, como veremos en el siguiente apartado. Cuando una particula viaja desde
un elemento emisor hasta alcanzar un elemento receptor, la informacién almacenada
en la estructura de enlaces es actualizada. La primera tarea es encontrar el enlace al
que la particula contribuye. Como puede observarse en la figura 5.6, consideramos

= s s e e e

Link the particle
contributes to

v —

Pair of leaf nodes
hit by the particle

Source Receiver

Figura 5.6: Busqueda del enlace que atraviesa una particula.

el par de nodos terminales visitados. Se busca entonces si hay algtin enlace desde
el receptor hacia el emisor. Si dicho enlace no se encuentra el proceso se repite
recursivamente para el nodo padre del nodo emisor, hasta que se alcanza el nodo
raiz. Necesariamente, el nodo emisor o alguno de sus ancestros debe ser el destino
de un enlace desde el nodo receptor.

Cuando el enlace se ha encontrado, se actualiza su peso. El peso de un enlace
es la suma de la luminancia total de todas las particulas que lo han atravesado,
estando cada una de dichas luminancias ponderada por la fraccién de energia de la
particula que se refleja en el receptor hacia el observador. Para actualizar el peso
se anade el siguiente valor d al peso anterior del enlace

ny

d = (wple) (5.2)

ng — No
donde w es el peso actual de la particula, p es una distribucién de reflectividades,
obtenida al evaluar la BRDF en el punto de entrada, ¢ es la curva de eficiencia
luminosa, n; es el nimero total de particulas lanzadas durante toda la simulacién
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Figura 5.7: Geometria para una transicién entre dos superficies.

y ng es el nimero de particulas ya lanzadas cuando el enlace fue creado, siendo
ng < n¢. Esto es, d es la luminancia de wp, corregida por el factor n;/(n: — no)
que se introduce ya que n; — ng es el namero total de particulas lanzadas durante
el tiempo de existencia del enlace, inferior a n¢, el nimero total de particulas.

5.3.6 Refinamiento de enlaces.

El refinamiento de enlaces consiste en la subdivision adaptativa de los mismos,
usando como criterio el nimero de particulas que los atraviesan.

Cada enlace se dice que va desde un nodo receptor de las particulas hacia otro
nodo emisor de las mismas. Esto es asi puesto que los enlaces que parten de
un nodo estdn almacenados en una lista enlazada asociada a dicho nodo receptor.
Dicha estructura sirve para la segunda pasada, en la cual se conoce el nodo receptor
y después se busca el emisor, como veremos en la siguiente seccidn.

Antes de que comience el trazado de particulas, se crea un enlace desde cada
nodo terminal al nodo raiz. Una vez que un nimero minimo de particulas 7,,,;, han
atravesado el enlace, este se subdivide. Si el enlace va de un nodo a hacia otro b,
entonces, (si b no es terminal) se crean nuevos enlaces desde a hacia cada uno de
los nodos hijos de b. El valor ng del nuevo enlace es igual al nimero de particulas
que ya se habian lanzado en la simulacién al crear el enlace.

Los enlaces que se han subdividido se ignoran desde ese instante, y solo los
enlaces terminales, no divididos, se usan para la segunda pasada. Con este método,
es posible que exista algtin enlace con el valor ny muy cercano a n;, esto es, el
enlace se creo cerca del final de la simulacién. Los pesos estimados de estos enlaces
son una muy mala aproximacidn a los pesos reales, ya que numero de particulas
usadas para realizar la aproximacion es muy pequefio, y por tanto la varianza de la
estimacién es muy alta.

Para evitar esto, podemos fijar un ndmero entero 7,4, (cumpliéndose que
Nmin < Nmaz < Nt) tal que ningdn enlace es creado con ng > Nypa.- Esto significa
que después de lanzar la particula nlimero n,,4,, no se crean nuevos enlaces. De
esta forma, el nimero minimo de particulas lanzadas durante la vida de un enlace
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Figura 5.8: Refinamiento de un enlace.

€S Mt — Mmaz- EN nuestras simulaciones hemos seleccionado 7,4, = 1t /2

Al final de la simulacidn existe, para cada nodo terminal, un conjunto de enlaces
que apuntan a otros nodos en la jerarquia. En la figura 5.8 puede observarse como
un enlace (desde un nodo terminal al nodo raiz) es refinado en 3 subdivisiones
durante la simulacién, y también vemos los enlaces resultantes.

5.4 Segunda pasada.

La segunda pasada se usa para obtener una imagen del entorno tal y como se ve
desde el observador. Esto se lleva a cabo mediante un proceso de refinamiento final.
En este contexto, el refinamiento final es el problema de encontrar una aproximacion
a L(r) para un rayo dado r, aplicando el operador de transporte 7 a una funcién de
radiancias a baja resolucién L'. Este refinamiento se realiza usando un método de
Monte-Carlo con muestreo ponderado o por importancias, guiado por la informacién
almacenada en los enlaces.

Durante la fase de visualizacién, se lanza un rayo a través de cada punto de
muestreo en el plano de visidn. Se obtiene entones el primer punto visible z de la
escena (si existe alguno) . Entonces el problema es calcular la radiancia L(z, w),
donde w es el vector de direccién unitario que va de x hacia el observador. Esto se
lleva a cabo muestreando un conjunto de puntos x; en las superficies de la escena,
y calculando la radiancia reflejada en x hacia el observador desde dichos puntos.

5.4.1 Formalizacion del problema.

Como en el capitulo anterior, este refinamiento final puede formalizarse como el
calculo de L(r) usando la siguiente expresion:

L) = Lolw) + [ Kleos) I(s) duts (5.3)

donde L' es una aproximacién a baja resolucién de la funcién de radiancias, calculada
en la primera pasada. El valor L, (r) se conoce para cualquier r, luego el problema es
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el calculo de la integral. Mediante el uso de los métodos de Monte-Carlo, usaremos
una funcién de densidad de probabilidad p, cumpliendo las siguientes propiedades:

1= /D pe(s) dps(s)
K(r,s)L'(s) >0 = pe(s) >0

Una vez que tenemos una p, valida se puede diseiiar un algoritmo de muestreo para
aproximar el valor dado en (5.3). Esto se lleva a cabo seleccionando un conjunto
de n rayos del entorno s; = (y;, w;) con densidad de probabilidad p,.. Después se
calcula un estimador secundario mediante la siguiente variable aleatoria:

Xe(s1..o 8) = © ; % (5.4)

es ficil demostrar que E(X,) = L(r), y por lo tanto X, es un estimador sin
sesgo de L(r). El error obtenido en la aproximacién depende de la varianza, que
a su vez depende de p, y del nimero de muestras n. Podemos disminuir dicha
varianza seleccionando una p, apropiada. La "mejor” pdf es aquella que presenta
una varianza nula. Dicha funcidn es la siguiente:

_ K(r,s)L'(s)
P = T

Este ejemplo de p, cumple las condiciones (5.4) y (5.4), y ademds tiene varianza
nula ya que es proporcional a K(r,s) L'(s).

5.4.2 Una pdf para refinamiento final.

El objetivo es obtener una p, éptimo en el sentido de que aproxima lo mds posible
el ideal, como se ha establecido en el apartado anterior. Esto puede llevarse a
cabo usando la informacién almacenada en la estructura de enlaces. El conjunto
de enlaces que salen de un nodo terminal representan una aproximacién discreta a
la distribucién de la energia que llega a dicho nodo (ponderada por su importancia
respecto al observador).

Por lo tanto, podemos usar una pdf que sea proporcional a dicho valor, con el
objetivo de reducir la varianza. Esto implica que, si existe un enlace desde un nodo
i y hacia otro nodo j con peso ;;, entonces haremos p,(s) proporcional a r;; para
todos los rayos r con origen en el nodo ¢ (y que apunten hacia el observador) y
todos los rayos s con origen en el nodo j (y que apunten hacia el origen de s).

Necesariamente (debido al algoritmo de busqueda usado) el enlace de i a j es
un enlace que no ha sido dividido, esto es, no existe ningun enlace desde i hacia
ningln descendiente de j. Por lo tanto, los pesos de los enlaces no son suficientes
para caracterizar completamente la funcién p,, ya que no dan informacién sobre el
trozo de superficie (o conjunto de objetos) cubierto por el nodo j. Una vez que
el nodo fuente j ha sido seleccionado, es alin necesario descender el drbol hasta
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encontrar un nodo terminal, y después debemos seleccionar un punto en el trozo de
superficie cubierto por dicho nodo terminal.
Todo esto se puede expresar formalmente con la siguiente definicién de p,(s)

pr(s) = L tra(i, k) @ia(s) (5.5)
(2

donde 7 es el indice del nodo terminal donde r reside, k£ es el indice del nodo
terminal donde s reside, j es el primer ancestro de k tal que existe un enlace desde
i hacia j, r;; es el peso de dicho enlace, gir(s) es la probabilidad condicional
de seleccionar punto de muestreo s sabiendo que el nodo k ha sido seleccionado.
Finalmente t,5(j,k) da la probabilidad condicional de seleccionar k£ como trozo
fuente de muestreo sabiendo que antes se ha seleccionado j. La funcién ¢ se define
iterativamente como sigue:

. _ 1 si j=k
tes(j k) = { fe(jsh) tes(h k) en otro caso

donde h es el indice del nodo hijo de j que cubre el origen de s y f.(j,h) es una
funcién que da la probabilidad condicional de seleccionar h sabiendo que hemos
seleccionado j (esto es, la probabilidad de descender desde j hacia h)

Una vez que se conoce r es necesario seleccionar un conjunto de puntos de
muestra s, con distribucién p,(s). Cada uno de estos s se selecciona siguiendo los
pasos que se detallan a continuacién.

1. Hacer i igual al indice del nodo donde r reside.
2. Seleccionar un nodo j con probabilidad proporcional a r;;.
3. Mientras el nodo j no sea un nodo terminal:

(a) Seleccionar un nodo hijo de j (con indice h), con probabilidad f,.(j, h).
(b) Hacer j igual a h.

4. Seleccionar un rayo s, con origen en el nodo j, con densidad de probabilidad
qjr(s)-

En el siguiente apartado se detallan las funciones f., que gobierna el descenso del
arbol, y gir que se usa para seleccionar un punto en el interior del nodo k.

5.4.3 Descenso del arbol.

El algoritmo introducido en la seccién anterior no estd completo, en el sentido de
que aun estan sin especificar como son las funciones fy y qpr

Asumamos que j es un nodo no terminal con un nodo hijo h. El valor escalar
fr(4,h) es la probabilidad condicional de que el punto de muestreo resida en h,
sabiendo que reside en j. La mejor estrategia seria usar el f,. definido como:

Lh (I‘)
Lj(r)

fe(4,h) (5.6)
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donde L;(r) es la radiancia en r debido a la energia total proveniente de todo el drea
cubierta por el nodo i. Esta cantidad es dificil de conocer debido a la complejidad
del operador de transporte. Con el objetivo de aproximar el valor en la ecuacién
(5.6) usamos una aproximacién a L; relativamente facil de calcular, con el fin de
evitar tiempos de ejecucion muy largos, y también lo suficientemente cercana al
valor exacto para reducir la varianza. En nuestro caso hemos usado la siguiente
aproximacién:

Li(r) ~ Li(r) = fr(z,w,w')®;cos(na, w)s(z,i)

donde r = (z,w), f. es la funcién BRDF, w' es el vector ¢; — z normalizado, ®; es
la energia total de todas las particulas que abandonan el nodo i, y ¢; es un punto
considerado centro del nodo ¢, y que se define como sigue: si i es elemento plano
de superficie, ¢; es el centro de masas de dicho trozo, y en cualquier otro caso (el
nodo i es un objeto o un grupo de ellos), ¢; es el centro de su caja englobante.
Finalmente, el valor s(z,%) es una aproximacién al dngulo sélido total cubierto por
el nodo ¢ cuando se proyecta sobre la semiesfera alrededor de x.

En el caso de que i sea un trozo plano con drea a y normal n;, aproximamos
s(x,4) asumiendo que el trozo i puede sustituirse por un disco plano de drea a y
radio 7 y cuya normal apunta a x. Este dngulo sélido es exactamente r%/d*> donde
d = |¢; — z|. Dicho valor se multiplica por cos(n;, —w'), con el objetivo de tener en
cuenta la reduccién en el dngulo sélido debido a la inclinacién relativa del trozo (su
normal no tiene por que apuntar a z). Por lo tanto, para un trozo plano i, s(z,1)

se define como:

,,n2

@
en el caso de que el nodo i sea un grupo de objetos, hacemos s(z,i) = r?/d?,
donde d tiene la misma definicién que antes, y r es el radio de una esfera cuya area
coincide con el area total de todas las superficies en el grupo.

Finalmente, el valor g.(s) es la probabilidad de seleccionar un rayo fuente
s dentro del nodo terminal k. Para implementar estd probabilidad, usamos la
parametrizacién de los tridngulos esféricos descrita en [Arvo95], tal y como se detall6
en el capitulo anterior.

s(x,i) = cos(n;, —w")

5.5 Implementaciéon y resultados.

Para probar los algoritmos descritos hemos disefiado una escena muy sencilla com-
puesta por un emisor y una superficie reflectora tipo Phong. El exponente de Phong
se ha fijado al valor 2. En la figura 5.9 se muestran tres imagenes de referencia
obtenidas con path-tracing simple, usando un numero de muestras por pixel igual
a4, 16y 32, de izquierda a derecha.

Por otro lado, en la figura 5.10 se pueden observar varias imagenes de la misma
escenas obtenidas con el método propuesto en este capitulo. Para visualizar estas
imagenes se lanzaron 200.000 particulas desde la fuente de luz. El valor n,,;, se fijé
a 100, y nmae @ 100.000. El conjunto de imagenes puede observarse en la figura .
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Figura 5.9: Path-tracing con 4,16 y 32 muestras por pixel

El nimero de muestras para refinamiento final es 1,2 y 4 para la fila de arriba (de
izquierda a derecha) y 8,16 y 32 en la fila de abajo.

Figura 5.10: Nuevo metodo con 1,2,4,8 16 y 32 muestras por pixel.

Como puede observarse la varianza en el reflector es mayor para los puntos que
estdn cerca del emisor, y muy baja para los puntos alejados del mismo. Esto se
debe a que el factor de forma de punto a punto varia mucho en los puntos cercanos
a la arista en comun, mientras que para los puntos alejados dicho factor presenta
menos variaciones. Se puede observar como en la regidn alejada la varianza es tan
pequena que apenas es observable incluso con una sola muestra por pixel. Esto
implica que el algoritmo para descenso del drbol calcula los respectivas influencias
con una gran aproximacion si los puntos no estan muy cercanos. En cualquier caso,
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las varianza es menor que la que se obtendria usando muestreo de la BRDF para
escoger las direcciones.

3
Metodo propuesto —~—
Path-tracing ——
25 l
2

o
B
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3
g 15
g
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Figura 5.11: Comparaciéon de métodos: error cuadritico frente a tiempo de

CPU.

Con las baterias de imagenes citadas anteriormente se han realizado compara-
ciones numéricas del error. Se ha tomado como referencia una imagen obtenida con
path-tracing usando 1024 muestras por pixel, sobre la misma escena. Se han calcu-
lado el error cuadrdtico medio (media de las diferencias en cada pixel al cuadrado)
de imdgenes obtenidas con path-tracing usando 1,4,16,64 y 256 muestras por pixel,
respectivamente. Por otro lado se ha obtenido el error cuadrdtico medio usando
el algoritmo propuesto con 1,2,4,8,16,32 y 64 muestras para refinamiento final. La
grafica en la figura 5.11 muestra una comparacién de dicho error en las dos series,
con respecto al tiempo total de CPU empleado (incluyendo, en el caso del algoritmo
propuesto, el tiempo de la primera pasada). Como vemos, el algoritmo propuesto
presenta menos error que path-tracing.

Como ejemplo de uso del método, en la figura (5.12) se observa una escena
compleja (formada por dos conjuntos de sillas y mesas), obtenida usando path-
tracing y el nuevo método propuesto. En la solucidén por path-tracing se usaron
256 cadenas por pixel y se emplearon 11 horas de tiempo de CPU, mientras que en
la del nuevo método se usaron 4 muestras primarias por pixel, y 50 muestras para
final gather (equivalente a unas 200 muestras por pixel). El tiempo empleado fue
de unas 7 horas de CPU. Como vemos, la varianza es mucho menor para el nuevo
método.

Sobre esta misma escena (el conjunto de dos mesas y sillas), se han sintetizado
imagenes usando path-tracing con 1,4,16,64 y 256 cadenas por pixel, y con el nuevo
método usando 8,16,32,64 y 128 muestras por pixel. En la figura 5.13 se observan
dos gréficas. En el eje X esta el tiempo de CPU en segundos, y en el eje Y la
raiz del error cuadratico medio de las imagenes, o desviacién tipica (tomando como
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Figura 5.12: Una escena difusa compleja con Path-tracing y el nuevo método.

Metodo propuesto ——
Path-tracing ——

0.9
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0.6 \
05
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0.1 —

5000 10000 15000 20000 25000 30000
Tiempo CPU (seg.)

Figura 5.13: Comparacién de eficiencia para la escena de dos mesas.

referencia, para cada método, la dltima imagen de su serie). Se observa como la
eficiencia del nuevo método es claramente superior.

En la figura 5.14 se observa una escena compleja con una serie de conjuntos
de mesas y sillas. Esta escena se ha sintetizado usando el nuevo método con 256
muestras para refinamiento final, y 4 muestras primarias por pixel. El nimero de
particulas (de izquierda a derecha) fué de 3,6 y 12 millones. Se puede observar
como las patas de las mesas y las sillas son mds oscuras en la imagen a la izquierda
y mas claras a la derecha. Esto se debe a que estos objetos, muy pequefios, no han
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Figura 5.14: Escena compleja con 3,6 y 12 millones de particulas.

recibido un ndmero suficiente de particulas en la simulacién con 3 millones, pero si
en la simulacién con 12 millones. Esto provoca que las estimaciones de los pesos de
los enlaces originados en ellos sean peores en el primer caso y mejores en el segundo,
con lo cual la calidad de la imagen asi obtenida varia.

5.6 Conclusiones.

Finalmente, en el dltimo capitulo se detalla una técnica completamente nueva para
extender el algoritmo anterior a entornos de radiosidad. Aqui se usa un método
ya existente de creacién de jerarquias de trozos y objetos, pero aplicada en un
algoritmo de Monte-Carlo. Dichas jerarquias se han usado previamente solo para
métodos de elementos finitos. Relacionado con este algoritmo, se propone una forma
de actualizar la estructura de enlaces, necesariamente distinta a las existentes para
métodos de elementos finitos.

Ademds, en este quinto y dltimo capitulo se propone una nueva forma de
muestreo por importancias en la segunda pasada, que usa la informacién almace-
nada en los enlaces y a su vez la jerarquia de objetos. En la simulaciones que se han
realizado se demuestra como esta forma de muestreo puede reducir enormemente
la varianza.



Capitulo 6

Principales aportaciones y
conclusiones.

En este capitulo se detallan las conclusiones y aportaciones més relevantes realizadas
en la presente memoria.

Como conclusién de esta memoria de tesis cabe decir que se han propuesto
técnicas especificas que mejoran el rendimiento de las técnicas de Monte-Carlo.
Tradicionalmente se considera a estas técnicas como poco eficientes frente a las
de elementos finitos, lo cual ha limitado bastante la investigacién en ellas y su
uso practico. Sin embargo en nuestra opinién, y para la clase de problemas a los
que se enfrenta la visualizacién realista, en muchos casos las técnicas de Monte-
Carlo pueden ser mas eficientes que las técnicas de elementos finitos. Esto se debe
fundamentalmente a que es un problema planteado en un espacio de muchas dimen-
siones. Aunque un uso de técnicas de Monte-Carlo en bruto es efectivamente poco
eficiente, el andlisis de la varianza y la propuesta de mejores algoritmos contribuye
a la obtencién de algoritmos eficientes.

En el capitulo primero se presenta una derivacién de la ecuacién de radiancias
en forma de una ecuacién integral de segundo orden. Para ello damos la expresién
adecuada del ndcleo del operador de transporte K. Esta formulacién presenta la
ventaja de que las herramientas matematicas existentes para dicha clase de ecua-
ciones se pueden usar ficilmente en el contexto de la lluminacién Global. Las
formas anteriormente propuestas de dicha ecuacién no presentan exactamente esta
caracteristica, bien por que el niicleo es una funcién de tres variables [Kajiya86],
bien porque el operador de transporte aparece como la composicién de otros dos
[Arvo95]. Ademads de presentar la ecuacién de esta forma, en este primer capitulo se
detallan los fundamentos de los métodos de elementos finitos (fundamentalmente
el método Galerkin) y de los métodos de Monte-Carlo. Esta introduccidn es facil al
usar la nueva forma propuesta para la ecuacién de rendering.

En el capitulo segundo se presenta una formalizacién del problema de la Ilu-
minacién Global, introduciendo el concepto de observador como un conjunto de
funciones que miden la radiancia en determinadas partes de la escena. Combinando
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este concepto con los introducidos en el capitulo anterior, obtenemos una imagen
como el resultado de aplicar un operador lineal sobre la funcién de radiancia emitida.
Otra aportacion de este capitulo es una clasificacién de los distintos métodos de
calculo de iluminacién como diferentes formas de aplicar dicho operador lineal a la
funcidn de radiancias emitidas. Esto permite comparar entre si un conjunto amplio
de publicaciones en este campo.

En el capitulo tercero se analiza la varianza de los métodos de Monte-Carlo para
ecuaciones integrales de segundo orden. Se presenta una funcién de medida de
probabilidad sobre el espacio de todos los caminos posibles, lo cual permite explicar
los métodos de Monte-Carlo como el muestreo de una variable aleatoria definida
con respecto a dicha medida. Esto da la posibilidad ademds de expresar su media y
la varianza como una integracién en el espacio de los caminos. A partir de aqui se
caracteriza completamente la varianza de dichos métodos. En concreto, se obtiene
dicha varianza como la solucién de una ecuacién integral de segundo orden.

Si bien este dltimo resultado ya habia sido previamente obtenido [Mikhailov92],
no habia sido puesto en relacién con un conjunto de problemas de la lluminacién
Global que se pueden resolver por Monte-Carlo, como nosotros hacemos en esta
memoria. Finalmente, se obtiene un resultado completamente original que carac-
teriza de una forma parecida la varianza cuando se usa path-tracing con muestreo
directo de las fuentes, técnica habitual en lluminacién Global.

La principal aportacion presente en el capitulo cuarto es la demostracion de
como se puede reutilizar la informacién de la primera pasada para guiar el proceso
de muestreo en la segunda en entornos puramente difusos. Aqui se ha propuesto
una técnica especifica para realizar esto, distinta de las previamente existentes. Su
eficiencia ha quedado probada al ser comparada con el path-tracing estdndar.

Finalmente, en el dltimo capitulo se detalla una técnica completamente nueva
para extender el algoritmo anterior a entornos de radiosidad. Aqui se usa un método
ya existente de creacién de jerarquias de trozos y objetos, pero aplicada en un
algoritmo de Monte-Carlo. Dichas jerarquias se han usado previamente solo para
métodos de elementos finitos. Relacionado con este algoritmo, se propone una forma
de actualizar la estructura de enlaces, necesariamente distinta a las existentes para
métodos de elementos finitos.

Ademds, en este quinto y dltimo capitulo se propone una nueva forma de
muestreo por importancias en la segunda pasada, que usa la informacién almace-
nada en los enlaces y a su vez la jerarquia de objetos. En la simulaciones que se han
realizado se demuestra como esta forma de muestreo puede reducir enormemente
la varianza.

Como resumen, cabe citar como aportaciones originales mas relevantes las sigu-
lentes:

e Una nueva expresién de la ecuacién de rendering con un nicleo de dos vari-
ables.

e Una clasificacion de los métodos de lluminacién Global.

e Una caracterizacién de la varianza para una amplia familia de métodos de
Monte-Carlo.
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e Un nuevo algoritmo de varianza reducida para final-gather por Monte-Carlo
en entornos difusos.

e Un nuevo algoritmo de Monte-Carlo en dos pasadas para lluminacién Global,
basado en una discretizacién jerdrquica de la escena, incluyendo clustering.
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