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Lista de S��mbolos.

A Medida de �area en las super�cies de los objetos del entorno. Ver secci�on

1.1. En la secci�on 1.5 se usa para signi�car la matriz cuadrada obtenida

como discretizaci�on del operador de transporte A. Est�a relacionada con

matriz de factores de forma y sus elementos son c

ij

(ver de�nici�on 1.80).

A Operador integral lineal que act�ua sobre funciones integrables en el dominio

D. Est�a de�nido por la funci�on k, seg�un se observa en la ecuaci�on (1.41).

a Representa al estado de absorci�on. Es un elemento cualquiera tal que

a =2 D.

B Funci�on de S en valores reales. Se le llama funci�on de radiosidad. Cumple

la ecuaci�on integral (1.39) y equivale a la radiancia L cuando esta es inde-

pendiente de la direcci�on.

B

0

Funci�on de S en valores reales. Se obtiene al proyectar la funci�on B en una

base ortonormal, como puede observarse en (4.1) (ver cap��tulo 4).

B Operador arbitrario que actua sobre funciones en el dominio D

B Conjunto arbitrario de n funciones base ortonormales en el dominio D.

B

e

Funci�on de S en valores reales. El valor B

e

(x) es la parte de B(x) debida

a emisi�on de radiaci�on desde x.

B

r

Funci�on de S en valores reales. El valor B

r

(x) es la parte de B debida a

re
exi�on de radiaci�on incidente sobre x.

b

i

Funciones en el dominio de D, pertenecientes a la base B

C Conjunto de cadenas in�nitas de elementos de D

0

.

C Conjunto de funciones base ortornormales en D, cada una de las cuales es

constante. Ver secci�on 2.4.

C

i

Funciones en D pertenecientes a la base C (ver ecuaci�on 2.3).

c

ij

Elementos de la matriz A. Se de�nen como c

ij

= hAb

i

j b

j

i.

cos Funci�on de O � O en valores reales. Aplicado a dos vectores unitarios, es

el coseno del �angulo que forman entre s��, esto es, el producto escalar de

ambos.

D Dominio de la funci�on de radiancia, esto es, el conjunto de todos los rayos

con origen en las super�cies de los objetos. Se de�ne como D = S �O.
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D

0

Es igual al conjunto D extendido con el estado de absorci�on a, esto es

D

0

= D [ fag.

D Operador de transporte difuso. Es el operador asociado a las re
exiones

difusas, cuya BRDF es f

rd

.

D

i

Una base ortonormal del espacio vectorial V

i

. Ver secci�on 2.4

E Funci�on de irradiancia. Para cada punto x de S, E(x) es la irradiancia

sobre x, que se mide en Vatios por metro cuadrado. Ver de�nici�on (1.4).

Aplicado a una variable aleatoria cualquiera X , E(X) denota el valor medio

de dicha variable (en el cap��tulo 3).

E

n

Funci�on con dominio en D y valores reales. Para un elemento r en D y

un natural n, el valor E

n

(r) es la media de la variable aleatoria X

n

r

(ver

secci�on 3.2). Se usan principalmente E

1

y E

2

. En el cap��tulo 4, designa a

una funci�on en S. El valor E

n

(x) es la parte de E

g

(x) debida a radiaci�on

proveniente del trozo n-�esimo (ver de�nici�on 4.20).

E

0

n

Funci�on con dominio en D y valores reales. Para un elemento r en D y

un natural n, el valor E

n

(r) es la media de la variable aleatoria Y

n

r

(ver

secci�on 3.3).

E

g

Funci�on con dominio en S y valores reales. Aplicada a un punto x de

S, E

g

(x) es el resultado exacto del �nal-gather sobre dicho punto (ver

de�nici�on 4.3). Es un valor aproximadamente igual a la irradiancia sobre

dicho punto E(x).

E

0

g

Funci�on con dominio en S y valores reales. Aplicada a un punto x de

S, E

0

g

(x) es el resultado aproximado del �nal-gather sobre dicho punto,

obtenido mediante muestreo por Monte-Carlo y que debe considerarse como

un estimador de E

g

(x) (ver de�nici�on 4.6).

F Vector columna de coe�cientes de f con respecto a la base ortonormal B.

f Funci�on soluci�on de la ecuaci�on integral de transporte (1.27)

f

0

Funci�on soluci�on de la ecuaci�on discretizada (1.74).

f

i

Elementos del vector F . Son los coe�cientes de la funci�on f

0

respecto de

la base B, y por tanto f

i

= hf

0

j b

i

i (ver capitulo 1). En el cap��tulo 3 se

usa para signi�car la funci�on obtenida al aplicar i veces el operador A sobre

f , esto es, f

i

= A

i

f . Se usan sobre todo f

1

y f

2

.

f

r

Funci�on bidireccional de distribuci�on de la re
ectancia. Se nombra como

BRDF. Ver de�nici�on (1.10).

f

rd

BRDF difusa. Ver de�nici�on (1.21).

f

rp

BRDF de Phong, o glossy. Ver de�nici�on (1.23).

f

rs

BRDF especular perfecta. Ver de�nci�on (1.20).
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G Vector columna de los coe�cientes de g respecto de la base B (ver secci�on

1.5). Tambi�en se usa para signi�car una funci�on de S�S en valores reales

que es el t�ermino geom�etrico incluido entre los factores la funci�on K (ver

de�nici�on 1.33).

G Operador de transporte glossy. Es el operador asociado a las re
exiones

difuso-especulares, cuya BRDF es f

rp

.

g Funci�on arbitraria integrable en el dominio D.

g

i

Elementos del vector G, es decir g

i

= hb

i

j gi, donde b

i

son los elementos

de la base B (ver secci�on 1.5). En el cap��tulo 3 se usa para signi�car la

funci�on obtenida al aplicar i veces el operador A sobre la funci�on g, esto

es, g

i

= A

i

g.

H Funci�on con dominio S � S y valores reales (ver de�nici�on 1.30).

h Funci�on arbitraria integrable en el dominio D.

I Funci�on de�nida en el dominio D, pertenece al espacio de funciones gen-

erado por la base W. Se llama funci�on imagen. El valor I(r) es la parte

de la radiancia que viaja por r que percibe un observador. Se de�ne en la

ecuaci�on (2.2).

I Operador identidad. Para cualquier funci�on f en D, se cumple que If = f .

K N�ucleo del operador de transporte integral T . Es una funci�on de D � D

en valores reales, de�nida en (1.36). El valor K(r; s) es la radiancia en r

debida a una unidad de radiancia en s.

k N�ucleo del operador integral gen�erico A. Es una funci�on arbitraria deD�D

en valores escalares.

l Funci�on soluci�on de la ecuaci�on integral (1.66), que es la dual de (1.27).

Si l existe, se puede escribir como l = (A

�

)

+

h.

l

i

Coe�cientes de la funci�on I respecto de la base W . Se de�nen como

l

i

= hI jW

ei

i.

L Funci�on de D en valores escalares. Para cada r de D, el valor L(r) es su

radiancia (ver de�nici�on 1.5).

L

r

Parte de L debida a re
exi�on de radiaci�on. Se le llama radiancia re
ejada.

L

e

Parte de L debida a emisi�on de radiaci�on. Se le llama radiancia emitida.

L

i

Funci�on de D en valores reales. Para cada r de D, el valor L

i

(r) es la

radiancia incidente en el origen en x proveniente de w, donde (x;w) = r

(ver cap��tulo 1).

M Funci�on de S en valores escalares. Para cada punto x 2 S, M(x) es la

energia radiante por unidad de �area que abandona x en todas las direcciones.

Se le llama radiancia total y est�a de�nida en la ecuaci�on (1.3).
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M

e

Funci�on de S en valores escalares. M

e

(x) es la parte de M(x) debida a

emisi�on de radiaci�on en el punto x.

M

r

Funci�on de S en valores escalares. M

r

(x) es la parte de M(x) debida a

re
exi�on de radiaci�on en el punto x.

m Medida arbitraria de�nida en D.

m

0

Extensi�on de m al dominio D

0

, asignando medida unitaria al estado de

absorci�on.

m

K

Supremo esencial (del ingl�es essential supremum) del conjunto de valores

de la funci�on T u, donde u es la funci�on en D constante e igual a 1 en todos

sus puntos. Coincide con el supremo esencial de los valores de �(x;w). Ver

de�nici�on (1.55).

m

k

Supremo esencial (del ingl�es essential supremum) del conjunto de valores

de la funci�on Au, donde u es la funci�on en D constante e igual a 1 en

todos sus puntos. Ver de�nici�on (1.53).

n

x

Para un punto x de las super�cies S, representa el vector normal a la

super�cie en x, con longitud unidad.

O Conjunto de vectores unitarios o puntos de la esfera de radio unidad.

P

B

Para cada base arbitraria B, representa el operador de proyecci�on sobre

dicha base.

p Funcion con dominio en D

0

� D

0

y valores escalares. El valor p(x; y) es

la probabilidad condicional de que una cadena que ha visitado el estado x

tenga como siguiente estado y. Tambien se ha usado para signi�car una

funci�on de S � O en S. El punto p(x;w) es el primer punto de S visible

desde x en la direcci�on w.

p

0

Funci�on con dominio en D y valores escalares. El valor p

0

(x) es la proba-

bilidad de que x sea el primer estado de una cadena.

p

x

Funci�on con dominio en S y valores escalares. Es la funci�on de densidad

de probabilidad usada para realizar el �nal-gather descrito en el cap��tulo 4.

Cumple las condiciones (4.4) y (4.5).

Q

r

Para cada r 2 D, es una medida de probabilidad de�nida en C, que cumple

la igualdad (3.41), y sobre la cual se de�ne la variable Y

r

para cadenas

extendidas.

Q

h

Para cada h (funci�on arbitraria en D con valores reales), es una medida de

probabilidad que cumple la igualdad (3.52), y que sobre la cual se de�ne la

variable aleatoria Y

h

.

r

i

Energ��a total incidente en el trozo i-�esimo de la escena. (ver cap��tulo 4).

r

ij

Parte de r

i

debida a energ��a incidente desde el trozo j (ver cap��tulo 4).
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re


x

Funci�on de O en O. Para un punto x en S y un vector w, el vector

re


x

(w) es el sim�etrico de w con respecto a la normal en x (esto es, el

vector re
ejado de w en x). Ver cap��tulo 1.

S Conjunto de los puntos en la super�cie (o frontera) de los objetos de la

escena.

S Operador de transporte especular perfecto, inducido por la BRDF f

rs

.

S

i

Base ortonormal del espacio vectorial U

i

. Ver secci�on 2.4.

T Funci�on con dominio en S � S y valores reales (ver secci�on 4.2), se de�ne

como T (x; y) = G(x; y)B

0

(y).

T Operador integral lineal de transporte de radiancias. Esta de�nido por el

n�ucleo K en la ecuaci�on (1.38), o tambi�en por la ecuaci�on (1.25) vista

como un operador.

U Operador de transporte de varianzas, de�nido en el cap��tulo 3 (ver de�nici�on

3.10).

U

r

Para cada r 2 D, es una medida de probabilidad de�nida en C, que cumple

las igualdades que aparecen en (3.5), y sobre la cual se de�ne la variable

X

r

.

U

h

Para cada h (funci�on arbitraria en D con valores reales), es una medida de

probabilidad que cumple la igualdad (3.32), y que sobre la cual se de�ne la

variable aleatoria X

h

.

V Funci�on con dominio en S�S y valores reales. El valor V (x; y) es uno si x

e y son visibles, cero en otro caso. En el cap��tulo 3, V designa una funci�on

de D en los valores reales, de forma que V (r) es la varianza de X

r

.

V

e

Funci�on de varianza emitida asociada al path-tracing (ver de�nici�on 3.24).

V

0

Funci�on con dominio en D y valores reales. V

0

(r) es la varianza de Y

r

.

w

xy

Para cualquier par de puntos x e y en S, el vector w

xy

es el vector unitario

desde x hacia y, esto es, w

xy

= (y � x)=jy � xj.

W Funci�on de potencial o importancia. Se obtiene como la suma de todas las

W

i

.

W Conjunto de funciones base ortonormales en D, que representan a un ob-

servador. Sus elementos son W

ei

. Ver cap��tulo 2.

W

ei

Cada una de las funciones base que formanW. Se le suele llamar potencial

emitido asociado al i-�esimo pixel de la imagen. Ver cap��tulo 2.

W

i

Conjunto de funciones con dominio en D y valores reales. A cada W

i

se le

llama potencial asociado al i-�esimo pixel de la imagen. Ver cap��tulo 2.

X

r

Variable aleatoria de�nida sobre cadenas in�nitas (ver de�nici�on 3.6). El

sub��ndice r es un elemento de D que interviene en su de�nici�on.
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X

h

Variable aleatoria de�nida sobre cadenas in�nitas (ver de�nici�on 3.29). El

sub��ndice h desgina una funci�on de D en valores reales que interviene en

su de�nici�on.

Y

r

Variable aleatoria de�nida sobre cadenas in�nitas (ver de�nici�on 3.42). El

sub��ndice r es un elemento de D que interviene en su de�nici�on.

Y

h

Variable aleatoria de�nida sobre cadenas in�nitas (ver de�nici�on 3.53). El

sub��ndice h designa una funci�on de D en valores reales que interviene en

su de�nici�on.

Z

r

Variable aleatoria de�nida sobre D (ver de�nici�on 3.43).

� La funci�on delta de Dirac. Se cumple que

R

I

�(x)f(x)dx = f(0) para

cualquier intervalo I de valores reales que incluyan el cero.

� Funci�on de S en valores reales. El valor �(x) es el error cometido al

aproximar E

g

(x) por r

i

, donde x esta en el i-�esimo trozo (ver de�nici�on

4.21).

�

j

Funci�on de S en valores reales. El valor �

j

(x) es el error cometido al

aproximar E

j

(x) por r

ij

, donde x est�a en el i-�esimo trozo (ver de�nici�on

4.22).

� Funci�on de medida de�nida en S. Para cualquier regi�on S

0

� S, el valor

�(S

0

) es la potencia total saliente de los puntos de S. Se mide en Vatios.

�

r

Funci�on de medida en S. Parte de � debida a re
exi�on de radiaci�on.

�

e

Funci�on de medida en S. Parte de � debida a emisi�on de radiaci�on.

�

i

Potencia total saliente del i-�esimo nodo en la jerarqu��a de grupos y trozos

descrita en el cap��tulo 5.

� Funci�on de medida en O. Es la medida de �angulo solido en la esfera. Para

cualquier O

0

� O, �(O) es el �angulo s�olido cubierto por O

0

.

�

x

Funci�on de medida en O. Esta medida se de�ne por su relaci�on con la

medida �. Para cualquier punto x de S y cualquier vector w de O, se

cumple que d�

x

(w)=d�(w) = cos(n

x

; w).

� Funci�on de medida en D. Se obtiene como la composici�on de la medida

de �area A y la medida �

x

. Para cualquier r = (x;w) 2 D, se cumple que

d�(r) = d�(x;w) = dA(x)d�

x

(w).

� Funci�on de D en valores reales entre cero y uno. Se le llama re
ectividad

direccional-semiesf�erica. El valor �(x;w) es la cantidad de energ��a total

re
ejada desde x en todas las direcciones por cada unidad de radiancia

incidente desde la direcci�on w. (ver de�nici�on 1.13).

�

d

Parte de � debida a re
exi�on difusa.

�

s

Parte de � debida a re
exi�on especular perfecta.
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Introducci�on.

Esta tesis est�a dedicada a la mejora de las t�ecnicas de Monte-Carlo para la

soluci�on num�erica de la ecuaci�on integral que caracteriza el transporte de 
ujo

electromagn�etico visible. Aunque esta parece ser una sentencia muy t�ecnica, el

prop�osito b�asico de estos m�etodos es muy simple: la creaci�on de im�agenes realistas

de objetos del mundo real. De hecho, este ha sido el objetivo de muchos esfuerzos

en el campo de las ciencias y el arte, desde el principio del ser humano. T�engase

en cuenta que unos de los primeros resultados visibles de la cultura humana son las

herramientas de caza y los dibujos en las paredes de las cuevas.

A lo largo de la historia del arte, podemos ver que los artistas se acercan, con

un nivel de acierto creciente, a la creaci�on de im�agenes realistas. Algunas de las

t�ecnicas usadas no se expresaron expl��citamente, y por tanto no se pudo transferir

este conocimiento a otras personas. Las primeras expresiones expl��citas de estos

conceptos fueron realizadas en los siglos XV y XVI. En esta �epoca se encontraron

las leyes que rigen las proyecciones en perspectiva. Esto permiti�o realizar cuadros

en los cuales los distintos elementos se perciben a diferentes profundidades. Este

esfuerzo en la percepci�on de la profundidad tambi�en llev�o al descubrimiento del

sfumato. En este caso, la atenuaci�on de la intensidad de la luz (debido a la dispersi�on

atmosf�erica) fue usada para lograr una mayor percepci�on de la profundidad en los

paisajes.

Todos estos son unos pocos ejemplos de como el estudio de la percepci�on hu-

mana, la geometr��a y la f��sica son necesarios para la creaci�on de im�agenes realistas.

Podr��a argumentarse que la invenci�on de la fotograf��a hace in�utiles estas t�ecnicas.

Pero a�un as��, es necesaria la creaci�on de esta clase de im�agenes, por ejemplo cuando

el objeto a representar a�un no existe, o no se pueden tomar fotos de �el. El uso de

los ordenadores ayuda en la mayor��a de las actividades humanas, as�� que no es una

sorpresa que tambi�en ocurra esto en la producci�on de im�agenes. La Inform�atica

Gr�a�ca es la rama de la Inform�atica dedicada a la creaci�on y procesado de im�agenes

y animaciones usando ordenadores. La creaci�on de im�agenes no es, con mucho, el

�unico objetivo de la Inform�atica Gr�a�ca, pero se ha incluido como uno de sus aspec-

tos. A este proceso se la ha llamado rendering, cuya traducci�on literal al Espa~nol

es revelado, que parece poco apropiada. Nosotros usaremos simplemente s��ntesis

de im�agenes para este concepto. M�as espec���camente, podremos hablar de s��ntesis

de im�agenes realistas o simplemente de s��ntesis realista. La s��ntesis realista esta

relacionada con otros aspectos de la inform�atica gr�a�ca, como son el modelado,

el almacenamiento y visualizaci�on de im�agenes, y la ingenier��a de software para

gr�a�cos. Pero tambi�en la s��ntesis realista usa resultados tomados de la f��sica, de las

matem�aticas y del estudio del sistema perceptivo visual del hombre.

El primer problema resuelto (directamente relacionado con s��ntesis realista) fue
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la visualizaci�on en perspectiva de modelos de alambre de los objetos. El siguiente

paso para conseguir realismo fue la eliminaci�on de las partes no visibles debido a

la oclusi�on por otras partes opacas (a esto se le llama el problema de eliminaci�on

de partes ocultas). Se propusieron e implementaron t�ecnicas e�cientes con este

prop�osito. Sin embargo, las im�agenes as�� conseguidas no parecen realistas debido a

la intensidad constante de los colores dentro del trozo de imagen donde se proyecta

cada objeto. Muy pronto se advirti�o la necesidad de incluir alguna clase de variaci�on

en el color, simulando el sombreado, de manera que esto ayudase en la percepci�on

de la forma y posici�on relativa de los objetos. Se propusieron algunas t�ecnicas

simples para producir sombreado. Estas t�ecnicas se usaban debido a que eran

su�cientemente simples para el poder de c�alculo de la �epoca al tiempo que produc��an

niveles aceptables de realismo. Seg�un la potencia de c�alculo iva en aumento, las

t�ecnicas descritas se usaron para producir animaciones e im�agenes est�aticas en muy

poco tiempo de c�alculo. La simplicidad de algunos de estos algoritmos permiti�o

la implementaci�on en hardware de los mismos. Todo esto llevo a la visualizaci�on

interactiva y en tiempo real de animaciones, lo cual dio lugar a la realidad virtual.

Al mismo tiempo, otros investigadores se centraron en la creaci�on de im�agenes

m�as realistas. Pronto se encontr�o que producir im�agenes reales solo podr��a con-

seguirse prestando la necesaria atenci�on a las leyes que gobiernan el transporte de

radiaci�on visible. Estas ecuaciones se expresan habitualmente en la forma de ecua-

ciones integrales de Fredholm, y se usan para derivar algoritmos de s��ntesis realista.

Fueron usadas anteriormente para simular el 
ujo de calor por radiaci�on, as�� como

el 
ujo de part��culas sub-at�omicas, como los neutrones.

Actualmente son usadas dos familias de m�etodos: los de Elementos Finitos y los

de Monte-Carlo. Los primeros de ellos se usan tradicionalmente en la soluci�on de

ecuaciones integrales y diferenciales. En esencia, estos m�etodos est�an basados en la

reducci�on de las ecuaciones contin�uas originales a sistemas de ecuaciones discretos.

Estos sistemas de ecuaciones se pueden resolver en tiempo �nito, y su soluci�on

puede ser almacenada en la memoria de los ordenadores.

Los m�etodos de Monte-Carlo est�an basados en el muestro de Cadenas de Markov

para obtener estimadores del valor de la funci�on desconocida en determinados pun-

tos. Como en el resto de los m�etodos de Monte-Carlo, es necesario de�nir una

variable aleatoria cuya media sea el valor desconocido. Esta variable aleatoria debe

ser muestreada, y de esta forma se obtiene una aproximaci�on a su media, prome-

diando un n�umero su�ciente de muestras.

Ambas clases de m�etodos poseen ventajas y desventajas. Los m�etodos de ele-

mentos �nitos son usualmente m�as r�apidos cuando el entorno presenta una compleji-

dad baja o media. Adem�as, pueden hacer uso de una forma natural de la coherencia

espacial en la funci�on a calcular. Sin embargo, para entornos muy complejos, o bien

para comportamientos re
ectivos no difusos sus tiempos de c�alculo se disparan.

Los m�etodos de Monte-Carlo suelen presentar unos tiempos de ejecuci�on muy altos,

debido a la necesidad de tomar muchas muestras para reducir el ruido debido a la

varianza. Sin embrago, el incremento de los tiempos de c�alculo no depende tanto

de la complejidad de la escena. Por lo tanto, los m�etodos de elementos �nitos se

han usado menos para escenas complejas con comportamiento re
ectivo no pura-

mente difuso, mientras en estos casos los m�etodos de Monte Carlo se usan m�as
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frecuentemente.

En esta memoria proponemos t�ecnicas que mejoran la e�ciencia de los algorit-

mos de Monte-Carlo. La baja e�ciencia es causada por el error o varianza tan alta

que se obtiene para un n�umero razonable (respecto al tiempo) de muestras. Esta

varianza es una medida acerca de lo lejana que estar�a la soluci�on que obtengamos

de la soluci�on exacta real. Por lo tanto, se obtendr�a mas e�ciencia cuanta m�as

baja sea dicha varianza. As��, es necesario entender correctamente la naturaleza de

la varianza. En esta memoria se estudia el problema de la Iluminaci�on Global, pro-

fundiz�andose en la caracterizaci�on de dicha varianza. Encontramos que la varianza

se obtiene como soluci�on de una ecuaci�on integral de segundo orden y usando este

resultado se obtiene el algoritmo ideal de varianza nula. Este algoritmo es ideal en

el sentido de que usa informaci�on desconocida a priori, por lo cual es irrealizable. A

partir de aqu��, tratamos de obtener algoritmos de dos pasadas de varianza reducida,

bas�andonos en el resultado anterior. Para ello se usa la primera pasada, que obtiene

la informaci�on necesaria en la segunda para guiar el proceso de muestreo.

La estructura de la memoria es como se describe a continuaci�on: En el primer

cap��tulo se de�ne la notaci�on a usar y se derivan las ecuaciones que caracterizan el

transporte de radiosidad y radiancia. Partiendo de estas ecuaciones, en el cap��tulo

segundo se obtiene una formalizaci�on del problema de Iluminaci�on Global, y se usa

esa formalizaci�on para clasi�car los algoritmos que lo resuelven. Se presentan los

algoritmos de forma tabular, junto con sus principales caracter��sticas, con el objetivo

de facilitar su comparaci�on. En el cap��tulo tercero el estudio se centra los m�etodos de

Monte-Carlo. Se obtiene una caracterizaci�on de su varianza, as�� como una expresi�on

de la estrategia ideal de muestreo. En el siguiente cap��tulo, se introduce un algoritmo

de dos pasadas para radiosidad que aproxima esa estrategia ideal de muestreo. La

idea central es rehusar la informaci�on de la primera pasada durante la segunda.

Finalmente, en el capitulo quinto la anterior idea se extiende a entornos complejos

de re
ectividad no difusa. Aqu�� se usan las t�ecnicas de agrupamiento jer�arquico de

objetos que han sido usadas en el contexto de los m�etodos de elementos �nitos.



22 M�etodos de Monte-Carlo E�cientes para Iluminaci�on Global.



Cap��tulo 1

Transporte de luz y

m�etodos computacionales

relacionados.

1.1 Introducci�on.

En este cap��tulo, describimos las cantidades que modelan el transporte de luz,

y derivamos las ecuaciones que los relacionan. Primero, introducimos el mod-

elo del entorno en el cual el 
ujo energ�etico tiene lugar, y despu�es el dominio de

las funciones y las funciones de medida usadas en las integrales. Usando estas

herramientas matem�aticas es f�acil derivar dichas relaciones. Dichas derivaciones

pueden encontrarse en la literatura sobre Iluminaci�on Global, vease, especialmente,

[Glassner95, Cohen93]. Hemos querido incluirlas aqu�� para introducir la notaci�on

que se usar�a en el resto de la memoria, al tiempo que deseabamos mostrar su co-

herencia. Adem�as se llega a una expresi�on ligeramente diferente de la ecuaci�on de

rendering. Esta expresi�on tiene exactamente la forma de una ecuaci�on de Fredholm

de segunda clase, lo cual facilita la introduci�on de los algoritmos que la resuelven.

Los aspectos puramente matem�aticos del discurso

1

no se tratan con gran pro-

fundidad. El lector que desee conocer m�as detalles acerca de los mismos, en los

casos que no aparecen aqu��, puede recurrir a un diccionario de matem�aticas, como,

por ejemplo [Ito93].

1.1.1 Modelo del entorno.

En adelante, supondremos un entorno constituido por un numero de objetos en el

espacio tridimensional. En algunas partes de la super�cie de estos objetos se emite

1

Especialmente importantes son los espacios medibles, las funciones de medida, la inte-

graci�on de Lebesgue, las funciones de medida de probabilidad, los espacios vectoriales de

funciones integrables y los conjuntos de funciones base, entre otros.

23



24 M�etodos de Monte-Carlo E�cientes para Iluminaci�on Global.

energ��a en forma de ondas o radiaci�on electromagn�etica, con intensidad constante

a lo largo del tiempo. Estas ondas se re
ejan en otras super�cies. Consideramos

que se ha alcanzado un estado de equilibrio en dicho entorno, en el sentido de que

la temperatura de los objetos no cambia, y la intensidad de la radiaci�on emitida y

re
ejada por los objetos tambi�en permanece constante en el tiempo. Las super�cies

de los objetos son opacas, as�� que no hay radiaci�on que las atraviese (toda ella

es absorbida o re
ejada, pero no refractada). Adem�as, dichas super�cies tienen

de�nido un vector normal en cada punto, que es continuo excepto en un conjunto

de puntos de medida nula.

Supondremos tambi�en que en el espacio libre entre los objetos no hay ning�un

medio o material que disperse la radiaci�on. De esta forma, cualquier punto esta en

el espacio vac��o o pertence a alg�un objeto. Los objetos son conjuntos compactos

de puntos, es decir la frontera de cada objeto pertenece al objeto. Adem�as, las

super�cies son continuas y existe un vector normal a dicha super�cie en cada uno

de sus puntos.

Las ondas electromagn�eticas que supondremos tienen una sola longitud de onda.

Todas las funciones que describen el 
ujo de part��culas dependen de la longitud

de onda a la que sean medidas. Esta dependencia estar�a impl��cita en nuestras

formulaciones, y la longitud de onda no aparece en la notaci�on expl��citamente.

Solo consideraremos entornos cerrados. Si hay que tratar un entorno abierto,

podemos incluir en �el una super�cie perfectamente negra que rodee a todos los otros

objetos. Este entorno modi�cado (cerrado) tiene exactamente el mismo compor-

tamiento que el original (abierto), por que el 
ujo que abandona el entorno abierto

es absorbido en el objeto negro que rodea al cerrado. El 
ujo es por tanto el mismo

en ambos.

1.1.2 Dominios y medidas

Llamaremos S al conjunto de las super�cies de los objetos descritos arriba. Para

cada punto x 2 S, existe un vector normal a la super�cie en ese punto, que no-

taremos como n

x

. Esto implica que podemos usar como funci�on de medida en S

la medida del �area, que notaremos con A. Si S

0

� S, entonces A(S

0

) =

R

S

0

dA(x).

Aqu��, dA(x) es un diferencial de super�cie entorno al punto x.

Las funciones en que vamos a tratar est�an de�nidas en el espacio de los vec-

tores unitarios de direcci�on y los puntos de las super�cies. De�niremos el dominio

D, como D = S � O, donde O es el conjunto de los vectores de longitud uno

(equivalente a la super�cie de la esfera).

En la esfera unidad existe la medida de �angulo s�olido de nombre �. Para un

conjunto de direcciones A, el valor real �(A) es el �area de la regi�on de la esfera

ocupada por dicho conjunto de direcciones. En la �gura 1.1, la medida del conjunto

A es el �area de la super�cie sombreada. Para cada punto x 2 S se puede de�nir

otra medida de �angulo s�olido proyectado. Llamaremos a esta medida �

x

. Para cada

subconjunto O

0

de vectores unitarios, con O

0

� O, haremos la siguiente de�nici�on

de la medida �

x

:

�

x

(O

0

) =

Z

O

0

x

cos(w; n

x

) d�(w) (1.1)
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3333
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3333
3333

A
σ(A)

x

Figura 1.1: La medida � para un conjunto de direcciones A.

donde O

0

x

= fv 2 O

0

j cos(v; n

x

) > 0 g. Esto es, O

0

x

es el subconjunto de vectores

de O

0

que est�an en la semiesfera sobre x, siendo el eje de dicha semiesfera n

x

. Esta

de�nici�on implica que las direcciones en la semiesfera bajo el punto tienen medida

nula. En la �gura 1.2, se observa como, para un conjunto de direcciones A, el valor

�

x

(A) es el �area de la regi�on sombreada. Dicha regi�on se encuentra en el c��rculo

bajo la semiesfera positiva, y se obtiene proyectando verticalmente la porci�on de

semiesfera cubierta por el conjunto de direcciones A. Una vez que las medidas A y

33333
33333
33333

A

σx (A)
x

Figura 1.2: La medida �

x

para un conjunto de direcciones A.

�

x

han sido introducidas, de�nimos una nueva medida � en D que ser�a usada m�as

tarde en la integral que gobierna el transporte de radiancias. Consideremos cualquier

elemento r 2 D. Esto implica que r = (x;w) donde x 2 S y w 2 O. La medida

� se obtiene como la composici�on de las dos medidas previamente introducidas,
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cumpli�endose lo siguiente:

d�(r) = d�(x;w) = dA(x) d�

x

(w) (1.2)

. La medida � se llama throughput measure [Veach97], que podr��a traducirse por

medida de la capacidad. Es muy frecuentemente usada en Iluminaci�on Global, y de

ah�� su importancia en este texto.

1.2 Re
exi�on local de la luz

1.2.1 La Radiancia y otras funciones relacionadas.

Para cualquier subconjunto S

0

de S, podemos medir la energ��a radiante total que

abandona dicho trozo de super�cies por unidad de tiempo (esto es, la potencia).

Llamaremos a esta potencia �(S

0

), que se mide en Vatios. El valor �(S

0

) puede

expresarse como la suma de otros dos: �(S

0

) = �

e

(S

0

)+�

r

(S

0

), donde �

e

es una

medida de la potencia total debida a energ��a que ha sido generada o emitida desde

S

0

, y �

r

(S

0

) mide la energ��a total re
ejada en S

0

debida a energ��a que llega a S

0

desde el entorno. Tambi�en podemos medir la energ��a total incidente en S

0

y que

proviene del entorno. Notaremos esta medida como �

i

. Todas estas funciones de

medida tienen el mismo dominio y unidades.

Normalmente, la cantidad de energ��a que abandona una super�cie di�ere de unos

puntos a otros. Para poder modelar esta variaci�on, de�nimos la radiancia saliente,

como una funci�on M que se obtiene al diferenciar la medida � con respecto a la

medida de �area, obteni�endose potencia por unidad de �area, esto es:

M(x) =

d�(x)

dA(x)

(1.3)

donde x 2 S. De la misma forma podemos de�nir la radiancia emitida y la re-


ejada, haciendo M

e

(x) = d�

e

(x)=dA(x) y M

r

(x) = d�

r

(x)=dA(x). La funci�on

de irradiancia E se de�ne igual que las anteriores, pero con respecto a la potencia

incidente:

E(x) =

d�

i

(x)

dA(x)

(1.4)

Todas estas funcionesM ,M

r

,M

e

y E tienen unidades de Vatios por metro cuadrado

(W m

�2

). La potencia incidente que alcanza cualquier punto de las super�cies

puede ser absorbida o re
ejada. En este �ultimo caso supondremos que la potencia

re
ejada abandona la super�cie exactamente desde el mismo punto donde se recibi�o

la potencia incidente que causa la re
exi�on. Esto implica que M(x) = M

e

(x) +

M

r

(x), donde la potencia re
ejada M

r

(x) es debida a re
exi�on en x de la potencia

incidente E(x).

El valorM(x) mide la energ��a que abandona x en todas las direcciones posibles.

Podemos tambi�en medir la energ��a saliente en un subconjunto de direcciones O

0

incluido en O. Llamaremos a este valor M(x;O

0

). As�� podemos considerar a M
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como una medida en O. Usando esta medida podemos de�nir la radiancia:

L(r) = L(x;w) =

dM(x;w)

d�

x

(w)

(1.5)

donde r = (x;w). Se puede ver que la radiancia tiene a D como dominio, esto

es, est�a de�nida para cada par punto-direcci�on en D. Esta funci�on, al ser evaluada

en un punto x 2 S y una direcci�on w 2 O, proporciona la potencia saliente de x

en la direcci�on w, por unidad de �area y por unidad de �angulo s�olido. Por tanto,

se mide en Vatios por estereoradi�an y por metro cuadrado, y se nota como L. En

consistencia con previas de�niciones, haremos las siguientes:

L

e

(x;w) =

dM

e

(x;w)

d�

x

(w)

(1.6)

L

r

(x;w) =

dM

r

(x;w)

d�

x

(w)

(1.7)

L

i

(x;w) =

dE(x;w)

d�

x

(w)

(1.8)

todas estas funciones se miden tambi�en en Vatios por estereoradi�an y por metro

cuadrado. Las de�niciones anteriores implican las siguientes igualdades, que incor-

poran integrales:

M

r

(x) =

Z

O

L

r

(x;w) d�

x

(w) E(x) =

Z

O

L

i

(x;w) d�

x

(w) (1.9)

n�otese que hemos establecido que M

r

(x) es debido a re
exi�on en x de E(x). No

existe una relaci�on similar entre L

r

y L

i

, es decir, la energ��a que alcanza un punto

en una direcci�on se puede re
ejar en otras direcciones distintas de la de entrada. La

relaci�on entre la energ��a entrante en una direcci�on y la parte de ella que se re
eja

en otra direcci�on esta de�nida por la Funci�on Bi-direccional de Distribuci�on de la

Re
ectancia o simplemente BRDF (por las siglas en ingl�es).

Con el objetivo de de�nir la BRDF, podemos ver a L

r

y a E como funciones de

medida en O. Respecto a L

r

, podemos medir la parte de L

r

(x;w) debida a energ��a

incidente desde un conjunto de direcciones O

0

(es decir, la energ��a proveniente de

direcciones en O

0

que se re
eja en la direcci�on w), y llamar a esto L

r

(x;w;O

0

).

Igualmente, podemos considerar simplemente la cantidad de potencia incidente en

x desde un conjunto de direcciones O

0

, llamando a esto E(x;O

0

). La BRDF (que

llamaremos f

r

) se de�ne como la relaci�on entre estas dos medidas:

f

r

(x;w

o

; w

i

) =

dL

r

(x;w

o

; w

i

)

dE(x;w

i

)

(1.10)

Con esta de�nici�on, vemos que f

r

(x;w

o

; w

i

) es la cantidad de radiancia re
ejada

desde x en la direcci�on w

o

debido a una unidad de irradiancia proveniente de la

direcci�on w

i

. Podemos reescribir la de�nici�on de f

r

como sigue:

f

r

(x;w

o

; w

i

) =

dL

r

(x;w

o

; w

i

)

L

i

(x;w

i

)d�

x

(w

i

)

(1.11)
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usando esta �ultima igualdad, podemos descomponer el valor L

r

(x;w

o

) como la suma

integral de las contribuciones a dicho valor desde todas las direcciones incidentes.

Esto se hace integrando la igualdad (1.11) para todas las direcciones w

i

en O:

L

r

(x;w

o

) =

Z

O

f

r

(x;w

o

; w

i

)L

i

(x;w

i

) d�

x

(w

i

) (1.12)

en la �gura 1.3 se puede observar como la radiancia re
ejada L

r

en un punto se

obtiene como una integral sobre todas la direcciones de la semiesfera de la radiancia

incidente en cada direcci�on, seg�un se desprende de la ecuaci�on (1.12).

88888888888888888
88888888888888888
88888888888888888
88888888888888888
88888888888888888
88888888888888888

Figura 1.3: Re
exi�on local de radiancias.

Una funci�on relacionada con la re
exi�on en un punto es la funci�on de re
ec-

tividad direccional-semiesf�erica. Esta funci�on proporciona, para cada punto x y

direcci�on w

i

, la fracci�on de radiancia incidente en x desde w

i

que es re
ejada en

todas las direcciones sobre x. Esta nueva funci�on se llamar�a �. Se puede de�nir

alternativamente mediante integraci�on o diferenciaci�on.

Respecto a la versi�on integral, podemos ver �(x;w

i

) como la potencia re
ejada

en todas las direcciones desde x debido a una unidad de irradiancia sobre x prove-

niente de w

i

. Podemos expresar entonces �(x;w

i

) como igual a M

r

(x) cuando la

funci�on L

i

(x;w) vale uno en w = w

i

y cero en todas las otras direcciones (esto es,

L

i

(x;w) = �(w�w

i

). Si sustituimos esta versi�on de L

i

en (1.12), la integral desa-

parece por la presencia de una funci�on � y obtenemos que L

r

(x;w

o

) = f

r

(x;w

o

; w

i

).

Podemos ahora usar (1.9) y obtenemos:

�(x;w

i

) = M

r

(x) =

Z

O

L

r

(x;w

o

) d�

x

(w

o

) =

Z

O

f

r

(x;w

i

; w

o

) d�

x

(w

o

)

(1.13)

vemos por tanto que � esta completamente determinada por la BRDF.

Usando diferenciaci�on, escribimos � como la relaci�on entre radiancia saliente

total desde x (debida a radiancia incidente desde w

i

) respecto a radiancia incidente

en x desde w

i

�(x;w

i

) =

dM

0

r

(x;w

i

)

dE(x;w

i

)

=

dM

0

r

(x;w

i

)

L

i

(x;w

i

) d�

x

(w

i

)

(1.14)
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donde M

0

r

(x;O

0

) es una medida de la radiancia saliente desde x debido a re
exi�on

de irradiancia proveniente de direcciones en O

0

y (no usamos M

r

para distinguir

esta medida de la que aparece en la ecuaci�on (1.7)) y E(x;O

0

) es la misma medida

usada en la ecuaci�on (1.8). El valor M

r

puede ponerse como la suma integral de

dM

0

r

(x;w

i

) para todas las direcciones w

i

en O. De esta forma obtenemos

M

r

(x) =

Z

O

dM

0

r

(x;w

i

)

=

Z

O

�(x;w

i

) dE(x;w

i

)

=

Z

O

�(x;w

i

)L

i

(x;w

i

) d�

x

(w

i

)

1.2.2 Propiedades de la BRDF.

Hasta ahora no se ha impuesto ninguna restricci�on a la BRDF. Pero existen algunas

leyes f��sicas que llevan a propiedades que toda BRDF debe cumplir necesariamente.

Dichas propiedades son la conservaci�on de energ��a y la simetr��a.

Conservaci�on de la energ��a

La potencia re
ejada en un punto no puede ser mayor que la incidente sobre ese

punto, ya que la potencia absorbida no puede ser negativa. Esta implica que la

irradiancia sobre un punto x es mayor que la radiancia re
ejada desde dicho punto.

Formalmente, para todo x 2 S se cumple que:

M

r

(x) � E(x) (1.15)

la condici�on anterior se debe cumplir para todas las posibles distribuciones de ra-

diancia entrante (L

i

). Esto incluye el caso en el que L

i

(x;w) = �(x � w

i

), esto

es, toda la energ��a alcanza x desde una sola direcci�on w

i

. Como hemos visto en

una secci�on anterior en este caso E(x) = 1 y M

r

(x) = �(x;w

i

). Por tanto, si se

cumple la conservaci�on de la energ��a entonces tambi�en se cumple que

�(x;w

i

) � 1 (1.16)

para todos las direcciones entrantes w

i

. Se puede probar, integrando, que la

ecuaci�on anterior (1.16) implica la conservaci�on de la energ��a (1.15), como est�a

descrito en [Lewis93]. Para ello podemos integrar ambos lados de la desigualdad

(1.16), multiplicando por una funci�on de radiancia entrante cualquiera L

i

. Se ob-

tiene:

Z

O

�(x;w

i

)L

i

(x;w

i

) d�

x

(w

i

) �

Z

O

L

i

(x;w

i

) d�

x

(w

i

) (1.17)

a partir de esta desigualdad, usando (1.9) y (1.15), se obtiene directamente (1.15).

Como las implicaciones en ambos sentidos han sido demostradas, se ve que las dos

desigualdades (1.15) y (1.16) son equivalentes, aunque la segunda de ellas es m�as

f�acil de comprobar pues solo depende de la BRDF. La funci�on �, por tanto, siempre

estar�a acotada por el valor 1.
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Reciprocidad o simetr��a

La Ley de Reciprocidad de Helmhotz establece que la posibilidad que tiene una

part��cula de ser re
ejada desde una direcci�on entrante a una direcci�on de salida es

la misma si se intercambian ambas direcciones. Formalmente, esto se convierte en

una propiedad de la BRDF, ya que se debe cumplir que, en todo punto x, y para

todos los pares de direcciones w

i

y w

o

que:

f

r

(x;w

i

; w

o

) = f

r

(x;w

o

; w

i

) (1.18)

1.2.3 Clases de BRDF

Tradicionalmente, en la literatura sobre Inform�atica Gr�a�ca se han usado varias

clases bien conocidas de modelos de re
exi�on local. En esta secci�on, mostramos

las expresiones de las BRDF que modelan esas clases de re
exiones, e intentamos

ver si cumplen las anteriores restricciones. Estos son los modelos m�as conocidos y

sencillos, aunque existen otros que no trataremos aqu�� por razones de espacio. Para

m�as detalles, se pueden consultar los siguientes articulos: [Lewis93] y [Schlick94].

Re
exi�on especular perfecta.

La re
exi�on especular perfecta se produce en la super�cie de los espejos perfecta-

mente pulidos. En un punto cualquiera x, la radiancia re
ejada en la direcci�on w

o

es proporcional a la radiancia incidente desde la direcci�on sim�etrica (con respecto a

n

x

). Esto es totalmente independiente de la radiancia proveniente de otras direc-

ciones. Por tanto, se cumple que:

L

r

(x;w

o

) = �

s

(x)L

i

(x; re


x

(w

o

)) (1.19)

donde re


x

(w

o

) = 2 cos(n

x

; w

o

)n

x

� w

o

, esto es, re


x

(w

o

) es el vector re
ejado

de w

o

en el punto x, y �

s

es la funci�on que da la proporci�on de energ��a re
ejada de

esta forma, cumpliendo que �

s

(x) � 1.

Esto implica que solo una direcci�on contribuye a la radiancia saliente. La BRDF

debe ser cero para todas las direcciones menos una, pero su integral no debe ser

cero. Esta propiedad se cumple por la funci�on Delta de Dirac. Podemos de�nir la

BRDF especular (que notaremos como f

rs

) como sigue [Cohen93]:

f

rs

(x;w

o

; w

i

) = �

s

(x)

�(w

i

� re


x

(w

o

))

cos(n

x

; w

i

)

(1.20)

podemos demostrar que (1.20) implica (1.19) usando la ecuaci�on (1.12), como

sigue:

L

r

(x;w

o

) =

Z

O

�

s

(x)

�(w

i

� re


x

(w

o

))

cos(n

x

; w

i

)

L

i

(x;w

i

) d�

x

(w

i

)

= �

s

(x)

Z

O

�(w

i

� re


x

(w

o

))L

i

(x;w

i

) d�(w

i

)

= �

s

(x)L

i

(x; re


x

(w

o

))
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aqu�� hemos usado las propiedades de la funci�on �, y tambi�en hemos hecho la sigu-

iente sustituci�on: d�

x

(w) = cos(n

x

; w) d�(x)

La simetr��a de esta BRDF es f�acil de probar, por la reciprocidad de la funci�on

de re
exi�on re


x

. Se cumple que w = re


x

(w

0

) si y solo si w

0

= re


x

(w). Por

tanto �(w

i

� re


x

(w

o

)) = �(w

o

� re


x

(w

i

)). Adem�as, tambi�en es cierto que

cos(n

x

; w) = cos(n

x

; re


x

(w)). Con estas propiedades se obtiene directamente la

simetr��a de f

rs

.

La conservaci�on de la energ��a se puede comprobar viendo la re
ectividad direccional-

semiesf�erica de esta BRDF

�(x;w

i

) =

Z

O

f

rs

(x;w

o

; w

i

) d�

x

(w

o

)

=

Z

O

�

s

(x)

�(w

i

� re


x

(w

o

))

cos(n

x

; w

i

)

d�

x

(w

o

)

= �

s

(x)

Z

O

�(w

i

� re


x

(w

o

)) d�(w

o

)

= �

s

(x)

� 1

Por lo tanto, �(x;w

i

) = �

s

(x). La re
ectividad es independiente de la direcci�on, y

se cumple la conservaci�on de la energ��a ya que �

s

(x) es menor que uno.

Re
exi�on difusa.

La BRDF difusa es independiente de las direcciones de entrada y salida. Esto

es, el valor f

r

(x;w

o

; w

i

) solo depende del punto x. Esto puede escribirse como

f

r

(x;w

o

; w

i

) = f

rd

(x). El la �gura 1.4 puede observarse una diagrama de esta

BRDF. N�otese como, independientemente del �angulo de entrada, la radiancia re-


ejada para cualquier �angulo de salida es la misma. Con esta de�nici�on de f

r

,
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Figura 1.4: Forma de la BRDF difusa.

podemos usar (1.9) y (1.12) para obtener la radiancia saliente M

r

como:

M

r

(x) =

Z

O

L

r

(x;w

o

) d�

x

(w

o

)
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=

Z

O

�

Z

O

f

r

(x)L

i

(x;w

i

) d�

x

(w

i

)

�

d�

x

(w

o
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) d�

x
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)

�

d�

x
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)
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rd

(x)

Z

O

E(x) d�

x

(w

o

)

= f

rd

(x)E(x)

Z

O

d�

x

(w

o

)

= f

rd

(x)E(x)�

x

(O)

= f

rd

(x)E(x)�

de lo anterior vemos que M

r

(x)=E(x) = f

rd

(x)�. A este valor lo llamaremos

la re
ectancia en x. Es la fracci�on de potencia re
ejada respecto de la potencia

incidente en x, y los escribiremos como �

d

(x). Con todo esto, podemos establecer

la de�nici�on de f

rd

(x):

f

rd

(x;w

o

; w

i

) = f

rd

(x) =

�

d

(x)

�

(1.21)

es obvio que esta BRDF es sim�etrica. La conservaci�on de la energ��a puede probarse

expandiendo la funci�on �. Es f�acil probar que

�(x;w

i

) = �

d

(x) (1.22)

para todas las direcciones de entrada w

i

Re
exi�on difuso-especular.

Las dos BRDF introducidas anteriormente son muy sencillas. Aunque algunos ma-

teriales reales muestran este comportamiento, hay tambi�en muchas otras clases de

super�cies que re
ejan la energ��a de otras formas. En las publicaciones es posi-

ble encontrar muchos art��culos que describen el modelo e implementaci�on de otros

tipos de BRDF. Probablemente, el modelo m�as simple y m�as antiguo de esta clase

de super�cies es el de Phong [Phong75]. Este modelo era una soluci�on intermedia

entre e�ciencia y exactitud f��sica. A este modelo se le llam�o una f�ormula para som-

breado, esto es, un algoritmo destinado a calcular la intensidad la intensidad de la

luz re
ejada, para un conjunto de luces puntuales dado.

Despu�es de esto, en [Lewis93], esa f�ormula para sombreado fue interpretada

como el modelo de una BRDF, y se comprob�o que este modelo no cumplir��a la con-

servaci�on de la energ��a. En este articulo, algunos modelos modi�cados de BRDF se

propon��an que cumpl��an la conservaci�on de la energ��a y la reciprocidad. Finalmente,

en [Lafortune94], se analizaba el uso de estos modelos en el contexto de los algo-

ritmos de Monte-Carlo, y se propon��a otra BRDF, tambi�en basada en la f�ormula de

sombreado de Phong. A este modelo se le llama en dicho art��culo modelo de Phong

modi�cado. Usando la notaci�on de este texto, se puede expresar como:

f

rp

(x;w

o

; w

i

) = �

p

(x)

n+ 2

2�

cos

n

(w

o

; re


x

(w

i

)) (1.23)
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donde n � 0 es un valor real llamado el exponente de Phong. Suponiendo una

radiancia incidente L

i

desde una �unica direcci�on w

i

sobre x, el valor m�aximo de L

r

se produce en la direcci�on re
ejada de w

i

, y decae al alejarnos de dicha direcci�on.

El pico de radiancia que se produce en la direcci�on re
ejada se hace mas estrecho

seg�un el valor de n crece. Para n = 0 se obtiene la BRDF difusa, introducida

anteriormente, mientras que si n crece inde�nidamente en el l��mite esta BRDF se

aproxima a la funci�on de re
exi�on especular perfecta. Este el motivo de ver esta

BRDF como algo intermedio entre las dos opciones anteriores, y por este motivo se

le llama re
exi�on difuso-especular.

33333333333333333333
33333333333333333333
33333333333333333333
33333333333333333333
33333333333333333333

Figura 1.5: Forma de la BRDF difuso-especular para n = 1

En la �gura 1.5 se puede apreciar un diagrama en coordenadas polares de la

forma de la BRDF para el caso de n = 1. Para valores mas grandes de n, la BRDF

toma aproximadamente la forma que se aprecia en la �gura 1.6 La funci�on �

p

es

33333333333333333333
33333333333333333333
33333333333333333333
33333333333333333333

Figura 1.6: Forma de la BRDF difuso-especular para n > 1

una cota de la re
ectancia direccional-semiesf�erica, esto es �(x;w

i

) � �

p

(x). Por

tanto, la conservaci�on de la energ��a se cumple siempre que �

p

(x) � 1. Esto es

f�acil de comprobar, ya que la integral del termino del coseno en toda la semiesfera

(respecto de n

x

) es menor que en la esfera completa, y esta a su vez es 2�=(n+2).

Es dif��cil dar una expresi�on anal��tica exacta de � para esta BRDF, ya que los l��mites
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de integraci�on son complicados [Lafortune94]. Esto se debe a que el t�ermino del

coseno puede ser no nulo para direcciones w tales que cos(n

x

; w) < 0, y dichas

direcciones no contribuyen a la integral. Por otro lado, la reciprocidad de esta BRDF

es f�acil de comprobar, puesto que se cumple cos(w

o

; re


x

(w

i

)) = cos(re


x

(w

o

); w

i

)

Comportamiento re
ectivo mixto.

Muchas veces, las super�cies no muestran un comportamiento que se ajuste ex-

actamente a alguno de estos modelos. Un ejemplo ser��a el de las super�cies que

re
ejan la luz simult�aneamente en m�as de una de estas formas. Este es el caso

de una super�cie difusa recubierta de una capa semitransparente. La capa superior

puede re
ejar parte de la luz de forma especular perfecta. Otra porci�on de la luz

puede penetrar hasta el material difuso, re
ejarse y volver a salir atravesando la

capa transparente.

Si asumimos que, para todos los puntos x de un entorno, se cumple que

�

s

(x) + �

d

(x) + �

p

(x) � 1 (1.24)

entonces las BRDF de�nida por f

r

= f

rs

+ f

rd

+ f

rp

cumple la conservaci�on de la

energ��a, como se puede deducir f�acilmente de sus formulaciones.

Finalmente, el peso relativo de cada una de las componentes del modelo anterior

puede incluso depender de la direcci�on de salida w

o

. Un ejemplo ser��a el de algunos

suelos de m�armol pulido. Cuando son observados desde arriba, verticalmente, hacia

abajo (cos(w

o

; n

x

) cercano a 1), se perciben como super�cies difusas, pero sin

embargo, cuando la direcci�on de observaci�on es casi horizontal (cos(w

o

; n

x

) cercano

a 0), entonces parecen especulares [Lafortune97].

1.3 Transporte global de la luz.

La secci�on anterior se llam�o transporte local de luz por que la ecuaci�on (1.12)

modela la forma en que la luz se re
eja localmente en un punto x. Esto caracteriza

la funci�on L

r

sobre un punto en t�erminos de L

i

en el mismo punto. Sin embargo,

nuestro objetivo es caracterizar L

r

en todos los puntos del entorno, en funci�on

exclusivamente de L

e

. Por esto se le llama transporte global. La ecuaci�on que

introducimos aqu�� es parecida a la ecuaci�on de Kajiya, solo que en una forma

modi�cada, de manera que su estructura es exactamente la de una ecuaci�on integral

de Fredholm de segunda clase. A su vez, la ecuaci�on de Kajiya esta basada en la

ecuaci�on de transporte de Boltzman [Kajiya86, Arvo90].

1.3.1 Ecuaciones integrales para radiancia.

El primer paso para llegar a la ecuaci�on integral completa es considerar el hecho de

que la radiancia incidente en un punto desde una direcci�on se debe a la radiancia

saliente de otro punto. Como la radiancia se conserva a lo largo de l��neas rectas,

obtenemos que L

i

(x;w) es igual a la L(x

0

;�w), donde x

0

es el primer punto

visible desde x en la direcci�on w. N�otese que siempre existe x

0

debido a que el
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entorno es cerrado. Esto puede escribirse formalmente de�niendo una funci�on p

que proporciona, para cada punto x y direcci�on w el primer punto visible en la

escena desde x en la direcci�on w [Arvo95a]. As�� que x

0

= p(x;w) y la igualdad

anterior se puede expresar como L

i

(x;w) = L(p(x;w);�w). Usando esta igualdad

podemos reescribir la ecuaci�on (1.12), como sigue:

L

r

(x;w

o

) =

Z

O

f

r

(x;w

o

; w

i

)L(p(x;w

i

);�w

i

) d�

x

(w

i

) (1.25)

la anterior ecuaci�on se puede escribir en forma de operador como L

r

= T L, donde

T es un operador de transporte integral. N�otese que L = L

e

+ L

r

. Expandiendo

L

r

por la anterior de�nici�on obtenemos

L = L

e

+ T L (1.26)

Esta es una ecuaci�on integral. Para una BRDF f

r

y una funci�on L

e

cualquiera,

existe una �unica funci�on L que satisface dicha ecuaci�on, asumiendo que f

r

cumple

la conservaci�on de la energ��a.

Con el �n de introducir los m�etodos computacionales que sirven para resolver la

ecuaci�on (1.25), es conveniente escribirla como una ecuaci�on integral de segundo or-

den, debido a que estas ecuaciones han sido estudiadas previamente en la literatura.

Estas ecuaciones tienen la siguiente forma:

f(x) = g(x) +

Z

D

k(x; y) f(y) dm(y) (1.27)

donde D es un dominio, m es una medida de�nida en D, y g es una funci�on

integrable bajo la medida m en D. Si k cumple ciertas propiedades, entonces existe

una �unica funci�on f que cumple la ecuaci�on integral.

Podemos ver en la ecuaci�on (1.27) que la funci�on desconocida f tiene como

dominio el dominio de integraci�on D, mientras que en (1.25), L (la funci�on de-

sconocida) est�a de�nida en S�O pero la integraci�on se hace en O. Otra diferencia

proviene del la ocurrencia de p en los argumentos de L en (1:25) mientras que en

(1.27) el argumento de L es simplemente y.

Sin embargo, es posible escribir una ecuaci�on equivalente a (1.25) pero con la

misma estructura que (1.27). Esto se puede hacer en dos pasos: primero, se elimina

la funci�on p de los argumentos de L en (1.25), mediante un cambio de variable de

integraci�on. Finalmente, se hace que el dominio de la integraci�on coincida con el

dominio de L, usando un nuevo cambio.

Respecto al primer paso, haremos una integraci�on en el dominio de los puntos de

S en lugar de las direcciones sobre w

i

. En la �gura 1.7 vemos dos puntos x e y sobre

las super�cies de los objetos, donde y = p(x;w

i

). Para dos puntos cualesquiera a

y b de las super�cies, de�namos w

ab

como el vector unitario de direccion que va

desde a hacia b, esto es w

ab

= (b� a)=jb�aj. Por lo tanto tenemos que w

xy

= w

i

y w

yx

= �w

xy

. Dado un conjunto de O

0

vectores de direcci�on salientes de x,

vemos que su medida �(O

0

) es el �area del circulo sombreado sobre la semiesfera. El

conjunto de direcciones cubre una regi�on (sombreada en la �gura) S

0

alrededor del
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Figura 1.7: La relaci�on entre medidas para el cambio de variable.

punto y cuyo �area es A(S

0

). En el l��mite cuando �(O

0

) tiende a cero, obtenemos

la siguiente relaci�on entre los diferenciales de las respectivas medidas

d�(x) =

cos(n

y

; w

yx

)

jx� yj

2

dA(y) (1.28)

A partir de aqu�� podemos obtener, a su vez, la relaci�on entre la medida de �angulo

proyectado �

x

y la medida de �area A(y):

d�

x

(w

i

) = H(x; y) dA(y) (1.29)

donde y = p(x;w) y H es una funci�on de�nida como sigue:

H(x; y) =

cos(n

x

; w

xy

) cos(n

y

; w

yx

)

jx� yj

2

(1.30)

Ya que la radiancia se conserva en las l��neas rectas en el vac��o entre los objetos,

tambi�en se deduce que:

L

i

(x;w

xy

) = L(y; w

yx

) (1.31)

por lo tanto podemos cambiar la variable de integraci�on en (1.12), sustituyendo w

i

por y, y obtenemos:

L

r

(x;w

o

) =

Z

S

x

f

r

(x;w

o

; w

xy

)H(x; y)L(y; w

yx

) dA(y) (1.32)

donde S

x

� S es el subconjunto de los puntos de S visibles desde x. Esta integral

puede extenderse a todo S, usando un t�ermino geom�etrico adicionalG(x; y) de�nido

por:

G(x; y) = H(x; y)V (x; y) (1.33)
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donde V (x; y) es 1 cuando x e y son mutuamente visibles, y 0 si hay alg�un objeto

entre ellos. Usando G obtenemos

L

r

(x;w

o

) =

Z

S

f

r

(x;w

o

; w

xy

)G(x; y)L(y; w

yx

) dA(y) (1.34)

Esta integral se realiza sobre S, en lugar de O. En la �gura 1.8 se puede observar

como ahora la radiancia re
ejada L

r

no depende ya de las radiancias incidentes en

el punto (como se ve��a en la �gura 1.3) si no de las radiancias salientes de otros

puntos.
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Figura 1.8: La radiancia re
ejada como integral de radiancia.

A�un tenemos que transformar la integral para que el dominio sea S � O. Este

segundo paso se realiza usando las propiedades de la funci�on �. Dichas propiedades

permiten establecer la siguiente igualdad:

L(y; w

yx

) =

Z

O

�(w � w

yx

)L(y; w) d�(w) (1.35)

Donde � es la funci�on delta de Dirac con respecto a la medida de �angulo s�olido �.

Podemos sustituir L(y; w

yx

) por la expresi�on anterior en (1.34), obteni�endose

L

r

(x;w

o

)

=

Z

S

f

r

(x;w

o

; w

xy

)G(x; y)

�

Z

O

�(w � w

yx

)L(y; w) d�(w)

�

dA(y)

=

Z

S�O

f

r

(x;w

o

; w

xy

)

cos(n

x

; w

xy

)

jx� yj

2

V (x; y) �(w � w

yx

)L(y; w) d�(y; w)

para simpli�car la notaci�on, podemos aislar todos los t�erminos que dependen de x

e y en una funci�on K de�nida como:

K(x;w

o

; y; w) = f

r

(x;w

o

; w

xy

)

cos(n

x

; w

xy

)

jx� yj

2

V (x; y) �(w � w

yx

) (1.36)
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en adelante, usaremos s��mbolos en negrita para signi�car elementos del dominio

de integraci�on D = S � O. As��, de�nimos r = (x;w

o

), s = (y; w), y K(r; s) =

K(x;w

o

; y; w). A los elementos de D les llamaremos rayos. Todo esto lleva a una

forma simpli�cada de la ecuaci�on anterior:

L

r

(r) =

Z

D

K(r; s)L(s) d�(s) (1.37)

En la �gura 1.9 podemos observar como la integraci�on no se realiza ya sobre los

puntos del entorno (como se ve��a en la �gura 1.8) si no sobre todos los rayos. Solo
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Figura 1.9: La radiancia como integral en el espacio de los rayos.

aquellos rayos que apuntan hacia el punto x contribuyen a dicha integral, gracias

a la presencia de la funci�on delta, que cancela el efecto de los dem�as, y reduce la

dimensi�on de la integraci�on.

Est�a ultima ecuaci�on (1.37) es equivalente a las formulaciones previas, esto es,

a las ecuaciones (1.25), (1.26) y (1.34). Sin embargo, la ecuaci�on (1.37) tiene la

misma forma que la ecuaci�on gen�erica (1.27), donde L cumple el papel de f , L

e

el

de g, y K el de k. En la ecuaci�on (1.26) introdujimos el operador de transporte T .

Usando (1.37), podemos de�nir la acci�on del operador T sobre la funci�on L como

sigue:

L

r

(r) = (T L)(r) =

Z

D

K(r; s)L(s) d�(s) (1.38)

La funci�on K se llama el n�ucleo del operador de transporte T . La ecuaci�on (1.37)

puede tambi�en expresarse en forma diferencial. Supongamos que S

0

� S. Podemos

medir la cantidad de radiancia en r debido a radiancia de rayos en S

0

, llamando a

esto L

r

(r; S

0

). Esta medida se puede diferenciar. En concreto, se puede demostrar

que:

K(r; s) =

dL

r

(r; s)

L(s) d�(s)

de esta forma podemos establecer que K(r; s) es el diferencial de radiancia en el

rayo r debido a una unidad de radiancia en el rayo s.
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1.3.2 La ecuaci�on de radiosidad

En el caso de que un entorno incluya �unicamente super�cies con BRDF difusa, tal y

como est�a de�nida por la ecuaci�on (1.21), y emisi�on difusa, la ecuaci�on integral que

gobierna el transporte de radiancia se simpli�ca, resultando en la cl�asica ecuaci�on

de radiosidad. Por emisi�on difusa entendemos una funci�on L

e

tal que los valores

L

e

(x;w) son independientes de w. En estas condiciones, se puede demostrar que

tambi�en L y L

r

son independientes de w. Para ello se pueden usar las ecuaciones

(1.21) y (1.12)

L

r

(x;w) =

Z

O

�

d

(x)

�

L

i

(x;w

i

) d�

x

(w

i

)

=

�

d

(x)

�

E(x)

as�� que en estas condiciones podemos eliminar la w de los argumentos de L

e

,L

r

y L (al ser esta �ultima la suma de las dos anteriores). Escribiremos, por tanto,

L

e

(x),L

r

(x) y L(x). Usualmente, a estas funciones se les llama funciones de ra-

diosidad. Tenemos por tanto la radiosidad emitida B

e

= L

e

, la radiosidad re
ejada

B

r

= L

r

y simplemente radiosidad para la suma B = L. La ecuaci�on (1.34) se

puede reescribir usando las de�niciones anteriores:

B

r

(x) =

�

d

(x)

�

Z

S

G(x; y)B(y) dA(y) (1.39)

Sabemos que B(x) = B

e

(x)+B

r

(x), as�� que podemos expandir B

r

yG, obteni�endose

B(x) = B

e

(x) + �

d

(x)

Z

S

cos(n

x

; w

xy

) cos(n

y

; w

yx

)

� jx� yj

2

B(y) dA(y) (1.40)

Est�a es la ecuaci�on de radiosidad, que puede verse como una simpli�caci�on de

(1.34).

1.3.3 Operadores integrales y soluciones a ecuaciones in-

tegrales.

Consideremos cualquier ecuaci�on integral con la forma de (1.27). Dicha ecuaci�on

puede reescribirse m�as compactamente usando operadores. Para ello de�niremos el

operador A como el operador integral inducido por el funci�on n�ucleo k

(Af)(x) =

Z

D

k(x; y) f(y) dy (1.41)

con esta de�nici�on, la ecuaci�on (1.27) puede reescribirse como:

f = g + Af (1.42)

Si g y k son conocidos (y por lo tanto tambi�en A), podemos preguntarnos si

existe una �unica funci�on f cumpliendo la ecuaci�on anterior. Con el objetivo de

responder a esto, revisamos aqu�� brevemente los conceptos de norma de una funci�on

y un operador. Una explicaci�on m�as detallada de la utilidad de estos conceptos en

Iluminaci�on Global puede encontrarse en [Arvo95a].



40 M�etodos de Monte-Carlo E�cientes para Iluminaci�on Global.

Operadores y normas

La L

p

-norma de una funci�on f , bajo una medida m, se escribe como jf j

p

y es un

valor escalar de�nido como:

jf j

p

=

�

Z

f

p

(x) dm(x)

�

1=p

(1.43)

cada norma de�nida para las funciones induce una norma en los operadores que

act�uan sobre esas funciones. Para un operador A, su L

p

-norma se de�ne como :

jAj

p

= inf fa : jAf j

p

� ajf j

p

8 fg (1.44)

de la anterior de�nici�on se puede derivar la siguiente propiedad, que se cumple para

todas las funciones f con jf j

p

�nito:

jAf j

p

� jAj

p

jf j

p

(1.45)

esta es una propiedad interesante que usaremos m�as adelante.

Los operadores pueden ser sumados y compuestos entre ellos. Para cualesquiera

dos operadores A y B, y cualquier funci�on f , de�nimos (A + B)f = Af + Bf , y

(AB)f = A(Bf). Es f�acil probar que:

jABj

p

� jAj

p

jBj

p

(1.46)

jA+ Bj

p

� jAj

p

+ jBj

p

(1.47)

Un operador lineal es uno que cumple A(f + g) = Af + Bg para todos los f

y g. Si A es un operador lineal, se cumple la propiedad distributiva, esto es,

A(B + C) = AB +AC, para todos los operadores B y C. Un operador especial es

el operador identidad, notado por I. Este es el �unico que aplica toda funci�on en

si misma, esto es, para todas las f tenemos que If = f . La norma del operador

identidad es siempre 1. Tambi�en es posible de�nir el operador A

n

, para cada

operador base A y n�umero natural n. Esto se hace iterativamente: A

0

= I, y

A

n+1

= AA

n

. Usando (1.46) derivamos lo siguiente:

jA

n

j

p

� jAj

n

p

(1.48)

Finalmente, de�nimos el operador A

(n)

como

P

n

i=0

A

i

. Cuando A es lineal se

cumple la siguiente propiedad:

A

(n+1)

= I + AA

(n)

(1.49)

Existencia de la soluci�on.

La existencia y unicidad de la funci�on f que satisface la ecuaci�on (1.42), y tal que

R

D

f

p

(x) dm(x) existe, esta garantizada cuando A es lineal y jAj

p

< 1. Esto se

puede demostrar examinando la serie de operadores A

(n)

. Por resultados previos

vemos que:

jA

(n)

j

p

�

n

X

i=0

jAj

i

p

(1.50)
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cuando jAj

p

< 1, la serie de normas jA

(n)

j

p

converge, y

lim

n!1

jA

(n)

j

p

�

1

1� jAj

p

(1.51)

por lo tanto, para cualquier funci�on h, la serie de funciones A

(n)

h converge a una

funci�on h

0

tal que jh

0

j

p

� 1=(1� jAj

p

). Podemos de�nir el operador A

+

como el

que aplica h en h

0

. La funci�on h

0

es el l��mite de una serie funcional

h

0

= A

+

h = lim

n!1

A

(n)

h

Si aplicamos ambos lados de (1.49) a cualquier funci�on y despu�es tomamos l��mites

cuando n!1, podemos derivar una interesante propiedad de A

+

A

+

= I + AA

+

(1.52)

si aplicamos los dos lados de esta igualdad a la funci�on g en (1.42), obtenemos

(A

+

g) = g + A (A

+

g)

y por tanto se deduce que A

+

g cumple la ecuaci�on (1.42). De esto derivamos que

su soluci�on existe y puede ser expresada como f = A

+

g. La norma de A

+

cumple

jA

+

j

p

�

1

1� jAj

p

El operador A

+

se llama el operador resolvente de A, como se describe en

[Arvo95a].

La norma de los operadores lineales integrales.

Supongamos que A es un operador integral lineal, tal y como se de�ne en la ecuaci�on

(1.41). Podemos buscar cual es la norma de esta clase de operadores (o al menos

una cota suya). Primero, de�nimos:

m

k

=

ess sup

y2D

�

Z

D

k(x; y) dm(x)

�

(1.53)

donde ess sup signi�ca essential supremum

2

. Incluimos k como sub��ndice de m

por que este valor depende de la funci�on k. Ahora expandimos el valor jAhj

1

para

cualquier funci�on h

jAhj

1

=

Z

D

(Ah)(x) dm(x)

=

Z

D

�

Z

D

k(x; y)h(y) dm(y)

�

dm(x)

2

La noci�on de essential supremum (o supremo esencial) de un conjunto est�a brevemente

descrita en [Arvo95a]. Es el supremo del conjunto (es decir, el ��n�mo de las cotas superiores

de los elementos del conjunto), ignorando subconjuntos del mismo con medida m nula.
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=

Z

D

�

Z

D

k(x; y) dm(x)

�

h(y) dm(y)

�

Z

D

m

k

h(y) dm(y)

= m

k

jhj

1

la desigualdad anterior es cierta para cualquier h, as�� que podemos obtener una cota

de jAj

1

. Usando (1.44) se deduce

jAj

1

� m

k

(1.54)

1.3.4 La soluci�on de la ecuaci�on de transporte.

Una vez conocida las condiciones que aseguran la soluci�on de cualquier ecuaci�on

integral, podemos preguntarnos acerca de la soluci�on de la ecuaci�on de transporte

de radiancias, en la forma dada en (1.26). De resultados anteriores sabemos que la

funci�on L existe si T es lineal y jT j

1

< 1. La linealidad se cumple para todos los

operadores integrales, como se puede deducir f�acilmente (1.38). Con respecto a la

norma, podemos usar (1.54). Si m

K

< 1 entonces jT j

1

< 1.

As��, debemos comprobar si es cierto quem

K

< 1, dondeK es la funci�on de�nida

en(1.36). Para hacer esto, expandimos

R

D

K(r; s) d�(r), donde r = (x;w

o

) y

s = (y; w) (n�otese que y y w son valores �jos)

Z

D

K(r; s) d�(r)

=

Z

S�O

f

r

(x;w

o

; w

xy

)

cos(n

x

; w

xy

)

jx� yj

2

V

xy

�(w � w

yx

) dA(x) d�

x

(w

o

)

=

Z

S

�

Z

O

f

r

(x;w

o

; w

xy

) d�

x

(w

o

)

�

�(w � w

yx

)V

xy

cos(n

x

; w

xy

)

jx� yj

2

dA(x)

=

Z

O

�

Z

O

f

r

(x;w

o

;�w

0

) d�

x

(w

o

)

�

�(w � w

0

) d�(w

0

)

=

Z

O

f

r

(x;w

o

;�w) d�

x

(w

o

)

= �(x;�w)

aqu�� hemos transformado una integraci�on en S en una integraci�on en O, usando

la igualdad (1.29). Despu�es de esto, hemos usado de nuevo las propiedades de la

funci�on �. De lo anterior se deduce que

m

K

=

ess sup

(x;w)2D

f �(x;w) g (1.55)

Se puede asegurar, por tanto, que si la BRDF cumple la conservaci�on de la energ��a,

entonces m

K

< 1 y la ecuaci�on (1.25) tiene soluci�on.
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1.4 Ecuaciones de transporte adjuntas.

La funci�on f , soluci�on de la ecuaci�on (1.27) no puede ser expresada anal��ticamente

para la mayor��a de los casos. Usualmente el objetivo es conocer el producto escalar

de f con alguna otra funci�on h, que se escribe como hf j hi. En esta secci�on

introducimos el operador de transporte adjunto y mostramos como ese producto

escalar puede obtenerse a partir de la soluci�on de dos ecuaciones integrales duales.

1.4.1 Productos escalares y operadores adjuntos.

El producto escalar de dos funciones f y h, es un valor real

3

de�nido como

hf j hi =

Z

D

f(x)h(x) dm(x) (1.56)

como puede observarse, el producto escalar depende de una funci�on de medida usada

en la integraci�on. Se puede hacer referencia a dicha medida usando su nombre como

sub��ndice, cuando pudiese ocurrir alguna confusi�on. A partir de su de�nici�on, es

f�acil deducir las siguientes propiedades del producto escalar, que se cumplen para

todas las funciones integrables f ,h y h

0

, y para todos los valores reales a.

hf j hi = hh j fi (1.57)

hf j h+ h

0

i = hf j hi + hf j h

0

i (1.58)

haf j hi = a hf j hi (1.59)

El operador adjunto de un operador A se escribe como A

�

, y se de�ne como el

operador que cumple lo siguiente

hAf j hi = hf j A

�

hi (1.60)

para todas las funciones integrables f y h. T�engase en cuenta que no todos los

operadores tienen un adjunto. En el caso de que A sea un operador integral con

un n�ucleo k, tal y como se de�ne en (1.41), entonces existe A

�

, y est�a dado por la

siguiente ecuaci�on:

(A

�

h)(x) =

Z

D

k(x; y)h(x) dm(x) (1.61)

es f�acil mostrar que A

�

cumple (1.60), expandiendo hAf j hi

hAf j hi =

Z

D

(Af)(x)h(x) dm(x)

=

Z

D

�

Z

D

k(x; y) f(y) dm(y)

�

h(x) dm(x)

=

Z

D�D

k(x; y) f(y)h(x) dm(y)dm(x)

3

Suponemos que f y h son funciones integrables en el dominio D con la medida m.
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=

Z

D

�

Z

D

k(x; y)h(x) dm(x)

�

f(y) dm(y)

=

Z

D

(A

�

h)(y) f(y) dm(y)

= hf j A

�

hi

Supongamos que A y B son dos operadores arbitrarios con adjunto, y f y h dos

funciones integrables. Es f�acil probar que h(A+ B)f j hi = hf j (A

�

+ B

�

)hi y

hABf j hi = hf j B

�

A

�

hi. Usando esto se deducen las siguientes igualdades

(A+ B)

�

= A

�

+ B

�

(1.62)

(AB)

�

= B

�

A

�

(1.63)

(A

n

)

�

= (A

�

)

n

(1.64)

(A

(n)

)

�

= (A

�

)

(n)

(1.65)

1.4.2 La ecuaci�on integral dual.

Como se ha dicho anteriormente, supongamos que estamos interesados en el valor

hf j hi, donde f es la soluci�on a la ecuaci�on (1.42) y h es una funci�on arbitraria.

Sabemos que el operador lineal integral A, de�nido en (1.41), tiene un adjunto

A

�

. Este adjunto es tambi�en un operador lineal, como se ha demostrado en la

secci�on anterior. Podemos asumir que jA

�

j

1

< 1 [Arvo95a]. As��, existe el operador

resolvente de A

�

, que se escribe como (A

�

)

+

. En estas condiciones la siguiente

ecuaci�on integral

l = h + A

�

l (1.66)

tiene una soluci�on, esto es, existe una funci�on integrable l que la cumple, y que

puede escribirse como l = (A

�

)

+

h. N�otese que g y h de las ecuaciones (1.42) y

(1.66) son funciones integrables arbitrarias. Usando la propiedad (1.65), podemos

obtener las siguientes igualdades




A

+

g j h

�

=

D

lim

n!1

A

(n)

g j h

E

= lim

n!1

D

A

(n)

g j h

E

= lim

n!1

D

g j (A

(n)

)

�

h

E

= lim

n!1

D

g j (A

�

)

(n)

h

E

=

D

g j lim

n!1

(A

�

)

(n)

h

E

=




g j (A

�

)

+

h

�

as�� que podemos establecer que (A

�

)

+

es el adjunto de A

+

, esto es

(A

+

)

�

= (A

�

)

+

(1.67)
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y obtenemos que

hf j hi = hl j gi (1.68)

as�� que el c�alculo de hf j hi es equivalente a el c�alculo de hl j gi. Esto tiene bastantes

aplicaciones en Iluminaci�on Global.

1.4.3 Ecuaciones de transporte de importancias.

Una vez que se han introducido las nociones de producto escalar y operador ad-

junto, podemos aplicarlas a la funci�on de radiancia y a la ecuaci�on integral que la

de�ne. Supongamos que W

e

es cualquier funci�on tal que deseamos calcular el valor

hL j W

e

i. La contribuci�on de L(r) a este producto escalar est�a por tanto ponder-

ada por W

e

(r). Debido a esto, a la funci�on W

e

se le llama importancia emitida

o potencial emitido. El uso de la palabra "emitida" en los anteriores nombres (y

del sub��ndice e) se debe a que W

e

juega un papel similar al de L

e

en una ecuaci�on

integral que veremos m�as adelante.

Por ejemplo, podemos de�nir W

e

(r) como una funci�on distinta de cero solo

para rayos r que apunten al punto de vista y atraviesen el �area de un pixel en el

plano de visi�on (para los cuales W

e

vale 1). De esta forma, el valor hL j W

e

i es la

radiancia media de los rayos que atraviesan un pixel en direcci�on al observador. Otro

ejemplo ser��a el caso de una funci�on W

e

tal que solo valga 1 para rayos originados

en un trozo de las super�cies. En este caso, el valor hL jW

e

i es igual a la potencia

radiante total que abandona dicho trozo.

Sabemos que si una BRDF cumple la conservaci�on de la energ��a, entonces existe

T

+

y la funci�on de radiancia L. Es f�acil probar que si a estas condiciones se le

a~nade la simetr��a de dicha BRDF, entonces jT

�

j

1

< 1. Esto implica que la siguiente

ecuaci�on:

W = W

e

+ T

�

W (1.69)

tiene soluci�on, esto es, existe el operador (T

�

)

+

, que es el adjunto de T

+

, y

tambi�en existe la funci�on integrable W que se obtiene como W = (T

�

)

+

W

e

. El

valor hL jW

e

i puede reescribirse como

hL jW

e

i =




T

+

L

e

jW

e

�

=




L

e

j (T

�

)

+

W

e

�

= hL

e

jW i (1.70)

La ecuaci�on (1.69) es la ecuaci�on adjunta a (1.26). Se le llama usualmente la

ecuaci�on de transporte de importancias. Como puede observarse, la estructura de

ambas ecuaciones es la misma. Vemos que W

e

hace el papel de L

e

, y W el de L.

La importancia puede verse como una cantidad transportada por el operador T

�

,

al igual que la radiancia es transportada por T . La funci�on W se llama simple-

mente importancia o potencial. El valor W (r) representa la fracci�on de L

e

(r) que

contribuye al producto escalar (1.70).

1.5 M�etodos computacionales.

Una vez que se han explicado las ecuaciones que de�nen la radiancia y la importan-

cia, en esta secci�on introducimos brevemente las bases de los elementos que se usan
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para obtener aproximaciones discretas a dichas funciones. Estos m�etodos pueden

clasi�carse en dos familias: M�etodos de Monte-Carlo y M�etodos de elementos �nitos

o de proyecci�on. Ambas clases de t�ecnicas est�an apoyadas en principios diferentes,

que se introducen brevemente aqu��.

1.5.1 Bases y operadores de proyecci�on.

Las funciones integrables en un dominio cualquiera pueden ser sumadas entre ellas y

pueden ser multiplicadas por valores reales, dando lugar a funciones que son tambi�en

integrables. Esto da al conjunto la estructura de un espacio vectorial. Consideremos

cualquier conjunto �nito B = fb

1

; b

2

: : : b

n

g formado por n funciones integrables en

el dominio D. Supondremos que este conjunto es ortonormal, esto es hb

i

j b

j

i = �

ij

para todos los i; j � n, donde �

ij

es 1 cuando i = j y 0 en otro caso. El conjunto

B puede verse como la base de un subespacio vectorial n�dimensional V

B

. Para

cualquier funci�on h en V

B

, existe un conjunto de n valores reales fc

1

; : : : c

n

g tal

que

h =

n

X

i=1

c

i

b

i

(1.71)

usualmente se dice V

B

es el espacio vectorial expandido por B. Tambi�en diremos

que h es una combinaci�on lineal de las funciones b

i

.

Para cualquier funci�on integrable f podemos encontrar la funci�on f

0

m�as cercana

a f tal que f

0

este en V

B

. Aqu�� el t�ermino m�as cercana se usa en el sentido inducido

por la L

1

-norma. Esto es, el valor jf

0

� f j

1

es m�as peque~no que cualquier valor

jg � f j

1

donde g 2 V

B

. En el caso de que B sea ortonormal, es posible obtener f

0

directamente de f y B, ya que

f

0

=

n

X

i=1

hf j b

i

i b

i

(1.72)

La funci�on f

0

se llama la proyecci�on

4

de f en V

B

. Podemos considerar el operador

que toma una funci�on cualquiera y produce su proyecci�on en B. Escribiremos este

operador como P

B

, y as�� tenemos que f

0

= P

B

f . Este operador esta de�nido por

(P

B

f)(x) =

n

X

i=1

hf j b

i

i b

i

(x) (1.73)

Es f�acil comprobar que esta clase de operadores son siempre lineales, debido a la

linealidad de los productos escalares, como se deduce de la igualdad (1.58). Si

f 2 V

B

entonces P

B

f = f . Esto implica que, para todos los n > 0, se cumple que

P

n

B

= P

B

.

Los valores hf j b

i

i se llaman las coordenadas de f con respecto a B. N�otese

que cualquier funci�on in V

B

est�a completamente determinada por sus coordenadas,

y esto permite representar dichas funciones en la memoria de un ordenador con una

cantidad �nita de espacio en la misma.

4

El t�ermino proyecci�on se usa aqu�� ya que esta operaci�on, cuando se realiza en el espacio

vectorial de los vectores del espacio tridimensional, es la proyecci�on perpendicular de un vector

en una l��nea o un plano
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1.5.2 M�etodos de elementos �nitos.

En esencia, los m�etodos de elementos �nitos est�an basados en la conversi�on de la

ecuaci�on (1.42) en una ecuaci�on matricial discreta. Esto se hace intentando resolver

una ecuaci�on parecida a (1.26) pero no exactamente igual. La ecuaci�on aproximada

que se resuelve es la siguiente:

f

0

= P

B

(g +Af

0

) (1.74)

La funci�on g debe de darse como dato de entrada, luego debe ser representable en

la memoria del ordenador. Lo m�as frecuente es escoger un g tal que se encuentre

en V

B

, y por lo tanto se almacena como un vector de coe�cientes. Por eso tenemos

que g = P

B

g. Como el operador de proyecci�on es lineal, podemos reescribir (1.74)

de la siguiente forma

f

0

= g + (P

B

A) f

0

(1.75)

esta ecuaci�on es muy similar a (1.42) excepto por la aparici�on del operador P

B

A

en lugar de A. La funci�on soluci�on f

0

se encuentra en V

B

, esto es, P

B

f

0

= f

0

.

Este m�etodo para encontrar f

0

se llama m�etodo de Galerkin en la literatura sobre

elementos �nitos. Existen otras posibilidades para discretizar la ecuaci�on continua,

aunque esta es la m�as frecuentemente usada en Iluminaci�on Global.

Podemos comprobar que la ecuaci�on (1.75) nos lleva al m�etodo de Galerkin

viendo que la proyecci�on de la funci�on de residuo es cero en todos los puntos. La

funci�on de residuo r es (I � A)f

0

� g, y se considera como una medida del error

en la soluci�on. Vemos que si f

0

fuese exactamente f , el residuo ser��a cero. Pero

l�ogicamente es imposible encontrar la soluci�on exacta. Cada m�etodo de elementos

�nitos establece una condici�on sobre la funci�on residuo. En el caso concreto del

m�etodo Galerkin, se establece que la proyecci�on de dicha funci�on residuo debe ser la

funci�on cero en todos los puntos, Esto es, P

B

r = 0. Para comprobar esto, podemos

expandir r usando la de�nici�on impl��cita de f

0

dada por (1.74)

P

B

r = P

B

((I �A)f

0

� g)

= (P

B

f

0

� P

B

Af

0

) � P

B

g

= (f

0

� P

B

Af

0

) � g

= g � g

= 0

donde el cero de la ultima igualdad representa la funci�on igual a cero en todos los

puntos.

Ahora obtendremos la ecuaci�on discreta equivalente a (1.75). Llamemos ff

1

: : : f

n

g

a los coe�cientes de f

0

con respecto a B. Entonces la funci�on (P

B

A)f

0

puede ree-

scribirse como

(P

B

A) f

0

= (P

B

A)

n

X

i=1

f

i

b

i

=

n

X

i=1

f

i

P

B

(Ab

i

)
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=

n

X

i=1

2

4

f

i

n

X

j=1

hAb

i

j b

j

i b

j

3

5

hemos usado la linealidad de P

B

y A, y despu�es la de�nici�on de P

B

. La ecuaci�on

(1.75) puede expandirse

n

X

i=1

f

i

b

i

=

n

X

j=1

g

j

b

j

+

n

X

k=1

f

k

n

X

l=1

c

lk

b

l

(1.76)

donde c

lk

es hAb

k

j b

l

i y fg

1

: : : g

n

g son las coordenadas de g con respecto a B.

Esta �ultima ecuaci�on es una ecuaci�on funcional que tambi�en se cumple cuando

evaluamos ambos miembros en un punto arbitrario x del dominio. Reorganizando

los t�erminos obtenemos que, en cualquier punto x, se cumple que:

n

X

i=1

2

4

f

i

� g

i

�

n

X

j=1

c

ij

f

j

3

5

b

i

(x) = 0 (1.77)

esta �ultima ecuaci�on puede cumplirse �unicamente cuando todos los factores que

multiplican a los b

i

(x) son cero, esto es, cuando

f

i

= g

i

+

n

X

j=1

c

ij

f

j

(1.78)

para todos los i 2 f1; : : : ; ng. Esta ecuaci�on se escribe en forma matricial:

0

B

@

f

1

.

.

.

f

n

1

C

A

=

0

B

@

g

1

.

.

.

g

n

1

C

A

+

0

B

@

c

11

� � � c

1n

.

.

.

.

.

.

c

n1

� � � c

nn

1

C

A

0

B

@

f

1

.

.

.

f

n

1

C

A

(1.79)

De�namos F = (f

1

; : : : ; f

n

)

T

, esto es, F es el vector columna de los coe�cientes

de f con respecto a B. tambi�en de�nimos G = (g

1

; : : : ; g

n

)

T

y

A =

0

B

@

c

11

� � � c

1n

.

.

.

.

.

.

c

n1

� � � c

nn

1

C

A

(1.80)

de esta forma la ecuaci�on (1.79) puede escribirse m�as compactamente como

F = G + AF (1.81)

la ecuaci�on anterior es equivalente a la ecuaci�on continua original excepto que no

involucra funciones sino los coe�cientes de sus proyecciones en B
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1.5.3 M�etodos de Monte-Carlo.

Una alternativa a los m�etodos de elementos �nitos es usar Cadenas de Markov

para resolver (1.42). En lugar de discretizar la ecuaci�on, lo que se obtiene es una

aproximaci�on estoc�astica del producto escalar de la funci�on inc�ognita f y alguna

otra funci�on h, esto es, el valor hf j hi [Rubinstein81].

Para desarrollar esto, es necesario antes introducir el concepto de Cadenas de

Markov. Una cadena de Markov, (o un paseo aleatorio) c es una secuencia in�nita

de elementos del dominio de integraci�onD de la integral que aparece en (1.27). Sea

c una de estas cadenas, entonces c = fc

0

; : : : c

i

; : : :g. Usualmente, a los elementos

de la cadena se les llama estados.

Consideremos ahora el conjunto de todas las cadenas de Markov posibles. En

los m�etodos de Monte-Carlo se realiza una selecci�on aleatoria de estas cadenas.

Para realizar dicha selecci�on ser�a necesario disponer de una funci�on de densidad

de probabilidad (en adelante una pdf), que llamaremos Q. Normalmente Q es

separable, en el sentido de que existen otras dos funciones, que llamaremos p

0

y p

tales que

Q(c) = p

0

(c

0

)p(c

0

; c

1

)p(c

1

; c

2

) : : :

donde p

0

(x) es la probabilidad de seleccionar x como primer punto de la cadena, y

p(y; z) es la probabilidad condicional de seleccionar z como punto siguiente cuando

el anterior es y. Para que el m�etodo funcione correctamente es necesario imponer

algunas condiciones sobre p

0

y p. Estas son (8x; y 2 D)

Z

D

p(y; z)dz = 1

Z

D

p

0

(z)dz = 1

h(x) 6= 0 ! p

0

(x) > 0

k(x; y) 6= 0 ! p(x; y) > 0

Donde h es una funci�on cualquiera, integrable en D. De�namos ahora la funci�on

V , que se eval�ua sobre Cadenas de Markov [Rubinstein81]

V (c) =

h(c

0

)

p

0

(c

0

)

1

X

i=0

U

i

g(c

i

)

donde:

U

i

=

K(c

0

; c

1

)

p(c

0

; c

1

)

� � �

K(c

i�1

; c

i

)

p(c

i�1

; c

i

)

Podemos ahora de�nir una variable aleatoria X , que a cada valor real V (c) le

asigna una densidad de probabilidad Q(c). El hecho esencial acerca de X es que su

valor promedio es exactamente el producto escalar que queremos calcular, esto es,

E(X) = hf j hi. Por tanto se puede muestrear la variable aleatoria para obtener

estimadores de su valor promedio. Esto se realiza mediante el siguiente algoritmo:

1. Seleccionar la funciones de densidad de probabilidad p y P
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2. Seleccionar aleatoriamente n cadenas

�

c

1

; : : : ; c

n

	

con densidad de probabil-

idad Q, donde n es lo su�cientemente grande.

3. Obtener una aproximaci�on x 2 R del producto escalar mediante un estimador,

esto es:

hh j fi � a =

1

n

n

X

i=1

V (c

i

) (1.82)

N�otese que hemos de tratar con cadenas de Markov de longitud in�nita, lo cual no

es abordable computacionalmente. Esto se puede resolver truncando las cadenas (lo

cual provoca un error residual o sesgo m�as o menos grande) o bien extendiendo D

mediante la inclusi�on de un nuevo elemento llamado estado de absorci�on. Llamando

a a dicho estado, extendemos p

0

,p,k y g para tenerlo en cuenta. para cualquier

x 2 D, tenemos que p(x; a) > 0, p(a; x) = 0, p(a; a) = 1, p

0

(a) = 0, k(a; x) =

k(x; a) = 0 y g(a) = 0. Con esto, todas las cadenas caer�an en el estado de absorci�on

despu�es de un n�umero �nito de pasos, al tiempo que el m�etodo se mantiene no

sesgado. Una vez que la cadena cae en dicho estado, no lo abandona, puesto que

p(a; a) = 1.

Formulaci�on adjunta.

En Iluminaci�on Global muchas veces no se desea calcular simplemente hh j fi, sino

el conjunto de valores fhh

i

j fig para un conjunto dem funciones fh

1

: : : h

i

: : : h

m

g.

Usando los resultados disponibles, tenemos al menos dos opciones para realizar esto

�ultimo. La primera de ellas consiste en obtener, para cada i independientemente,

el valor hh

i

j fi, como se establece en la secci�on anterior. Esto requiere la creaci�on

de mn cadenas en total.

Otra opci�on consiste en usar el adjunto de A

+

, que es (A

�

)

+

. Usando las

propiedades del operador adjunto, sabemos que

hh

i

j fi =




h

i

j A

+

g

�

=




g j (A

�

)

+

h

i

�

(1.83)

usando esta �ultima forma obtenemos el siguiente procedimiento

1. Seleccionar las funciones de muestreo adecuadas p y P

2. Obtener aleatoriamente n cadenas (c

j

) con la densidad de probabilidad ante-

rior.

3. Para cada h

i

, estimar el producto escalar como

hh

i

j fi =




g j A

+

a

h

i

�

�

1

n

n

X

j=1

V

i

(c

j

) (1.84)

donde

V

i

(c) =

g(c

0

)

p

0

(c

0

)

1

X

j=0

U

j

h

i

(c

j

)
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y

U

j

=

K(c

1

; c

0

)

p(c

0

; c

1

)

� � �

K(c

j

; c

j�1

)

p(c

j�1

; c

j

)

Esto requiere n cadenas, en lugar de mn. N�otese que los argumentos de k est�an

invertidos con respecto a la formulaci�on anterior. Esto se debe al uso del operador

adjunto, en lugar del original (ver la ecuaci�on 1.61).

1.6 Conclusiones.

Este cap��tulo incluye las de�niciones de las funciones que caracterizan el 
ujo de

energ��a electromagn�etica, visto desde la perspectiva del modelo de particulas de

la radiaci�on electromagn�etica. La de�nici�on de dichas funciones se hace usando

relaciones entre funciones de medida.

Una vez introducidas las funciones, se presenta una derivaci�on de la ecuaci�on

de radiancias en forma de una ecuaci�on integral de segundo orden. Para ello damos

la expresi�on adecuada del n�ucleo del operador de transporte K. Esta formulaci�on

presenta la ventaja de que las herramientas matem�aticas existentes para dicha clase

de ecuaciones se pueden usar f�acilmente en el contexto de la Iluminaci�on Global.

Las formas anteriormente propuestas de dicha ecuaci�on no presentan exactamente

esta caracter��stica, bien por que el n�ucleo es una funci�on de tres variables [Kajiya86],

bien porque el operador de transporte aparece como la composici�on de otros dos

[Arvo95].

Adem�as de presentar la ecuaci�on de esta forma, en este primer cap��tulo se

detallan los fundamentos de los m�etodos de elementos �nitos (fundamentalmente

el m�etodo Galerkin) y de los m�etodos de Monte-Carlo. Esta introducci�on es f�acil al

usar la nueva forma propuesta para la ecuaci�on de rendering.
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Cap��tulo 2

Clasi�caci�on de m�etodos

para Iluminaci�on Global

2.1 Los conceptos de Imagen y Observador.

Una vez que hemos caracterizado L, sabemos que la radiancia en cada punto de una

super�cie esta perfectamente de�nida matem�aticamente. Sin embargo, el objetivo

de las t�ecnicas de Iluminaci�on Global no es s�olo lograr dicha caracterizaci�on, sino

adem�as producir im�agenes de los objetos. En este secci�on intentamos formalizar el

concepto de imagen y de observador, que son esenciales para establecer el problema

de la Iluminaci�on Global.

Una imagen I se de�ne como una funci�on cuyo dominio es D, tal que I(r) es

la cantidad de radiancia de r percibida directamente por un observador dado. Con

el �n de almacenar I en un ordenador, es necesario usar un proyecci�on de dicha

funci�on en alguna base �nita. Dicha proyecci�on nos proporciona un conjunto de

coe�cientes que pueden usarse directa o indirectamente para iluminar los pixeles de

una pantalla o imprimir hojas en una impresora.

La base usada para realizar la proyecci�on anteriormente citada ser�a un conjunto

W de n funciones ortonormales, con W = fW

e1

; : : : ;W

en

g, tales que el valor

escalar W

ei

(r) es la fracci�on de radiancia que viaja a trav�es de r que contribuye al

i-�esimo coe�ciente de la imagen discreta. Si consideramos el operador de proyecci�on

P

W

, entonces la funci�on imagen puede escribirse como sigue

I = P

W

L (2.1)

Esto es, I pertenece a V

W

, y por tanto est�a determinada por un conjunto �nito

de valores (sus coe�cientes respecto a W). La anterior igualdad puede reescribirse

usando la evaluaci�on puntual de I en un rayo concreto

I(r) = (P

W

L)(r) =

n

X

i=1

l

i

W

ei

(r)

53
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donde l

i

= hW

ei

j Li.

Idealmente (si usamos el modelo tradicional de c�amara) cada funci�on W

ei

debe

ser distinta de cero solo para rayos que pasen por el foco y el rect�angulo (o c��rculo)

ocupado en el plano de visi�on por el pixel n�umero i. Desgraciadamente, solo es

posible tomar un conjunto de muestras discretas de la radiancia que atraviesa cada

pixel. En este caso, podemos de�nir W como sigue:

W

ei

(r) =

m

X

j=1

w

ij

�(r� s

ij

)

donde s

ij

es el rayo que pasa por el foco y por la posici�on de la j-�esima muestra en

el pixel i-�esimo. El conjunto de pesos w

ij

debe estar normalizado, en el sentido de

que

P

m

j=1

w

ij

es 1 en todos los pixeles i. En el caso de otros modelos especiales de

c�amara, como por ejemplo una c�amara que incluya lentes, se puede usar igualmente

el modelo anterior de imagen, solo que las funciones W

ei

cambian adecuadamente,

y por tanto tambi�en cambia la posici�on de los rayos de muestra.

Con todos estos resultados, el problema de la Iluminaci�on Global se presenta

como sigue: dada una funci�on de radiancia emitida L

e

, un operador de transporte

T y un observador W, calcular una representaci�on �nita de la funci�on imagen I

que el observador percibe. Dicha representaci�on �nita se obtiene como

I = P

W

T

+

L

e

(2.2)

como se ha dicho, I se corresponde con un conjunto �nito de coe�cientes respecto

de W. Estos coe�cientes pueden interpretarse como intensidades de pixeles y por

lo tanto se puede mostrar una representaci�on de la imagen en diversos dispositivos

hardware. Esta formulaci�on es general, ya que incluye cualquier clase de observador

o c�amara y cualquier operador de transporte en un entorno arbitrario.

2.2 Soluciones

En este punto, el problema de la Iluminaci�on Global ha quedado establecido, as��

como las herramientas necesarias para solucionarlo (en el cap��tulo anterior). Pode-

mos entonces abordar una clasi�caci�on de los m�etodos usados para solucionar dicho

problema:

M�etodos locales

Esta familia de m�etodos no resuelve realmente el problema de la Iluminaci�on

Global, sino simplemente la iluminaci�on local. Esto permite usar algoritmos

simples y e�cientes, con el coste de no calcular realmente Iluminaci�on Global.

La imagen calculada solo tiene en cuenta una re
exi�on en los objetos, y por

tanto se usa un operador local T en lugar del operador global T

+

. Formal-

mente I = P

W

T L

e

. Las t�ecnicas de ray-tracing, z-bu�er y los m�etodos de

l��neas de barrido caen en estas categor��as.

M�etodos de discretizaci�on o elementos �nitos

Incluimos aqu�� todos los m�etodos basados en el uso de un operador proyectado



Carlos Ure~na 55

en lugar del original. El problema se convierte entonces en la soluci�on de un

sistema de ecuaciones discreto, de la cual se obtiene una aproximaci�on discreta

a L. A partir de esta aproximaci�on se puede calcular una imagen proyectando

L sobreW. Formalmente podemos expresar estos dos pasos como sigue: (1)

L = (P

B

T )

+

L

e

y (2) I = P

W

L. N�otese que aunque estos m�etodos

se llaman m�etodos de discretizaci�on, es posible recurrir en algunos puntos a

m�etodos de Monte-Carlo, como por ejemplo en el c�alculo de los coe�cientes

del operador proyectado. (tambi�en llamados factores de forma).

M�etodos estoc�asticos o de Monte-Carlo.

Estos m�etodos usan Cadenas de Markov para obtener la soluci�on de la ecuaci�on

(2.2). Se obtiene una aproximaci�on estoc�astica de la soluci�on, bajo cierta var-

ianza. Podemos, a su vez, dividirlos en dos subclases.

� Path-Tracing desde el observador. En este caso, para cada W

ei

(independientemente) obtenemos l

i

= hW

ei

j T

+

L

e

i, usando la formu-

laci�on dada en el cap��tulo anterior.

� Fotosimulaci�on o Path-Tracing desde las fuentes de luz. Obten-

emos una soluci�on simult�anea para l

i

= hL

e

j T

+

a

b

i

i (para una baseB =

fb

1

: : : b

n

g) usando la segunda opci�on en la subsecci�on 1.5.3. Formal-

mente, calcul�amos L

0

= P

B

T

+

L

e

. Una vez que esto ha sido obtenido,

se proyecta la funci�on L usando un observador dado: I = P

W

L

0

. N�otese

que aunque usamos una baseB, esto es necesario solamente para obtener

una representaci�on �nita de L

0

en la memoria del ordenador, y no se usan

operadores de transporte proyectados.

En las siguientes secciones se dan detalles de cada familia de m�etodos, as�� como

algunos de los art��culos m�as importantes que los describen.

2.3 M�etodos locales.

Estos m�etodos fueron los primeros en desarrollarse con el �n de sintetizar im�agenes

realistas. La restricci�on a un operador local produce un bene�cio signi�cativo en

tiempo de c�alculo y almacenamiento necesario. Subdividimos estos algoritmos en

m�etodos de proyecci�on (encontrar en que pixeles se ve cada objeto) y m�etodos de

trazado de rayos o ray-tracing (encontrar que objeto u objetos se ven en cada pixel).

2.3.1 M�etodos de Proyecci�on.

En estos m�etodos, se calcula la porci�on de los pixeles de una imagen cubiertos por

la proyecci�on de cada objeto de la escena. En cada pixel, se calcula la contribuci�on

directa de luz sobre el observador m�as la contribuci�on despu�es de una �unica re
exi�on.

Formalmente:

I = P

W

(T + I)L

e

normalmente se realizan las siguientes simpli�caciones con el objetivo de simpli�car

los c�alculos.
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� L

0

est�a restringido a un conjunto de luces puntuales (con intensidad l

i

y

posici�on x

i

), esto es L

e

(r) = =

P

n

i=1

l

i

�(x

i

� r

s

)

� El operador T incluye un t�ermino difuso-especular (Phong) y un t�ermino

difuso, esto es T = G +D, y puede no tener en cuenta oclusiones.

Aqu�� incluimos todos los algoritmos del tipo z-bu�er o de l��neas de barrido (scan-

line) y que usan sombreado de Phong o Gouroud. Una referencia cl�asica es el

art��culo original de Phong [Phong75].

2.3.2 Trazado de rayos sencillo.

Esta t�ecnica ampliamente difundida usa un �arbol de rayos originado en el punto

de vista para seguir (en el orden inverso) el camino que sigue la luz. Su ventaja

respecto a los m�etodos de proyecci�on reside en que de esta manera se pueden seguir

las re
exiones especulares perfectas. La suposiciones que se hacen respecto a W y

L

0

son las mismas que en los m�etodos de proyecci�on. El operador T incluye ahora

una componente especular perfecta. Esto da lugar a la siguiente imagen:

I = P

W

(I +D + G + S

+

) L

e

La primera referencia sobre la implementaci�on de un trazador de rayos completo

(incluyendo re
exiones especulares perfectas) es [Whitted80]

2.4 M�etodos de discretizaci�on o de Elementos

Finitos

En esta secci�on se incluyen todos los m�etodos en los cuales se usa un operador

de transporte discreto para resolver el problema de la Iluminaci�on Global. Esta ha

sido probablemente la opci�on tomada por el mayor n�umero de investigadores. Una

vez que han sido dadas W, T y L

e

, es necesario seleccionar alg�un conjunto �nito

de bases B y entonces obtener I = P

W

(P

B

T )

+

L

e

, resolviendo el sistema de

ecuaciones asociado. Debido al amplio conjunto de art��culos en esta categor��a, los

hemos divido en varias secciones que se muestran en orden cronol�ogico.

2.4.1 Radiosidad cl�asica.

En esta secci�on discutimos los m�etodos que tratan entornos con re
ectividad pu-

ramente difusa y funciones base constantes. Nombraremos con C a un conjunto

cualquiera de funciones base constantes. Esto implica que C = fC

1

; : : : C

n

g donde

cada C

i

es una funci�on constante en un �area de la super�cies A

i

(con A

i

� S)

y cero fuera de dicha �area. Estas �areas son disjuntas y cubren la totalidad de las

super�cies. La de�nici�on de las C

i

es la siguiente:

C

i

(r) =

�

1=jA

i

j si r

s

2 A

i

0 en otro caso

(2.3)



Carlos Ure~na 57

siendo disjuntas las �areas, el conjunto C es ortonormal. Se usa un operador de

transporte que llamaremos D para signi�car que solo se tienen en cuenta re
exiones

difusas. Por lo tanto el problema no se plantea para rayos en general, si no solo

en el dominio de los puntos, ya que al haber solo re
exiones difusas la radiancia no

depende de la direcci�on del rayo. Por lo tanto, el objetivo es calcular la funci�on B

que es soluci�on de la ecuaci�on B = B

e

+DB, donde B

e

es la radiosidad emitida (que

tambi�en sigue una distribuci�on difusa). Esta funci�on B

e

es inicialmente conocida,

y se da como un conjunto de coe�cientes e

i

respecto de la base C. Usando la

formulaci�on dada en el cap��tulo anterior, la ecuaci�on continua se transforma en una

discreta donde interviene una matriz A cuyas entradas son c

ij

. En el contexto de

entornos difusos, estas entradas se pueden escribir como c

ij

= F

ji

R

i

, donde R

i

se le llama re
ectividad del �area A

i

y F

ji

es el factor de forma. A todas estas

entidades se les puede asignar un signi�cado f��sico, que no se desarrollar�a aqu��. El

m�etodo procede en dos pasos, como sigue:

B

0

= (P

C

D)

+

B

e

(2.4)

I = P

W

B

0

(2.5)

Una vez que B

0

(la funci�on de radiosidad aproximada) se ha obtenido y almacenado

en memoria, el segundo paso puede repetirse para m�as de un observador distinto

W. La soluci�on del sistema de ecuaciones, dado su tama~no, suele hacerse por

m�etodos num�ericos iterativos [Gortler94]. Principalmente se usa alguno de estos

dos m�etodos:

� Gauss-Seidel (GS) (M�etodo de Jacobi con actualizaci�on directa)

Este m�etodo requiere el almacenamiento simult�aneo de todos los factores de

forma.

� Radiosidad progresiva o Iteraci�on de Southwell (PR)

Solo es necesario el almacenamiento simult�aneo de un �la de factores de

forma. Adem�as permite presentar los resultados intermedios como una aprox-

imaci�on.

El c�alculo de los factores de forma usualmente demanda una gran cantidad de

tiempo de CPU. Hay muchas opciones para realizar este c�alculo, tales como:

� M�etodo del Semicubo (HC).

El algoritmo que se usa para proyectar B

0

sobre W (esto es, el m�etodo de

z-bu�er) se usa tambi�en para proyectar D sobre C. Cada �la de los factores

de forma se obtiene simult�aneamente.

� M�etodos de cuadratura.

Cada factor de forma se obtiene (independientemente) tomando un n�umero

�nito de muestras de la doble integral que lo de�ne.

� Monte-Carlo local de acierto-fallo (MC Local)

Una �la de factores de forma se calcula cada vez, mediante la creaci�on es-

toc�astica de rayos que parten de un �area con la distribuci�on de probabilidad

adecuada.
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Referencia Fact.Forma Solu.sist.ecuac.

[Goral84] Stokes Gauss-Seidel

[Cohen85] Semicubo Gauss-Seidel

[Cohen88] Semicubo Progresiva

[Malley88] MC Local

[Wallace89] Cuadratura Progresiva

[Baum89] Stokes+SC Progresiva

[Sbert93] MC Global

Tabla 2.1: M�etodos de radiosidad cl�asica.

� Monte-Carlo global de acierto-fallo (MC Global)

En este caso, la matriz completa se obtiene mediante rayos que no est�an

referidos a ning�un �area, y que siguen una distribuci�on global. Ha sido llamado

m�etodo de las espadas.

� M�etodos anal��ticos (Stokes)

Usando el teorema de Stokes, el c�alculo de los factores de forma puede re-

alizarse mediante la evaluaci�on de una expresi�on anal��tica, casi sin errores, en

ausencia de oclusiones. Esto se usa en conjunci�on con otros m�etodos para

poder manejar las oclusiones.

La tabla 2.1 muestra las contribuciones m�as importantes en esta l��nea, incluyendo

cuales de las opciones de la mostradas arriba se han usado en cada art��culo.

2.4.2 M�etodos de una pasada para entornos no puramente

difusos.

Estos m�etodos son extensiones de la radiosidad cl�asica que intentan incluir re
ex-

iones especulares perfectas y/o re
exiones difuso-especulares adem�as de re
exiones

difusas. Formalmente, se calcula la siguiente imagen:

I = P

W

(P

B

T )

+

L

e

(2.6)

donde T = S +D + G, siendo S el operador de re
exi�on especular perfecta, D el

difuso, y G el difuso-especular. Se lleva a cabo un c�alculo en dos fases, parecido a

la radiosidad cl�asica, como se describe a continuaci�on

(1) L

0

= (P

B

(S +D + G))

+

L

e

(2.7)

(2) I = P

W

L

0

(2.8)

En este caso, se calculan radiancias en lugar de radiosidades, y el problema tiene una

dimensi�on adicional con respecto a la radiosidad cl�asica. Esto supone un tiempo de

c�alculo m�as grande. Hay dos opciones para escoger el conjunto de funciones base

que se usan para el c�alculo:



Carlos Ure~na 59

Referencia Basds Estim.Inic.

[Immel86] Semicubo Emitido

[Shao88] Semicubo Difuso

[Buckalew89] Enlaces Emitido

Tabla 2.2: M�etodos de una pasada para entornos no difusos.

� Semicubos

Cada B

i

es no cero en los rayos que parten del centro de un �area y pasan

por un determinado pixel del Semicubo. Por tanto la funci�on de radiancia

obtenida esta proyectada en los pixeles de las caras del Semicubo.

� Enlaces

Se usa una estructura muy densa de segmentos de recta (enlaces), cada uno

de los cuales une dos �areas. Cada base B

i

esta asociada a uno de estos

enlaces (un rayo que llamaremos l

i

). La base es distinta de cero �unicamente

para ese rayo, esto es B

i

(r) = �(r � l

i

). Por tanto, la radiancia se obtiene

como una funci�on de la cual conocemos su valor en cada rayo o enlace.

Una vez establecido, el sistema de ecuaciones se resuelve por Gauss-Seidel. Esto

requiere una estimaci�on inicial de las radiancias antes de comenzar las iteraciones.

Hay dos opciones para esto:

� Usar L

e

, la funci�on de radiancia emitida.

� Usar L

0

= (P

B

D)

+

L

e

, esto es, la radiancia calculada teniendo en cuenta

�unicamente re
exiones difusas, mediante radiosidad cl�asica. En este caso, la

estimaci�on inicial de la radiancia puede estar m�as cerca del valor verdadero,

sobre todo si no hay muchas super�cies especulares.

La tabla 2.2 muestra algunas contribuciones relevantes en esta l��nea. Este m�etodo

plantea dos problemas:

� Requiere una gran cantidad de memoria y tiempo de c�alculo.

� Es dif��cil tener en cuenta correctamente el operador especular perfecto, ya que

la correspondiente BRDF est�a basada en una funci�on delta, de forma que la

proyecci�on del operador de transporte produce un operador discreto con una

gran cantidad de error.

2.4.3 M�etodos de dos pasadas para entornos no difusos.

Los m�etodos de dos pasadas se usan para tratar de solventar los problemas de

los m�etodos descrito en un apartado anterior. Estos m�etodos est�an basados en la

separaci�on del operador general T en la adici�on de otros dos:

T = T

1

+ T

2

(2.9)
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El uso de los sub��ndices 1 y 2 se debe al hecho de que T

1

se trata en la primera

pasada, mientras que en la segunda pasada se tiene en cuenta T

2

. Con el �n de

mostrar la validez del m�etodo, introducimos la siguiente propiedad que cumple esta

descomposici�on de T La propiedad es:

T

+

= T

+

2

(T

1

T

+

2

)

+

= T

+

2

U

+

(2.10)

donde U = T

1

T

+

2

Con esto, vemos que es posible calcular una aproximaci�on a

U

+

L

e

usando m�etodos de proyecci�on, y despu�es obtener la imagen mediante un

algoritmo parecido al trazado de rayos. Esto puede expresarse con el siguiente

algoritmo de dos pasadas:

(1) L

0

= (P

B

U)

+

L

e

(2) I = P

W

T

+

2

L

0

(2.11)

Usualmente, el operador D (difuso) se encuentra incluido en T

1

, y el operador S

(especular perfecto) se incluye en T

2

.

El paso (1) es igual al primer paso de los m�etodos de elementos �nitos ya

introducidos, excepto por los coe�cientes de P

B

U , que han sido llamados factores

de forma extendidos, ya que tambi�en tienen en cuenta el t�ermino T

+

2

que aparece

en U . La funci�on L

0

tiene en cuenta todos los posibles caminos de part��culas que

acaban en una re
exi�on correspondiente al operador T

1

. El paso (2) es formalmente

equivalente a un m�etodo de ray-tracing (o una m�etodo de path-tracing de Monte-

Carlo), excepto por el uso de L

0

en lugar de L

e

como funci�on fuente. Esta segunda

pasada simula los caminos de part��culas que comienzan despu�es de una re
exi�on

tipo T

1

, despu�es pasan por un numero arbitrario de re
exiones tipo T

2

y acaban en

el observador. Se dice que estos m�etodos son una combinaci�on de radiosidad (por

la primera pasada) y ray-tracing (por la segunda pasada)

Hay dos opciones para la descomposici�on de T en T

1

y T

2

seg�un cual de estos

dos operadores incluye el t�ermino difuso-especular (G)

� T

1

= D y T

2

= G + S

En este caso a L

0

(el resultado de la primera pasada) se le llama emisi�on

difusa. Es necesario recurrir a un trazado de rayos estoc�astico en la segunda

pasada, con el �n de tratar apropiadamente la presencia del operador G en

T

2

.

� T

1

= D + G y T

2

= S

Aqu�� L

0

depende de la direcci�on. Consecuentemente la primera pasada es

m�as complicada mientras que la segunda es un m�etodo de trazado de rayos

sencillos que solo tiene en cuenta re
exiones especulares.

Para resolver el sistema de ecuaciones en la primera pasada, es frecuente usar un

m�etodo progresivo. En cada paso, la energ��a del �area fuente debe ser distribuida

a trav�es de cero o m�as re
exiones especulares hasta que se llega a una re
exi�on

difusa. Hay dos opciones para realizar esto:

� Se puede usar trozos virtuales, que son duplicados especulares del trozo emisor

en cada espejo. El factor de forma desde estos trozos virtuales se debe a~nadir

al original.
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Referencia T

1

T

2

Funciones base Fact.Form. Extendidos

[Wallace87] D S + G Constant Trozos virtuales

[Sillion89] D S + G Constant ray-casting recursivo

[Sillion91] D +G S Arm�onicos Esf�ericos Trozos virtuales

Tabla 2.3: M�etodos de dos pasadas para entornos no difusos.

� Usar trazador de rayos recursivo en el caso de que un trozo emisor "ve" un

trozo especular perfecto.

La tabla 2.3 resume los trabajos que exponen estos m�etodos

2.4.4 M�etodos de Importancia y Multiresoluci�on.

El orden de complejidad para todos los anteriores m�etodos de elementos �nitos es

al menos de O(n

2

) donde n es el n�umero de funciones base del conjunto B. Al

aumentar este n�umero, tambi�en lo hace la calidad de la aproximaci�on. Sin embargo,

la complejidad crece cuadr�aticamente. En aplicaciones pr�acticas, el n�umero de

funciones base (trozos) requeridos para obtener una calidad razonable es tan grande

que dichos m�etodos se vuelven impracticables. La complejidad viene principalmente

del c�alculo de los coe�cientes del operador proyectado.

Una opci�on para resolver esto en el contexto de los m�etodos de elementos

�nitos es el uso de conjuntos jer�arquicos de funciones base o bases tipo Wavelet.

Estas t�ecnicas proporcionan una complejidad menor para �el calculo del operador

proyectado o la soluci�on del sistema de ecuaciones. Dichas t�ecnicas se han usado en

otros campos de la Inform�atica Gr�a�ca y la Visi�on por Ordenador, como es el an�alisis

y compresi�on de im�agenes, el dise~no de curvas y super�cies, el almacenamiento y

procesamiento de texturas, el modelado de s�olidos, etc...

2.4.5 Proyecci�on en bases Wavelet.

Como se describe en [Mallat89], un An�alisis Multiresoluci�on (MRA) es un conjunto

de espacios vectoriales fV

i

; i 2 Ng tal que V

i

� V

i+1

y quet V

i

� L

2

(D). En

otras palabras, cada V

i

es un conjunto de funciones cuyo cuadrado es integrable en

el dominio D. Llamemos S

i

a cualquier base ortonormal de V

i

. La de�nici�on de un

MRA incluye restricciones adicionales que aseguran que la proyeci�on de f sobre S

i

converge a f cuando i tiende a in�nito. Cada S

i

es una base �nita que sirve para

aproximar cualquier funci�on con una resoluci�on creciente con i.

Ya que V

i

� V

i+1

podemos considerar el espacio vectorial complementario a

V

i

en V

i+1

. Lo llamaremos U

i

. Si se suman funciones de V

i

con funciones de U

i

,

obtenemos funciones en V

i+1

. Podemos establecer, por tanto, que las funciones de

U

i

representan las diferencias entre las funciones de V

i

y aquellas de V

i+1

. Llamemos

ahora D

i

a cualquier base ortonormal de U

i

. Cada elemento de S

i

es ortonormal a

cualquier elemento de D

i

, y S

i

[D

i

es tambi�en una base de V

i+1

. Las funciones
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en S

i

se llaman funciones de escalado (del ingl�es scaling functions), y aquellas de

D

i

se llaman funciones de detalle.

Podemos entonces construir una base H

n

de V

n

uniendo las funciones de escala

al m�as alto nivel con las funciones de detalle de sucesivos niveles, como sigue:

H

n

= S

0

n

[

i=0

D

i

Cuando se proyecta una funci�on cualquiera f contraH

n

, obtenemos una proyecci�on

muy simple de f (su proyecci�on contra S

0

) m�as las sucesivas diferencias con proyec-

ciones m�as detalladas (los coe�cientes de las proyecciones contra las funciones de

detalle D

i

), hasta una resoluci�on m�axima n. En el caso de que la proyecci�on de

f sea buena a una resoluci�on cualquiera m, los coe�cientes (diferencias) de las

proyecciones contra las siguientes funciones de detalles son muy peque~nos.

Para cualquier operador dado T , el correspondiente operador discreto

1

P

n

T

se representa mediante una matriz de coe�cientes. Si se �jan a cero todas las

entradas de dicha matriz cuyo valor est�e por debajo de un valor l��mite previamente

establecido, entonces se obtiene una matriz dispersa (muchas entradas a cero)

[Beylkin91, Alpert93], tal que las operaciones con esa matriz se realizan con una

complejidad lineal con el n�umero de funciones base.

Los m�etodos jer�arquicos usan esta propiedad, mediante el c�alculo de operadores

proyectados contra una base jer�arquica, de forma que se evita el c�alculo de los

coe�cientes que est�en por debajo de cierto valor, y se logra alcanzar la complejidad

lineal en lugar de cuadr�atica.

2.4.6 Familias de wavelets.

La base wavelet m�as simple usada en Iluminaci�on Global es la base Haar. Por

simplicidad, asumimos que el dominio de los wavelets es el intervalo unidad, D =

[0; 1]. El conjunto S

i

tiene 2

i

elementos (funciones base), que pueden de�nirse

como:

S

i

= f�

ij

(x) = 2

i=2

�

00

(2

i

x� j) j j = 0; : : : ; 2

i

� 1g

donde �

00

(x) es 1 cuando x 2 [0; 1] y 0 en otro caso. Cada funci�on es una

versi�on trasladada y escalada de �

00

. Estas bases wavelets son f�aciles de tratar.

Desafortunadamente, los espacios V

i

solamente incluyen funciones constantes a

trozos y por tanto discontinuas. Con el �n de solventar esta limitaci�on, las bases

Haar pueden generalizarse de dos formas:

� En lugar de que S

0

est�e formado por una �unica funci�on base, se puede incluir

un conjunto de funciones polinomiales ortogonales, que forman una base de

los polinomios de orden menor que k en el intervalo unidad. De esta forma V

i

incluir��a funciones discontinuas polinomiales a trozos. Esta clase de wavelets

se llaman Multiwavelets de orden k, y se describen en [Alpert93].

1

En adelante, y para simpli�car la notaci�on, usaremos P

n

para signi�car el operador de

proyecci�on contra la base H

n
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� Otra posibilidad es usar tambi�en polinomios de orden k, pero, en este caso,

asegur�andonos tambi�en de que son continuos y k veces diferenciables en el

intervalo unidad. Esto puede lograrse usando funciones base B-Spline de grado

k. A estos se les llama Wavelets Spline, y son continuos y diferenciables.

Desgraciadamente, no son ortonormales sino semiortonormales.

2.4.7 Re�namiento por brillo e importancia y m�etodos

jer�arquicos.

En teor��a hay un �unico conjunto de funciones de escala al m�as alto nivel, es decir un

�unico conjunto S

0

. Pero en la pr�actica cada super�cie de cada objeto del entorno

implica un conjunto distinto de bases S

0

. Si hay n objetos, la complejidad es

cuadr�atica con el n�umero de objetos. A�un usando funciones base jer�arquicas, el

orden de complejidad puede ser demasiado alto ya que el numero de objetos puede

ser tambi�en grande. Una soluci�on es el uso de re�namiento de brillo e importancia.

En este contexto, la importancia es la funci�on f = (T

�

)

+

W

e

(donde W

e

=

P

i

W

ei

), que proporciona para cada rayo r la fracci�on de radiancia de r que al-

canza al observador (despu�es de un n�umero arbitrario de re
exiones). Como esta

de�nici�on incluye el operador (T

�

)

+

, el c�alculo de la funci�on de importancia es tan

complejo como el c�alculo de la radiancia. Sin embargo, esta funci�on proporciona

una valor que indica la contribuci�on del error cometido en cada rayo al error en la

imagen. Recu�erdese que los m�etodos jer�arquicos est�an basados en descartar en-

tradas inferiores a un valor m��nimo. Por tanto, si se multiplica los coe�cientes por

la importancia, estos valores se reducen y es posible descartar m�as coe�cientes, y

por tanto los c�alculos pueden acelerarse m�as.

El re�namiento por brillo e importancia (en adelante, re�namiento BI) se basa

en el c�alculo simult�aneo de brillo e importancias. Esto se hace usando iteraci�on

de Jacobi en sucesivas aproximaciones de ambas funciones. A cada paso el valor

m��nimo para descartar coe�cientes se disminuye, con lo cual nuevos coe�cientes

son tenidos en cuenta (o, lo que es lo mismo, el transporte se simula a m�as baja

resoluci�on). Esta inclusi�on de nuevos coe�cientes (o enlaces), es adaptativo en el

sentido de que se realiza m�as esfuerzo en las zonas que m�as contribuyen al error en

la imagen.

De hecho, este m�etodo produce una funci�on discreta cuya resoluci�on es m�as

alta en las zonas m�as iluminadas (brillo) o con mayor contribuci�on a la imagen

(importancia). Esto se ha llamado una soluci�on con resoluci�on dependiente del

punto de vista.

Los m�etodos jer�arquicos se han usado para calcular radiosidad difusa (solo op-

erador D) y tambi�en para entornos difuso-especulares (operador G). En el �ultimo

caso, la radiancia puede de�nirse en el dominio de los pares de puntos-direcci�on

(PD) o bien en el dominio de los pares de puntos de las super�cies (PP). La tabla

2.4 muestra algunas contribuciones en esta l��nea:
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Referencia Oper. Bases re�n-BI. Dominio

[Hanrahan91] D Haar No P

[Smits92] D Haar Si P

[Gortler93] D Multiwavelets No P

[Aupperle93] D + G Haar Si PP

[Pattanaik94] D + G Haar No PP

[Christensen94] D + G Haar Si PD

[Schroeder94] D + G Multiwavelets Si PP

[Yu95] D B-Spline No P

Tabla 2.4: M�etodos jer�arquicos.

2.5 M�etodos Estoc�asticos o de Monte-Carlo.

Todos los m�etodos de esta secci�on est�an basados en el uso de cadenas de Markov

como la herramienta b�asica para resolver la ecuaci�on de Iluminaci�on Global. Incluso

cuando se usan cadenas de Markov es necesario recurrir a una base �nita para

almacenar la soluci�on aunque no se use ning�un operador de proyecci�on.

2.5.1 Path-tracing o Monte-Carlo desde el observador.

Estos m�etodos pueden verse como una extensi�on del trazado de rayos, o bien

como una instancia de los m�etodos MC (Monte-Carlo) para ecuaciones integrales.

Sabemos que la intensidad l

i

del i-esimo pixel en la imagen se obtiene como

l

i

== hW

ei

j T

+

L

e

i. El m�etodo procede secuencialmente pixel a pixel, y cal-

cula una aproximaci�on (bajo una varianza dada) de su intensidad. Este valor se

obtiene mediante una evaluaci�on de (1.82) para un conjunto dado de cadenas de

puntos o caminos. Una elecci�on com�un para las funciones p

0

y p es la siguiente:

p

0

(r) = W

ei

(r) (2.12)

p(r; s) = K(r; s) (2.13)

p(r; a) = 1�

Z

D

K(r;x)dx (2.14)

El primer rayo (para el pixel i-�esimo) se selecciona con una pdf proporcional a

W

ei

. A partir de aqu��, todos los dem�as de ese camino se crea a partir del anterior

usando una P proporcional a K como funci�on de probabilidad condicional para las

transiciones. La probabilidad de absorci�on (esto es, la probabilidad de alcanzar el

estado a) se hace igual a la fracci�on de energ��a absorbida. En estas condiciones, la

expresi�on (1.82) se convierte en:

V (c) =

k

X

i=0

L

e

(c

i

)



Carlos Ure~na 65

donde k es el ultimo estado de c antes de la absorci�on, esto es, c

j

= a 8j > k.

Existen otras opciones para �jar la probabilidad de absorci�on, tales como la t�ecnica

llamada ruleta rusa [Arvo90].

Con el objetivo de reducir la varianza, a veces se usan otras t�ecnicas. Una de

estas es el muestreo directo de las fuentes de luz, que es un algoritmo basado en la

siguiente formulaci�on:

I = P

W

T

+

L

e

= P

W

(T

+

T + I) L

e

= P

W

T

+

(T L

e

) + P

W

L

e

Aqu�� se puede ver como es posible usar T L

e

en lugar de L

e

como el t�ermino

fuente, siempre que se a~nada el t�ermino P

W

L

e

(luz de las fuentes que alcanza

directamente al observador).

Aqu�� hemos usado la igualdad T

+

= I + T T

+

, que se ha establecido previa-

mente en la ecuaci�on (1.52). La evaluaci�on del t�ermino fuente T L

e

en cada punto

de impacto puede realizarse a su vez mediante t�ecnicas de MC (lo que se llama

muestreo de las fuentes de luz). El t�ermino P

W

L

e

se puede a~nadir sumando la

radiancia emitida en el primer impacto de cada camino. Esta t�ecnica reduce la var-

ianza ya que la funci�on L

e

suele ser cero en la mayor��a de los puntos de la escena,

con zonas distintas de cero aisladas en las fuentes de luz. Esto implica una alta

varianza ya que los caminos dif��cilmente alcanzan las fuentes. Por otra parte, la

funci�on T L

e

(luz re
ejada de la que proviene directamente de las fuentes) es una

funci�on m�as suave y distinta de cero en m�as puntos, lo cual implica menor varianza

(una comparaci�on de estas opciones puede encontrarse en [Shirley92]).

Existen otras opciones para la funci�on de transici�on p. Cuando las fuentes de luz

no iluminan directamente la escena, si no que lo hacen indirectamente, el m�etodo

puede mostrar una alta varianza incluso con el muestro directo de las fuentes. Esto

se debe al hecho de que en estas condiciones, incluso la funci�on T L

e

muestra picos

aislados. Para solventar este problema se puede usar una p tal que las cadenas se

construyen usando dos subcadenas, una que se comienza desde el observador (la

pdf para el primer rayo es proporcional aW

ei

) y otra que comienza en las fuentes de

luz (la pdf para el primer rayo es proporcional a L

e

). A esto se le llama path-tracing

bidireccional, pues las cadenas se construyen en las dos direcciones.

La longitud de la cadena uni�on de las dos subcadenas debe ser establecida

a priori, con lo cual las cadenas de distintas longitudes deben de muestrearse

expl��citamente. Esto implica que se puede calcular un n�umero �nito de iteraciones

del operador. Por lo tanto se simula el operador T

(k)

en lugar de T

+

, para alguna

longitud m�axima de las cadenas k. Formalmente esta formulaci�on se basa en las

propiedades del operador adjunto, ya que:

l

t

=

D

T

(k)

L

e

jW

et

E

(2.15)

=

k

X

n=0

D

T

(n)

L

e

jW

et

E

(2.16)
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Referencia PDF Coherencia Sel.Optima

[Cook84] unidireccional No No

[Kajiya86] unidireccional No No

[Ward88] unidireccional Si No

[Veach94] bidireccional No No

[Lafortune94] bidireccional No No

[Veach95] bidireccional No Si

Tabla 2.5: Trazado de caminos desde el observador.

=

k

X

n=0

X

i+j=n

w

ij

D

T

(i)

L

e

j (T

�

)

(j)

W

et

E

(2.17)

donde w

ij

es un conjunto de pesos tal que

P

i+j=n

w

ij

= 1 para todos los n � 0.

Estos pesos pueden seleccionarse arbitrariamente, aunque en [Veach95] se describe

un m�etodo para la selecci�on optima de los mismos (en el sentido de reducir la

varianza).

Como se ha explicado, todos estos m�etodos proceden pixel a pixel independi-

entemente, y no usan la posible coherencia presente en la funci�on L. En el caso

de que esta funci�on no presente variaciones muy altas en una zona, es posible usar

una estimaci�on de su valor en unos puntos para predecir dicho valor en otros pun-

tos. Esto se puede aprovechar guardando dichas muestras y reus�andolas cuando sea

necesario.

La tabla 2.5 muestra algunos trabajos publicados en esta l��nea.

2.5.2 M�etodos de fotosimulaci�on o seguimiento de part��culas.

Este m�etodo ha sido llamado de varias formas, por ejemplo Photon-tracking (seguimiento

de fotones), MC path tracing from the light sources (trazado de caminos desde las

fuentes de luz), o shooting random walk (paseo aleatorio de disparo), o backward

ray-tracing (trazado de rayos inverso o hacia atr�as).

El presente m�etodo tambi�en esta basado en cadenas de Markov. De hecho se

usan los mismos principios que los m�etodos previos, excepto que en este caso se

recurre a la formulaci�on adjunta, y por tanto se encuentra involucrado el operador

adjunto. (T

�

en lugar de T ). Podemos calcular la funci�on L

0

= P

B

T

+

L

0

(para

cualquier base B) como un conjunto de coe�cientes l

i

usando lo siguiente

l

i

=




b

i

j T

+

L

e

�

=




L

e

j (T

�

)

+

b

i

�

As�� que el c�alculo de estos coe�cientes puede verse como una instancia de (1.84)

donde g = L

e

y h

i

= b

i

. En este contexto, la selecci�on de p

0

y p se hace usualmente

como sigue:

p

0

(r) =

L

e

(r)

�

(2.18)
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p(r; s) = K(r; s) (2.19)

p(a; s) = 1�

Z

D

K(x; s)dx (2.20)

donde � se introduce para normalizar p, esto es, � =

R

D

L

e

(r)d�(r), la energ��a

total emitida en el entorno. En el caso de usar funciones base constantes disjuntas,

tal y como se de�nen en (2.3), los valores de b

i

son bien 1=jA

i

j o cero, y el c�alculo

de la sumatoria sobre el conjunto de funciones base no es necesario. En lugar de

esto, simplemente hay que realizar una b�usqueda del trozo que contiene el punto

de impacto. Si llamamos n

i

al n�umero de impactos en el trozo n�umero i para un

total de m cadenas, entonces (1.84) se simpli�ca:

l

i

�

�n

i

mA

i

Se puede dar una interpretaci�on f��sica de este m�etodo. Cada cadena se puede ver

como un fot�on o part��cula. Dicho fot�on nace en un estado o rayo r con probabilidad

proporcional a L

e

(r). A partir de aqu��, la probabilidad de pasar de un estado s a otro

r es proporcional a K(r; s). Finalmente, el fot�on alcanza el estado de absorci�on a

partir de otro estado con una probabilidad igual a la fracci�on de radiancia en el �ultimo

estado que es absorbida por las super�cies. Cada fot�on transporta una energ��a igual

a �=m que se deposita en cada trozo de las super�cies que es alcanzado. La divisi�on

por jA

i

j se utiliza para convertir energ��a total en energ��a por unidad de �area. Por lo

tanto, la �ultima ecuaci�on puede verse simplemente como un cuenteo de la energ��a

de los fotones que llegan al trozo. Las primeras descripciones de este m�etodo se

realizaron en este contexto [Spanier69, Kalos86], y por lo tanto puede llamarse

fotosimulaci�on.

En lugar de esta selecci�on b�asica, podemos usar una funci�on p basada en im-

portancia, de forma que una densidad de impactos m�as alta se obtiene en las zonas

de las super�cies que m�as contribuyen a la imagen. Hay varias opciones para lograr

esto. A modo de ejemplo, se puede ver el trabajo de Pattanaik [Pattanaik93].

Una vez que la funci�on L

0

ha sido obtenida, es a�un necesario proyectarla sobre

alg�un observador para obtener una imagen. Este �ultimo paso se realiza usando un

m�etodo de proyecci�on, como los que se detallan en la secci�on 2.4. Si el operador T

incluye alg�un t�ermino especular perfecto, entonces L

0

no podr��a capturar los detalles

de la soluci�on exacta L. Esto se puede resolver mediante m�etodos de dos pasadas,

como se describe en la secci�on 2.4.3. Si T = T

1

+ T

2

entonces el proceso es como

sigue:

L

0

= P

B

U

+

L

e

I = P

W

T

+

2

L

0

donde U = T

1

T

+

2

. De nuevo, el trazado de rayos simple se usa para lograr este

paso.

Finalmente existe un m�etodo de fotosimulaci�on en una sola pasada para en-

tornos sin re
exiones especulares perfectas. En este caso la imagen I se obtiene
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Referencia Operador Imp. Sol.Direct

[Arvo86] S

+

DS

+

No No

[Heckbert90] S

+

DS

+

Si No

[Pattanaik92] (S +D + G)

+

No No

[Pattanaik93] (S +D + G)

+

Si No

[Dutre94] (D + G)

+

Si Si

Tabla 2.6: Path-tracing desde las fuentes de luz

directamente sin pasar por una L

0

intermedia. Puede verse como el m�etodo ad-

junto al muestreo directo de las fuentes de luz en Path-tracing. En lugar de usar

fotosimulaci�on para obtener una proyecci�on con respecto a una base B y despu�es

proyectar esta aproximaci�on contra el observador W, es posible proyectar directa-

mente contra la base W. Por lo tanto, la imagen se obtiene directamente como el

resultado del proceso de simulaci�on. Para cada estado r del fot�on se calcula cual es

el pixel i tal que T

�

W

ei

(r) es distinto de cero (es decir, el pixel donde se proyecta

el siguiente punto de impacto), y se a~nade la energ��a re
ejada del fot�on hacia el

pixel al estimador asociado al pixel.

La tabla 2.6 incluye varios art��culos que describen esta clase de m�etodos. La

columna encabezada con Sol.Direct indica si el m�etodo anterior se usa o no.

2.6 Conclusiones.

En este segundo cap��tulo se presenta una formalizaci�on del problema de la Ilu-

minaci�on Global, introduciendo el concepto de observador como un conjunto de

funciones que miden la radiancia en determinadas partes de la escena. Asimismo

se introduce el concepto de imagen como la funci�on que se obtiene al proyectar la

funci�on de radiancias en la base inducida por el observador.

Combinando este concepto con los introducidos en el cap��tulo anterior, obten-

emos una imagen como el resultado de aplicar un operador lineal sobre la funci�on

de radiancia emitida.

Esta formulaci�on representa una formalizaci�on del problema de Iluminaci�on

Global que ayuda a comprender y comparar mutuamente los algoritmos de Ilu-

minaci�on Global presentados en un amplio conjunto de art��culos. Dichos art��culos

se presentan de forma tabular, de manera que se ponen de mani�esto las diferencias

y semejanzas entre ellos.



Cap��tulo 3

La Varianza de los M�etodos

de Monte-Carlo.

3.1 Introducci�on.

En este cap��tulo, se estudia a fondo la naturaleza de la varianza de los m�etodos de

Monte-Carlo basados en Cadenas de Markov. Para ello, de�nimos una funci�on de

medida de probabilidad en el espacio de todas las cadenas posibles. Esta medida

dicta la probabilidad de seleccionar una cadena cualquiera. Usando dicha medida se

construye la variable aleatoria que es muestreada en los m�etodos de path-tracing.

Obtenemos a continuaci�on la media y la varianza de dicha variable. Con esto se

demuestra que el m�etodo no presenta sesgo, y conocemos su varianza. Vemos

que, al igual que la funci�on soluci�on, la varianza cumple una ecuaci�on integral de

Fredholm segundo orden. Esto se puede usar para caracterizar la varianza de algunos

algoritmos de Monte-Carlo.

Un procedimiento similar al anterior se usa para analizar la varianza del path-

tracing con muestreo directo de las fuentes de luz.

3.2 La Varianza del Path-Tracing

En esta secci�on consideramos el path-tracing simple (o la fotosimulaci�on, si consider-

amos la ecuaci�on adjunta). Como se ha establecido antes, de�niremos formalmente

una variable aleatoria. Dicha variable estar�a compuesta de una funci�on de medida

de probabilidad en el espacio de las cadenas, y de una funci�on de valores reales sobre

dicho espacio. La expresi�on de la varianza que se obtiene coincide con la que aparece

en [Mikhailov92], aunque en dicha obra no se incluye la demostraci�on. Dicha de-

mostraci�on fue derivada independientemente por los autores, antes de conocer la

citada referencia.

El primer estudio de la varianza de los m�etodos de Monte-Carlo en el contexto

de la Inform�atica Gr�a�ca aparece en [Shirley91]. En este caso se analiza el proceso

69
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de fotosimulaci�on para entornos difusos, en el cual las part��culas solo contribuyen

en el �ultimo impacto. Aqu�� se dan cotas de la varianza que permiten establecer

que el tiempo de c�alculo tiene una complejidad lineal con el n�umero de trozos de la

escena, bajo ciertas condiciones sobre el tama~no relativo de dichos trozos.

Un estudio m�as amplio del caso difuso aparece en [Sbert97]. Aqu�� se proporciona

la varianza para trazado de part��culas y para path-tracing, tanto para estimadores

con contribuci�on en el �ultimo impacto como para aquellos con contribuci�on en todos

los impactos. En este caso, tambi�en se pueden establecer cotas que implican com-

plejidad lineal en el tiempo en todos los casos. Sin embargo, el estudio se restringe

a un tipo especial de path-tracing en el cual el punto de salida despu�es de cada

impacto esta distribuido aleatoriamente en el trozo que contiene el punto impacto.

Con esto, se obtiene una soluci�on estoc�astica a la ecuaci�on integral discretizada en

lugar de la soluci�on a la ecuaci�on continua. Sin embargo, dichas soluciones pueden

extenderse al caso continuo como se describe brevemente en [Sbert97b].

En los trabajos citados anteriormente no se aborda el problema de re
ectores no

difusos ni de probabilidades de transici�on arbitrarias. En este capitulo trataremos

el problema de la forma m�as general posible, es decir, usando probabilidades de

transici�on arbitrarias en entornos de comportamiento re
ectivo tambi�en arbitrario.

En realidad, se calcula la varianza para una ecuaci�on general, y luego el resultado

se puede instanciar para un n�umero de problemas concretos en Iluminaci�on Global

que se pueden resolver usando muestreo de Cadenas de Markov

3.2.1 Densidad de Cadenas

La medida de probabilidad para cadenas.

Consideremos el conjunto D

0

= D [ fag, donde a es un estado especial llamado el

estado de absorci�on, con a =2 D. Recordemos que D es el dominio donde se realiza

la integraci�on que aparece en la ecuaci�on (1.27).

Las integrales enD pueden extenderse a integrales enD

0

extendiendo la de�nici�on

de la funci�on de medida m usada en (1.27) a una nueva medida m

0

de�nida en D

0

.

Para cualquier conjunto A � D

0

, m

0

se de�ne como

m

0

(A) =

�

m(A) si a =2 A

m(A� fag) + 1 si a 2 A

la de�nici�on previa implica que m

0

(fag) = 1, la medida del estado de absorci�on

es siempre 1, independientemente de la medida del resto de elementos en D. Esta

de�nici�on implica que para cualquier funci�on f de�nida en D

0

(cuya restricci�on a

D sea integrable bajo m) se cumple que

Z

D

0

f(x) dm

0

(x) = f(a) +

Z

D

f(x) dm(x)

Es f�acil comprobar que m

0

es una funci�on de medida v�alida.
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La funci�on de transici�on.

Usando la medida anterior podemos de�nir una funci�on de probabilidad de transici�on

como una funci�on p de�nida en D

0

�D

0

, con las siguientes propiedades, que deben

cumplirse para todos los r; s pertenecientes a D

0

1 =

Z

D

0

p(r; t) dm

0

(t) (3.1)

1 = p(a; a) (3.2)

k(r; s) > 0 ! p(r; s) > 0 (3.3)

p(r; a) > 0 (3.4)

El valor p(r; s) es probabilidad condicional, en una cadena cualquiera de estados de

D

0

, de que el siguiente estado sea s, suponiendo que el anterior es r.

La igualdad (3.1) asegura que p esta normalizada y puede usarse como medida

de probabilidad. La igualdad (3.2) asegura que todas las transiciones desde el

estado de absorci�on van de nuevo al estado de absorci�on. La implicaci�on (3.3)

asegura que todos los estados s que contribuyen a la funci�on objetivo en r (es decir,

todos los estados s tales que k(r; s) > 0), tienen una oportunidad no nula de ser

seleccionados despu�es de r. Finalmente, la condici�on (3.4) asegura que toda cadena

alcanzar�a el estado de absorci�on con una probabilidad que converge a uno cuantas

mas transiciones ocurren. Esto, a su vez, implica que es imposible encontrar una

cadena con un n�umero in�nito de estados de estados que no alcance el estado de

absorci�on.

Una medida de probabilidad para Cadenas de Markov.

De�namos C como el conjunto de todas las posibles listas in�nitas de elementos

en D

0

. Formalmente, C se de�ne como la soluci�on m�as peque~na (en el sentido de

inclusi�on de conjuntos) a la siguiente ecuaci�on de conjuntos

C = D

0

� C

Consideremos ahora cualquier cadena c 2 C con c = fc

0

; c

1

; c

2

; : : :g y un elemento

x 2 D

0

. Obviamente, por la ecuaci�on que de�ne C, se cumple que (x; c) 2 C.

En adelante escribiremos simplemente xc para signi�car (x; c), esto es, xc es la

cadena in�nita que se obtiene anteponiendo x al principio de c. Por lo tanto,

xc = fx; c

0

; c

1

; : : :g. En la �gura 3.1 se puede ver un ejemplo de una cadena en un

entorno. N�otese que el primer elemento r de esta cadena es un rayo que apunta al

observador.

Una vez que C ha sido de�nido, abordaremos la de�nici�on de una funci�on de

medida de probabilidad en el dominio C. Dicha medida se llamar�a U

r

, y depende

tanto de la funci�on p como de un elemento r de D

0

. Dicho elemento se pone

como sub��ndice del nombre para hacer expl��cita la dependencia. La medida de

probabilidadU

r

puede usarse para realizar integrales en C, en el sentido de Lebesgue.

La de�nici�on de la medida viene dada por las dos siguientes restricciones

dU

r

(sc)

dm

0

(s) dU

s

(c)

= p(r; s) ^ U

r

(C) = 1 (3.5)
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Figura 3.1: Ejemplo de una cadena de rayos.

Podemos ver el valor (diferencial) dU

r

(c) como la probabilidad de que una cadena

pase por los estados de c despu�es justo de haber pasado por r. De la anteriores

restricciones deducimos que dU

r

(sc) = p(r; s)dm

0

(s)dU

s

(c) por lo tanto, se ve

que dU

r

(sc) es igual a la probabilidad de transici�on de r a s multiplicada por la

probabilidad de que, una vez visitado s, se pasen por los estados de c. La condici�on

U

r

(C) = 1 se introduce para asegurar la unicidad

1

de U

r

y tambi�en para que sea

una medida de probabilidad correctamente normalizada.

3.2.2 Una variable aleatoria sobre Cadenas de Markov

Una vez que tenemos la medida de probabilidad U

r

, podemos de�nir variables

aleatorias en C, referidas a dicha medida. De�niremos una variable aleatoria de

nombre X

r

cuyo dominio es C. La r en el sub��ndice nota de nuevo un elemento en

D

0

, del cual depende la variable. La de�nici�on es como sigue:

X

r

(sc) = g(r) +

k(r; s)

p(r; s)

X

s

(c) (3.6)

Las funciones g y k que aparecen aqu�� son las mismas que intervienen en la ecuaci�on

(1.27), la ecuaci�on general de segundo orden. Necesitamos extender la de�nici�on de

estas funciones para tener en cuenta el estado de absorci�on. Por de�nici�on, hacemos

g(a) = 0 y k(a; a) = k(a; r) = k(r; a) = 0, para cualquier r en D. El valor medio

de la variable aleatoria X

r

con respecto a la medida de probabilidad U

r

es:

E(X

r

) =

Z

C

X

r

(c) dU

r

(c) = f(r)

donde f es la funci�on soluci�on de (1:27). Este es un resultado importante, puesto

que permite usar m�etodos de Monte-Carlo para obtener estimaciones del valor de

f para un elemento r. Esta clase de estimadores han sido ampliamente usados en

problemas de transporte de neutrones y en Inform�atica Gr�a�ca.

1

si no se introdujese esta condici�on, entonces si U

r

cumple la ecuaci�on diferencial, kU

r

tambi�en la cumplir��a, para cualquier k real no nulo, y por tanto habr��a in�nitas soluciones.
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Con el objetivo de demostrar lo anterior (y posteriormente analizar la varianza)

de�nimos el conjunto de funciones E

n

con n � 1 como:

E

n

(r) = E(X

n

r

)

vemos que cada E

n

es una funci�on de valor real de�nida en el dominioD

0

, que equiv-

ale al momento n-�esimo de la variable aleatoria X

r

. Nosotros estamos interesados

especialmente en la funciones E

1

(la media) y en E

2

(la media de los cuadrados,

que interviene en la varianza). Con respecto a la media, puede obtenerse como

sigue:

E

1

(r) = E(X

r

)

=

Z

C

X

r

(sc) dU

r

(sc)

=

Z

C

�

g(r) +

k(r; s)

p(r; s)

X

s

(c)

�

dU

r

(sc)

=

Z

C

g(r) dU

r

(sc) +

Z

C

k(r; s)

p(r; s)

X

s

(c) dU

r

(sc)

= g(r)

Z

C

dU

r

(sc) +

Z

D

0

�C

k(r; s)X

s

(c) dm

0

(s) dU

s

(c)

= g(r) +

Z

D

0

k(r; s)

�

Z

C

X

s

(c) dU

s

(c)

�

dm

0

(s)

= g(r) +

Z

D

0

k(r; s)E

1

(s) dm

0

(s) (3.7)

La integraci�on que se lleva a cabo en la ecuaci�on (3.7) puede limitarse a D en lugar

de D

0

, ya que k(r; a) = 0. Ahora, reescribimos (3.7):

E

1

(r) = g(r) +

Z

D

k(r; s)E

1

(s) dm(s) (3.8)

Obs�ervese que la ecuaci�on de arriba tiene la misma forma que (1.27). Como esta

�ultima tiene un �unica soluci�on, entonces, necesariamente se cumple que E

1

= f .

Por lo tanto, para todos los puntos r, tenemos que E(X

r

) = f(r) lo cual demuestra

que el m�etodo de muestreo usado no presenta sesgo.

3.2.3 An�alisis de la varianza

Aunque la variable aleatoria introducida proporciona estimaciones no sesgadas de

la funci�on desconocida f , este estimador puede llegar a ser impracticable debido a

una alta varianza. En esta secci�on analizamos la varianza de la variable aleatoria

X

r

. Su expresi�on es la siguiente:

V ar(X

r

) =

Z

C

[X

r

(c)�E(X

r

)]

2

dU

r

(c)

= E(X

2

r

)�E

2

(X

r

)

= E

2

(r) � f

2

(r) (3.9)
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De�nimos expl��citamente la funci�on V (r) = V ar(X

r

). Tambi�en usaremos un op-

erador integral lineal U , de�nido como sigue:

UF (r) =

Z

D

0

k

2

(r; s)

p(r; s)

F (s) dm

0

(s) (3.10)

En lo que sigue, probaremos que la funci�on V puede obtenerse como la soluci�on de

una ecuaci�on integral de segundo orden que involucra al operador U . Para lograr

esto, desarrollamos la expresi�on de E

2

(r):

E

2

(r)

= E(X

2

r

)

=

Z

C

X

2

r

(sc) dU

r

(sc)

=

Z

C

�

g(r) +

k(r; s)

p(r; s)

X

s

(c)

�

2

dU

r

(sc)

=

Z

C

�

g

2

(r) + 2g(r)

k(r; s)

p(r; s)

X

s

(c) +

k

2

(r; s)

p

2

(r; s)

X

2

s

(c)

�

dU

r

(sc) (3.11)

Si realizamos un estudio separado de los tres sumandos de la �ultima integral, obten-

emos, para el primero de ellos, lo siguiente:

Z

C

g

2

(r) dU

r

(sc) = g

2

(r)

Z

C

dU

r

(sc) (3.12)

= g

2

(r) (3.13)

Con respecto al segundo t�ermino de (3.11), podemos reescribirlo como sigue:

Z

C

2g(r)

k(r; s)

p(r; s)

X

s

(c) dU

r

(sc) = 2g(r)

Z

C

k(r; s)

p(r; s)

X

s

(c) dU

r

(sc) (3.14)

Usando las mismas sustituciones que convierten (3.7) en (3.7), encontramos que la

integral (3.14) puede convertirse en:

2 g(r)

Z

D

k(r; s) f(s) dm(s) = 2 g(r)Af(r) (3.15)

Ahora, expandimos el tercer t�ermino en (3.11):

Z

C

k

2

(r; s)

p

2

(r; s)

X

2

s

(c)dU

r

(sc) (3.16)

=

Z

D�C

k

2

(r; s)

p

2

(r; s)

X

2

s

(c) [p(r; s) dm(s) dU

s

(c)] (3.17)

=

Z

D

k

2

(r; s)

p(r; s)

�

Z

C

X

2

s

(c) dU

s

(c)

�

dm(s) (3.18)

=

Z

D

k

2

(r; s)

p(r; s)

E

2

(s) dm(s) (3.19)

= UE

2

(r) (3.20)
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Uniendo de nuevo los tres sumandos de (3.13), (3.15) y (3.20), podemos reescribir

(3.11) de una forma simpli�cada:

E

2

(r) = g

2

(r) + 2 g(r)Af(r) + UM(r)

si ponemos esta expresi�on de forma funcional, obtenemos:

E

2

= g

2

+ 2gAf + UE

2

(3.21)

= (g +Af)

2

� (Af)

2

+ UE

2

(3.22)

= f

2

� (Af)

2

+ UE

2

(3.23)

con este �ultimo resultado, se puede encontrar una ecuaci�on relacionada para V

V = E

2

� f

2

= UE

2

� (Af)

2

= U(V + f

2

)� (Af)

2

= Uf

2

� (Af)

2

+ UV

Aqu�� hemos usado la identidad Af = f � g. Ahora de�nimos la funci�on V

e

como

V

e

= Uf

2

� (Af)

2

(3.24)

y obtenemos la siguiente ecuaci�on integral cuya soluci�on es la funci�on de varianzas

V

V = V

e

+ UV

siguiendo los mismos razonamientos que se hicieron para la ecuaci�on integral (1.27),

la anterior ecuaci�on solo tendr�a soluci�on (esto es, la funci�on V tendr�a valores �nitos)

cuando jUj

1

< 1, ya que en otro caso la norma de la serie de funciones U

n

V

e

divergir��a al crecer n. Una condici�on necesaria y su�ciente para que jopU j

1

< 1 es

la siguiente

Z

D

k

2

(r; s)

p(r; s)

dm(s) < 1 (3.25)

en todos los puntos r del dominio D. Por tanto, la anterior debe considerarse como

una restricci�on adicional de la funci�on de transici�on p.

3.2.4 Probabilidad de transici�on proporcional al n�ucleo.

En la secci�on previa, se introdujo una expresi�on para la varianza cuando se usa una

funci�on de probabilidad de transici�on arbitraria, en un dominio arbitrario D. En

esta subsecci�on, aplicamos estos resultados al path-tracing, en el contexto de la

iluminaci�on global. La funci�on de probabilidad de transici�on m�as usual es propor-

cional a la funci�on K, en lo que se ha denomina usualmente como muestreo por

importancia (importance sampling). Por lo tanto, se cumple que p(r; s) = ck(r; s),

donde c es una constante. La opci�on mas simple es hacer c igual a 1. Entonces

p(r; s) = k(r; s) para todos los s en D, y obtenemos

Z

D

0

p(r; s) dm

0

(s) = p(r; a) +

Z

D

k(r; s) dm(s)
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La normalizaci�on de la funci�on p, como se establece en la igualdad (3.1) esta ase-

gurada ya que m

k

< 1, como se detall�o en el primer cap��tulo. Por lo tanto

Z

D

k(r; s) dm(s) � m

k

< 1

para todos los r y s en D. El valor p(r; a) esta determinado por la igualdad (3.1),

de la cual deducimos

p(r; a) = 1 �

Z

D

k(r; s) dm(s)

ahora, la funci�on p esta plenamente determinada. Es f�acil ver que esta p cumple las

restricciones (3.1) hasta (3.4), y adem�as tambi�en (3.25). Por lo tanto, para esta p

la varianza es �nita. Para obtener una expresi�on de V en este caso, desarrollamos

primero Uh para una funci�on arbitraria h

Uh =

Z

D

k

2

(r; s)

p(r; s)

h(s) dm(s)

=

Z

D

k(r; s)h(s) dm(s)

= Ah

y deducimos por lo tanto que los operadores U y A coinciden, y por lo tanto la

varianza es

V = V

e

+ AV (3.26)

donde

V

e

= Af

2

� (Af)

2

como sabemos que jAj

1

< 1, podemos por tanto escribir la ecuaci�on (3.26) de la

siguiente forma:

V = A

+

V

e

= A

+

(Af

2

� (Af)

2

) (3.27)

adem�as, usando (3.23) obtenemos que E

2

= (f

2

� (Af)

2

) + T E

2

y por lo tanto

E

2

= A

+

(f

2

� (Af)

2

) (3.28)

3.2.5 Estimaci�on de productos escalares o funcionales.

En la subsecci�on anterior, hemos obtenido la varianza involucrada en las estima-

ciones puntuales de la funci�on f . Sin embargo, lo mas usual en Iluminaci�on Global

es el c�alculo de productos escalares o funciones de dicha funci�on, esto es, el c�alculo

de hf j hi, donde f es la funci�on inc�ognita y h es una funci�on integrable arbitraria

en el dominio de D, tal y como se establece en el segundo cap��tulo. Esto puede

llevarse a cabo igualmente mediante m�etodos de Monte-Carlo.

Con el objetivo de formalizar el m�etodo, de�niremos una nueva variable aleatoria

X

h

cuya media es hf j hi, de la forma

X

h

(rc) =

h(r)

p

0

(r)

X

r

(c) (3.29)
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donde p

0

una funci�on de densidad de probabilidad con dominio en D, cumpliendo:

h(r) > 0 ) p

0

(r) > 0 (3.30)

Z

D

p

0

(r) dm(r) = 1 (3.31)

La funci�on p

0

induce una medida de probabilidad U

h

en C (el espacio de todas las

cadenas), que cumple

dU

h

(rc) = p

0

(r) dm(r) dU

r

(c) (3.32)

Ahora, expandimos el valor medio de X

h

con respecto a la medida de probabilidad

U

h

E(X

h

) =

Z

C

X

h

(rc) dU

h

(rc)

=

Z

C�D

h(r)X

r

(c) dm(r) dU

r

(c)

=

Z

D

h(r)

�

Z

C

X

r

(c) dU

r

(c)

�

dm(r)

=

Z

D

h(r)E(X

r

) dm(r)

=

Z

D

h(r)L(r) dm(r)

= hf j hi

As��, vemos que la variable aleatoria X

h

puede ser muestreada con el objetivo de

obtener estimaciones de hf j hi. L�ogicamente, la e�ciencia del m�etodo depende de

la varianza. Para obtener una expresi�on de V ar(X

h

), comenzamos expandiendo

E(X

2

h

)

E(X

2

h

) =

Z

D

X

2

h

(rc) dU

h

(rc)

=

Z

C�D

X

2

h

(rc) p

0

(r) dm(r) dU

r

(c)

=

Z

D

�

Z

C

X

2

r

(c) dU

r

(c)

�

h

2

(r)

p

0

(r)

dm(r)

=

Z

D

E(X

2

r

)

h

2

(r)

p

0

(r)

dm(r)

=




E

2

j h

2

=p

0

�

y, por lo tanto, la varianza es

V ar(X

h

) = E(X

2

h

) � E

2

(X

h

) (3.33)

=




E

2

j h

2

=p

0

�

� hf j hi

2

(3.34)
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El valor p

0

(r) indica la probabilidad de que escogamos una cadena que comience

en r. A partir de aqu��, las siguientes transiciones de la cadena est�an gobernadas

por p, la funci�on de probabilidad de transici�on.

Cuando esto es posible, lo m�as frecuente es seleccionar p

0

proporcional a h,

pues, a falta de m�as informaci�on a priori, esta es la selecci�on que produce menor

varianza. En este caso tenemos que p

0

= h=c donde c es una constante introducida

para normalizar, y por lo tanto c =

R

D

h(r)dm(r). Con este ejemplo concreto de

p

0

, la varianza de X

h

es

V ar(X

h

) = c hE

2

j hi � hf j hi

2

Si, adem�as de elegir este p

0

se usan probabilidades de transici�on proporcionales al

n�ucleo, como se ha explicado antes, entonces obtenemos

V ar(X

h

) = c

D

A(

+

f

2

� (Af)

2

) j h

E

� hf j hi

2

(3.35)

= c




f

2

� (Af)

2

j (A

�

)

+

h

�

� hf j hi

2

(3.36)

3.2.6 Una probabilidad de transici�on ideal con varianza

nula.

De lo expuesto en la secci�on anterior podemos deducir cuando la varianza de la

variable aleatoria X

r

es cero. Esto solo puede ocurrir si la funci�on V

e

es cero en

todos los puntos.

A partir de (3.24) obtenemos que V

e

= 0 si y solo si Uf

2

= (Af)

2

. Selec-

cionamos la siguiente funci�on de probabilidad de transici�on

p(r; s) =

(

K(r; s)

f(s)

Af(r)

si Af(r) > 0

0 si Af(r) = 0

(3.37)

es f�acil demostrar que el anterior ejemplo de p cumple las restricciones (3.1) hasta

(3.4). Con respecto a la varianza, podemos expandir el valor de Uf

2

:

Uf

2

(r) =

Z

D

K

2

(r; s)

p(r; s)

f

2

(s) ds

=

Z

D

K(r; s)Af(r) f(s) ds

= Af(r)

Z

D

K(r; s) f(s) ds

= (Af(r))

2

Como esper�abamos, hemos deducido que Uf

2

= (Af)

2

, y por tanto V

e

= 0 cuando

p se de�ne como en (3.37). Obviamente, no se pueden seleccionar cadenas con esta

p, ya que su de�nici�on incluye los valores desconocidos f(s) y Af(r).
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3.2.7 Aplicaciones a la Iluminaci�on Global.

Los resultados obtenidos anteriormente permiten obtener la varianza en los esti-

madores, para el caso de la ecuaci�on gen�erica (1.27). Existen varios m�etodos de

Monte-Carlo que constituyen instancias de la soluci�on gen�erica. La obtenci�on de la

varianza en el caso general permite, por lo tanto, obtenerla estos casos particulares.

C�alculo de la intensidad de un pixel.

En este caso, el problema es el c�alculo de la proyecci�on de la funci�on imagen,

como se estableci�o en la secci�on 2. Recu�erdese que el conjunto de funciones W =

fW

e1

; : : : ;W

en

g se usa para proyectar la funci�on de radiancia y obtener una imagen

discreta. La intensidad de cada pixel es l

i

= hW

ei

j Li. Por lo tanto, el problema

puede establecerse como el c�alculo del producto escalar de la funci�on de radiancias

(soluci�on de una ecuaci�on integral) y otra funci�on, con lo cual se puede usar el

path-tracing.

Esto puede llevarse a cabo muestreando la variable aleatoria X

h

, tal y como se

de�ne en (3.29), con h =W

ei

, A = T , g = L

e

, f = L, Af = T L = L

r

y m = �.

Asumiremos que W

ei

est�a normalizada en el sentido de que

R

D

W

ei

(r) d�(r) = 1,

as�� que podemos usar p

0

=W

ei

, con c = 1. Tambi�en se suelen usar probabilidades

de transici�on proporcionales al n�ucleo, y por lo tanto p = K y T = U . Tenemos que

E(X

h

) = l

i

, y as�� el m�etodo es no sesgado. Con respecto a la varianza obtenemos,

de la ecuaci�on (3.28), (n�otese que U = T ) el valor de E

2

E

2

= T

+

(L

2

� L

2

r

)

usando p

0

= h =W

ei

, la ecuaci�on (3.36) se convierte, en este caso concreto, en:

V ar(X

h

) =




L

2

� L

2

r

j (T

�

)

+

W

ei

�

� hL jW

ei

i

2

=




L

2

� L

2

r

jW

i

�

� hL jW

ei

i

2

n�otese queW

i

= (T

�

)

+

W

ei

, es el potencial (o importancia) inducido por el i-�esimo

pixel de la imagen, como se de�ne en la secci�on 2.1.

C�alculo de la radiosidad de un trozo.

En este caso, el objetivo es el c�alculo de la radiosidad de un trozo. Para esto se

pueden usar dos m�etodos: bien se pueden enviar part��culas desde las fuentes de luz,

como se explica en 2.5.2, bien mediante path-tracing con caminos originados en el

trozo

Asumimos que L

e

tiene una distribuci�on difusa (esto es, L

e

(x;w) es independi-

ente de w) y que T es operador de transporte difuso (por tanto T = D). En estas

circunstancias, (como se puede ver en la secci�on 1.3.2) el transporte de radiancias

est�a modelado por la ecuaci�on de radiosidad. Recu�erdese que dicha ecuaci�on tiene

como dominio el conjunto de puntos de las super�cies, por lo tanto este ser�a el

dominio de nuestro problema (y no el conjunto de rayos).
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La radiosidad de un trozo es el valor medio de la funci�on de radiosidad en toda

su �area. Llamaremos A al trozo de super�cie, y b a su radiosidad. Sabemos que:

b =

1

jAj

Z

A

B(x) dA(x)

donde dA representa la medida de �area. Si de�nimos la siguiente funci�onW

e

(sobre

el conjunto de puntos de las super�cies)

W

e

(x) =

8

<

:

1

jAj

si x 2 A

0 en otro caso

(3.38)

podemos escribir b como un producto escalar

b =

Z

S

W

e

(x)B(x) dA(x) = hB jW

e

i

Sea W = (T

�

)

+

W

e

, esto es, W es la funci�on de potencial. Podemos establecer

estas dos ecuaciones adjuntas:

B = B

e

+ DB (3.39)

W = W

e

+ D

�

W (3.40)

y tambi�en expresar b de dos formas

b = hB jW

e

i =




D

+

B

e

j W

e

�

=




B

e

j (D

�

)

+

W

e

�

= hB

e

jW i

existen dos formas distintas de estimar b, seg�un cual de las dos formas de expresarlo

usemos. Cada una de estas dos formas nos lleva a m�etodos distintos con varianzas

distintas, que examinamos a continuaci�on:

Path-tracing. En este caso, para obtener b usaremos la ecuaci�on (3.39). Por lo

tanto, tenemos que f = B, A = D, y h = W

e

. En este caso b se escribe

como b = hB j W

e

i. La varianza se obtiene instanciando (3.36) con c = 1

(recordar que W

e

est�a normalizado):

V ar(X

h

) =




B

2

�B

2

r

j (D

�

)

+

W

e

�

� b

2

=




B

2

�B

2

r

jW

�

� b

2

Fotosimulaci�on. En este caso, usamos la ecuaci�on (3.40). Por lo tanto, tenemos

f =W , A = T

�

, y h = B

e

. El valor b se expresa ahora como b = hB

e

jW i.

En este caso obtenemos algoritmos de fotosimulaci�on o trazado de part��culas.

Al no estar B

e

normalizada, aqu�� no se cumple que c = 1, por lo tanto

tenemos que c =

R

D

B

e

(x) dA(x). Esta es la energ��a total emitida en la

escena, dividida por �. La varianza se obtiene de nuevo por instanciaci�on de

(3.36)

V ar(X

h

) =




W

2

�W

2

r

j D

+

B

e

�

�

e

� b

2

=




W

2

�W

2

r

j B

�

�

e

� b

2

donde W

r

= T

�

W .
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3.3 Path-Tracing con muestreo directo de fuentes.

Como se expuso en el cap��tulo 2 sobre algoritmos de Iluminaci�on Global, el muestreo

directo de las fuentes de luz es una mejora al Path-Tracing simple desde el obser-

vador. En este algoritmo cada impacto en una super�cie conlleva una estimaci�on

de la radiancia proveniente de las fuentes de luz y re
ejada en el punto de impacto.

Dicha estimaci�on se realiza a su vez con m�etodos de Monte-Carlo. Este m�etodo fue

propuesto en [Kajiya86]. Despu�es, se han publicado varias funciones alternativas de

probabilidad de muestreo [Shirley96]. En esta secci�on veremos como se puede car-

acterizar la varianza de este m�etodo. Primero introducimos la densidad de cadenas

apropiadas, y despu�es mostramos que el m�etodo es no sesgado. Finalmente, vere-

mos como a partir de la formulaci�on general se derivan expresiones de la varianza

para varios m�etodos de Iluminaci�on Global.

3.3.1 Densidad de cadenas extendidas.

Ahora, introducimos una medida de probabilidad para las cadenas que se usan

en el muestro directo de las fuentes de luz. Esta densidad es parecida a la que

aparece en la secci�on 3.2.1, con la diferencia de que esta se de�ne en un espacio

extendido. Consideremos el espacio C

0

de las cadenas in�nitas de pares de elementos

del conjunto D �D

0

, esto es, si c 2 C

0

entonces c = (r

1

; r

2

; : : :) donde r

i

2 D �

(D

S

fag) (la segunda componente puede ser el estado absorci�on, no as�� la primera).

Tambi�en usaremos la notaci�on rc para nombrar la cadena extendida formada al

anteponer r a c, donde r 2 D � D

0

y c 2 C

0

. Por lo tanto, si c = (r

1

; r

2

; : : :)

entonces rc = (r; r

1

; r

2

; : : :) 2 C

0

. Cada estado s de una cadena extendida es un

par de dos elementos llamados s

d

y s

i

, respectivamente, esto es s = (s

d

; s

i

). El

elemento s

d

se usa para el muestreo directo de las fuentes de luz (normalmente es

un punto en dicha fuente), mientras que s

i

es el siguiente elemento en la cadena,

que se usa para muestro de la luz indirecta.

Supongamos que el estado actual de una cadena es q = (r

d

; r). La probabilidad

de que el siguiente estado sea s = (s

d

; s

i

) es independiente de r

d

y solo depende

de r. Adem�as, dicha probabilidad puede descomponerse en un producto de las dos

componentes de s (es separable con respecto a s). Podemos expresar, por tanto,

dicha probabilidad como

p

d

(r; s

d

) p(r; s

i

) dm(s

d

) dm(s

i

)

donde p

d

(r; s

d

) es la probabilidad de seleccionar s

d

como punto para muestreo

directo, mientras que p(r; s

i

) es la probabilidad de seleccionar s

i

para continuar la

cadena y muestrear la componente indirecta. En la �gura 3.2 se puede observar

una cadena extendida que comienza en r (es el rayo que se dirige al observador) y

continua en (s

d

; s

i

). El rayo s

d

tiene origen en la fuente de luz, mientras que s

i

sirve para continuar dicha cadena. En cada impacto con las super�cies, se muestrea

la fuente de luz y se continua la cadena. Con todo esto podemos de�nir la medida

de probabilidad Q

r

, para cada r 2 D

0

, como

dQ

r

(sc) = p

d

(r; s

d

) dm(s

d

) p(r; s

i

) dm(s

i

) dQ

s

i

(c) (3.41)
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Figura 3.2: Un ejemplo de una cadena extendida.

El valor dQ

r

(sc) es la densidad de probabilidad de realizar una transici�on al estado

s = (s

d

; s

i

) y despu�es recorrer todos los estados de la cadena extendida c, sabiendo

que el estado actual tiene a r como segunda componente.

Esta funci�on p cumple las restricciones que aseguran que es una funci�on de

probabilidad v�alida para nuestros prop�ositos, esto es, p cumple las propiedades

(3.1) and (3.2). La funci�on p

d

tambi�en cumple una restricciones parecidas, aunque

no exactamente iguales:

1 =

Z

D

p

d

(r; s) dm(s)

k(r; s)g(s) > 0 ) p

d

(r; s) > 0

Se supone que las cadenas extendidas que se usan en esta secci�on siguen la dis-

tribuci�on de probabilidad inducida por la anterior medida Q

r

.

3.3.2 Una variable aleatoria sobre cadenas extendidas.

Una vez introducido Q

r

podemos de�nir la variable aleatoria Y

r

, para todos los

elementos r 2 D, y que se evalua sobre cadenas extendidas:

Y

r

(sc) = Z

r

(s

d

) +

k(r; s

i

)

p(r; s

i

)

Y

s

i

(c) (3.42)

donde Z

r

es, a su vez, otra variable aleatoria, de�nida como sigue:

Z

r

(s

d

) =

k(r; s

d

)

p

d

(r; s

d

)

g(s

d

) (3.43)

la variable Z

r

se de�ne en D en lugar de C

0

. Dicha variable aleatoria esta de�nida

respecto a la densidad de probabilidad p

d

(r; s) dm(s

d

). Su media es la siguiente:

E(Z

r

) =

Z

D

Z

r

(s

d

) p

d

(s; d

m

) dm(s

d

)
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=

Z

D

k(r; s

d

) g(s

d

) dm(s

d

)

= (Ag)(r)

Ahora podemos obtener la media de la variable Y

r

con respecto de la medida Q

r

:

E(Y

r

) =

Z

C

0

Y

r

(sc) dQ

r

(sc) (3.44)

=

Z

C

0

Z

r

(s

d

) dQ

r

(sc) +

Z

C

0

k(r; s

i

)

p(r; s

i

)

Y

s

i

(c) dQ

r

(sc) (3.45)

el primer t�ermino de arriba puede reescribirse como sigue:

Z

C

0

Z

r

(s

d

) dQ

r

(sc)

=

Z

D

2

�C

0

Z

r

(s

d

) p

d

(r; s

d

) dm(s

d

) p(r; s

i

) dm(s

i

) dQ

s

i

(c)

=

Z

D

Z

r

(s

d

)

�

Z

D

p(r; s

i

)

�

Z

C

0

dQ

s

i

(c)

�

dm(s

i

)

�

p

d

(r; s

d

)dm(s

d

)

=

Z

D

Z

r

(s

d

) p

d

(r; s

d

) dm(s

d

)

= E(Z

r

)

= (Ag)(r)

mientras que el segundo t�ermino en (3.45) se puede a su vez expandir como:

Z

C

0

k(r; s

i

)

p(r; s

i

)

Y

s

i

(c) dQ

r

(sc)

=

Z

D

2

�C

0

k(r; s

i

)Y

s

i

(c) p

d

(r; s

d

) dm(s

d

) dm(s

i

) dQ

s

i

(c)

=

Z

D

k(r; s

i

)

�

Z

C

0

Y

s

i

(c)

�

Z

D

0

p(r; s

d

) dm(s

d

)

�

dQ

s

i

(c)

�

dm(s

i

)

=

Z

D

k(r; s

i

)

�

Z

C

0

Y

s

i

(c)dQ

s

i

(c)

�

dm(s

i

)

=

Z

D

k(r; s

i

)E(Y

s

i

) dm(s

i

)

=

Z

D

k(r; s

i

)E

0

1

(s

i

) dm(s

i

)

= (AE

0

1

)(r)

donde hemos de�nido E

0

1

(r) = E(Y

r

) a semejanza con la secci�on anterior. Re-

uniendo de nuevo los dos t�erminos de (3.45) obtenemos:

E(X

r

) = E

0

1

(r) = (Ag)(r) + (AE

0

1

)(r)
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o, en forma funcional

E

0

1

= Ag + AE

0

1

y, por lo tanto, deducimos que

E

0

1

= A

+

(Ag) = A(A

+

g) = Af

aqu�� hemos usado la identidad A

+

A = AA

+

, que se deriva f�acilmente de la

de�nici�on de A

+

. Por lo tanto tenemos que E(Y

r

) = (Af)(r) y podemos muestrear

la variable Y

r

para calcular por Monte-Carlo el valor (Af)(r). Sin embargo, el ob-

jetivo es obtener valores de f en lugar de Af , y esto puede hacerse sumando el

valor g(r) tras el muestro, o, lo que es lo mismo, muestreando la variable Y

0

r

, que

se de�ne como

Y

0

r

(c) = g(r) + Y

r

(c) (3.46)

y cuya media se obtiene a partir de la media de Y

r

:

E(Y

0

r

) = g(r) +E(Y

r

) = g(r) + (Af)(r) = f(r)

Obviamente, se cumple que V ar(Y

r

) = V ar(Y

0

r

). En el siguiente apartado se

analiza esta varianza, al igual que se analiz�o la varianza de X

r

.

3.3.3 La varianza de Y

r

Con respecto a la varianza, como se ha establecido antes, se cumple que V ar(Y

r

) =

V ar(Y

0

r

), as�� que analizaremos la primera de ellas. En coherencia con secciones

anteriores, de�nimos E

0

2

(r) = E(Y

2

r

). Este valor puede expandirse como la suma de

tres t�erminos, y cada uno de ellos se puede simpli�car, como veremos a continuaci�on.

Expandiendo E

2

obtenemos:

E

2

(r) = E(Y

2

r

)

=

Z

C

0

Y

2

r

(sc) dQ

r

(sc)

=

Z

D

Z

2

r

(s

d

) p

d

(r; s

d

) dm(s

d

) +

Z

D

k

2

(r; s

i

)

p(r; s

i

)

E(Y

2

s

i

) dm(s

i

)

+ 2

Z

D

Z

r

(s

d

)

k(r; s

i

)

p(r; s

i

)

Y

s

i

(c) dQ

r

(sc)

Los dos primeros t�erminos de arriba se pueden escribir como E(Z

2

r

)+(UE

0

2

)(r). El

tercero se expande como sigue:

2

Z

D

Z

r

(s

d

)

k(r; s

i

)

p(r; s

i

)

Y

s

i

(c) dQ

r

(sc)

= 2

�

Z

D

Z

r

(s

d

) p

d

(r; s

d

) dm(s

d

)

� �

Z

D

k(r; s

i

)

�

Z

C

0

Y

(

s

i

)(c) dQ

s

i

(c)

�

dm(s

i

)

�

= 2E(Z

r

) (AE

0

1

)(r)

= 2 (Ag)(r) (A

2

f)(r)
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Uniendo de nuevo los tres t�erminos originales, obtenemos una expresi�on de E

0

2

como:

E

0

2

(r) = E(Z

2

r

) + (UE

0

2

)(r) + 2 (Ag)(r) (A

2

f)(r) (3.47)

el valor E(Z

2

r

) puede escribirse como (Fg

2

)(r) donde F es el operador integral con

n�ucleo k

2

=p

d

, esto es:

(Fg

2

)(r) =

Z

D

k

2

(r; s

d

)

p

d

(r; s

d

)

g

2

(s

d

) dm(s

d

)

Por simplicidad, de�niremos f

n

= A

n

f y g

n

= A

n

g, para todo n � 0. Aplicando

A

n

a ambos lados de (1.42), obtenemos que f

n

= g

n

+ f

n+1

. Como g

n

� 0,

entonces tambi�en se cumple que f

n+1

� f

n

. Con estas de�niciones podemos

reescribir la �ultima ecuaci�on como sigue:

E

0

2

= Fg

2

+ 2 (Ag)(A

2

f) + UE

0

2

= Fg

2

+ 2 g

1

f

2

+ UE

0

2

= Fg

2

+ f

2

1

� g

2

1

� f

2

2

+ UE

0

2

La anterior es una ecuaci�on integral, ya que E

0

2

aparece a ambos lados de la igualdad.

Si suponemos que el operador U cumple las restricciones dadas en la desigualdad

(3.25) entonces tenemos que jUj

1

< 1, y por lo tanto existe el operador U

+

. Usando

dicho operador, ponemos �nalmente E

0

2

como:

E

0

2

= U

+

�

Fg

2

� g

2

1

+ f

2

1

� f

2

2

�

(3.48)

Si de�nimos la funci�on V

0

como V

0

(r) = V ar(Y

r

) entonces tenemos que E

0

2

(r) =

V

0

(r) +E

2

(Y

r

) = V

0

(r) + (f

1

(r))

2

. Sustituyendo en la ecuaci�on (3.47) la funci�on

E

0

2

por este valor y despejando V

0

obtenemos

V

0

= Fg

2

� g

2

1

� f

2

2

+ U(V

0

+ f

2

1

)

= Fg

2

� g

2

1

� f

2

2

+ Uf

2

1

+ UV

0

o lo que es lo mismo:

V

0

= U

+

�

Fg

2

� g

2

1

� f

2

2

+ Uf

2

1

�

(3.49)

Por lo tanto vemos que la variable aleatoria Y

r

presenta una varianza V

0

que es la

soluci�on de una ecuaci�on integral de segundo orden.

En el caso de que la funci�on de probabilidad de transici�on p sea proporcional al

n�ucleo k, entonces tenemos (por lo visto en la secci�on anterior) que A = U , y por

tanto lo tanto E

0

2

y V

0

se escriben como:

E

0

2

= A

+

�

Fg

2

� g

2

1

+ f

2

1

� f

2

2

�

(3.50)

V

0

= A

+

�

Fg

2

� g

2

1

� f

2

2

+ Af

2

1

�

(3.51)
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3.3.4 Estimaci�on de productos escalares.

Como se ha dicho anteriormente, muchas veces el objetivo es calcular productos

escalares de f con una funci�on arbitraria h. Esto se puede llevar a cabo usando

cadenas extendidas, mediante un esquema parecido al de las cadenas simples. A

continuaci�on de�nimos la medida de probabilidad y la variable aleatoria correspon-

diente a este algoritmo de muestro.

Con respecto a la medida de probabilidad, la llamaremos Q

h

y se encuentra

de�nida en el espacio D � C

0

. Esto quiere decir que se muestrea un elemento de

D y a continuaci�on una cadena. Por simplicidad escribiremos rc para denotar el

elemento (r; c) del espacio D � C

0

, donde r 2 D y c es una cadena extendida de

C

0

. Al igual que antes, de�niremos la nueva medida por su relaci�on con la medida

Q

r

, como sigue:

dQ

h

(rc) = p

0

(r) dm(r) dQ

r

(c) (3.52)

donde p

0

cumple las propiedades establecidas en (3.30) y en (3.31). la funci�on

p

0

establece la probabilidad de seleccionar r como primer elemento en una cadena

extendida. La variable aleatoria que usaremos ser�a llamada Y

h

que se eval�ua tambi�en

sobre elementos de D � C

0

, como sigue:

Y

h

(rc) =

h(r)

p

0

(r)

Y

0

r

(c) (3.53)

la media de Y

h

con respecto Q

h

se obtiene f�acilmente:

E(Y

h

) =

Z

D�C

0

Y

h

(rc) dQ

h

(rc)

=

Z

D

h(r)

�

Z

C

0

Y

0

r

(c) dQ

r

(c)

�

dm(r)

=

Z

D

h(r)E(Y

0

r

) dm(r)

=

Z

D

h(r) f(r) dm(r)

= hh j fi

con lo cual vemos que muestrear Y

h

constituye un algoritmo sin sesgo para el c�alculo

de hf j hi. Con respecto a la varianza, sabemos que V ar(Y

h

) = E(Y

2

h

)� hf j hi

2

.

Por tanto, desarrollaremos E(Y

2

h

):

E(Y

2

h

) =

Z

D�C

Y

2

h

(rc) dQ

h

(rc)

=

Z

D�C

h

2

(r)

p

0

(r)

Y

0

r

2

(c) dQ

h

(rc)

=

Z

D

h

2

(r)

p

0

(r)

�

Z

C

Y

0

r

2

(c) dQ

r

(c)

�

dm(r)

=

Z

D

h

2

(r)

p

0

(r)

E(Y

0

r

2

) dm(r)
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=




h

2

=p

0

j E

0

2

+ f

2

� f

2

1

�

donde hemos usado la igualdad E(Y

0

r

2

) = E

0

2

(r)+f

2

�f

2

1

, que se obtiene f�acilmente

a partir de la de�nici�on de Y

0

r

dada en la igualdad (3.46).

Si suponemos que

R

D

h(r) dm(r) = 1 (esto es, la funci�on h esta normalizada),

que p

0

es igual h en todos los puntos, y seleccionamos p proporcional a k entonces

tenemos que A = U y h

2

=p

0

= h. En estas condiciones particulares, E(Y

2

h

) se

puede escribir como sigue:

E(Y

2

h

) =




h j E

0

2

+ f

2

� f

2

1

�

= hh j E

0

2

i+




h j f

2

� f

2

1

�

=




(A

+

)

�

h j Fg

2

� g

2

1

+ f

2

1

� f

2

2

�

+




h j f

2

� f

2

1

�

=




l j Fg

2

� g

2

1

+ f

2

1

� f

2

2

�

+




h j f

2

� f

2

1

�

donde l = (A

�

)

+

h es la soluci�on de la ecuaci�on l = h+A

�

l, adjunta a la ecuaci�on

original (1.42).

3.4 Conclusiones.

En este cap��tulo se analiza la varianza de los m�etodos de Monte-Carlo para ecua-

ciones integrales de segundo orden. Se presenta una funci�on de medida de proba-

bilidad sobre el espacio de todos los caminos posibles, lo cual permite explicar los

m�etodos de Monte-Carlo como el muestreo de una variable aleatoria de�nida con

respecto a dicha medida. Esto da la posibilidad adem�as de expresar su media y la

varianza como una integraci�on en el espacio de todos los caminos posibles. A partir

de aqu�� se caracteriza completamente la varianza de dichos m�etodos. En concreto,

se obtiene dicha varianza como la soluci�on de una ecuaci�on integral de segundo

orden.

Al aplicar ese resultado a varios problemas dentro del campo de la Iluminaci�on

Global, es f�acil conocer la varianza exacta de los m�etodos usados en dichos proble-

mas. En concreto, se caracteriza la varianza de la fotosimulaci�on para el c�alculo de

radiosidades y del path-tracing para el c�alculo de la intensidad de un pixel.

Finalmente, se obtiene un resultado completamente original que caracteriza la

varianza cuando se usa path-tracing con muestreo directo de las fuentes, t�ecnica

habitual en Iluminaci�on Global.
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Cap��tulo 4

Un procedimiento mejorado

de re�namiento �nal para

radiosidad.

4.1 Introducci�on.

El c�alculo de la radiosidad (como se ha detallado en el cap��tulo segundo) en entornos

arbitrarios es un problema que se ha resuelto bien por m�etodos de elementos �nitos,

o bien por los m�etodos estoc�asticos detallados en los cap��tulos segundo y tercero.

Los primeros de ellos pueden mejorarse si se usan conjuntos de funciones base

jer�arquicas [Gortler93], en lugar de funciones constantes no solapadas. La principal

desventaja de este proceso es que produce una aproximaci�on discreta (proyectada)

de la funci�on de radiosidad, que puede no capturar algunos detalles de la funci�on

exacta. En la �gura 4.1 se observa un esquema del proceso. Primero se realizan

c�alculos de las transferencias de energ��a entre pares de trozos, y como resultado se

obtiene un vector de radiosidades escalares B

i

asociadas a cada uno de los trozos.

B1
B2

B3

B4

B5

B6

B7
B8

B9

B10

B11

B12

Figura 4.1: La radiosidad cl�asica por elementos �nitos.

Esto puede resolverse usando un conjunto de funciones base del cual se sepa

89
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a priori que aproxima mejor la funci�on objetivo. Una de las soluciones propuestas

es el uso del discontinuity meshing o mallado de discontinuidades, en el cual el

dominio de cada base no incluye ninguna discontinuidad hasta un orden m�aximo

predeterminado. Otra opci�on es el uso de la t�ecnica de shadow mask o m�ascaras de

sombras [Zatz93], para funciones base de orden superior a 0. Desafortunadamente,

el c�alculo de la malla de discontinuidades o las m�ascaras de sombras implica un alto

coste para entornos con un n�umero alto de super�cies.

Con respecto a los m�etodos de Monte-Carlo, est�an basados en el muestreo de una

determinada distribuci�on de cadenas aleatorias [Spanier69, Kajiya86]. El proceso

de c�alculo conlleva cierta varianza en los estimadores, como se ha analizado en el

cap��tulo anterior. En todos los casos, se necesitan un n�umero muy alto de cadenas

para reducir la varianza a niveles aceptables.

Con el objetivo de superar estas limitaciones, consideramos los m�etodos de

dos pasadas, en los cuales la primera de ellas produce una aproximaci�on a baja

resoluci�on de la funci�on de radiosidad, y en la segunda pasada (tambi�en llamada

pasada de visualizaci�on, rendering pass) dicha aproximaci�on a baja resoluci�on se

mejora mediante un proceso de re�namiento �nal (o �nal-gather) a nivel de pixeles.

El proceso de re�namiento �nal equivale al c�alculo de la irradiancia en cada punto

visible a trav�es del plano de visi�on durante la fase de visualizaci�on. Esto supone una

recolecci�on de los valores de radiosidad de todos las posibles fuentes o re
ectores

del entorno sobre dicho punto (v�ease la �gura 4.2)

Figura 4.2: El paso de re�namiento �nal.

Varios art��culos tratan este problema. En [Rushmeier88] se presentaba un

m�etodo de Monte-Carlo, y en [Reichert92] se describ��a un sistema en el cual se

usaban semicubos y hardware gr�a�co. Ambos m�etodos requieren una gran cantidad

de c�alculos en cada pixel.

Una mejora al esquema b�asico consiste en muestrear �unicamente la luz directa,

como se describe en [Shirley90], usando los valores almacenados en la primera

pasada para aproximar la iluminaci�on directa. Con el objetivo de mejorar m�as el

algoritmo de muestreo es posible averiguar que re
ectores o fuentes contribuyen m�as

a la irradiancia en el punto objetivo, realiz�andose un mayor esfuerzo en el muestreo

de dichas �areas. En [Kok91] se presentaba un m�etodo en el cual la primera pasada

produce, para cada trozo, una lista de los otros trozos que se han clasi�cado como

fuentes importantes para el primero. En la fase de visualizaci�on, esos otros trozos se
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muestrean directamente mediante ray-casting (o clasi�caci�on de rayos) adaptativo.

Ward describe [Ward91] un m�etodo para evitar el muestreo de todas las fuentes,

para escenas con muchas de ellas. Tambi�en se puede usar un ��ndice espacial, como

se describe en [Zimmerman95, Shirley96]. Otras aproximaciones para el c�alculo

de la irradiancia incluyen el uso de Algoritmos Evolutivos [Beyer94], o geometr��a

simpli�cada para la funci�on fuente [Rushmeier93, Zimmerman95].

En este cap��tulo proponemos un m�etodo simple y e�ciente de Monte-Carlo para

el c�alculo de la irradiancia en la segunda pasada. Para ello usamos informaci�on

obtenida en la primera pasada, para averiguar la distribuci�on de la irradiancia so-

bre cada trozo receptor con respecto al resto de trozos, considerados como trozos

fuente. Mostramos como estos datos se pueden usar para construir una pdf v�alida,

obteni�endose as�� un estimador sin sesgo con poca varianza. El m�etodo no nece-

sita estructuras de datos complicadas, ni modi�caciones a las t�ecnicas est�andar de

c�alculo de la funci�on a baja resoluci�on. El n�umero de muestras que cada trozo fuente

recibe es (aproximadamente), proporcional a la parte de irradiancia que produce en

el trozo receptor donde se encuentra el punto. Dicho n�umero de muestras puede

reducirse gracias a la baja varianza, y de hecho puede llegar a ser mucho menor que

el n�umero de trozos. As��, usando esta pdf evitamos el muestreo expl��cito de cada

trozo del entorno.

En las siguientes secciones, introducimos la notaci�on y despu�es damos detalles

acerca de las varias distribuciones posibles para muestreo durante la fase de re-

�namiento �nal, incluyendo las distribuciones ponderadas que usan informaci�on

obtenida en la primera pasada. Finalmente, se proporcionan im�agenes de muestra

que sirven para veri�car el rendimiento de este m�etodo con respecto a otro m�etodo

est�andar.

4.2 Re�namiento �nal por Monte-Carlo.

Los m�etodos que usan re�namiento �nal para mejorar una funci�on de radiosidad

a baja resoluci�on pueden expresarse como un c�alculo de dos pasadas, usando la

notaci�on introducida en el cap��tulo 2:

(1) B

0

= (P

B

D)

+

B

e

(2) I = P

W

(D B

0

+ B

e

)

(4.1)

El primer paso es el c�alculo de la versi�on proyectada de la funci�on de radiosidad

B

0

. Esto se realiza mediante el uso de la base B, que produce una soluci�on a baja

resoluci�on. En el segundo paso, para cada pixel, calculamos el primer punto visible

x desde dicho pixel, y entonces se realiza un re�namiento �nal para obtener el valor

E

g

(x) (que es una aproximaci�on a la irradiancia), y a~nadimos la radiosidad emitida.

As�� la radiosidad se obtiene como:

B(x) = B

e

(x) +

�(x)

�

E

g

(x) (4.2)

El problema del re�namiento �nal sobre los puntos visibles se puede establecer

como sigue: nos es dada la funci�on B

0

, que es la aproximaci�on actual a B, la
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funci�on de radiosidad emitida B

e

y el punto objetivo x. Con estos datos, debemos

realizar un re�namiento �nal sobre x para obtener una aproximaci�on a la irradiancia

en dicho punto. N�otese que el resultado exacto del re�namiento �nal es diferente

de la irradiancia exacta sobre x. Esto se debe al uso de B

0

en lugar de B como

t�ermino fuente. De hecho, de�nimos el resultado exacto del re�namiento �nal sobre

x como E

g

(x). Este valor viene dado por la siguiente expresi�on:

E

g

(x) =

Z

S

G(x; y)B

0

(y) dA(y) =

Z

S

T (x; y) dA(y) (4.3)

donde G(x; y) se de�ne en la ecuaci�on (1.33), y hemos de�nido, por simplicidad

T (x; y) = G(x; y)B

0

(y). Aunque deseamos obtener E

g

(x), esto no es posible por

que la integraci�on anterior no se puede llevar a cabo en poco tiempo para entornos

reales. Como usualmente, es necesario recurrir a m�etodos de muestreo por Monte-

Carlo para lograr este objetivo. El resultado que se obtiene es una aproximaci�on

(con cierta varianza) a E

g

, que llamaremos E

0

g

.

4.3 Distribuciones de muestreo para re�namiento

�nal.

Con el objetivo de aproximar la integral (4.3) usando t�ecnicas de Monte-Carlo,

debemos seleccionar una funci�on de densidad de probabilidad v�alida

1

p

x

sobre el

dominio de integraci�on S, cuya integral sea 1, esto es:

Z

S

p

x

(y) dy = 1 (4.4)

y asigna una probabilidad mayor que cero a cualquier punto y cuya contribuci�on a

la integral sea mayor que cero, esto es, para todos los puntos x e y de S se cumple

que:

T (x; y) > 0 =) p

x

(y) > 0 (4.5)

Cualquier funci�on que cumpla las dos restricciones anteriores es v�alida para

nuestros prop�ositos. Una vez que p

x

ha sido seleccionada, podemos muestrear

puntos de las super�cies y obtener una aproximaci�on a E

g

(x). Esto se lleva a cabo

seleccionando un n�umero de muestras n, y despu�es n puntos de S con distribuci�on

p

x

(a los que se llama y

i

). Entonces (como se establece en las reglas de integraci�on

por Monte-Carlo) el valor aproximado de la soluci�on se obtiene como:

E

0

g

(x) =

n�1

X

i=0

T (x; y)

p

x

(y

i

)

(4.6)

El conjunto de valores posibles de E

0

g

(x) sigue una distribuci�on cuya media es

exactamente E

g

(x), cuando los puntos y

i

se encuentran distribuidos seg�un p

x

(y).

1

esta funci�on tiene como sub��ndice el punto objetivo donde queremos realizar el re�-

namiento �nal, ya que la de�nici�on de p

x

usualmente inluye x como par�ametro.
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El problema establecido arriba esta muy relacionado con el problema del muestreo

directo de las fuentes de luz. Durante el re�namiento �nal, todos los otros objetos

deben de ser muestreados, mientras que en otros algoritmos, como el ray-tracing

distribuido, solamente se muestrean las fuentes de luz. Excepto esto, ambos prob-

lemas son similares, ya que la irradiancia es recolectada desde los puntos fuente al

punto destino. Muchos art��culos, en el contexto de la visualizaci�on realista est�an

dedicados al problema de encontrar un funci�on e�ciente p

x

(y), y la importancia de

esto esta descrita en [Shirley96]. El principal objetivo es que el n�umero de muestras

que recibe cada regi�on sea

2

tan proporcional como sea posible a la energ��a que esa

regi�on radia sobre el punto destino. Pero de hecho esto requiere alg�un conocimiento

de la irradiancia en el punto objetivo, la cual es desconocida.

4.3.1 La varianza de las distribuciones.

Como se ha dicho, cualquier P

x

es v�alido, pero la e�ciencia no es igual para todos

ellos, ya que cada distribuci�on p

x

induce una varianza diferente en la estimaci�on �-

nal. El objetivo es entonces una distribuci�on de muestreo con varianza baja, usando

datos conocidos. La varianza se escribe como V (E

g

(x)), aunque escribiremos sim-

plemente V (x) en este cap��tulo. Este valor es la media de las distancias al cuadrado

entre las muestras y el valor medio exacto. Se puede expresar como:

V (x) =

1

n

�

Z

S

T

2

(x; y)

p

x

(y)

dy � E

2

g

(x)

�

(4.7)

Si usamos p

x

(y) = T (x; y)=E

g

(x), entonces la funci�on de arriba es cero. Esta

ser��a la estrategia ideal de muestreo, pero es imposible de implementar puesto que

la de�nici�on de p

x

incluye el valor desconocido E

g

(x). Nuestro objetivo ser�a usar

una funci�on p

x

cuya forma sea tan similar como sea posible al valor ideal, con el

objetivo de reducir la varianza.

4.3.2 Muestreo del �angulo s�olido.

Una opci�on para seleccionar p

x

es asignar una probabilidad a cada y que sea pro-

porcional al �angulo s�olido que cubre el punto y cuando se proyecta sobre x. Esto se

llama usualmente hemisphere sampling , o muestreo de la semiesfera. En este caso

p

x

se puede expresar como sigue:

p

x

(y) =

1

2�

cos(n

y

; w

yx

)

jx� yj

2

V

xy

(4.8)

n�otese que el factor 1=2� se introduce con el objetivo de cumplir la restricci�on de

normalizaci�on (4.4), ya 2� es la super�cie de una semiesfera de radio unidad. En

la �gura 4.3 se puede observar la forma de esta PDF.

2

Aqu�� usamos el t�ermino fuente en el sentido de objetos que radian hacia el punto objetivo

x, no simplemente para referirnos a objetos con energ��a radiante emitida.
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Figura 4.3: Forma de la PDF muestreo del �angulo s�olido.

La varianza inducida por la distribuci�on anterior se obtiene sustituyendo (4.8)

en (4.7)

V

1

(x) =

1

n

�

2

Z

S

cos(n

x

; w

xy

)G(x; y)B

02

(y) dy � E

2

g

(x)

�

(4.9)

Esta expresi�on de la varianza no se puede simpli�car m�as, ya que no podemos

realizar ning�un supuesto acerca de los valores de B

02

. Para analizar la varianza, sin

embargo, debemos hacer alguna simpli�caci�on. En este caso asumiremos que B

0

es constante, es decir, que todos los puntos y emiten energ��a con igual intensidad.

Llamaremos b al valor constante de la radiosidad en el entorno. Para analizar la

varianza podemos convertir la integraci�on en la semiesfera en una integraci�on en el

circulo unidad. Una diferencial de �angulo s�olido dw alrededor de w en la semiesfera

se corresponde con un diferencial de �area dp alrededor de un punto p en la base de

dicha semiesfera. El punto p se obtiene proyectando verticalmente w en el circulo.

Relacionando dy con dw y a su vez dw con dp podemos realizar un cambio de la

variable de integraci�on. En lugar de integrar en S, integramos en el circulo unidad

C. La relaci�on entre los diferenciales es la siguiente

dp

dy

= �G(x; y) (4.10)

y por lo tanto obtenemos

2

Z

S

cos(x; y)G(x; y)B

02

p

(y) dy =

2 b

2

�

Z

C

cos(p) dp =

2 b

2

�

�

2

3

�

�

=

4

3

b

2

(4.11)

donde cos(p) = (1� p

2

x

� p

2

y

)

1=2

. La irradiancia en x se obtiene tambi�en mediante

un cambio en la variable de integraci�on:

E

g

(x) =

Z

S

G(x; y)B

0

p

(y) dy = b

Z

S

G(x; y)dy =

b

�

Z

C

dp =

b

�

� = b

(4.12)
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Con todo esto se simpli�ca la expresi�on (4.7), y obtenemos

V

1

(x) =

b

2

3n

(4.13)

Para obtener un punto y con esta distribuci�on, seleccionamos un vector de

longitud unidad, aleatoriamente distribuido en la esfera unidad, y despu�es obtenemos

y como el primer punto visible en la escena desde x en la direcci�on w, esto es

y = p(x;w).

4.3.3 Muestreo del �angulo s�olido proyectado.

Sabemos que la contribuci�on de de la irradiancia entrante desde una direcci�on w

i

a

un punto esta ponderada por el coseno del �angulo formado n

x

y w. Por lo tanto, una

selecci�on mejor para muestrear consiste en tener en cuenta este �angulo y muestrear

con mas probabilidad direcciones cercanas a la normal y con menos probabilidad

direcciones m�as horizontales. La expresi�on de p

x

es ahora:

p

x

(y) = G(x; y) (4.14)

en la �gura 4.4 se observa la forma de esta PDF. N�otese como en la �gura se que las

direcciones alejadas de la normal tienen una menor probabilidad de ser seleccionadas.

333333333333
333333333333
333333333333

Figura 4.4: Forma de la PDF para muestreo del �angulo s�olido proyectado.

Esta f�acil demostrar que esta distribuci�on esta normalizada. De nuevo la varianza

se obtiene sustituyendo (4.14) into (4.7)

V

2

(x) =

1

n

�

Z

S

G(x; y)B

02

p

(y) dy � E

2

g

(x)

�

(4.15)

Podemos realizar la misma suposici�on que hicimos para el muestreo de la semiesfera.

Si suponemos que B

0

es constante e igual a B en todos los puntos, entonces este

m�etodo de muestreo presenta varianza cero. De hecho en este caso particular,

la distribuci�on p

x

(y) es proporcional a T (x; y), asi que se convierte en el m�etodo

de muestreo ideal, en el sentido descrito en 4.3, y bajo el supuesto de radiosidad

constante.



96 M�etodos de Monte-Carlo E�cientes para Iluminaci�on Global.

Para seleccionar puntos con esta distribuci�on, primero seleccionamos un punto

aleatorio uniformemente distribuido en el circulo de radio unidad. Despu�es se calcula

el punto en la semiesfera situado sobre el primero en la direcci�on del eje Y. Este

punto se interpreta como la direcci�on w de un rayo que parte de x. Usando ray-

casting, se obtiene y

i

como el primer punto visible en la direcci�on del rayo, esto es

y = p(x;w).

4.3.4 Muestreo del �area.

Podemos asignar una densidad de probabilidad constante a todos los puntos de

las super�cies. Esta distribuci�on es independiente de x, y resulta muy f�acil de

implementar. En este caso tenemos que:

P

x

(y) =

1

jSj

(4.16)

la varianza se obtiene sustituyendo p

x

en (4.7), lo cual proporciona:

V (x) =

jSj

n

�

Z

S

G

2

(x; y)B

0

2

(y) dy � E

2

g

(x)

�

(4.17)

El algoritmo para seleccionar puntos con esta distribuci�on consta de dos pasos:

primero se selecciona un objeto de la escena, de forma que cada uno de ellos tiene

una probabilidad de ser seleccionado proporcional a su �area. En el segundo paso se

selecciona un punto en el interior del objeto. El algoritmo concreto que se debe usar

para esto depende de la geometr��a del objeto. Se debe asegurar que regiones con

igual �area tienen siempre la misma oportunidad de ser elegidas, y dicha probabilidad

es proporcional al �area. Mientras que en el caso de objetos simple como esferas,

planos o cilindro es esto es f�acil, para objetos m�as complicados como una super�cie

B-spline esto es m�as dif��cil.

4.3.5 Muestreo de �areas parametrizadas.

Para algunas formas de objetos, el muestreo del �area se vuelve dif��cil. Cuando

los objetos est�an compuestos de super�cies parametrizadas, se puede seleccionar el

punto de muestreo en el espacio param�etrico, y despu�es encontrar el punto de las

super�cies y como la imagen por la funci�on de parametrizaci�on del punto original

en el rect�angulo unidad.

Supongamos que la escena consiste en m super�cies param�etricas fS

1

: : : S

m

g,

cada una de ellas tiene area jS

i

j y se encuentra de�nida por una funci�on de

parametrizaci�on f

i

. Sea (u; v) un punto en [0; 1]

2

(el plano unidad en 2D). En-

tonces y = f

i

(u; v) es un punto en la super�cie numero i. Consideremos la medida

de area A

i

en S

i

y la medida de area A en [0; 1]

2

. La funci�on J

i

, que depende de

f

i

se de�ne como

dA

i

(y)

dA(u; v)

= J

i

(y) =

�

�

�

�

df

i

(u; v)

du

�

df

i

(u; v)

dv

�

�

�

�

(4.18)
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es decir, J

i

(y) es la relaci�on entre las �areas diferenciales que rodean un punto

(u; v) y su imagen y. y se obtiene como el m�odulo del producto vectorial de los

vectores tangentes a la super�cie en y. Una vez de�nida J

i

, podemos establecer la

probabilidad de seleccionar un punto cualquiera como sigue:

p

x

(y) =

jS

i

j

jSj

1

J

i

(y)

(4.19)

donde i es el ��ndice de la super�cie donde y reside. Hemos supuesto que cada

super�cie se selecciona con una probabilidad proporcional a su �area, como en el

muestreo de �areas. El punto u se selecciona uniformemente en [0; 1]

2

.

4.4 Funciones de probabilidad con reutilizaci�on

de informaci�on.

Es posible realizar simult�aneamente el c�alculo de E

0

g

con la recolecci�on de infor-

maci�on acerca de la distribuci�on de la irradiancia. Esta informaci�on se puede usar

durante la fase de re�namiento �nal para obtener distribuciones de probabilidad

con menor varianza. En esta secci�on vemos como podemos extender f�acilmente un

algoritmo de fotosimulaci�on con el objetivo de obtener aproximaciones a la energ��a

radiante total que abandona un trozo j y alcanza otro trozo i. Despu�es, de�nimos

distribuciones que est�an parametrizadas con respecto a estos valores.

4.4.1 Aproximaciones a la distribuci�on de las irradiancias.

La distribuci�on de la irradiancia sobre cualquier punto se describe con exactitud

mediante la funci�on T (x; y), que da la parte de irradiancia en x debido a la radiosi-

dad en y. Obviamente esta funci�on no puede conocerse con exactitud de forma

anal��tica. Sin embargo, el proceso de c�alculo de B

0

puede extenderse para calcular

adem�as una aproximaci�on discreta a T .

Con este objetivo, recurrimos a alguna clase de proyecci�on en conjuntos �nitos

de funciones base. Por simplicidad, usaremos una partici�on de S en un conjunto

de m �areas disjuntas o trozos, llamados A

i

. Asimismo cada trozo A

i

es plano,

con un �area igual a jA

i

j. Los algoritmo que calculan la radiosidad en los trozos se

pueden extender f�acilmente para calcular las transferencias de energ��a entre dichos

trozos. En todos los casos comenzamos el c�alculo con un matriz de m

2

entradas

r

ij

inicializadas a cero.

� En el caso de la radiosidad progresiva, en cada disparo desde el trozo A

j

hacia

el trozo A

i

, debemos a~nadir el incremento de radiosidad en el valor actual de

b

i

. Adem�as de esto, podemos a~nadir la cantidad de energ��a transmitida al

valor r

ij

.

� En el caso de fotosimulaci�on, cada vez que una part��cula abandona el trozo

A

j

y alcanza el trozo A

i

a~nadiremos su peso actual (el quantum de energ��a

que transporta) a r

ij

(incluso si la part��cula se absorbe en A

i

).
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Como puede observarse, en ambos casos obtenemos una matriz de valores. Cada

valor r

ij

es un valor aproximado de la energ��a que abandona el trozo j y alcanza el

trozo i. El c�alculo de estos valores no incrementa demasiado el tiempo de c�alculo.

Desgraciadamente, la cantidad de memoria necesaria para guardarlos es proporcional

al cuadrado del n�umero de trozos. Sin embargo, dicho n�umero de trozos no tiene

por que ser muy alto ya que no se usan directamente en la producci�on �nal de la

imagen.

La irradiancia sobre x debido a energ��a proveniente del trozo j es igual a E

j

(x),

donde E

j

es una funci�on que se de�ne como sigue:

E

j

(x) =

Z

A

j

G(x; y)B

0

(y) dy (4.20)

obviamente se cumple que E

g

(x) =

P

j

E

j

(x).

Tambi�en de�nimos la irradiancia media aproximada en el trozo i como r

i

=

P

m

j=1

r

ij

. La diferencia entre la irradiancia media aproximada y la exacta en un

punto x debido al trozo j es una funci�on �

j

que se de�ne como

�

j

(x) = r

ij

� E

j

(x) (4.21)

donde i es el ��ndice del trozo que contiene a x. El error total entre la irradiancia

aproximada y la exacta es �, que se puede escribir como:

�(x) = r

i

� E

g

(x) =

m

X

j=1

�

j

(x) (4.22)

4.5 Distribuciones de probabilidad ponderadas.

Una vez que los valores r

ij

se han obtenido en el primer paso del algoritmo, pueden

ser usados durante la fase de re�namiento �nal. El objetivo es obtener una dis-

tribuci�on de probabilidad cuya forma sea lo m�as parecida posible a la funci�on obje-

tivo actual T (x; y), como se explica en la secci�on 4.3.

Supongamos que el punto objetivo x est�a situado en el trozo A

i

. Podemos

dise~nar una distribuci�on tal que la probabilidad de seleccionar y en el trozo A

j

es

proporcional a r

ij

. Esto implica que p

x

cumple la siguiente restricci�on:

Z

A

j

p

x

(y) dy =

r

ij

r

i

=

E

j

(x) + �

j

(x)

I

g

(x) + �(x)

(4.23)

Esta ecuaci�on no de�ne totalmente p

x

ya que �unicamente �ja el valor de su integral

en cada trozo, no su valor exacto en cada punto. De hecho se necesita un con-

junto de distribuciones q

xj

que de la distribuci�on de las muestras en el interior del

trozo j cuando el punto objetivo es x. Esta funci�on se de�ne en el trozo j y esta

normalizada, esto es:

Z

A

j

q

xj

(y) dy = 1 (4.24)
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Una vez de�nida q

xj

, podemos escribir una expresi�on que caracteriza totalmente

p

x

, como sigue:

p

x

(y) =

r

ij

r

i

q

xj

(y) (4.25)

donde i es el trozo donde x se encuentra y j es el de y. Es f�acil demostrar que p

cumple los requisitos requeridos. Con el objetivo de seleccionar un punto y con esta

distribuci�on, es necesario primero seleccionar un trozo con probabilidad r

ij

=r

i

. Esto

se lleva a cabo mediante una PDF discreta de�nida sobre el segmento de enteros

de 1 hasta m. Despu�es de esto, se selecciona un punto y en el interior del trozo j

seleccionado, con distribuci�on dada por q

xj

.

Podemos usar varias distribuciones de probabilidad en el interior de los trozos.

En las siguientes subsecciones se detallan varias de ellas.

4.5.1 Muestreo ponderado de �area y �area parametrizada.

La elecci�on m�as sencilla es elegir un valor constante de q

xj

en el interior de cada

trozo j. Todos los puntos del trozo tienen la misma probabilidad de ser elegidos.

As�� q

xj

se encuentra totalmente caracterizado por la ecuaci�on (4.24), y se obtiene:

q

xj

(y) =

1

jA

j

j

(4.26)

Esto implica que las regiones con igual �area son seleccionadas con igual probabilidad.

Como se ha establecido antes, en el caso de super�cies arbitrarias esto puede ser

dif��cil. Pero si existe una parametrizaci�on, se puede usar dicha propiedad para

seleccionar puntos del entorno. Supongamos que el trozo n�umero j es la imagen

bajo una funci�on f

j

de una regi�on H

j

incluida en [0; 1]

2

, con area A(H

j

). En estas

condiciones q

xj

se de�ne como sigue:

q

xj

(y) =

1

A(H

j

)

dA(u; v)

dA

j

(y)

(4.27)

donde y = f

j

(u; v) y A

j

es la medida de �area est�andar en el trozo j. Para seleccionar

un punto y con esta distribuci�on, primero seleccionamos un punto aleatorio en el

trozo H y despu�es obtenemos y como f(u).

4.5.2 Muestreo ponderado del �angulo s�olido.

En este caso, la probabilidad de seleccionar un punto y es igual al diferencial de

�angulo s�olido cubierto por un diferencial de �area alrededor de y cuando se proyecta

sobre x. Esto implica que:

q

xj

=

1

G

j

(x)

cos(y; w

xy

)

jx� yj

2

(4.28)

donde

G

j

(x) =

Z

S

j

cos(y; w

xy

)

jx� yj

2

dy
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n�otese que G

j

(x) es el �angulo s�olido que cubre el trozo j cuando se proyecta sobre

x (sin tener en cuenta posibles oclusiones). La �gura 4.5 muestra un ejemplo de la

forma de esta PDF en un entorno cerrado sin oclusiones.

33333
33333
33333

3333333333333
3333333333333
3333333333333
3333333333333
3333333333333
3333333333333
3333333333333
3333333333333
3333333333333
3333333333333
3333333333333
3333333333333

333333333333
333333333333
333333333333

Figura 4.5: Forma de la PDF muestreo ponderado del �angulo s�olido.

Es dif��cil seleccionar el punto y para cualquier tipo de geometr��a del trozo j. Pero

en el caso de trozos triangulares planos podemos recurrir a las t�ecnicas descritas en

[Arvo95] para obtener puntos y con exactamente esta distribuci�on. Hacemos esto

seleccionando un punto A con distribuci�on uniforme en [0; 1]

2

, y despu�es obtenemos

B como la imagen de A bajo la funci�on de parametrizaci�on para tri�angulos. Final-

mente, el punto y se obtiene como el primer punto en el tri�angulo original visible

desde x en la direcci�on dada por B.

Lo anterior tambi�en puede llevarse a cabo en el caso de trozos poligonales que

puedan descomponerse en tri�angulos. La �gura 4.6 ayuda a visualizar los elementos

involucrados en este proceso de muestreo.

A

B

C

xu

v

Figura 4.6: M�etodo de muestreo para el �angulo s�olido ponderado.
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4.5.3 Muestreo ponderado del �angulo s�olido proyectado.

En este caso, el valor q

xj

(y) es proporcional al valor G(x; y). Si incluimos las

constantes de normalizaci�on necesarias obtenemos:

q

xj

(y) =

1

F

j

(x)

cos(x;w

xy

) cos(y; w

yx

)

jx� yj

2

(4.29)

donde

F

j

(x) =

Z

S

j

cos(x;w

xy

) cos(y; w

yx

)

jx� yj

2

dy

n�otese que F

j

(x) es igual al factor de forma del punto y al trozo j, multiplicado

por �. En la �gura 4.7 vemos la forma aproximada que toma esta PDF.

3333
3333
3333

33333333333
33333333333
33333333333

333333333333
333333333333
333333333333
333333333333
333333333333
333333333333
333333333333
333333333333
333333333333
333333333333

Figura 4.7: Forma de la PDF para muestreo ponderado del �angulo s�olido proyec-

tado.

Esta distribuci�on es la m�as cercana a G(x; y)B

0

a

(y). De hecho, cuando los

t�erminos de error �

i

son todos cero, la varianza que obtenemos es tambi�en cero.

Esto se puede demostrar obteniendo la expresi�on de la varianza. Combinando (4.20)

y (4.21) con la de�nici�on anterior obtenemos:

V (x) =

1

n

 

[E

g

(x) + �(x) ]

m

X

i=1

E

2

i

(x)

E

i

(x) + �

i

(x)

� E

2

g

(x)

!

(4.30)

cuando �

i

(x) = 0, para todos los i, entonces �(x) = 0 y V (x) = 0. Esto implica

que cuanto m�as cercano este r

ij

a I

j

(x), mas bajo es el valor que obtenemos para

V (x).

Desgraciadamente no existe a�un un algoritmo para seleccionar puntos con esta

distribuci�on. Un algoritmo de esta clase deber��a estar basado en la expresi�on

anal��tica del factor de forma de un punto a un pol��gono (sin oclusiones), y us-

ando los mismos principios a los expuestos en [Arvo95] para muestreo del �angulo

s�olido.
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4.6 Implementaci�on y Resultados.

Para probar las distribuciones de muestreo descritas, hemos implementado un m�etodo

de dos pasadas en nuestro sistema de visualizaci�on girt. En la primera pasada, cal-

culamos la funci�on E

0

como una aproximaci�on discreta a la funci�on de irradiancias

real. Esto se lleva a cabo usando fotosimulaci�on, como se describe en [Pattanaik92].

Hemos extendido el m�etodo detallado en dicho articulo con el objetivo de calcular

la cantidad de irradiancia en cada trozo proveniente de otros trozos.

Figura 4.8: Escena simple: 8, 16 y 32 muestras por pixel.

Figura 4.9: Escena simple: 64, 128 y 256 muestras por pixel.

Despu�es de este primer paso se lleva a cabo la segunda pasada. Aqu�� se selec-

ciona un punto de vista, y entonces, para cada pixel se muestrea el �area del pixel

mediante trazado de rayos. En cada posici�on de muestra calculamos el primer punto
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Figura 4.10: Escena simple por path-tracing: 64, 256 y 1024 muestras por pixel.
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Figura 4.11: Gr�a�co de �

2

con respecto al tiempo de CPU

visible x en la escena. Despu�es de esto se realiza un re�namiento �nal sobre x selec-

cionando un n�umero de puntos y

i

en la escena, con distribuci�on p

x

(y). Entonces,

usando (4.6) obtenemos E

0

g

(x) como un valor aproximado de E

g

(x). Finalmente

se obtiene una aproximaci�on a la radiosidad a partir de la irradiancia.

Hemos implementado tres m�etodos distintos para re�namiento �nal:

� Muestreo del �angulo s�olido proyectado., como se describe en la sub-

secci�on 4.3.3. Este m�etodo tiene la desventaja de que las fuentes peque~nas

que iluminan las escenas se muestrean muy pobremente. La imagen aparece

muy ruidosa, ya que dichas fuentes tienen muy pocas posibilidades de ser

seleccionadas, aunque pueden contribuir de forma importante a la irradiancia

en el punto objetivo.

� Muestreo ponderado de �areas param�etricas., como se describe en la

subsecci�on 4.5.1. En este caso cada fuente recibe un n�umero de muestras

que es aproximadamente proporcional a su contribuci�on a la irradiancia en x.

Desgraciadamente este m�etodo muestra una alta varianza cuando el punto
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No ponderado Ponderado

ns rays CPU �

2

� rays CPU �

2

�

1 384 58.2 17.818 4.221 384 70.6 1.915 1.384

2 441 67.3 9.078 3.013 441 93.6 1.052 1.026

4 556 102.7 4.617 2.148 555 134.8 0.591 0.769

8 784 121.4 2.307 1.518 783 219.9 0.351 0.593

16 1241 201.0 1.198 1.094 1239 390.8 0.216 0.465

32 2155 338.3 0.652 0.807 2152 733.6 0.159 0.399

64 3983 624.0 0.377 0.614 3976 1413.0 0.129 0.360

128 7639 1199.2 0.240 0.490 7625 2782.0 0.114 0.338

256 14952 2348.9 0.169 0.411 14924 5509.4 0.107 0.328

Figura 4.12: Resultado de las comparaciones num�ericas.

x esta muy cerca de una fuente importante (una adyacente y perpendicular

al trozo donde x est�a, por ejemplo). Esto se debe a las altas variaciones del

factor de forma entre el punto receptor y el punto de muestra, que produce

altas variaciones entre las contribuciones de cada muestra.

� Muestreo ponderado del �angulo s�olido proyectado., como se de-

scribe en la subsecci�on 4.5.2. En este caso, el muestreo ponderado ase-

gura que las fuentes importantes son correctamente muestreadas. Adem�as,

la funci�on p

x

incluye una parte del factor de forma entre puntos, con lo cual

las variaciones de la contribuci�on no son tan importantes.

El segundo m�etodo no es comparable al tercero, ya que en el segundo el ruido es

muy grande cuando el punto x esta muy cerca del punto de muestreo seleccionado.

Este ruido es menor cuando se usa el tercer m�etodo.

Hemos realizado simulaciones en una escena muy simple con dos muros, el

suelo, una fuente que ocupa todo el techo y un cubo que bloquea la luz. Para cada

punto objetivo, la fuente del techo cubre un �angulo s�olido grande. De esta forma

el muestreo del �angulo s�olido muestra mucha menos varianza que en escenas con

fuentes de luz peque~na que recibir��an muy pocas muestras. Se lanzaron 100.000

part��culas desde las fuentes de luz. La escena esta mallada en 100 trozos.

La �gura 4.12 muestra los resultados que obtuvimos con la escena descrita. La

primera columna indica el n�umero de muestras, que coincide con las potencias de 2

entre 1 y 256. Despu�es de esto se da el tiempo de CPU en segundos, y el n�umero

de rayos en miles. Los dos valores anteriores tienen en cuenta toda la simulaci�on,

incluyendo el trazado de part��culas. Los errores se miden con respecto a una soluci�on

sin sesgo obtenida con path-tracing simple y n�umero muy alto de muestras por pixel

(1024). Mostramos el error cuadr�atico medio de todos los pixeles, y la ra��z de dicho

valor (desviaci�on t��pica media). N�otese que los tiempos de CPU son mayores en el

caso de muestreo ponderado, para un n�umero igual de muestras. Esto se debe al

coste involucrado en el muestreo de los tri�angulos esf�ericos

3

.

3

La implementaci�on actual no est�a optimizada en el sentido de que un nuevo tri�angulo
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Una gr�a�ca de �

2

(con el tiempo de CPU en eje X) para ambos m�etodos se

muestra en 4.11. Como puede observarse, el muestreo ponderado del �angulo s�olido

es m�as e�ciente que el muestreo del �angulo s�olido.

Mas all�a de los errores num�ericos, las im�agenes obtenidas mediante el muestreo

del �angulo s�olido muestran mucho m�as ruido que las obtenidas con el muestreo

ponderado, incluso para tiempos de CPU m�as bajos. Esto puede observarse en las

�guras 4.8 y 4.9. Cada una de estas �guras muestra dos �las de im�agenes. La

primera �la se obtuvo mediante muestreo no ponderado, y la segunda mediante

muestreo ponderado. En cada columna, el n�umero de muestras tomadas es el

mismo en ambas im�agenes. Estas son las im�agenes tomadas para comparaciones

num�ericas.

La �gura 4.10 muestra tres im�agenes obtenidas con path-tracing simple, con 64,

256 y 1024 muestras por pixel. La �ultima de ellas se us�o como imagen de referencia

para el c�alculo de los errores.

Finalmente, la �gura (4.13) muestra una habitaci�on con 540 objetos, mallados

en 800 trozos, y sintetizado usando muestreo ponderado. Para esta imagen se

tomaron cuatro muestras por pixel, y en cada una de ellas se realizaron 50 muestras

para re�namiento �nal.

4.7 Conclusiones.

El uso de informaci�on a priori sobre una funci�on puede ayudar mucho en el dise~no

de estrategias de muestreo para la integraci�on por Monte-Carlo de la misma. Esta

es la idea b�asica presentada en este cap��tulo. En el contexto de los entornos difusos,

hemos mostrado como la primera pasada (de un algoritmo de dos pasadas) puede

usarse para obtener esa informaci�on a priori, que es tomada en la segunda pasada

para dirigir el proceso de muestreo hacia las partes m�as interesantes de la escena,

en el sentido que contribuyen m�as al punto objetivo.

Usando la idea anterior se ha dise~nado un algoritmo de �nal-gather con varianza

muy reducida comparado con algoritmos que no tienen informaci�on a priori, como

el path-tracing. Dicho algoritmo se ha implementado en nuestro sistema de s��ntesis

de im�agenes, junto con el de Path-Tracing, obteniendose una mejora signi�cativa

en los tiempos de c�alculo frente a este �ultimo m�etodo.

esf�erico se crea para cada muestra. Hubi�esemos obtenido menores tiempos de CPU mediante

el almacenamiento temporal y la reutilizaci�on de los tri�angulos esf�ericos cuando fuese posible,

como se describe en [Arvo95]
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Figura 4.13: Habitaci�on con 800 trozos, y 4�50 muestras de re�namiento �nal.



Cap��tulo 5

Re�namiento �nal para

Iluminaci�on Global.

5.1 Introducci�on

En este cap��tulo, proponemos un algoritmo de Monte-Carlo de dos pasadas para

entornos difusos. En la primera pasada, una aproximaci�on a baja resoluci�on a la

funci�on de radiancias se obtiene usando un algoritmo de trazado de part��culas. En

la segunda pasada, se produce una imagen despu�es de un paso de re�namiento �nal

a nivel de pixels, al igual que se ha llevado a cabo previamente en algoritmos de

elementos �nitos para Iluminaci�on Global. Al igual que el algoritmo descrito en el

cap��tulo anterior, este paso de re�namiento �nal se ve mejorado al usar muestreo

ponderado o por importancias, lo cual reduce la varianza. El muestreo de importan-

cias est�a basado en la informaci�on sobre el intercambio de energ��a entre elementos

de super�cie, que se encuentra almacenada en una estructura jer�arquica de enlaces.

Con respecto a algoritmos anteriores de elementos �nitos, el uso de t�ecnicas

estoc�asticas evita el muestreo expl��cito de cada enlace durante el re�namiento �nal.

Al igual que el algoritmo descrito en el cap��tulo anterior, el n�umero de muestras que

se deben de tomar no esta relacionado con el n�umero de enlaces en un elemento

receptor, sino que esta relacionado con la varianza. Dicha varianza se reduce bas-

tante cuando se tiene en cuenta la importancia visual en la estructura de enlaces, y

esto es especialmente cierto para entornos no puramente difusos.

En este cap��tulo proponemos un algoritmo que extiende el que se present�o en el

cap��tulo previo, al tiempo que reduce la complejidad de tiempo y almacenamiento

que exhibe aquel m�etodo. En dicho m�etodo, la mejora del paso de re�namiento �nal

se obten��a mediante la representaci�on expl��cita de las transferencias de energ��a entre

todos los pares de elementos. Esto es muy ine�ciente para escenas de complejidad

media o alta. Sin embargo, la complejidad se puede reducir si se realiza una primera

pasada dependiente del punto de vista (que proporciona la energ��a transferida en

cada enlace, ponderada por su importancia para el observador), y tambi�en mediante

el uso de agrupamiento jer�arquico para la representaci�on de dichas transferencias.

107
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Al tener en cuenta radiancias en lugar de radiosidades, la dimensi�on del problema

se incrementa, ya que la radiancia est�a de�nida en el espacio de los rayos mientras

que la radiosidad est�a de�nida en el espacio bidimensional de los puntos de las

super�cies.

La ecuaci�on de radiosidad cl�asica y la ecuaci�on de radiancias pueden escribirse

ambas como ecuaciones integrales de segundo orden, con un n�ucleo de dos variables,

y una funci�on desconocida de una variable. Esta funci�on desconocida puede ser

representada, en los dos casos, como una funci�on a baja resoluci�on almacenada

mediante un conjunto de coe�cientes con respecto a una base. Estos coe�cientes

se pueden calcular aproximadamente mediante trazado de part��culas.

En el siguiente apartado se revisan los trabajos anteriores relacionados con el

nuestro, y en el posterior se detallan las mejoras que ofrece el que aqu�� presentamos.

5.1.1 Trabajos anteriores.

Como se detall�o en el cap��tulo anterior, el re�namiento de una aproximaci�on a baja

resoluci�on ha sido tratado en varios art��culos en la literatura sobre visualizaci�on

realista. A los art��culos all�� citados, todos ellos relativos a entornos difusos, cabe

a~nadir el trabajo de presentado en [Jensen95] para entornos arbitrarios. En este

articulo se usa una primera pasada de fotosimulaci�on. Los puntos y direcciones de

impacto de todos los fotones son almacenados, de forma que en la segunda pasada

dicha informaci�on se usa para realizar la generaci�on de la imagen por Path-Tracing.

En concreto, en cada punto x alcanzado por una cadena durante la segunda

pasada se construye una pdf con el objetivo de seleccionar la siguiente direcci�on de

muestreo. La construcci�on de la pdf se realiza usando los fotones que impactaron

en la primera pasada cerca de x. Dichos fotones codi�can las direcciones mas im-

portantes de donde proviene la energ��a del punto de impacto. Este esquema tiene

la desventaja de que es necesario construir la pdf en cada punto de impacto. El

almacenamiento temporal de los impactos tambi�en puede ocupar mucha memo-

ria. Adem�as, es posible que alguna fuente importante que ocupe un �angulo s�olido

peque~no no sea adecuadamente muestreada, debido a que la pdf es discreta y puede

no tener la resoluci�on adecuada para representar adecuadamente dicha fuente.

En la siguiente subsecci�on se resume los fundamentos del algoritmo propuesto,

y asimismo se detallan las ventajas que presenta.

5.1.2 El algoritmo propuesto.

Si consideramos una estructura de enlaces entre todos los posible elementos en los

que el espacio de los rayos puede ser discretizado, entonces es necesario almacenar un

valor escalar para cada par de dichos elementos. Esto implicar��a un coste excesivo

en t�erminos de almacenamiento y tiempo, ya que el n�umero de elementos en el

espacio de los rayos es un orden de magnitud mayor que el necesario para aproximar

la radiosidad.

Con el objetivo de solventar esta limitaci�on, podemos considerar la forma del

n�ucleo K involucrado en la de�nici�on de la radiancia. La presencia de una funci�on

delta en dicha de�nici�on implica que para la mayor��a de los pares de elementos no hay
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transferencia directa de energ��a entre ellos. De hecho solamente es necesario tener

en cuenta transferencias de energ��a entre ternas de puntos de la super�cie, mediante

el uso de una formulaci�on de transporte de 3 puntos, como puede observarse en

[Aupperle93]. La complejidad resultante esta entonces en el orden de O(n

3

), donde

n es el n�umero de elementos de super�cie o trozos. Esta complejidad es a�un muy

alta para entornos medianos o complejos.

La complejidad puede reducirse a�un m�as. De hecho en nuestro m�etodo no es

necesario almacenar las transferencias entre todas las posibles ternas de elementos

de super�cie. Esto se debe a que la longitud de los caminos durante el re�namiento

�nal es tres: desde el observador se va al punto receptor, y de aqu�� al punto

donde se muestrea la funci�on objetivo. Por tanto el observador es siempre el mismo

se encuentra �jo durante toda la simulaci�on. Aprovechando esto, podemos ver

las transferencias como una funci�on de dos variables, ya que el tercer punto es

constante. Para cada par de puntos x e y, esta funci�on representa la cantidad de

energ��a que viaja de x hacia y y despu�es es re
ejada hacia el observador. Esto se

hace a coste de obtener una soluci�on dependiente del punto de vista, pero con la

ventaja de reducir la complejidad a un orden de O(n

2

)

Esto es a�un demasiado complejo para entornos con un n�umero grande elementos

de super�cie. El siguiente paso consiste en considerar t�ecnicas de agrupamiento

jer�arquico. La geometr��a de la escena se puede representar mediante una jerarqu��a

donde cada nodo representa un conjunto de super�cies o bien un elemento de una

super�cie. Para cada elemento terminal en dicha jerarqu��a, se mantiene una lista de

enlaces a otros nodos de la misma, no necesariamente terminales, de forma que cada

enlace tiene un peso m��nimo. De esta forma se evita almacenar una representaci�on

expl��cita de todas las transferencias entre trozos, salvando as�� memoria y tiempo de

ejecuci�on.

5.2 Agrupamiento jer�arquico.

Para nuestro sistemas hemos usado el mismo m�etodo de agrupamiento de obje-

tos que se describe en [Christensen97]. Como resultado de este proceso de agru-

pamiento, se obtiene un �arbol en el cual cada nodo esta asociado a una parte de

todas las super�cies de los objetos. El �area cubierta por cada nodo es un subcon-

junto de la cubierta por su nodo padre en el �arbol. El nodo ra��z cubre todas las

super�cies de los objetos.

Clasi�camos los nodos del �arbol en tres tipos: nodos grupo, nodos objeto y

nodos trozo. Un nodo grupo cubre un conjunto de objetos, un nodo objeto cubre

un solo objeto de la escena, y un nodo trozo cubre una super�cie de un objeto o un

trozo de ella. Los descendientes de un nodo grupo pueden ser otros nodos grupo o

bien nodos objeto. Los descendientes de los nodos objeto son siempre nodos trozo.

Finalmente, los nodos trozo pueden tener como descendientes solamente nodos

trozo, o bien pueden no tener ning�un descendiente (a estos �ultimos los llamamos

nodos terminales).

El algoritmo usado para el agrupamiento es como sigue: primero se crea el nodo

ra��z (un nodo grupo), que se asocia a todos los objetos de la escena. Cada vez
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Figura 5.1: Un conjunto de grupos y objetos.

que se crea un nodo grupo se examinan cada uno de los objetos que incluye. Si

su tama~no excede la mitad del tama~no de la caja englobante del nodo grupo, se

construye un nodo objeto que lo contiene y se pone como descendiente directo del

nodo grupo. Si el tama~no no excede el limite anterior, se examina en que suboctante

1

del nodo padre cae el centro

2

de cada objeto y se crean entonces 8 subgrupos

hijos del grupo padre, uno para cada suboctante del mismo. N�otese que alguno de

ellos puede estar vac��o y no ser creado por tanto.

A B C

R

71 2 3 4 5 6 Object Nodes

Cluster Nodes

Patch Nodes

Figura 5.2: Arbol correspondiente a la �gura 5.1.

Un nodo objeto est�a siempre compuesto de un conjunto con un nodo trozo como

m��nimo (puede tener m�as si el objeto est�a compuesto de varias super�cies). Estos

nodos trozo se dividen siempre en cuatro trozos iguales, cada uno cubriendo un

cuadrante del nodo padre, excepto cuando el �area del nodo trozo padre es inferior

a un valor m��nimo, en cuyo caso se considera un nodo terminal y no se subdivide

m�as.

1

Para cada nodo grupo, se calcula la caja englobante de todos sus objetos y se almacenan

los ocho octantes que se obtienen al dividir la misma en 8 partes iguales.

2

El centro de un objeto es el punto central de su caja englobante.
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5.3 Primera pasada.

La primera pasada del m�etodo propuesto es simplemente un algoritmo de fotosimu-

laci�on o trazado de part��culas, extendido con el objetivo de procesar los enlaces que

se almacenan en la jerarqu��a de grupos y trozos. En los dos apartados siguientes

detallamos varios aspectos del proceso de fotosimulaci�on, y presentamos el m�etodo

de actualizaci�on de los enlaces.

5.3.1 Fotosimulaci�on.

El proceso de trazado de part��culas que hemos implementado es similar al que se

describe en [Pattanaik92]. Las part��culas se crean en las fuentes de luz, y se simula

su recorrido por la escena. Todas las fuentes producen energ��a con una distribuci�on

difusa, y con intensidad constante en el interior del �area de cada una de ellas. Para la

creaci�on de part��culas, cada fuente se selecciona con una probabilidad proporcional

a la energ��a total que emite.

Despu�es de seleccionar una fuente, se selecciona un punto en su interior, con

una distribuci�on de probabilidad uniforme con respecto al �area. A continuaci�on se

calcula la direcci�on de salida inicial, seg�un una distribuci�on difusa. Si llamamos

dP (r) a la probabilidad de escoger r como primer rayo de una part��cula, entonces

se cumple que dP (r) = L

e

(r)d�(r)=�

e

, donde �

e

es la energ��a total emitida en

todas las fuentes. A cada part��cula se le asigna un peso w, que al crear la part��cula

es igual a la energ��a total emitida en la escena dividida por el n�umero de part��culas.

Figura 5.3: El camino seguido por una part��cula.

Una vez que la part��cula ha sido creada, se lleva a cabo una simulaci�on de la

trayectoria que dicha part��cula sigue por el entorno. Esta simulaci�on est�a compuesta

de una serie de re
exiones en las super�cies que acaban bien por que la part��cula

es absorbida, bien por que abandona la escena (que no es necesariamente cerrada).

La selecci�on de la nueva direcci�on de una part��cula despu�es de una re
exi�on se

realiza mediante muestreo de la BRDF. T�engase en cuenta que la part��cula alcanza,

en cada re
exi�on, un punto de un nodo trozo terminal en la jerarqu��a de nodos.
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Por lo tanto, podemos ver la trayectoria de la part��cula como una serie de nodos

terminales.

Figura 5.4: Nodos terminales visitados.5.3.

5.3.2 Informaci�on de estado de las part��culas.

La informaci�on de estado de las part��culas incluye todos los elementos necesarios

para el c�alculo de la funci�on de radiancia aproximada y la actualizaci�on de los

enlaces. En concreto, de cada part��cula se conocen los siguientes datos:

� El punto donde ocurri�o la �ultima re
exi�on (o bien el punto donde la part��cula

ha sido creada si a�un no ha pasado por ninguna re
exi�on)

� El vector de direcci�on de la part��cula despu�es del impacto.

� El peso de la part��cula, que puede verse como la cantidad de energ��a que

transporta.

Para entornos monocromos, un valor escalar es su�ciente para guardar el peso de la

part��cula. Sin embargo, los entornos con los que se tratan presentan re
ectividades

no monocrom�aticas, esto es, que dependen de la longitud de onda. Esto puede

resolverse repitiendo la simulaci�on para un conjunto de longitudes de onda �jas y

despu�es combinando adecuadamente los resultados, como se hace habitualmente

en los m�etodos de elementos �nitos.

Otra opci�on es asignar a cada part��cula una longitud de onda, usando una

distribuci�on aleatoria que sea proporcional a la distribuci�on de emisividades de la

fuente donde se crea, como se describe en [Pattanaik92]. Finalmente, un tercer

m�etodo es asigna un triple RGB a cada part��cula, como se describe en [Jensen95].

Esta �ultima opci�on puede generalizarse para tener en cuenta distribuciones ar-

bitrarias de re
ectividades y energ��as, no solamente RGB. Esto implica que el peso
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una part��cula es una funci�on w de la longitud de onda, de forma que w(�) es el peso

actual de la part��cula para la longitud de onda �. Cuando la part��cula alcanza una

super�cie, la re
ectividad del punto esta tambi�en representada por una distribuci�on

� dependiente de la longitud de onda, de forma que �(�) es la re
ectividad a la

longitud de onda �.

Esta representaci�on se introduce para conseguir que el algoritmo de trazado

de part��culas sea independiente del modelo de distribuci�on elegido, que puede ser

distinto del modelo RGB, tal y como se requiere en nuestro sistema de rendering

[Urena97].

5.3.3 Probabilidades de supervivencia y absorci�on.

En el caso de que el peso de las part��culas fuese un simple valor escalar, las re
ec-

tividades tambi�en ser��an valores escalares entre 0 y 1. Dichos valores podr�an, por

tanto, ser usados como probabilidades de supervivencia en cada re
exi�on de una

part��cula. En el caso de que la energ��a sea una funci�on de la longitud de onda, esto

ya no puede ser as��, aunque sigue siendo necesario establecer cual es la probabilidad

de supervivencia en la re
exiones.

Para solucionar esto podemos considerar la curva de e�ciencia luminosa

3

c. El

producto escalar hc j wi (de�nido por una integral en el espacio de las longitudes

de onda) es la luminancia de la distribuci�on w. Cuando una part��cula alcanza un

punto cuya distribuci�on de re
ectividades es �, podemos considerar la luminancia

de la distribuci�on w�, que es hw� j ci. Esta luminancia es necesariamente menor

que la luminancia original de la part��cula hw j ci, ya que � es siempre menor que

1. Una posible probabilidad de supervivencia es entonces r = hw�jci = hwjci, esto

es, la relaci�on entre la luminancia de ambas distribuciones. Este valor r cumple el

mismo papel que la re
ectividad escalar de otros algoritmos descritos.

Este esquema implica que la luminancia de una part��cula se mantiene constante

despu�es de cada re
exi�on. Otros m�etodos para decidir la supervivencia, como el de

la Ruleta Rusa tambi�en son compatibles con la supervivencia con luminancias.

Para implementar esto es necesario que exista una clase objetos para almacenar

distribuciones de energ��a. Esta clase debe de incorporar m�etodos para extraer su lu-

minancia y para realizar producto punto a punto. El modelo de color concreto usado

debe de estar basado en alguna proyecci�on en bases �nitas que siempre conllevan

alguna perdida de informaci�on.

5.3.4 Aproximaci�on a la funci�on de radiancias.

Cuando una part��cula abandona un punto de las super�cies despu�es de una re
exi�on

en �el, es necesario actualizar los coe�cientes usados en la aproximaci�on de la funci�on

de radiancia. En principio, se puede usar cualquier funci�on base de�nida en el espacio

de los rayos. En nuestro caso hemos elegido la opci�on mas sencilla, que consiste en

usar funciones base constantes no solapadas.

3

Estos es, c(�) es proporcional a la sensibilidad del ojo humano a una unidad de energ��a

radiante con longitud de onda �
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Como se ha explicado antes, todos los objetos de la escenas se encuentran

mallados en un conjunto de trozos o elementos de super�cie. Para cada trozo se

guarda una matriz bidimensional de distribuciones de energ��a, que se encuentra

inicializado a cero. Cada entrada en la matriz almacena la radiancia media en

una regi�on de direcciones sobre la esfera unidad. Asumamos que el elemento de

super�cie n�umero i cubre un area S

i

� S, y que existen n trozos de este tipo.

Figura 5.5: El mallado de la semiesfera.

Al igual que las super�cies, la semiesfera de direcciones se divide en un conjunto

de regiones, cuyos bordes coinciden con los meridianos y paralelos de la esfera,

como se puede observar en la �gura (5.5. La regi�on entre el meridiano n�umero j y

el paralelo k cubre un subconjunto b

jk

de la semiesfera. Al conjunto de rayos cuyo

vector de direcci�on esta en b

jk

y cuyo origen esta en el trozo i se les llamar�a D

ijk

.

Este conjunto puede escribirse como D

ijk

= S

i

� b

jk

. Supongamos que existen n

p

paralelos y n

m

meridianos. El conjunto de funciones base est�a de�nido como sigue:

B = ff

ijk

j 1 � i � n ; 1 � j � n

m

; 1 � k � n

p

g

donde

f

ijk

(r) =

�

1=�(D

ijk

) si r 2 D

ijk

0 en otro caso

Es f�acil probar que el anterior conjunto B es un conjunto ortonornmal de funciones

base. La radiancia re
ejada media en la regi�on jk del trozo i se llamar�a c

ijk

y

puede escribirse como sigue:

c

ijk

=

1

�(D

ijk

)

Z

D

ijk

L

r

(r) d�(r) = hf

ijk

j L

r

i (5.1)

donde el producto escalar anterior esta de�nido con respecto a la medida �. N�otese

que la funci�on L

r

puede aproximarse mediante su proyecci�on en B, que es:

P

B

L

r

=

X

ijk

c

ijk

f

ijk

Los coe�cientes c

ijk

se pueden calcular mediante el proceso de fotosimulaci�on.

Cuando una part��cula es re
ejada en un punto de un trozo i en una direcci�on w,
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se busca la regi�on b

jk

que contiene a w. Entonces se a~nade el valor wf

ijk

a c

ijk

,

donde w es el peso actual de la part��cula. Hay que tener en cuenta que w no es un

valor escalar, sino una funci�on, por tanto tambi�en son funciones (o distribuciones

de radiancia) los coe�cientes c

ijk

5.3.5 Actualizaci�on de enlaces.

Al principio de la simulaci�on, la estructura de enlaces comienza con un enlace desde

cada nodo trozo terminal hacia el nodo ra��z, aunque posteriormente nuevos enlaces

se crean, como veremos en el siguiente apartado. Cuando una part��cula viaja desde

un elemento emisor hasta alcanzar un elemento receptor, la informaci�on almacenada

en la estructura de enlaces es actualizada. La primera tarea es encontrar el enlace al

que la particula contribuye. Como puede observarse en la �gura 5.6, consideramos

R

Source Receiver

Link the particle 
contributes to

Pair of leaf nodes
hit by the particle

Figura 5.6: B�usqueda del enlace que atraviesa una part��cula.

el par de nodos terminales visitados. Se busca entonces si hay alg�un enlace desde

el receptor hacia el emisor. Si dicho enlace no se encuentra el proceso se repite

recursivamente para el nodo padre del nodo emisor, hasta que se alcanza el nodo

ra��z. Necesariamente, el nodo emisor o alguno de sus ancestros debe ser el destino

de un enlace desde el nodo receptor.

Cuando el enlace se ha encontrado, se actualiza su peso. El peso de un enlace

es la suma de la luminancia total de todas las part��culas que lo han atravesado,

estando cada una de dichas luminancias ponderada por la fracci�on de energ��a de la

part��cula que se re
eja en el receptor hacia el observador. Para actualizar el peso

se a~nade el siguiente valor d al peso anterior del enlace

d = hw� j ci

n

t

n

t

� n

0

(5.2)

donde w es el peso actual de la part��cula, � es una distribuci�on de re
ectividades,

obtenida al evaluar la BRDF en el punto de entrada, c es la curva de e�ciencia

luminosa, n

t

es el n�umero total de part��culas lanzadas durante toda la simulaci�on
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Receiver

Source

Observer

Figura 5.7: Geometria para una transici�on entre dos super�cies.

y n

0

es el n�umero de part��culas ya lanzadas cuando el enlace fue creado, siendo

n

0

< n

t

. Esto es, d es la luminancia de w�, corregida por el factor n

t

=(n

t

� n

0

)

que se introduce ya que n

t

� n

0

es el n�umero total de part��culas lanzadas durante

el tiempo de existencia del enlace, inferior a n

t

, el n�umero total de part��culas.

5.3.6 Re�namiento de enlaces.

El re�namiento de enlaces consiste en la subdivisi�on adaptativa de los mismos,

usando como criterio el n�umero de part��culas que los atraviesan.

Cada enlace se dice que va desde un nodo receptor de las part��culas hacia otro

nodo emisor de las mismas. Esto es as�� puesto que los enlaces que parten de

un nodo est�an almacenados en una lista enlazada asociada a dicho nodo receptor.

Dicha estructura sirve para la segunda pasada, en la cual se conoce el nodo receptor

y despu�es se busca el emisor, como veremos en la siguiente secci�on.

Antes de que comience el trazado de part��culas, se crea un enlace desde cada

nodo terminal al nodo ra��z. Una vez que un n�umero m��nimo de part��culas n

min

han

atravesado el enlace, este se subdivide. Si el enlace va de un nodo a hacia otro b,

entonces, (si b no es terminal) se crean nuevos enlaces desde a hacia cada uno de

los nodos hijos de b. El valor n

0

del nuevo enlace es igual al n�umero de part��culas

que ya se hab��an lanzado en la simulaci�on al crear el enlace.

Los enlaces que se han subdividido se ignoran desde ese instante, y solo los

enlaces terminales, no divididos, se usan para la segunda pasada. Con este m�etodo,

es posible que exista alg�un enlace con el valor n

0

muy cercano a n

t

, esto es, el

enlace se creo cerca del �nal de la simulaci�on. Los pesos estimados de estos enlaces

son una muy mala aproximaci�on a los pesos reales, ya que n�umero de part��culas

usadas para realizar la aproximaci�on es muy peque~no, y por tanto la varianza de la

estimaci�on es muy alta.

Para evitar esto, podemos �jar un n�umero entero n

max

(cumpli�endose que

n

min

< n

max

< n

t

) tal que ning�un enlace es creado con n

0

> n

max

. Esto signi�ca

que despu�es de lanzar la part��cula n�umero n

max

, no se crean nuevos enlaces. De

esta forma, el n�umero m��nimo de part��culas lanzadas durante la vida de un enlace
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Figura 5.8: Re�namiento de un enlace.

es n

t

� n

max

. En nuestras simulaciones hemos seleccionado n

max

= n

t

=2

Al �nal de la simulaci�on existe, para cada nodo terminal, un conjunto de enlaces

que apuntan a otros nodos en la jerarqu��a. En la �gura 5.8 puede observarse como

un enlace (desde un nodo terminal al nodo ra��z) es re�nado en 3 subdivisiones

durante la simulaci�on, y tambi�en vemos los enlaces resultantes.

5.4 Segunda pasada.

La segunda pasada se usa para obtener una imagen del entorno tal y como se ve

desde el observador. Esto se lleva a cabo mediante un proceso de re�namiento �nal.

En este contexto, el re�namiento �nal es el problema de encontrar una aproximaci�on

a L(r) para un rayo dado r, aplicando el operador de transporte T a una funci�on de

radiancias a baja resoluci�on L

0

. Este re�namiento se realiza usando un m�etodo de

Monte-Carlo con muestreo ponderado o por importancias, guiado por la informaci�on

almacenada en los enlaces.

Durante la fase de visualizaci�on, se lanza un rayo a trav�es de cada punto de

muestreo en el plano de visi�on. Se obtiene entones el primer punto visible x de la

escena (si existe alguno) . Entonces el problema es calcular la radiancia L(x;w),

donde w es el vector de direcci�on unitario que va de x hacia el observador. Esto se

lleva a cabo muestreando un conjunto de puntos x

i

en las super�cies de la escena,

y calculando la radiancia re
ejada en x hacia el observador desde dichos puntos.

5.4.1 Formalizaci�on del problema.

Como en el cap��tulo anterior, este re�namiento �nal puede formalizarse como el

calculo de L(r) usando la siguiente expresi�on:

L(r) = L

e

(r) +

Z

D

K(r; s)L

0

(s) d�(s) (5.3)

donde L

0

es una aproximaci�on a baja resoluci�on de la funci�on de radiancias, calculada

en la primera pasada. El valor L

e

(r) se conoce para cualquier r, luego el problema es
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el calculo de la integral. Mediante el uso de los m�etodos de Monte-Carlo, usaremos

una funci�on de densidad de probabilidad p

r

cumpliendo las siguientes propiedades:

1 =

Z

D

p

r

(s) d�(s)

K(r; s)L

0

(s) > 0 ) p

r

(s) > 0

Una vez que tenemos una p

r

v�alida se puede dise~nar un algoritmo de muestreo para

aproximar el valor dado en (5.3). Esto se lleva a cabo seleccionando un conjunto

de n rayos del entorno s

i

= (y

i

; w

i

) con densidad de probabilidad p

r

. Despu�es se

calcula un estimador secundario mediante la siguiente variable aleatoria:

X

r

(s

1

: : : ; s

n

) =

1

n

n

X

i=1

K(r; s

i

)L

0

(s

i

)

p

r

(s

i

)

(5.4)

es f�acil demostrar que E(X

r

) = L(r), y por lo tanto X

r

es un estimador sin

sesgo de L(r). El error obtenido en la aproximaci�on depende de la varianza, que

a su vez depende de p

r

y del n�umero de muestras n. Podemos disminuir dicha

varianza seleccionando una p

r

apropiada. La "mejor" pdf es aquella que presenta

una varianza nula. Dicha funci�on es la siguiente:

p

r

(s) =

K(r; s)L

0

(s)

(T L

0

)(r)

Este ejemplo de p

r

cumple las condiciones (5.4) y (5.4), y adem�as tiene varianza

nula ya que es proporcional a K(r; s)L

0

(s).

5.4.2 Una pdf para re�namiento �nal.

El objetivo es obtener una p

r

�optimo en el sentido de que aproxima lo m�as posible

el ideal, como se ha establecido en el apartado anterior. Esto puede llevarse a

cabo usando la informaci�on almacenada en la estructura de enlaces. El conjunto

de enlaces que salen de un nodo terminal representan una aproximaci�on discreta a

la distribuci�on de la energ��a que llega a dicho nodo (ponderada por su importancia

respecto al observador).

Por lo tanto, podemos usar una pdf que sea proporcional a dicho valor, con el

objetivo de reducir la varianza. Esto implica que, si existe un enlace desde un nodo

i y hacia otro nodo j con peso r

ij

, entonces haremos p

r

(s) proporcional a r

ij

para

todos los rayos r con origen en el nodo i (y que apunten hacia el observador) y

todos los rayos s con origen en el nodo j (y que apunten hacia el origen de s).

Necesariamente (debido al algoritmo de b�usqueda usado) el enlace de i a j es

un enlace que no ha sido dividido, esto es, no existe ning�un enlace desde i hacia

ning�un descendiente de j. Por lo tanto, los pesos de los enlaces no son su�cientes

para caracterizar completamente la funci�on p

r

, ya que no dan informaci�on sobre el

trozo de super�cie (o conjunto de objetos) cubierto por el nodo j. Una vez que

el nodo fuente j ha sido seleccionado, es a�un necesario descender el �arbol hasta
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encontrar un nodo terminal, y despu�es debemos seleccionar un punto en el trozo de

super�cie cubierto por dicho nodo terminal.

Todo esto se puede expresar formalmente con la siguiente de�nici�on de p

r

(s)

p

r

(s) =

r

ij

r

i

t

rs

(j; k) q

kr

(s) (5.5)

donde i es el ��ndice del nodo terminal donde r reside, k es el ��ndice del nodo

terminal donde s reside, j es el primer ancestro de k tal que existe un enlace desde

i hacia j, r

ij

es el peso de dicho enlace, q

kr

(s) es la probabilidad condicional

de seleccionar punto de muestreo s sabiendo que el nodo k ha sido seleccionado.

Finalmente t

rs

(j; k) da la probabilidad condicional de seleccionar k como trozo

fuente de muestreo sabiendo que antes se ha seleccionado j. La funci�on t se de�ne

iterativamente como sigue:

t

rs

(j; k) =

�

1 si j = k

f

r

(j; h) t

rs

(h; k) en otro caso

donde h es el ��ndice del nodo hijo de j que cubre el origen de s y f

r

(j; h) es una

funci�on que da la probabilidad condicional de seleccionar h sabiendo que hemos

seleccionado j (esto es, la probabilidad de descender desde j hacia h)

Una vez que se conoce r es necesario seleccionar un conjunto de puntos de

muestra s, con distribuci�on p

r

(s). Cada uno de estos s se selecciona siguiendo los

pasos que se detallan a continuaci�on.

1. Hacer i igual al ��ndice del nodo donde r reside.

2. Seleccionar un nodo j con probabilidad proporcional a r

ij

.

3. Mientras el nodo j no sea un nodo terminal:

(a) Seleccionar un nodo hijo de j (con ��ndice h), con probabilidad f

r

(j; h).

(b) Hacer j igual a h.

4. Seleccionar un rayo s, con origen en el nodo j, con densidad de probabilidad

q

jr

(s).

En el siguiente apartado se detallan las funciones f

r

, que gobierna el descenso del

�arbol, y q

kr

que se usa para seleccionar un punto en el interior del nodo k.

5.4.3 Descenso del �arbol.

El algoritmo introducido en la secci�on anterior no est�a completo, en el sentido de

que a�un est�an sin especi�car como son las funciones f

r

y q

kr

Asumamos que j es un nodo no terminal con un nodo hijo h. El valor escalar

f

r

(j; h) es la probabilidad condicional de que el punto de muestreo resida en h,

sabiendo que reside en j. La mejor estrategia ser��a usar el f

r

de�nido como:

f

r

(j; h) =

L

h

(r)

L

j

(r)

(5.6)
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donde L

i

(r) es la radiancia en r debido a la energ��a total proveniente de todo el �area

cubierta por el nodo i. Esta cantidad es dif��cil de conocer debido a la complejidad

del operador de transporte. Con el objetivo de aproximar el valor en la ecuaci�on

(5.6) usamos una aproximaci�on a L

i

relativamente f�acil de calcular, con el �n de

evitar tiempos de ejecuci�on muy largos, y tambi�en lo su�cientemente cercana al

valor exacto para reducir la varianza. En nuestro caso hemos usado la siguiente

aproximaci�on:

L

i

(r) � L

0

i

(r) = f

r

(x;w;w

0

) �

i

cos(n

x

; w) s(x; i)

donde r = (x;w), f

r

es la funci�on BRDF, w

0

es el vector c

i

�x normalizado, �

i

es

la energ��a total de todas las part��culas que abandonan el nodo i, y c

i

es un punto

considerado centro del nodo i, y que se de�ne como sigue: si i es elemento plano

de super�cie, c

i

es el centro de masas de dicho trozo, y en cualquier otro caso (el

nodo i es un objeto o un grupo de ellos), c

i

es el centro de su caja englobante.

Finalmente, el valor s(x; i) es una aproximaci�on al �angulo s�olido total cubierto por

el nodo i cuando se proyecta sobre la semiesfera alrededor de x.

En el caso de que i sea un trozo plano con �area a y normal n

i

, aproximamos

s(x; i) asumiendo que el trozo i puede sustituirse por un disco plano de �area a y

radio r y cuya normal apunta a x. Este �angulo s�olido es exactamente r

2

=d

2

donde

d = jc

i

�xj. Dicho valor se multiplica por cos(n

i

;�w

0

), con el objetivo de tener en

cuenta la reducci�on en el �angulo s�olido debido a la inclinaci�on relativa del trozo (su

normal no tiene por que apuntar a x). Por lo tanto, para un trozo plano i, s(x; i)

se de�ne como:

s(x; i) = cos(n

i

;�w

0

)

r

2

d

2

en el caso de que el nodo i sea un grupo de objetos, hacemos s(x; i) = r

2

=d

2

,

donde d tiene la misma de�nici�on que antes, y r es el radio de una esfera cuya �area

coincide con el �area total de todas las super�cies en el grupo.

Finalmente, el valor q

kr

(s) es la probabilidad de seleccionar un rayo fuente

s dentro del nodo terminal k. Para implementar est�a probabilidad, usamos la

parametrizaci�on de los tri�angulos esf�ericos descrita en [Arvo95], tal y como se detall�o

en el cap��tulo anterior.

5.5 Implementaci�on y resultados.

Para probar los algoritmos descritos hemos dise~nado una escena muy sencilla com-

puesta por un emisor y una super�cie re
ectora tipo Phong. El exponente de Phong

se ha �jado al valor 2. En la �gura 5.9 se muestran tres im�agenes de referencia

obtenidas con path-tracing simple, usando un numero de muestras por pixel igual

a 4, 16 y 32, de izquierda a derecha.

Por otro lado, en la �gura 5.10 se pueden observar varias im�agenes de la misma

escenas obtenidas con el m�etodo propuesto en este capitulo. Para visualizar estas

im�agenes se lanzaron 200.000 part��culas desde la fuente de luz. El valor n

min

se �j�o

a 100, y n

max

a 100.000. El conjunto de im�agenes puede observarse en la �gura .
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Figura 5.9: Path-tracing con 4,16 y 32 muestras por pixel

El n�umero de muestras para re�namiento �nal es 1,2 y 4 para la �la de arriba (de

izquierda a derecha) y 8,16 y 32 en la �la de abajo.

Figura 5.10: Nuevo metodo con 1,2,4,8,16 y 32 muestras por pixel.

Como puede observarse la varianza en el re
ector es mayor para los puntos que

est�an cerca del emisor, y muy baja para los puntos alejados del mismo. Esto se

debe a que el factor de forma de punto a punto var��a mucho en los puntos cercanos

a la arista en com�un, mientras que para los puntos alejados dicho factor presenta

menos variaciones. Se puede observar como en la regi�on alejada la varianza es tan

peque~na que apenas es observable incluso con una sola muestra por pixel. Esto

implica que el algoritmo para descenso del �arbol calcula los respectivas in
uencias

con una gran aproximaci�on si los puntos no est�an muy cercanos. En cualquier caso,
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las varianza es menor que la que se obtendr��a usando muestreo de la BRDF para

escoger las direcciones.
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Figura 5.11: Comparaci�on de m�etodos: error cuadr�atico frente a tiempo de

CPU.

Con las bater��as de im�agenes citadas anteriormente se han realizado compara-

ciones num�ericas del error. Se ha tomado como referencia una imagen obtenida con

path-tracing usando 1024 muestras por pixel, sobre la misma escena. Se han calcu-

lado el error cuadr�atico medio (media de las diferencias en cada pixel al cuadrado)

de im�agenes obtenidas con path-tracing usando 1,4,16,64 y 256 muestras por pixel,

respectivamente. Por otro lado se ha obtenido el error cuadr�atico medio usando

el algoritmo propuesto con 1,2,4,8,16,32 y 64 muestras para re�namiento �nal. La

gr�a�ca en la �gura 5.11 muestra una comparaci�on de dicho error en las dos series,

con respecto al tiempo total de CPU empleado (incluyendo, en el caso del algoritmo

propuesto, el tiempo de la primera pasada). Como vemos, el algoritmo propuesto

presenta menos error que path-tracing.

Como ejemplo de uso del m�etodo, en la �gura (5.12) se observa una escena

compleja (formada por dos conjuntos de sillas y mesas), obtenida usando path-

tracing y el nuevo m�etodo propuesto. En la soluci�on por path-tracing se usaron

256 cadenas por pixel y se emplearon 11 horas de tiempo de CPU, mientras que en

la del nuevo m�etodo se usaron 4 muestras primarias por pixel, y 50 muestras para

�nal gather (equivalente a unas 200 muestras por pixel). El tiempo empleado fue

de unas 7 horas de CPU. Como vemos, la varianza es mucho menor para el nuevo

m�etodo.

Sobre esta misma escena (el conjunto de dos mesas y sillas), se han sintetizado

im�agenes usando path-tracing con 1,4,16,64 y 256 cadenas por pixel, y con el nuevo

m�etodo usando 8,16,32,64 y 128 muestras por pixel. En la �gura 5.13 se observan

dos gr�a�cas. En el eje X esta el tiempo de CPU en segundos, y en el eje Y la

ra��z del error cuadr�atico medio de las imagenes, o desviaci�on t��pica (tomando como
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Figura 5.12: Una escena difusa compleja con Path-tracing y el nuevo m�etodo.
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Figura 5.13: Comparaci�on de e�ciencia para la escena de dos mesas.

referencia, para cada m�etodo, la �ultima imagen de su serie). Se observa como la

e�ciencia del nuevo m�etodo es claramente superior.

En la �gura 5.14 se observa una escena compleja con una serie de conjuntos

de mesas y sillas. Esta escena se ha sintetizado usando el nuevo m�etodo con 256

muestras para re�namiento �nal, y 4 muestras primarias por pixel. El n�umero de

part��culas (de izquierda a derecha) fu�e de 3,6 y 12 millones. Se puede observar

como las patas de las mesas y las sillas son m�as oscuras en la imagen a la izquierda

y m�as claras a la derecha. Esto se debe a que estos objetos, muy peque~nos, no han
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Figura 5.14: Escena compleja con 3,6 y 12 millones de part��culas.

recibido un n�umero su�ciente de part��culas en la simulaci�on con 3 millones, pero si

en la simulaci�on con 12 millones. Esto provoca que las estimaciones de los pesos de

los enlaces originados en ellos sean peores en el primer caso y mejores en el segundo,

con lo cual la calidad de la imagen as�� obtenida var��a.

5.6 Conclusiones.

Finalmente, en el �ultimo cap��tulo se detalla una t�ecnica completamente nueva para

extender el algoritmo anterior a entornos de radiosidad. Aqu�� se usa un m�etodo

ya existente de creaci�on de jerarqu��as de trozos y objetos, pero aplicada en un

algoritmo de Monte-Carlo. Dichas jerarqu��as se han usado previamente solo para

m�etodos de elementos �nitos. Relacionado con este algoritmo, se propone una forma

de actualizar la estructura de enlaces, necesariamente distinta a las existentes para

m�etodos de elementos �nitos.

Adem�as, en este quinto y �ultimo cap��tulo se propone una nueva forma de

muestreo por importancias en la segunda pasada, que usa la informaci�on almace-

nada en los enlaces y a su vez la jerarqu��a de objetos. En la simulaciones que se han

realizado se demuestra como esta forma de muestreo puede reducir enormemente

la varianza.



Cap��tulo 6

Principales aportaciones y

conclusiones.

En este cap��tulo se detallan las conclusiones y aportaciones m�as relevantes realizadas

en la presente memoria.

Como conclusi�on de esta memoria de tesis cabe decir que se han propuesto

t�ecnicas espec���cas que mejoran el rendimiento de las t�ecnicas de Monte-Carlo.

Tradicionalmente se considera a estas t�ecnicas como poco e�cientes frente a las

de elementos �nitos, lo cual ha limitado bastante la investigaci�on en ellas y su

uso pr�actico. Sin embargo en nuestra opini�on, y para la clase de problemas a los

que se enfrenta la visualizaci�on realista, en muchos casos las t�ecnicas de Monte-

Carlo pueden ser m�as e�cientes que las t�ecnicas de elementos �nitos. Esto se debe

fundamentalmente a que es un problema planteado en un espacio de muchas dimen-

siones. Aunque un uso de t�ecnicas de Monte-Carlo en bruto es efectivamente poco

e�ciente, el an�alisis de la varianza y la propuesta de mejores algoritmos contribuye

a la obtenci�on de algoritmos e�cientes.

En el cap��tulo primero se presenta una derivaci�on de la ecuaci�on de radiancias

en forma de una ecuaci�on integral de segundo orden. Para ello damos la expresi�on

adecuada del n�ucleo del operador de transporte K. Esta formulaci�on presenta la

ventaja de que las herramientas matem�aticas existentes para dicha clase de ecua-

ciones se pueden usar f�acilmente en el contexto de la Iluminaci�on Global. Las

formas anteriormente propuestas de dicha ecuaci�on no presentan exactamente esta

caracter��stica, bien por que el n�ucleo es una funci�on de tres variables [Kajiya86],

bien porque el operador de transporte aparece como la composici�on de otros dos

[Arvo95]. Adem�as de presentar la ecuaci�on de esta forma, en este primer cap��tulo se

detallan los fundamentos de los m�etodos de elementos �nitos (fundamentalmente

el m�etodo Galerkin) y de los m�etodos de Monte-Carlo. Esta introducci�on es f�acil al

usar la nueva forma propuesta para la ecuaci�on de rendering.

En el cap��tulo segundo se presenta una formalizaci�on del problema de la Ilu-

minaci�on Global, introduciendo el concepto de observador como un conjunto de

funciones que miden la radiancia en determinadas partes de la escena. Combinando

125
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este concepto con los introducidos en el cap��tulo anterior, obtenemos una imagen

como el resultado de aplicar un operador lineal sobre la funci�on de radiancia emitida.

Otra aportaci�on de este cap��tulo es una clasi�caci�on de los distintos m�etodos de

c�alculo de iluminaci�on como diferentes formas de aplicar dicho operador lineal a la

funci�on de radiancias emitidas. Esto permite comparar entre si un conjunto amplio

de publicaciones en este campo.

En el cap��tulo tercero se analiza la varianza de los m�etodos de Monte-Carlo para

ecuaciones integrales de segundo orden. Se presenta una funci�on de medida de

probabilidad sobre el espacio de todos los caminos posibles, lo cual permite explicar

los m�etodos de Monte-Carlo como el muestreo de una variable aleatoria de�nida

con respecto a dicha medida. Esto da la posibilidad adem�as de expresar su media y

la varianza como una integraci�on en el espacio de los caminos. A partir de aqu�� se

caracteriza completamente la varianza de dichos m�etodos. En concreto, se obtiene

dicha varianza como la soluci�on de una ecuaci�on integral de segundo orden.

Si bien este �ultimo resultado ya hab��a sido previamente obtenido [Mikhailov92],

no hab��a sido puesto en relaci�on con un conjunto de problemas de la Iluminaci�on

Global que se pueden resolver por Monte-Carlo, como nosotros hacemos en esta

memoria. Finalmente, se obtiene un resultado completamente original que carac-

teriza de una forma parecida la varianza cuando se usa path-tracing con muestreo

directo de las fuentes, t�ecnica habitual en Iluminaci�on Global.

La principal aportaci�on presente en el cap��tulo cuarto es la demostraci�on de

como se puede reutilizar la informaci�on de la primera pasada para guiar el proceso

de muestreo en la segunda en entornos puramente difusos. Aqu�� se ha propuesto

una t�ecnica espec���ca para realizar esto, distinta de las previamente existentes. Su

e�ciencia ha quedado probada al ser comparada con el path-tracing est�andar.

Finalmente, en el �ultimo cap��tulo se detalla una t�ecnica completamente nueva

para extender el algoritmo anterior a entornos de radiosidad. Aqu�� se usa un m�etodo

ya existente de creaci�on de jerarqu��as de trozos y objetos, pero aplicada en un

algoritmo de Monte-Carlo. Dichas jerarqu��as se han usado previamente solo para

m�etodos de elementos �nitos. Relacionado con este algoritmo, se propone una forma

de actualizar la estructura de enlaces, necesariamente distinta a las existentes para

m�etodos de elementos �nitos.

Adem�as, en este quinto y �ultimo cap��tulo se propone una nueva forma de

muestreo por importancias en la segunda pasada, que usa la informaci�on almace-

nada en los enlaces y a su vez la jerarqu��a de objetos. En la simulaciones que se han

realizado se demuestra como esta forma de muestreo puede reducir enormemente

la varianza.

Como resumen, cabe citar como aportaciones originales m�as relevantes las sigu-

ientes:

� Una nueva expresi�on de la ecuaci�on de rendering con un n�ucleo de dos vari-

ables.

� Una clasi�caci�on de los m�etodos de Iluminaci�on Global.

� Una caracterizaci�on de la varianza para una amplia familia de m�etodos de

Monte-Carlo.
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� Un nuevo algoritmo de varianza reducida para �nal-gather por Monte-Carlo

en entornos difusos.

� Un nuevo algoritmo de Monte-Carlo en dos pasadas para Iluminaci�on Global,

basado en una discretizaci�on jer�arquica de la escena, incluyendo clustering.
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