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Varianza condicionada

La varianza condicionada es el momento condicionado centrado en media de orden dos,

V ar [X/Y ] = E
[
(X − E [X/Y ])2/Y

]
.
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Varianza condicionada

La varianza condicionada es el momento condicionado centrado en media de orden dos,

V ar [X/Y ] = E
[
(X − E [X/Y ])2/Y

]
.

Por su importancia en el estudio del problema de regresión analizamos algunas propiedades de esta variable aleatoria.

http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/2.5/es/
http://www.ugr.es/local/cdpye
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/2.5/es/


This work is licensed under a Creative Commons Attribution-NonCommercial-NoDerivs 2.5 License.

BY: Grupo CDPYE-UGR

Varianza condicionada

La varianza condicionada es el momento condicionado centrado en media de orden dos,

V ar [X/Y ] = E
[
(X − E [X/Y ])2/Y

]
.

Por su importancia en el estudio del problema de regresión analizamos algunas propiedades de esta variable aleatoria.

Propiedades de la varianza condicionada

Si X es una variable aleatoria tal que existe E [X2] e Y es otra variable sobre el mismo espacio, se tiene:

i) ∃V ar [X/Y ] y V ar [X/Y ] ≥ 0.

ii) V ar [X/Y ] = E [X2/Y ]− (E [X/Y ])2.

iii) ∃V ar [E [X/Y ]], ∃E [V ar [X/Y ]] y V ar [X] = V ar [E [X/Y ]] + E [V ar [X/Y ]] .
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Varianza condicionada

La varianza condicionada es el momento condicionado centrado en media de orden dos,

V ar [X/Y ] = E
[
(X − E [X/Y ])2/Y

]
.

Por su importancia en el estudio del problema de regresión analizamos algunas propiedades de esta variable aleatoria.

Propiedades de la varianza condicionada

Si X es una variable aleatoria tal que existe E [X2] e Y es otra variable sobre el mismo espacio, se tiene:

i) ∃V ar [X/Y ] y V ar [X/Y ] ≥ 0.

ii) V ar [X/Y ] = E [X2/Y ]− (E [X/Y ])2.

iii) ∃V ar [E [X/Y ]], ∃E [V ar [X/Y ]] y V ar [X] = V ar [E [X/Y ]] + E [V ar [X/Y ]] .

Demostración:
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Varianza condicionada

La varianza condicionada es el momento condicionado centrado en media de orden dos,

V ar [X/Y ] = E
[
(X − E [X/Y ])2/Y

]
.

Por su importancia en el estudio del problema de regresión analizamos algunas propiedades de esta variable aleatoria.

Propiedades de la varianza condicionada

Si X es una variable aleatoria tal que existe E [X2] e Y es otra variable sobre el mismo espacio, se tiene:

i) ∃V ar [X/Y ] y V ar [X/Y ] ≥ 0.

ii) V ar [X/Y ] = E [X2/Y ]− (E [X/Y ])2.

iii) ∃V ar [E [X/Y ]], ∃E [V ar [X/Y ]] y V ar [X] = V ar [E [X/Y ]] + E [V ar [X/Y ]] .

Demostración:

i) La existencia de E [X2] garantiza la existencia de V ar [X/Y ] (ver definición y propiedades de los momentos
condicionados).
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Varianza condicionada

La varianza condicionada es el momento condicionado centrado en media de orden dos,

V ar [X/Y ] = E
[
(X − E [X/Y ])2/Y

]
.

Por su importancia en el estudio del problema de regresión analizamos algunas propiedades de esta variable aleatoria.

Propiedades de la varianza condicionada

Si X es una variable aleatoria tal que existe E [X2] e Y es otra variable sobre el mismo espacio, se tiene:

i) ∃V ar [X/Y ] y V ar [X/Y ] ≥ 0.

ii) V ar [X/Y ] = E [X2/Y ]− (E [X/Y ])2.

iii) ∃V ar [E [X/Y ]], ∃E [V ar [X/Y ]] y V ar [X] = V ar [E [X/Y ]] + E [V ar [X/Y ]] .

Demostración:

i) La existencia de E [X2] garantiza la existencia de V ar [X/Y ] (ver definición y propiedades de los momentos
condicionados). Además, ya que (X −E [X/Y ])2 es una variable aleatoria no negativa, su esperanza condicionada a
Y es no negativa (propiedad 2 de esperanza condicionada).
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Varianza condicionada

La varianza condicionada es el momento condicionado centrado en media de orden dos,

V ar [X/Y ] = E
[
(X − E [X/Y ])2/Y

]
.

Por su importancia en el estudio del problema de regresión analizamos algunas propiedades de esta variable aleatoria.

Propiedades de la varianza condicionada

Si X es una variable aleatoria tal que existe E [X2] e Y es otra variable sobre el mismo espacio, se tiene:

i) ∃V ar [X/Y ] y V ar [X/Y ] ≥ 0.

ii) V ar [X/Y ] = E [X2/Y ]− (E [X/Y ])2.

iii) ∃V ar [E [X/Y ]], ∃E [V ar [X/Y ]] y V ar [X] = V ar [E [X/Y ]] + E [V ar [X/Y ]] .

Demostración:

i) La existencia de E [X2] garantiza la existencia de V ar [X/Y ] (ver definición y propiedades de los momentos
condicionados). Además, ya que (X −E [X/Y ])2 es una variable aleatoria no negativa, su esperanza condicionada a
Y es no negativa (propiedad 2 de esperanza condicionada).

ii) Basta probar que, para cada valor de Y , los correspondientes valores de V ar [X/Y ] y de E [X2/Y ]− (E [X/Y ])2

coinciden.
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Varianza condicionada

La varianza condicionada es el momento condicionado centrado en media de orden dos,

V ar [X/Y ] = E
[
(X − E [X/Y ])2/Y

]
.

Por su importancia en el estudio del problema de regresión analizamos algunas propiedades de esta variable aleatoria.

Propiedades de la varianza condicionada

Si X es una variable aleatoria tal que existe E [X2] e Y es otra variable sobre el mismo espacio, se tiene:

i) ∃V ar [X/Y ] y V ar [X/Y ] ≥ 0.

ii) V ar [X/Y ] = E [X2/Y ]− (E [X/Y ])2.

iii) ∃V ar [E [X/Y ]], ∃E [V ar [X/Y ]] y V ar [X] = V ar [E [X/Y ]] + E [V ar [X/Y ]] .

Demostración:

i) La existencia de E [X2] garantiza la existencia de V ar [X/Y ] (ver definición y propiedades de los momentos
condicionados). Además, ya que (X −E [X/Y ])2 es una variable aleatoria no negativa, su esperanza condicionada a
Y es no negativa (propiedad 2 de esperanza condicionada).

ii) Basta probar que, para cada valor de Y , los correspondientes valores de V ar [X/Y ] y de E [X2/Y ]− (E [X/Y ])2

coinciden.

V ar [X/Y = y] = E
[
(X − E [X/Y = y])2 /Y = y

]
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Varianza condicionada

La varianza condicionada es el momento condicionado centrado en media de orden dos,

V ar [X/Y ] = E
[
(X − E [X/Y ])2/Y

]
.

Por su importancia en el estudio del problema de regresión analizamos algunas propiedades de esta variable aleatoria.

Propiedades de la varianza condicionada

Si X es una variable aleatoria tal que existe E [X2] e Y es otra variable sobre el mismo espacio, se tiene:

i) ∃V ar [X/Y ] y V ar [X/Y ] ≥ 0.

ii) V ar [X/Y ] = E [X2/Y ]− (E [X/Y ])2.

iii) ∃V ar [E [X/Y ]], ∃E [V ar [X/Y ]] y V ar [X] = V ar [E [X/Y ]] + E [V ar [X/Y ]] .

Demostración:

i) La existencia de E [X2] garantiza la existencia de V ar [X/Y ] (ver definición y propiedades de los momentos
condicionados). Además, ya que (X −E [X/Y ])2 es una variable aleatoria no negativa, su esperanza condicionada a
Y es no negativa (propiedad 2 de esperanza condicionada).

ii) Basta probar que, para cada valor de Y , los correspondientes valores de V ar [X/Y ] y de E [X2/Y ]− (E [X/Y ])2

coinciden.

V ar [X/Y = y] = E
[
(X − E [X/Y = y])2 /Y = y

]
= E

[
X2 + (E [X/Y = y])2 − 2XE [X/Y = y] /Y = y

]
.
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Varianza condicionada

La varianza condicionada es el momento condicionado centrado en media de orden dos,

V ar [X/Y ] = E
[
(X − E [X/Y ])2/Y

]
.

Por su importancia en el estudio del problema de regresión analizamos algunas propiedades de esta variable aleatoria.

Propiedades de la varianza condicionada

Si X es una variable aleatoria tal que existe E [X2] e Y es otra variable sobre el mismo espacio, se tiene:

i) ∃V ar [X/Y ] y V ar [X/Y ] ≥ 0.

ii) V ar [X/Y ] = E [X2/Y ]− (E [X/Y ])2.

iii) ∃V ar [E [X/Y ]], ∃E [V ar [X/Y ]] y V ar [X] = V ar [E [X/Y ]] + E [V ar [X/Y ]] .

Demostración:

i) La existencia de E [X2] garantiza la existencia de V ar [X/Y ] (ver definición y propiedades de los momentos
condicionados). Además, ya que (X −E [X/Y ])2 es una variable aleatoria no negativa, su esperanza condicionada a
Y es no negativa (propiedad 2 de esperanza condicionada).

ii) Basta probar que, para cada valor de Y , los correspondientes valores de V ar [X/Y ] y de E [X2/Y ]− (E [X/Y ])2

coinciden.

V ar [X/Y = y] = E
[
(X − E [X/Y = y])2 /Y = y

]
= E

[
X2 + (E [X/Y = y])2 − 2XE [X/Y = y] /Y = y

]
.

Ahora, teniendo en cuenta que E [X/Y = y] es una constante cuando se considera la distribución condicionada a
Y = y, el resultado se deduce de la linealidad de la esperanza condicionada (propiedad 1).
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iii) Notemos en primer lugar que, por i) y ii), E [X2/Y ] ≥ (E [X/Y ])2 y se tiene la relación de orden

0 ≤ (E [X/Y ])2 ≤ E
[
X2/Y

]
.
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iii) Notemos en primer lugar que, por i) y ii), E [X2/Y ] ≥ (E [X/Y ])2 y se tiene la relación de orden

0 ≤ (E [X/Y ])2 ≤ E
[
X2/Y

]
.

Ya que la existencia de E [X2] garantiza la existencia de E [E [X2/Y ]] (propiedad 5), la variable aleatoria (E [X/Y ])2

está acotada superior e inferiormente por variables que tienen esperanza, lo que implica que existe su esperanza
(propiedad 4 de esperanza de vectores).
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iii) Notemos en primer lugar que, por i) y ii), E [X2/Y ] ≥ (E [X/Y ])2 y se tiene la relación de orden

0 ≤ (E [X/Y ])2 ≤ E
[
X2/Y

]
.

Ya que la existencia de E [X2] garantiza la existencia de E [E [X2/Y ]] (propiedad 5), la variable aleatoria (E [X/Y ])2

está acotada superior e inferiormente por variables que tienen esperanza, lo que implica que existe su esperanza
(propiedad 4 de esperanza de vectores). Aśı:

∃E [(E [X/Y ])2]
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iii) Notemos en primer lugar que, por i) y ii), E [X2/Y ] ≥ (E [X/Y ])2 y se tiene la relación de orden

0 ≤ (E [X/Y ])2 ≤ E
[
X2/Y

]
.

Ya que la existencia de E [X2] garantiza la existencia de E [E [X2/Y ]] (propiedad 5), la variable aleatoria (E [X/Y ])2

está acotada superior e inferiormente por variables que tienen esperanza, lo que implica que existe su esperanza
(propiedad 4 de esperanza de vectores). Aśı:

∃E [(E [X/Y ])2] ⇒ ∃V ar [E [X/Y ]] = E [(E [X/Y ])2]− (E [E(X/Y )])2.
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iii) Notemos en primer lugar que, por i) y ii), E [X2/Y ] ≥ (E [X/Y ])2 y se tiene la relación de orden

0 ≤ (E [X/Y ])2 ≤ E
[
X2/Y

]
.

Ya que la existencia de E [X2] garantiza la existencia de E [E [X2/Y ]] (propiedad 5), la variable aleatoria (E [X/Y ])2

está acotada superior e inferiormente por variables que tienen esperanza, lo que implica que existe su esperanza
(propiedad 4 de esperanza de vectores). Aśı:

∃E [(E [X/Y ])2] ⇒ ∃V ar [E [X/Y ]] = E [(E [X/Y ])2]− (E [E(X/Y )])2.

∃E [(E [X/Y ])2] y ∃E [E [X2/Y ]]
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iii) Notemos en primer lugar que, por i) y ii), E [X2/Y ] ≥ (E [X/Y ])2 y se tiene la relación de orden

0 ≤ (E [X/Y ])2 ≤ E
[
X2/Y

]
.

Ya que la existencia de E [X2] garantiza la existencia de E [E [X2/Y ]] (propiedad 5), la variable aleatoria (E [X/Y ])2

está acotada superior e inferiormente por variables que tienen esperanza, lo que implica que existe su esperanza
(propiedad 4 de esperanza de vectores). Aśı:

∃E [(E [X/Y ])2] ⇒ ∃V ar [E [X/Y ]] = E [(E [X/Y ])2]− (E [E(X/Y )])2.

∃E [(E [X/Y ])2] y ∃E [E [X2/Y ]] ⇒ ∃E [E [X2/Y ]− (E [X/Y ])2]
ii)
= E [V ar [X/Y ]] .
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iii) Notemos en primer lugar que, por i) y ii), E [X2/Y ] ≥ (E [X/Y ])2 y se tiene la relación de orden

0 ≤ (E [X/Y ])2 ≤ E
[
X2/Y

]
.

Ya que la existencia de E [X2] garantiza la existencia de E [E [X2/Y ]] (propiedad 5), la variable aleatoria (E [X/Y ])2

está acotada superior e inferiormente por variables que tienen esperanza, lo que implica que existe su esperanza
(propiedad 4 de esperanza de vectores). Aśı:

∃E [(E [X/Y ])2] ⇒ ∃V ar [E [X/Y ]] = E [(E [X/Y ])2]− (E [E(X/Y )])2.

∃E [(E [X/Y ])2] y ∃E [E [X2/Y ]] ⇒ ∃E [E [X2/Y ]− (E [X/Y ])2]
ii)
= E [V ar [X/Y ]] .

Además, por la propiedad 5 de esperanza condicionada, E [E [X/Y ]] = E [X] y E [E [X2/Y ]] = E [X2], y susti-
tuyendo estos valores se tiene

V ar [E [X/Y ]] +E [V ar [X/Y ]] = E [(E [X/Y ])2]− (E [X])2 +E [X2]−E [(E [X/Y ])2]
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iii) Notemos en primer lugar que, por i) y ii), E [X2/Y ] ≥ (E [X/Y ])2 y se tiene la relación de orden

0 ≤ (E [X/Y ])2 ≤ E
[
X2/Y

]
.

Ya que la existencia de E [X2] garantiza la existencia de E [E [X2/Y ]] (propiedad 5), la variable aleatoria (E [X/Y ])2

está acotada superior e inferiormente por variables que tienen esperanza, lo que implica que existe su esperanza
(propiedad 4 de esperanza de vectores). Aśı:

∃E [(E [X/Y ])2] ⇒ ∃V ar [E [X/Y ]] = E [(E [X/Y ])2]− (E [E(X/Y )])2.

∃E [(E [X/Y ])2] y ∃E [E [X2/Y ]] ⇒ ∃E [E [X2/Y ]− (E [X/Y ])2]
ii)
= E [V ar [X/Y ]] .

Además, por la propiedad 5 de esperanza condicionada, E [E [X/Y ]] = E [X] y E [E [X2/Y ]] = E [X2], y susti-
tuyendo estos valores se tiene

V ar [E [X/Y ]] +E [V ar [X/Y ]] = E [(E [X/Y ])2]− (E [X])2 +E [X2]−E [(E [X/Y ])2] = V ar [X] . �
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iii) Notemos en primer lugar que, por i) y ii), E [X2/Y ] ≥ (E [X/Y ])2 y se tiene la relación de orden

0 ≤ (E [X/Y ])2 ≤ E
[
X2/Y

]
.

Ya que la existencia de E [X2] garantiza la existencia de E [E [X2/Y ]] (propiedad 5), la variable aleatoria (E [X/Y ])2

está acotada superior e inferiormente por variables que tienen esperanza, lo que implica que existe su esperanza
(propiedad 4 de esperanza de vectores). Aśı:

∃E [(E [X/Y ])2] ⇒ ∃V ar [E [X/Y ]] = E [(E [X/Y ])2]− (E [E(X/Y )])2.

∃E [(E [X/Y ])2] y ∃E [E [X2/Y ]] ⇒ ∃E [E [X2/Y ]− (E [X/Y ])2]
ii)
= E [V ar [X/Y ]] .

Además, por la propiedad 5 de esperanza condicionada, E [E [X/Y ]] = E [X] y E [E [X2/Y ]] = E [X2], y susti-
tuyendo estos valores se tiene

V ar [E [X/Y ]] +E [V ar [X/Y ]] = E [(E [X/Y ])2]− (E [X])2 +E [X2]−E [(E [X/Y ])2] = V ar [X] . �

La propiedad iii), que especifica la descomposición de la varianza de una variable teniendo en cuenta el condi-
cionamiento a otra, tiene una importante interpretación en el problema de regresión mı́nimo cuadrática.
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iii) Notemos en primer lugar que, por i) y ii), E [X2/Y ] ≥ (E [X/Y ])2 y se tiene la relación de orden

0 ≤ (E [X/Y ])2 ≤ E
[
X2/Y

]
.

Ya que la existencia de E [X2] garantiza la existencia de E [E [X2/Y ]] (propiedad 5), la variable aleatoria (E [X/Y ])2

está acotada superior e inferiormente por variables que tienen esperanza, lo que implica que existe su esperanza
(propiedad 4 de esperanza de vectores). Aśı:

∃E [(E [X/Y ])2] ⇒ ∃V ar [E [X/Y ]] = E [(E [X/Y ])2]− (E [E(X/Y )])2.

∃E [(E [X/Y ])2] y ∃E [E [X2/Y ]] ⇒ ∃E [E [X2/Y ]− (E [X/Y ])2]
ii)
= E [V ar [X/Y ]] .

Además, por la propiedad 5 de esperanza condicionada, E [E [X/Y ]] = E [X] y E [E [X2/Y ]] = E [X2], y susti-
tuyendo estos valores se tiene

V ar [E [X/Y ]] +E [V ar [X/Y ]] = E [(E [X/Y ])2]− (E [X])2 +E [X2]−E [(E [X/Y ])2] = V ar [X] . �

La propiedad iii), que especifica la descomposición de la varianza de una variable teniendo en cuenta el condi-
cionamiento a otra, tiene una importante interpretación en el problema de regresión mı́nimo cuadrática.

Ejemplo 1: Se extraen sucesivamente, sin reemplazamiento, dos bolas de una urna que contiene tres blancas y dos
negras. En relación a este experimento, se definen las siguientes variables:

X =

{
0 si la primera bola es blanca
1 si la primera bola es negra.

Y =

{
0 si la segunda bola es blanca
1 si la segunda bola es negra.

Descomponer la varianza de la variable X teniendo en cuenta el condicionamiento a Y .
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Se trata de obtener los sumandos de la descomposición V ar [X] = V ar [E [X/Y ]] + E [V ar [X/Y ]].
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Se trata de obtener los sumandos de la descomposición V ar [X] = V ar [E [X/Y ]] + E [V ar [X/Y ]].

Este experimento fue considerado en el ejemplo 1 de esperanza condicionada.

http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/2.5/es/
http://www.ugr.es/local/cdpye
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/2.5/es/


This work is licensed under a Creative Commons Attribution-NonCommercial-NoDerivs 2.5 License.

BY: Grupo CDPYE-UGR

Se trata de obtener los sumandos de la descomposición V ar [X] = V ar [E [X/Y ]] + E [V ar [X/Y ]].

Este experimento fue considerado en el ejemplo 1 de esperanza condicionada. Las distribuciones conjunta y margi-
nales de las variables X e Y están dadas en la siguiente tabla:
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Se trata de obtener los sumandos de la descomposición V ar [X] = V ar [E [X/Y ]] + E [V ar [X/Y ]].

Este experimento fue considerado en el ejemplo 1 de esperanza condicionada. Las distribuciones conjunta y margi-
nales de las variables X e Y están dadas en la siguiente tabla:

Y
X 0 1 P (X = xi)
0 3/10 3/10 3/5
1 3/10 1/10 2/5

P (Y = yj) 3/5 2/5
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Se trata de obtener los sumandos de la descomposición V ar [X] = V ar [E [X/Y ]] + E [V ar [X/Y ]].

Este experimento fue considerado en el ejemplo 1 de esperanza condicionada. Las distribuciones conjunta y margi-
nales de las variables X e Y están dadas en la siguiente tabla:

Y
X 0 1 P (X = xi)
0 3/10 3/10 3/5
1 3/10 1/10 2/5

P (Y = yj) 3/5 2/5

de donde se obtiene que V ar [X] = E [X2]− (E [X])2 =
2

5
−

(
2

5

)2

=
6

25
·
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Se trata de obtener los sumandos de la descomposición V ar [X] = V ar [E [X/Y ]] + E [V ar [X/Y ]].

Este experimento fue considerado en el ejemplo 1 de esperanza condicionada. Las distribuciones conjunta y margi-
nales de las variables X e Y están dadas en la siguiente tabla:

Y
X 0 1 P (X = xi)
0 3/10 3/10 3/5
1 3/10 1/10 2/5

P (Y = yj) 3/5 2/5

de donde se obtiene que V ar [X] = E [X2]− (E [X])2 =
2

5
−

(
2

5

)2

=
6

25
·

A continuación calculamos los dos sumandos de la descomposición:
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Se trata de obtener los sumandos de la descomposición V ar [X] = V ar [E [X/Y ]] + E [V ar [X/Y ]].

Este experimento fue considerado en el ejemplo 1 de esperanza condicionada. Las distribuciones conjunta y margi-
nales de las variables X e Y están dadas en la siguiente tabla:

Y
X 0 1 P (X = xi)
0 3/10 3/10 3/5
1 3/10 1/10 2/5

P (Y = yj) 3/5 2/5

de donde se obtiene que V ar [X] = E [X2]− (E [X])2 =
2

5
−

(
2

5

)2

=
6

25
·

A continuación calculamos los dos sumandos de la descomposición:

V ar [E [X/Y ]]
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Se trata de obtener los sumandos de la descomposición V ar [X] = V ar [E [X/Y ]] + E [V ar [X/Y ]].

Este experimento fue considerado en el ejemplo 1 de esperanza condicionada. Las distribuciones conjunta y margi-
nales de las variables X e Y están dadas en la siguiente tabla:

Y
X 0 1 P (X = xi)
0 3/10 3/10 3/5
1 3/10 1/10 2/5

P (Y = yj) 3/5 2/5

de donde se obtiene que V ar [X] = E [X2]− (E [X])2 =
2

5
−

(
2

5

)2

=
6

25
·

A continuación calculamos los dos sumandos de la descomposición:

V ar [E [X/Y ]] = E [(E [X/Y ])2]− (E [E [X/Y ]])2

http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/2.5/es/
http://www.ugr.es/local/cdpye
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/2.5/es/


This work is licensed under a Creative Commons Attribution-NonCommercial-NoDerivs 2.5 License.

BY: Grupo CDPYE-UGR

Se trata de obtener los sumandos de la descomposición V ar [X] = V ar [E [X/Y ]] + E [V ar [X/Y ]].

Este experimento fue considerado en el ejemplo 1 de esperanza condicionada. Las distribuciones conjunta y margi-
nales de las variables X e Y están dadas en la siguiente tabla:

Y
X 0 1 P (X = xi)
0 3/10 3/10 3/5
1 3/10 1/10 2/5

P (Y = yj) 3/5 2/5

de donde se obtiene que V ar [X] = E [X2]− (E [X])2 =
2

5
−

(
2

5

)2

=
6

25
·

A continuación calculamos los dos sumandos de la descomposición:

V ar [E [X/Y ]] = E [(E [X/Y ])2]− (E [E [X/Y ]])2 = E [(E [X/Y ])2]− (E [X])2
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Se trata de obtener los sumandos de la descomposición V ar [X] = V ar [E [X/Y ]] + E [V ar [X/Y ]].

Este experimento fue considerado en el ejemplo 1 de esperanza condicionada. Las distribuciones conjunta y margi-
nales de las variables X e Y están dadas en la siguiente tabla:

Y
X 0 1 P (X = xi)
0 3/10 3/10 3/5
1 3/10 1/10 2/5

P (Y = yj) 3/5 2/5

de donde se obtiene que V ar [X] = E [X2]− (E [X])2 =
2

5
−

(
2

5

)2

=
6

25
·

A continuación calculamos los dos sumandos de la descomposición:

V ar [E [X/Y ]] = E [(E [X/Y ])2]− (E [E [X/Y ]])2 = E [(E [X/Y ])2]− (E [X])2 = E [(E [X/Y ])2]−
(

2

5

)2

·
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Se trata de obtener los sumandos de la descomposición V ar [X] = V ar [E [X/Y ]] + E [V ar [X/Y ]].

Este experimento fue considerado en el ejemplo 1 de esperanza condicionada. Las distribuciones conjunta y margi-
nales de las variables X e Y están dadas en la siguiente tabla:

Y
X 0 1 P (X = xi)
0 3/10 3/10 3/5
1 3/10 1/10 2/5

P (Y = yj) 3/5 2/5

de donde se obtiene que V ar [X] = E [X2]− (E [X])2 =
2

5
−

(
2

5

)2

=
6

25
·

A continuación calculamos los dos sumandos de la descomposición:

V ar [E [X/Y ]] = E [(E [X/Y ])2]− (E [E [X/Y ]])2 = E [(E [X/Y ])2]− (E [X])2 = E [(E [X/Y ])2]−
(

2

5

)2

·

E [V ar [X/Y ]]
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Se trata de obtener los sumandos de la descomposición V ar [X] = V ar [E [X/Y ]] + E [V ar [X/Y ]].

Este experimento fue considerado en el ejemplo 1 de esperanza condicionada. Las distribuciones conjunta y margi-
nales de las variables X e Y están dadas en la siguiente tabla:

Y
X 0 1 P (X = xi)
0 3/10 3/10 3/5
1 3/10 1/10 2/5

P (Y = yj) 3/5 2/5

de donde se obtiene que V ar [X] = E [X2]− (E [X])2 =
2

5
−

(
2

5

)2

=
6

25
·

A continuación calculamos los dos sumandos de la descomposición:

V ar [E [X/Y ]] = E [(E [X/Y ])2]− (E [E [X/Y ]])2 = E [(E [X/Y ])2]− (E [X])2 = E [(E [X/Y ])2]−
(

2

5

)2

·

E [V ar [X/Y ]] = E [E [X2/Y ]]− (E [X/Y ])2]
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Se trata de obtener los sumandos de la descomposición V ar [X] = V ar [E [X/Y ]] + E [V ar [X/Y ]].

Este experimento fue considerado en el ejemplo 1 de esperanza condicionada. Las distribuciones conjunta y margi-
nales de las variables X e Y están dadas en la siguiente tabla:

Y
X 0 1 P (X = xi)
0 3/10 3/10 3/5
1 3/10 1/10 2/5

P (Y = yj) 3/5 2/5

de donde se obtiene que V ar [X] = E [X2]− (E [X])2 =
2

5
−

(
2

5

)2

=
6

25
·

A continuación calculamos los dos sumandos de la descomposición:

V ar [E [X/Y ]] = E [(E [X/Y ])2]− (E [E [X/Y ]])2 = E [(E [X/Y ])2]− (E [X])2 = E [(E [X/Y ])2]−
(

2

5

)2

·

E [V ar [X/Y ]] = E [E [X2/Y ]]− (E [X/Y ])2] = E [X2]− E
[
(E [X/Y ])2]
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Se trata de obtener los sumandos de la descomposición V ar [X] = V ar [E [X/Y ]] + E [V ar [X/Y ]].

Este experimento fue considerado en el ejemplo 1 de esperanza condicionada. Las distribuciones conjunta y margi-
nales de las variables X e Y están dadas en la siguiente tabla:

Y
X 0 1 P (X = xi)
0 3/10 3/10 3/5
1 3/10 1/10 2/5

P (Y = yj) 3/5 2/5

de donde se obtiene que V ar [X] = E [X2]− (E [X])2 =
2

5
−

(
2

5

)2

=
6

25
·

A continuación calculamos los dos sumandos de la descomposición:

V ar [E [X/Y ]] = E [(E [X/Y ])2]− (E [E [X/Y ]])2 = E [(E [X/Y ])2]− (E [X])2 = E [(E [X/Y ])2]−
(

2

5

)2

·

E [V ar [X/Y ]] = E [E [X2/Y ]]− (E [X/Y ])2] = E [X2]− E
[
(E [X/Y ])2] =

2

5
− E

[
(E [X/Y ])2

]
.
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Se trata de obtener los sumandos de la descomposición V ar [X] = V ar [E [X/Y ]] + E [V ar [X/Y ]].

Este experimento fue considerado en el ejemplo 1 de esperanza condicionada. Las distribuciones conjunta y margi-
nales de las variables X e Y están dadas en la siguiente tabla:

Y
X 0 1 P (X = xi)
0 3/10 3/10 3/5
1 3/10 1/10 2/5

P (Y = yj) 3/5 2/5

de donde se obtiene que V ar [X] = E [X2]− (E [X])2 =
2

5
−

(
2

5

)2

=
6

25
·

A continuación calculamos los dos sumandos de la descomposición:

V ar [E [X/Y ]] = E [(E [X/Y ])2]− (E [E [X/Y ]])2 = E [(E [X/Y ])2]− (E [X])2 = E [(E [X/Y ])2]−
(

2

5

)2

·

E [V ar [X/Y ]] = E [E [X2/Y ]]− (E [X/Y ])2] = E [X2]− E
[
(E [X/Y ])2] =

2

5
− E

[
(E [X/Y ])2

]
.

A la vista de estas expresiones, sólo es preciso calcular E [(E [X/Y ])2], lo que haremos teniendo en cuenta la expresión
de E [X/Y ] que se obtuvo en el ejemplo 1 de esperanza condicionada,
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Se trata de obtener los sumandos de la descomposición V ar [X] = V ar [E [X/Y ]] + E [V ar [X/Y ]].

Este experimento fue considerado en el ejemplo 1 de esperanza condicionada. Las distribuciones conjunta y margi-
nales de las variables X e Y están dadas en la siguiente tabla:

Y
X 0 1 P (X = xi)
0 3/10 3/10 3/5
1 3/10 1/10 2/5

P (Y = yj) 3/5 2/5

de donde se obtiene que V ar [X] = E [X2]− (E [X])2 =
2

5
−

(
2

5

)2

=
6

25
·

A continuación calculamos los dos sumandos de la descomposición:

V ar [E [X/Y ]] = E [(E [X/Y ])2]− (E [E [X/Y ]])2 = E [(E [X/Y ])2]− (E [X])2 = E [(E [X/Y ])2]−
(

2

5

)2

·

E [V ar [X/Y ]] = E [E [X2/Y ]]− (E [X/Y ])2] = E [X2]− E
[
(E [X/Y ])2] =

2

5
− E

[
(E [X/Y ])2

]
.

A la vista de estas expresiones, sólo es preciso calcular E [(E [X/Y ])2], lo que haremos teniendo en cuenta la expresión
de E [X/Y ] que se obtuvo en el ejemplo 1 de esperanza condicionada,

E [X/Y ] =


1

2
Y = 0

1

4
Y = 1.
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Ya que la variable E [X/Y ] es función de Y , su cuadrado también lo es y, por lo tanto,
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Ya que la variable E [X/Y ] es función de Y , su cuadrado también lo es y, por lo tanto,

E
[
(E [X/Y ])2

]
=

(
1

2

)2

P (Y = 0) +

(
1

4

)2

P (Y = 1)
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Ya que la variable E [X/Y ] es función de Y , su cuadrado también lo es y, por lo tanto,

E
[
(E [X/Y ])2

]
=

(
1

2

)2

P (Y = 0) +

(
1

4

)2

P (Y = 1) =

(
1

4
× 3

5

)
+

(
1

16
× 2

5

)
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Ya que la variable E [X/Y ] es función de Y , su cuadrado también lo es y, por lo tanto,

E
[
(E [X/Y ])2

]
=

(
1

2

)2

P (Y = 0) +

(
1

4

)2

P (Y = 1) =

(
1

4
× 3

5

)
+

(
1

16
× 2

5

)
=

7

40
·
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Ya que la variable E [X/Y ] es función de Y , su cuadrado también lo es y, por lo tanto,

E
[
(E [X/Y ])2

]
=

(
1

2

)2

P (Y = 0) +

(
1

4

)2

P (Y = 1) =

(
1

4
× 3

5

)
+

(
1

16
× 2

5

)
=

7

40
·

Sustituyendo este valor en las fórmulas de V ar [E [X/Y ]] y E [V ar [X/Y ]] obtenemos:
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Ya que la variable E [X/Y ] es función de Y , su cuadrado también lo es y, por lo tanto,

E
[
(E [X/Y ])2

]
=

(
1

2

)2

P (Y = 0) +

(
1

4

)2

P (Y = 1) =

(
1

4
× 3

5

)
+

(
1

16
× 2

5

)
=

7

40
·

Sustituyendo este valor en las fórmulas de V ar [E [X/Y ]] y E [V ar [X/Y ]] obtenemos:

V ar [E [X/Y ]] = E [(E [X/Y ])2]−
(

2

5

)2

=
3

200
,
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Ya que la variable E [X/Y ] es función de Y , su cuadrado también lo es y, por lo tanto,

E
[
(E [X/Y ])2

]
=

(
1

2

)2

P (Y = 0) +

(
1

4

)2

P (Y = 1) =

(
1

4
× 3

5

)
+

(
1

16
× 2

5

)
=

7

40
·

Sustituyendo este valor en las fórmulas de V ar [E [X/Y ]] y E [V ar [X/Y ]] obtenemos:

V ar [E [X/Y ]] = E [(E [X/Y ])2]−
(

2

5

)2

=
3

200
,

E [V ar [X/Y ]] =
2

5
− E

[
(E [X/Y ])2

]
=

9

40
,
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Ya que la variable E [X/Y ] es función de Y , su cuadrado también lo es y, por lo tanto,

E
[
(E [X/Y ])2

]
=

(
1

2

)2

P (Y = 0) +

(
1

4

)2

P (Y = 1) =

(
1

4
× 3

5

)
+

(
1

16
× 2

5

)
=

7

40
·

Sustituyendo este valor en las fórmulas de V ar [E [X/Y ]] y E [V ar [X/Y ]] obtenemos:

V ar [E [X/Y ]] = E [(E [X/Y ])2]−
(

2

5

)2

=
3

200
,

E [V ar [X/Y ]] =
2

5
− E

[
(E [X/Y ])2

]
=

9

40
,

cantidades que, como es inmediato comprobar, suman el valor de V ar [X] obtenido al comienzo. �
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5
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(E [X/Y ])2
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=

9

40
,

cantidades que, como es inmediato comprobar, suman el valor de V ar [X] obtenido al comienzo. �

Ejemplo 2: Sea (X, Y ) un vector aleatorio con función de densidad f(x, y) = 2, 0 < x < y < 1. Descomponer la
varianza de la variable Y teniendo en cuenta el condicionamiento a X.
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=

9

40
,

cantidades que, como es inmediato comprobar, suman el valor de V ar [X] obtenido al comienzo. �

Ejemplo 2: Sea (X, Y ) un vector aleatorio con función de densidad f(x, y) = 2, 0 < x < y < 1. Descomponer la
varianza de la variable Y teniendo en cuenta el condicionamiento a X.

Se trata ahora de obtener los sumandos de la descomposición V ar [Y ] = V ar [E [Y/X]] + E [V ar [Y/X]], donde,
razonando de forma similar a como se ha hecho en el ejemplo 1,
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9
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cantidades que, como es inmediato comprobar, suman el valor de V ar [X] obtenido al comienzo. �

Ejemplo 2: Sea (X, Y ) un vector aleatorio con función de densidad f(x, y) = 2, 0 < x < y < 1. Descomponer la
varianza de la variable Y teniendo en cuenta el condicionamiento a X.

Se trata ahora de obtener los sumandos de la descomposición V ar [Y ] = V ar [E [Y/X]] + E [V ar [Y/X]], donde,
razonando de forma similar a como se ha hecho en el ejemplo 1,

V ar [E [Y/X]] = E [(E [Y/X])2]− (E [E [Y/X]])2 = E [(E [Y/X])2]− (E [Y ])2.
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Ejemplo 2: Sea (X, Y ) un vector aleatorio con función de densidad f(x, y) = 2, 0 < x < y < 1. Descomponer la
varianza de la variable Y teniendo en cuenta el condicionamiento a X.

Se trata ahora de obtener los sumandos de la descomposición V ar [Y ] = V ar [E [Y/X]] + E [V ar [Y/X]], donde,
razonando de forma similar a como se ha hecho en el ejemplo 1,

V ar [E [Y/X]] = E [(E [Y/X])2]− (E [E [Y/X]])2 = E [(E [Y/X])2]− (E [Y ])2.

E [V ar [Y/X]] = E [E [Y 2/X]]− (E [Y/X])2 = E [Y 2]− E [(E [Y/X])2] .
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Sustituyendo este valor en las fórmulas de V ar [E [X/Y ]] y E [V ar [X/Y ]] obtenemos:

V ar [E [X/Y ]] = E [(E [X/Y ])2]−
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2

5

)2

=
3

200
,

E [V ar [X/Y ]] =
2

5
− E

[
(E [X/Y ])2

]
=

9

40
,

cantidades que, como es inmediato comprobar, suman el valor de V ar [X] obtenido al comienzo. �

Ejemplo 2: Sea (X, Y ) un vector aleatorio con función de densidad f(x, y) = 2, 0 < x < y < 1. Descomponer la
varianza de la variable Y teniendo en cuenta el condicionamiento a X.

Se trata ahora de obtener los sumandos de la descomposición V ar [Y ] = V ar [E [Y/X]] + E [V ar [Y/X]], donde,
razonando de forma similar a como se ha hecho en el ejemplo 1,

V ar [E [Y/X]] = E [(E [Y/X])2]− (E [E [Y/X]])2 = E [(E [Y/X])2]− (E [Y ])2.

E [V ar [Y/X]] = E [E [Y 2/X]]− (E [Y/X])2 = E [Y 2]− E [(E [Y/X])2] .

A la vista de estas expresiones, comenzamos calculando los momentos de orden uno y dos de Y a partir de su función
de densidad:
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fY (y) =

∫ y

0

2dx = 2y, y ∈ (0, 1)
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fY (y) =

∫ y

0

2dx = 2y, y ∈ (0, 1) →


E [Y ] =

∫ 1

0

2y2dy =
2

3
,
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fY (y) =

∫ y

0

2dx = 2y, y ∈ (0, 1) →


E [Y ] =

∫ 1

0

2y2dy =
2

3
,

E [Y 2] =

∫ 1

0

2y3dy =
1

2
·
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fY (y) =

∫ y

0

2dx = 2y, y ∈ (0, 1) →


E [Y ] =

∫ 1

0

2y2dy =
2

3
,

E [Y 2] =

∫ 1

0

2y3dy =
1

2
·

Ahora calculamos E [(E [Y/X])2], lo que haremos teniendo en cuenta la expresión E [Y/X] =
1 + X

2
, que se obtuvo

en el ejemplo 2 de esperanza condicionada:
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fY (y) =

∫ y

0

2dx = 2y, y ∈ (0, 1) →


E [Y ] =

∫ 1

0

2y2dy =
2

3
,

E [Y 2] =

∫ 1

0

2y3dy =
1

2
·

Ahora calculamos E [(E [Y/X])2], lo que haremos teniendo en cuenta la expresión E [Y/X] =
1 + X

2
, que se obtuvo

en el ejemplo 2 de esperanza condicionada:

E
[
(E [Y/X])2

]
= E

[(
1 + X

2

)2
]
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fY (y) =

∫ y

0

2dx = 2y, y ∈ (0, 1) →


E [Y ] =

∫ 1

0

2y2dy =
2

3
,

E [Y 2] =

∫ 1

0

2y3dy =
1

2
·

Ahora calculamos E [(E [Y/X])2], lo que haremos teniendo en cuenta la expresión E [Y/X] =
1 + X

2
, que se obtuvo

en el ejemplo 2 de esperanza condicionada:

E
[
(E [Y/X])2

]
= E

[(
1 + X

2

)2
]

=
1

4
E

[
1 + X2 + 2X

]
.
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3
,
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2y3dy =
1

2
·

Ahora calculamos E [(E [Y/X])2], lo que haremos teniendo en cuenta la expresión E [Y/X] =
1 + X

2
, que se obtuvo

en el ejemplo 2 de esperanza condicionada:

E
[
(E [Y/X])2

]
= E

[(
1 + X

2

)2
]

=
1

4
E

[
1 + X2 + 2X

]
.

Los momentos de X se obtienen a partir de su función de densidad:
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fY (y) =

∫ y
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
E [Y ] =

∫ 1

0

2y2dy =
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3
,

E [Y 2] =

∫ 1

0

2y3dy =
1

2
·

Ahora calculamos E [(E [Y/X])2], lo que haremos teniendo en cuenta la expresión E [Y/X] =
1 + X

2
, que se obtuvo

en el ejemplo 2 de esperanza condicionada:

E
[
(E [Y/X])2

]
= E

[(
1 + X

2

)2
]

=
1

4
E

[
1 + X2 + 2X

]
.

Los momentos de X se obtienen a partir de su función de densidad:

fX(x) =

∫ 1

x

2dx = 2(1− x), x ∈ (0, 1)
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1 + X

2
, que se obtuvo
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]
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]
.

Los momentos de X se obtienen a partir de su función de densidad:

fX(x) =

∫ 1

x

2dx = 2(1− x), x ∈ (0, 1) →
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E [X] =

∫ 1

0

2x(1− x)dx =
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3
,
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Ahora calculamos E [(E [Y/X])2], lo que haremos teniendo en cuenta la expresión E [Y/X] =
1 + X

2
, que se obtuvo

en el ejemplo 2 de esperanza condicionada:

E
[
(E [Y/X])2

]
= E

[(
1 + X

2

)2
]

=
1

4
E

[
1 + X2 + 2X

]
.

Los momentos de X se obtienen a partir de su función de densidad:

fX(x) =

∫ 1

x

2dx = 2(1− x), x ∈ (0, 1) →


E [X] =

∫ 1

0

2x(1− x)dx =
1

3
,

E [X2] =

∫ 1

0

2x2(1− x)dx =
1

6
,
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Ahora calculamos E [(E [Y/X])2], lo que haremos teniendo en cuenta la expresión E [Y/X] =
1 + X

2
, que se obtuvo

en el ejemplo 2 de esperanza condicionada:

E
[
(E [Y/X])2

]
= E

[(
1 + X

2

)2
]

=
1

4
E

[
1 + X2 + 2X

]
.

Los momentos de X se obtienen a partir de su función de densidad:

fX(x) =

∫ 1

x

2dx = 2(1− x), x ∈ (0, 1) →


E [X] =

∫ 1

0

2x(1− x)dx =
1

3
,

E [X2] =

∫ 1

0

2x2(1− x)dx =
1

6
,

y resulta que E [(E [Y/X])2] =
11

24
, de donde:
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Ahora calculamos E [(E [Y/X])2], lo que haremos teniendo en cuenta la expresión E [Y/X] =
1 + X

2
, que se obtuvo

en el ejemplo 2 de esperanza condicionada:

E
[
(E [Y/X])2

]
= E

[(
1 + X

2

)2
]

=
1

4
E

[
1 + X2 + 2X

]
.

Los momentos de X se obtienen a partir de su función de densidad:

fX(x) =

∫ 1

x

2dx = 2(1− x), x ∈ (0, 1) →


E [X] =

∫ 1

0

2x(1− x)dx =
1

3
,

E [X2] =

∫ 1

0

2x2(1− x)dx =
1

6
,

y resulta que E [(E [Y/X])2] =
11

24
, de donde:

V ar [E [Y/X]] = E [(E [Y/X])2]− (E [Y ])2 =
11

24
−

(
2

3

)2

=
1

72
·
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Ahora calculamos E [(E [Y/X])2], lo que haremos teniendo en cuenta la expresión E [Y/X] =
1 + X

2
, que se obtuvo

en el ejemplo 2 de esperanza condicionada:

E
[
(E [Y/X])2

]
= E

[(
1 + X

2

)2
]

=
1

4
E

[
1 + X2 + 2X

]
.

Los momentos de X se obtienen a partir de su función de densidad:

fX(x) =

∫ 1

x

2dx = 2(1− x), x ∈ (0, 1) →


E [X] =

∫ 1

0

2x(1− x)dx =
1

3
,

E [X2] =

∫ 1

0

2x2(1− x)dx =
1

6
,

y resulta que E [(E [Y/X])2] =
11

24
, de donde:

V ar [E [Y/X]] = E [(E [Y/X])2]− (E [Y ])2 =
11

24
−

(
2

3

)2

=
1

72
·

E [V ar [Y/X]] = E [Y 2]− E [(E [Y/X])2] =
1

2
− 11

24
=

1

24
·
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1
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·

E [V ar [Y/X]] = E [Y 2]− E [(E [Y/X])2] =
1

2
− 11

24
=

1

24
·

Por lo tanto, V ar [Y ] = 1/72 + 1/24 = 1/18, lo que concuerda con el valor obtenido directamente de la distribución
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marginal de Y ,
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marginal de Y ,

V ar [Y ] = E [Y 2]− (E [Y ])2 =
1

2
− 4

9
=

1

18
· �
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