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INTRODUCCION

Nos complace presentar este libro, en el que se hace un resumen del trabajo realizado
por Juan Jesus Ortiz en su Tesis Doctoral, realizada bajo nuestra direccion. Esta investigacion
toma como eje dos temas fundamentales, desde nuestro punto de vista:

e Los libros de texto, que sin duda constituyen un recurso didactico fundamental, no sélo
para los alumnos que lo usan, sino para el profesor que basa en ellos una gran parte de su
actuacion docente.

e El campo de la probabilidad, que esta adquiriendo una gran importancia en la ensefianza
en todos los niveles, debido a su aplicabilidad en otras disciplinas, y porque el
razonamiento probabilistico es un util fundamental en nuestra relacion con lo cotidiano.
Desde el punto de vista de la investigacion, la probabilidad es un area que ha recibido una
atencion comparativamente menor que otros temas del curriculo.

El trabajo analiza los libros de texto publicados durante la vigencia de los cuestionarios de
1° de BUP (Bachillerato Unificado y Polivalerte) (18-1V-1.975), en que la tendencia era retrasar
la ensefianza de estos temas el mayor tiempo posible. El supuesto era que para asimilar el
concepto de probabilidad era necesario adquirir la nocion de proporcionalidad y poseer
razonamiento combinatorio, lo que no se conseguia hasta el periodo de las operaciones formales.

En la actualidad se ha producido un cambio importante en la ensefianza de la
probabilidad, donde han influido diversos autores, entre ellos Fischbein, Green y Shaughnessy,
quienes defienden que la ensefianza de la probabilidad se puede y se debe iniciar en edades
mucho mas tempranas, mediante una aproximacion mas intuitiva. El cambio propuesto no se
refiere s6lo a los contenidos, sino a la metodologia de ensefianza, que debe basarse en la
experimentacion y simulacion de fendmenos aleatorios y huir de una formalidad excesiva.

Este trabajo completa otros sobre analisis de libros de texto realizados por otros
miembros de nuestro equipo de investigacion y se inscribe en la linea de investigacion sobre
educacion estadistica del Departamento de Didactica de la Matematica de la Universidad de
Granada. Constituye una aproximacion a la caracterizacion que de la probabilidad se ha hecho en
los textos de primer curso de bachillerato, durante el periodo 1975-1991.

En el capitulo 1 el autor fundamenta y describe su problema de investigacion, basandose
particularmente en el marco tedrico de Godino y Batanero sobre el significado institucional y
personal de los objetos matematicos y la teoria de Chevallard sobre la transposicion didactica.
Asimismo, se presenta una revision y sintesis de las investigaciones previas sobre analisis de libros
de texto.

El capitulo 2 se dedica a un estudio pormenorizado de la presentacion teorica que hacen
los textos analizados de cada uno de los contenidos siguientes: Experimento aleatorio, espacio
muestral, sucesos: sus tipos y operaciones, frecuencias absoluta y relativa, probabilidad, calculo
con probabilidades, probabilidad condicional/dependencia y variable aleatoria.
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En el capitulo 3 se realiza un estudio tedrico de los ejemplos y ejercicios presentados en
los libros de textos analizados, identificando sus variables de tarea. Asimismo, se realiza un
estudio estadistico comparativo de estos ejercicios en dos de los textos analizados.

En el capitulo 4 se analizan los recursos lingiiisticos y representaciones, diferenciando
entre lenguaje probabilistico, notaciones y representaciones tabulares graficas e iconicas.

Finalmente, se presentan unas conclusiones de tipo general, yse enumeran algunas
posibles lineas abiertas para futuras investigaciones.

Pensamos que este trabajo constituye un primer avance en el estudio del significado que
de los conceptos probabilisticos se incluye en los libros de texto de secundaria. Mas
concretamente, se analiza una muestra de libros de texto de primer curso de bachillerato
publicados en el periodo de vigencia de los cuestionarios oficiales previos a la actual reforma
educativa, lo que contribuira a la caracterizacion del significado de estos conceptos en esta época.
Este analisis permite identificar puntos criticos que deberan tenerse en cuenta en la elaboracion de
los nuevos materiales curriculares para la ensefianza de la probabilidad en estos niveles. En
relacion con las conclusiones expuestas, deseamos indicar que en modo alguno, suponen una
valoracion general de los textos analizados. Solamente se refieren a los temas dedicados al azar y
la probabilidad, y concretamente a las definiciones, propiedades, ejercicios y ejemplos incluidos.
Quede aqui explicito nuestro reconocimiento para los autores de libros de texto que realizan una
importante y dificil tarea, que es transformar los conocimientos del saber matematico, en
contenidos para ser ensefiados de la manera mas eficaz posible a nuestros alumnos.

Los editores:
Carmen Batanero y Luis Serrano

Granada, 2002



CAPITULO I
PROBLEMA DE INVESTIGACION Y FUNDAMENTOS

1.1. INTRODUCCION

Este capitulo esta dedicado a describir el problema de investigacion y resumir el marco
tedrico desde el que se estudia. En primer lugar analizamos los fundamentos que sirven de base a
nuestro trabajo, particularmente el marco tedrico sobre los significados institucional y personal de
los objetos matematicos y la teoria de la transposicion didactica. Como indica Godino (1991), el
marco tedrico permite sistematizar los conocimientos producidos en una investigacion y es
necesario para conseguir una vision clara de la unidad que pueda existir en nuestras percepciones.
Desempeia un papel explicativo y predictivo de los hechos analizados y por ello la investigacion
cientifica significativa estd siempre guiada por una teoria, aunque a veces lo sea de un modo
implicito.

La seccion 1.3 describe los objetivos de investigacion, justificando su interés para la
ensefianza de las matematicas por el papel relevante que los libros de texto tienen como material
didéctico, y porque del trabajo realizado se desprenden criterios utilizables para el desarrollo
curricular y para la construccion de instrumentos de evaluacion de los conocimientos, en el campo
concreto de la probabilidad en el ambito de ensefianza secundaria.

En esta misma seccion se fundamenta el estudio, realizando un estado de la cuestion sobre
las investigaciones que, en didactica de la matematica, han tomado el libro de texto como objeto
de estudio, y sobre los aspectos particulares que han sido investigados sobre los mismos. Especial
atencion prestamos a las investigaciones sobre libros de texto de estadistica y probabilidad, que
constituyen los antecedentes inmediatos de nuestro trabajo.

Para poder encuadrar y valorar nuestra tesis, dedicamos una seccion al marco curricular
que caracteriza el periodo analizado, describiendo también las reformas curriculares que durante
el mismo surgieron en el campo especifico de la ensefianza de la probabilidad en diversos paises y
la influencia que han tenido a lo largo del periodo.

Finalmente describimos la metodologia empleada en esta investigacion que es
fundamentalmente cualitativa, aunque se combinan algunos elementos cuantitativos, en particular el
analisis estadistico de ejercicios en los libros de texto.

1.2. FUNDAMENTOS DEL ESTUDIO
En este trabajo tratamos de aplicar las nociones teoricas desarrolladas en los articulos de
Godino y Batanero (1994; 1998 a, en prensa) sobre el significado institucional y personal de los
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objetos matematicos, asi como en trabajos posteriores de dichos autores sobre la perspectiva
semiotica y antropoldgica a la investigacion en educacion matematica.

Como indica Godino (1991, 1993), uno de los fines de la didactica de la matematica es
caracterizar los factores que pueden condicionar los procesos de ensefianza y aprendizaje de la
matematica. Creemos que uno de estos factores son los recursos didacticos que emplean el
profesor y los alumnos, como ayuda en la ensefianza y el aprendizaje. Dentro de estos recursos,
el libro de texto juega un papel fundamental, si no el mas relevante, lo que justifica el interés de
nuestro estudio. Esta creencia se ve reforzada por Godino y Batanero (1998 a, en prensa),
quienes, al formular una agenda de investigacion para la didactica de la matematica, destacan
como prioritario el problema de la determinacion de los significados institucionales de los
conceptos matematicos, proposiciones y teorias, asi como la identificacion de los factores
condicionantes que originan el desarrollo y los cambios en estos significados.

Este es el objetivo particular de nuestro trabajo, que se centra en el andlisis del significado
que un campo conceptual particular, el de la probabilidad, cobra en una institucién particular,
constituida por los libros de texto de un nivel de ensefianza y periodo de tiempo delimitado. A
continuacion resumimos brevemente los principales elementos del marco tedrico considerado.

1.2.1. SIGNIFICADO PERSONAL E INSTITUCIONAL DE LOS OBJETOS

MATEMATICOS

En Godino y Batanero (1994) se plantea una reflexion epistemoldgica sobre la naturaleza
de los objetos matematicos, adoptandose un punto de vista pragmatico, en el que el significado de
los objetos matematicos (conceptos, teoremas, expresiones,...) depende del contexto en que se
usan. En consecuencia, el punto de partida de una investigacion cientifica sobre el significado de
los objetos abstractos es la caracterizacion del uso que se hace de ellos en una institucion
determinada. Como sefialan estos autores, la nocion de significado, se usa con frecuencia en
didactica de manera informal y es un tema controvertido en filosofia, l6gica y semiotica. Pero el
analisis de esta nocidén desde un punto de vista didactico puede ayudar a enfocar bajo una nueva
perspectiva las cuestiones de investigacion en nuestra area de conocimiento.

En la concepcion de Godino y Batanero (1994), el hecho de que en el seno de las
instituciones se realizan determinado tipo de practicas es lo que determina la emergencia
progresiva de los objetos matematicos, y el significado de los mismos esta ligado a los problemas
y a la actividad realizada para resolverlos. El significado de un objeto matematico, como simbolo
de una unidad cultural de naturaleza compleja y sistémica, no puede reducirse a su definicion, sino
que hay que tener en cuenta también, las situaciones-problemas en las cuales interviene como
herramienta de resolucion y los medios de expresion correspondientes.

El modelo tedrico se basa en los siguientes supuestos epistemoldgicos (Godino y
Batanero, 1998 a, en prensa):

o Las matematicas son una actividad humana, que implica la resolucion de problemas externos
o internos a la disciplina y de los que progresivamente emergen y evolucionan los objetos
matematicos. Las acciones de las personas se consideran como fuente genética de las
conceptualizaciones matematicas, de acuerdo con las teorias constructivistas.

o Los problemas matematicos y sus soluciones se comparten en diversas instituciones y tienen,
por tanto, un caracter cultural, ya que un mismo problema interesa a un grupo de personas
que comparten unos determinados instrumentos culturales.
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« La matematica es un sistema conceptual organizado logicamente, que se ha ido formando a lo
hrgo de la historia de la humanidad. Cuando un nuevo objeto matematico se crea, debe
encajarse en esta estructura, debe ser compatible con ella, ampliandola e introduciendo, al
mismo tiempo, restricciones sobre el sistema global, puesto que los nuevos objetos deberan
ser compatibles con el que ahora se introduce. Este proceso se reproduce en el aprendizaje
por parte de los sujetos. Por ello, la organizacion logica de los conceptos, los teoremas y las
propiedades explica bastantes de las dificultades de aprendizaje de las matematicas: Un
sistema no se reduce a la suma de componentes aislados, porque lo que constituye un sistema
son precisamente las interrelaciones entre sus componentes, de donde se produce la paradoja
de que un cierto objeto no puede ensefarse en forma aislada de otros, pero que tampoco es
posible ensefiar todos los objetos al mismo tiempo. Este problema se resuelve en parte con la
idea de curriculum en espiral, donde un mismo objeto se estudia sucesivamente a lo largo de
la vida escolar, aumerntando paulatinamente el nivel de complejidad del mismo.

o La matematica es un sistema simbolico, dado por la cultura, que sirve para expresar los
problemas y sus soluciones, teniendo, por tanto, una funcion instrumental y comunicativa. Por
ello el aprendizaje de las matematicas incluye el aprendizaje del sistema de simbolos y su uso
adecuado.

En esta teoria, el concepto de situacion-problema se toma como nocion primitiva y es el
punto de partida. Este concepto se concibe en un sentido muy amplio. Se considera que, para una
persona dada, una situacion-problema es cualquier tipo de circunstancia que precisa y pone en
juego actividades de matematizacion, tales como buscar posibles soluciones; crear una
simbolizacion adecuada para representar las situaciones o para comunicarla a otras personas;
producir nuevas expresiones y enunciados significativos mediante manipulaciones simbdlicas;
justificar o generalizar las soluciones propuestas.

El interés se centra no en los problemas aislados sino en los campos de problemas, como
conjunto de problemas para los cuales puede ser valida una misma solucién o soluciones
similares. En particular, en esta investigacion nos interesamos por el campo de problemas
probabilisticos que surgen cuando nos interesamos por comparar de alguna manera los diversos
sucesos asociados a una situacion aleatoria o por tomar una decision en ambiente de
incertidumbre. Estos problemas aparecen con frecuencia en la vida ordinaria, por ejemplo, hacer
una apuesta, establecer un diagndstico correcto, predecir el tiempo, decidir sobre la veracidad de
un testigo, estimar el tiempo de espera del autobus, etc.

Los problemas son generalmente compartidos por distintas personas, de donde surge la
idea de institucion. Una institucion para Godino y Batanero (1994) esta constituida por las
personas involucradas en una misma clase de situaciones problematicas. El compromiso mutuo
con la misma problematica conlleva la realizacion de unas practicas sociales compartidas, las
cuales estan, asimismo, ligadas a la institucion a cuya caracterizacion contribuyen. Ejemplos de
instituciones interesadas en resolver problemas probabilisticos son la institucion de estadisticos
matematicos, compaiias aseguradoras, responsables de la politica sanitaria, instituciones
dedicadas a la explotacion comercial de los juegos de azar, asi como las instituciones escolares.

Como caso limite, podemos considerar una institucion formada por una sola persona.
Cuando una persona es miembro de una institucion puede ocurrir a veces que el significado que
atribuye a los objetos matematicos no sea totalmente acorde con el que se acepta como valido
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dentro de la institucion. Por ejemplo, algunos alumnos de primaria o secundaria creen posible
controlar los fendomenos aleatorios, y éste es uno de los razonamientos considerados "sesgados"
desde el punto de vista de la institucion de ensefianza de la probabilidad. Lo mismo ocurre
cuando un investigador emplea los métodos estadisticos en forma considerada "incorrecta" desde
el punto de vista de la teoria matematica o desde el punto de vista de su comunidad investigadora
particular, (por ejemplo, si un investigador no considera problematico tomar menos casos por
variable de lo que se considera "adecuado" en el analisis factorial).

Por ello, en la teorizacion propuesta por Godino y Batanero se diferencia entre
significados personales (subjetivos) e institucionales (objetivos) de los objetos matematicos, que
son dos dimensiones interdependientes y que tiene el interés de resaltar los conflictos que, como
consecuencia & la no coincidencia de los puntos de vista personal e institucional tienen a veces
los sujetos y que, en particular, en el caso de los alumnos, explican el fracaso en las tareas
escolares.

En la resolucion de los problemas matematicos se realizan cierto tipo de practicas,
entendiendo por tal cualquier actuacién o manifestacion realizada por alguien para resolver
problemas matematicos, comunicar a otros la solucion, validarla o generalizarla. La resolucion de
problemas no es, usualmente, un proceso lineal y deductivo. Por el contrario, se manifiestan
intentos fallidos, ensayos y errores. Por ello los autores consideran necesario introducir la nocion
de practica significativa.

Una practica es significativa si desempefia una funcion en algunos de los procesos
descritos. Practicas significativas habituales en el estudio de las situaciones aleatorias son el
registro de sus resultados y el analisis estadistico de las regularidades identificadas en largas series
de repeticiones del experimento. En otros casos y cuando existe una simetria de tipo fisico o haya
motivo para preferir un resultado sobre otros posibles, se cuantifica la verosimilitud de ocurrencia
de un cierto suceso sobre la base de sus posibilidades frente a otros diferentes, haciendo uso del
calculo combinatorio. Finalmente, la existencia de informacion relevante sobre la verosimilitud de
los diferentes resultados puede llevar a la modificacion del espacio de posibilidades y originar una
cuantificacion subjetiva de su incertidumbre. Practicas mas sofisticadas incluyen el uso del aparato
del andlisis matematico, tales como el empleo de funciones generatrices para determinar las
funciones de densidad o los momentos de variables aleatorias transformadas a partir de otras con
distribucién conocida.

Para cada campo de problemas e institucion (persona) hay un sistema de practicas
institucionales (personales) significativas asociadas al campo de problemas. El objeto matematico
se presenta como un ente abstracto que emerge progresivamente del sistema de practicas
socialmente compartidas, ligadas a la resolucion de cierto campo de problemas matematicos. Esta
emergencia es progresiva a lo largo del tiempo. En un momento dado es reconocido como tal
objeto por la institucion, pero continia transformandose progresivamente segun se va ampliando
el campo de problemas asociado o se crean nuevos utiles para su solucion. Este desarrollo es
muy notorio en el caso del calculo de probabilidades. La primitiva acepcion de probabilidad
definida por Laplace cuya finalidad principal fue resolver problemas de célculo de probabilidades
de sucesos asociados a juegos de azar, se fue transformando en la concepcion frecuencial, valida
para problemas varios como problemas demograficos o teoria de errores, en los que el interés se
centrd principalmente en el estudio de las distribuciones de variables aleatorias.

La necesidad de incorporacion de la informacion previa para mejorar las estimaciones
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probabilisticas llevo al establecimiento de la concepcion subjetiva de la probabilidad. Finalmente,
la axiomatica de Kolmogorov logréd dotar al concepto de un sentido matematico preciso y
resolver, al mismo tiempo, diferentes paradojas y problemas filosoficos asociados a las
concepciones anteriores del concepto.

Cuando se quiere caracterizar el significado de un objeto en una institucion o para una
persona, las practicas observables son los indicadores empiricos que nos permiten esta
caracterizacion. Por ejemplo, cuando, al tener que elegir entre dos urnas con bolas blancas y
negras en diferente proporcion, cudl de ellas se debe utilizar si se gana un premio al extraer al azar
una bola negra, un alumno elige la que tiene mayor proporcion de bolas negras, inferimos que el
alumno tiene una intuicidén correcta sobre el concepto de probabilidad. En otros probemas mas
complejos se debera recurrir a informacion estadistica, calculo con funciones de distribucion u
otro tipo de métodos, los cuales en su conjunto contribuyen a dotar de significado a la idea de
probabilidad. El sistema de practicas de donde emerge un objeto institucional (personal) se define
como el significado institucional (personal) del objeto dado.

Esta relatividad de los objetos matematicos es compatible, sin embargo, con el papel
"dominante" o de "control" de la organizacion logica formalizada que los objetos matematicos
adquieren en la institucion matematica, constituida por los matematicos que investigan y producen
nuevo conocimiento. Ello es debido a que es en esta institucion donde surgen mayor numero de
problemas nuevos y donde se realiza la justificacion de la mayor parte de teorias y proposiciones
matematicas. El rigor de esta institucion requiere una organizacion logica precisa. Sin embargo,
este mismo rigor y organizacion es a veces la causa de la dificultad de comunicacioén en los
procesos de ensefanza, especialmente cuando se prescinde del contexto donde surgieron los
conceptos (Godino, 1996).

La importancia de la nocion de significado que hemos descrito se debe a que de ella se
deduce una teoria de la comprension (Godino, 1996). La comprension personal de un concepto
es, en este modelo, la "captacion" del significado del dicho concepto. Ahora bien, puesto que el
significado de un objeto no se concibe como una entidad absoluta y unitaria sino compuesta y
relativa a los contextos institucionales, la comprension de un concepto por un sujeto, en un
momento y circunstancias dadas, implicard la apropiacion de los distintos elementos que
componen los significados institucionales correspondientes.

1.2.2. TRANSPOSICION DIDACTICA Y SIGNIFICADO

Otra nocidn tedrica que resultard 1til para nuestro trabajo es la de transposicion didactica.
Chevallard (1985) introdujo este término, para referirse a los cambios que experimenta el
conocimiento matematico, cuando es adaptado para pasar a ser objeto de ensefianza. En el paso
del saber cientifico al saber ensefiado son necesarias adaptaciones del mismo, se le debe
desglosar, dividirlo en partes cuyo conocimiento sea susceptible de ser evaluado, secuenciarlo en
forma conveniente, buscar ejemplos comprensibles, utilizar esquemas o diagramas, etc. En este
proceso de adaptacion influye todo un sistema complejo formado por profesores, disefiadores
curriculares, escritores de libros de texto, autoridades académicas, etc., que Chevallard denomina
"noosfera".

En una primera etapa de la transposicion se pasa del saber matematico al saber a ensefiar,
asi como de la descripcion de las aplicaciones de un concepto particular a la descripcion del
concepto en si mismo. Se va constituyendo paulatinamente un texto con fines didacticos, pero se
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reduce la dialéctica, esencial al funcionamiento del concepto, de los problemas matematicos y los
utiles que se emplean en su solucion, debido a que se ha producido una descontextualizacion del
concepto. También se asiste a un fendmeno de deshistorizacion, donde no tiene importancia el
autor o las circunstancias que dieron origen al conocimiento, que toma una forma ahistorica,
intemporal.

Una vez realizada la introduccion del concepto en el sistema de ensefianza, el dispositivo
didactico va, progresivamente, a buscarle aplicaciones, que no tienen por qué tener relacion con
los moviles de quienes concibieron inicialmente el concepto. Su inmersion en el saber ensefiado va
a permitir finalmente su recontextualizacion, ya que serd necesario buscar gjemplos y problemas
que den sentido al saber. Pero ésta no conseguira, en general, sobre todo en los primeros niveles
de ensefianza, ni reconstituir el modo de existencia original de la nocion, ni llenar todas y
unicamente las funciones para las cuales se habia decidido introducirlo. Es decir, probablemente
haya una gran distancia entre los problemas originales de los que surgio6 el concepto y los que se
presentan al alumno en el sistema de ensefianza.

En nuestro estudio mostraremos algunos ejemplos de este fendmeno. Un caso muy claro
lo vemos en la aproximacion frecuencial a la probabilidad, que surgié de problemas de tipo
estadistico, como la determinacion de la esperanza de vida o de la funcién matematica que siguen
los errores de medicion. La actividad usual en la escuela, respecto a esta aproximacion es la
realizacion de experimentos aleatorios, tales como lanzar un dado, para obtener frecuencialmente
una estimacion de su probabilidad. Pero esta estimacion es, por un lado, innecesaria, puesto que
la probabilidad tedrica puede determinarse por razonamientos combinatorios. Por otro lado, la
estimacion nunca nos llega a dar un valor exacto, como el que podemos obtener con la
concepcion laplaciana.

Otro ejemplo, referido a la probabilidad condicional, es la presencia en los libros
analizados de un nuevo concepto relacionado con ella que es inexistente en el calculo de
probabilidades en el ambito académico. Nos referimos al denominado "suceso condicionado".
Mostraremos también la falta de correspondencia entre las definiciones teoricas de los conceptos
y las aplicaciones practicas de los mismos. El estudio de la transposicion didactica se preocupa,
entre otras cuestiones, de detectar y analizar esta clase de diferencias y hallar las causas por las
cuales se han producido, con objeto de subsanarlas en caso de que estas diferencias impliquen la
transmision de significados inadecuados sobre los objetos matematicos.

La nocién de transposicion didactica puede interpretarse desde un doble punto de vista:
Como proceso, la transposicion didactica serd el conjunto de transformaciones que experimenta
un conocimiento para que pueda ser introducido en un sistema de ensefianza. Como resultado se
refiere a las diferencias que podemos observar entre un conocimiento matematico dentro de la
institucion matematica y este mismo conocimiento en una institucion escolar dada. Como indica
Ruiz Higueras (1994, p. 28) ‘en el sistema de ensenianza, el fenomeno de transposicion
didactica a veces se oculta y en muchas ocasiones la "distancia" entre el saber a enseniar y
el saber cientifico tiende a pasar desapercibida".

Estas diferencias deben producirse forzosamente, puesto que los usos y problemas
asociados a un cierto objeto matematico en la ensefianza, necesariamente han de estar
restringidos, debido a las disponibilidades de tiempo y a las limitaciones del conocimiento previo
de los alumnos sobre este objeto matematico u otros en los que se apoya. También un factor
importante es la necesidad de establecer una secuenciacion de los contenidos. Esto produce una
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paradoja en la ensefianza: Los objetos matematicos tienen una naturaleza compleja y sistémica.
Comprender completamente un objeto matematico precisara conocer todas sus propiedades y
relaciones con otros conceptos. Sin embargo, y puesto que hay que secuenciar el contenido, la
comprension sera un proceso gradual y creciente a lo largo de la vida escolar y posteriormente
profesional de los estudiantes.

En la construccion de un curriculo o en la elaboracion de un libro de texto para un cierto
curriculo ya fijado, se debe elegir qué parte del significado del concepto se presentara y qué tipos
de problemas y ejemplos se usaran para contextualizar los conocimientos. Es decir, se lleva a
cabo un muestreo sobre el significado de los objetos matematicos, para seleccionar una muestra
de propiedades, usos y problemas que se presentaran a los alumnos. El problema didéctico se
plantea cuando, en forma innecesaria, se presenta a los alumnos una muestra sesgada de los
componentes del significado de un objeto matematico.

Ello puede ser debido a que se afiaden problemas para los cuales el concepto no es
pertinente, se le atribuyen propiedades inexistentes, se afiaden practicas inadecuadas,
representaciones que no tienen contrapartida en la matematica, etc. también cuando se suprimen
partes relevantes del contenido o tipos de problemas necesarios para la comprension del
concepto. Asimismo ocurre cuando a un supuesto util didactico se le atribuye el caracter de saber
a ensefiar, esto es, cuando se produce un "deslizami ento metadidactico" (Brousseau, 1986).

Godino y Batanero (1994) interpretan esta nocion de transposicion didactica dentro del
marco de su teorizacion. Para ellos el concepto de institucion es muy amplio. Una institucion
especial es la institucion matematica (M) formada por los productores del saber matematico.
Otras posibles instituciones son las instituciones de ensefianza en los diversos niveles. En este
sentido amplio, podemos considerar también los libros de texto como instituciones, ya que en
ellos se proponen problemas matematicos y se describen practicas especificas para resolverlos,
usando unos medios expresivos con frecuencia idiosincrasicos.

En Godino y Batanero (1997) describen una agenda de investigacion en didéctica, basada
en la nocion de significado de los objetos matematicos. Sefialan como problema fundamental de
investigacion la caracterizacion de los significados institucionales de los objetos matematicos
dentro de las diversas instituciones. "Una clase primaria de investigaciones se debe orientar a
determinar los significados institucionales. Debemos investigar los usos caracteristicos de
los conceptos, proposiciones y teorias matematicas e identificar sus diferentes
representaciones. Este significado de referencia puede ser comparado con el significado de
los objetos matematicos en las instituciones de enseiianza"” (p. 13).

El describir esta caracterizacion en la institucion didactico-matematica es requerido para
la evaluacion del conocimiento y el disefio de situaciones didacticas. Es necesario ver cuales son
los usos caracteristicos de los conceptos y proposiciones, cudles son las situaciones
problematicas que dan sentido al concepto, las notas esenciales de las nociones, las
representaciones que se emplean. Una vez hecha esta caracterizacion estaremos en condiciones
de analizar el significado institucional de los objetos en otras instituciones asi como el significado
personal de los mismos.

Asimismo, y dentro del apartado que denominan "ecologia de significados" proponen
como prioritario el estudio de los cambios que el significado institucional de un objeto matematico
sufre hasta llegar a ser un objeto de ensefianza en diferentes instituciones didécticas, especificando
los disefios curriculares y los libros de texto matematicos como ejemplos de tales instituciones.
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1.2.3. ELEMENTOS DE SIGNIFICADO Y SUS TIPOS

En este trabajo vamos a analizar con particular detalle la nocion de elemento de
significado (Godino y Batanero, 1998 a, en prensa), aplicandola al estudio del significado de los
conceptos probabilisticos elementales en una muestra de libros de texto de bachillerato.

Los trabajos de Godino y Batanero (1994, 1998 a) definen el significado de un objeto
S(Ox) como "el sistema de practicas realizadas por X (persona o institucion) para resolver
una cierta clase de situaciones problemadticas". El significado de un objeto se concibe, por
tanto como una entidad compuesta. Desde el punto de vista del analisis de libros de texto y otro
material didactico o en la construccion de instrumentos de evaluacion, conviene analizar los
constituyentes de este significado global o sistémico. Los componentes de este sistema son los
elementos del significado y podemos diferenciar en ellos varios tipos, adoptando la forma de
definiciones, enunciados de propiedades caracteristicas, descripciones de situaciones prototipicas
y notaciones simbolicas.

Los autores denominan elementos intensionales del significado de un concepto a los
atributos o rasgos caracteristicos del concepto. Por ejemplo, la nocion de suceso puede definirse
como "el posible resultado de un experimento aleatorio", "todo subconjunto del espacio muestral",
"cualquier coleccion de sucesos elementales", "un suceso puede o no ocurrir en una realizacion de
un experimento (contingencia)', "no se puede predecir la ocurrencia de un suceso
(impredecibilidad)". A cada uno de estos enunciados lo consideramos "elemento intensional de
significado”. El sistema formado por estos elementos es el niicleo intensional del concepto.

Los elementos extensionales del significado del concepto son las situaciones-problema
prototipicas en cuya resolucion emerge el concepto. El sistema de tales elementos es el nucleo
extensional del concepto. Ejemplos de estas situaciones para la nocion de frecuencia relativa son
la realizacion de experimentos, el registro de sus resultados y el estudio de patrones o tendencias
en los mismos, asi como de las fluctuaciones en series largas y cortas de ensayos.

Asimismo, las notaciones simbolicas usadas por una persona, o en un contexto
institucional determinado, son consideradas como elementos representacionales del significado
del concepto. El sistema formado por estos elementos es el niicleo representacional del
concepto. Por ejemplo, la letra E para el espacio muestral, letras mayusculas A, B,... , las
notaciones conjuntistas, o los diagramas de Venn, para los sucesos, etc.

E={C,X}; E={1,2,3,4,5,6}

Estos elementos son objetos ostensivos que se pueden observar y manipular y tienen una
doble funcion. En primer lugar sirven para evocar los objetos abstractos inobservables. Por
ejemplo, mediante la expresion P(A) evocamos el concepto abstracto "probabilidad del suceso
A" con sus diferentes propiedades y relaciones con otros conceptos. Por otra, los elementos
representacionales se usan para operar con ellos (en representacion de los correspondientes
objetos matematicos) y producir resultados aplicables a dichos objetos. Ello supone una
economia de pensamiento, pues el sujeto opera con los objetos ostensivos sin tener que hacer
referencia a los correspondientes objetos en los diferentes pasos de la operacion.

Por ejemplo, cuando indicamos P (A~ B) = P (B). P(B/A), usamos los elementos
ostensivos que nos remiten a la regla de multiplicacion de probabilidades, combinando la
probabilidad simple de un suceso B y la condicionada de este mismo suceso por otro suceso A
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para obtener la probabilidad de la interseccion de los sucesos A y B. Diferenciaremos en este
trabajo tres tipos de elementos representacionales: Palabras, simbolos y representaciones
tabulares graficas o iconicas.

El sistema formado por todos los elementos de significado sera el significado sistémico
del objeto correspondiente. Las descripciones que hacemos en este trabajo de estos conceptos
debemos entenderlas en sentido no absoluto ni determinista. Esto es, el significado sistémico y los
elementos de significado seran siempre relativos a una institucion o persona, y unas circunstancias
temporales previamente especificadas. En este trabajo tratamos de caracterizar el significado de
los conceptos probabilisticos elementales en los textos de primer curso de bachillerato utilizados
en el periodo 1975-1991.

Las listas de elementos intensionales, extensionales y representacionales del significado de
las nociones estocasticas elementales que hemos identificado en este estudio (incluidas en el
Anexo III) no se presentan como el significado absoluto o universal de tales objetos. Constituyen
el significado, para el equipo de investigacion que realiza el analisis de los libros de texto, desde el
punto de vista de la ensefianza y aprendizaje de dichas nociones en el nivel de primer curso de
bachillerato en el periodo citado.

1.2.4. CORRESPONDENCIAS SEMIOTICAS

Entre los diferentes tipos de elementos de significado que hemos descrito se establecen
durante la actividad matematica correspondencias, ya que con frecuencia uno de estos elementos
se presenta en lugar de, o representando, a otro de la misma o diferente naturaleza. Esto es
caracteristico del trabajo matematico, ya que precisamente las practicas realizadas para la
resolucion de problemas pueden verse como una serie de procesos interpretativos encadenados.

Godino y Batanero (1998 b) presentan algunos elementos de un modelo semidtico,
especifico para la didactica de la matematica, partiendo de la nocion de funcion semiotica de Eco
(1979), y de su clasificacion previa de las entidades matematicas en los tres tipos descritos:
Extensionales, notacionales e intensionales. Esto amplia su teoria sobre el significado de los
objetos matematicos, que se aplica no solo a los conceptos, sino a cualquier otra entidad que
aparece en el trabajo matematico. Podemos preguntarnos ahora no soélo por el significado de un
concepto, sino de una notacion, de un problema o de una propiedad; es decir, para cada uno de
los posibles elementos del significado de un concepto, o para un grupo de ellos,

Ademas este trabajo enfatiza la diversidad de actos y procesos interpretativos entre los
distintos tipos de objetos y de los modos de produccion de signos, y como la diversidad de
contextos y circunstancias determinan y relativizan dichos procesos.

La idea de funcion semidtica, que toman de Eco (1979) se concibe como un par,
formado por el significante (expresion) y el significado (contenido), e implica también un acto de
interpretacion. Ligada a esta idea se encuentra la de codigo, que se concibe como la regla de
correspondencia entre los planos de expresion y de contenido de las funciones semioticas.

Habitualmente, en el trabajo matematico usamos unos objetos en representacion de otros,
en especial de los objetos abstractos, existiendo una correspondencia, con frecuencia implicita,
entre el objeto representante y el representado. En el trabajo matematico, los simbolos
(significantes) remiten o estan en lugar de las entidades conceptuales (significados). Esto es muy
importante para la didactica, que no solo se interesa porque el uso formal de los simbolos que
hacen los alumnos sea correcto, sino por la captacion del significado de estos simbolos y de las

11



reglas de operacion entre los mismos.

Godino y Batanero (1998 b) clasifican los tipos de funciones semidticas que aparecen en
la actividad matematica atendiendo al contenido (significado) puesto en juego, en tres tipos:

1. Significado notacional: Una funcion semidtica es notacional cuando el objeto final, o contenido
de la misma, es una notacion, esto es, un instrumento ostensivo, como cuando usamos el
simbolo P, para referirnos a la notacion n x (n-1) x.. X2 x1, o cuando usamos el simbolo P(A)
para representar la expresion "probabilidad de A"

2. Significado extensional: Cuando el contenido de la funcion semidtica es un elemento
extensional, por ejemplo, el enunciado de un problema, cuando un fenémeno aleatorio viene
representado por una simulacién, una grafica estadistica que representa a un conjunto
observado de datos, etc.

3. Significado intensional: Una correspondencia semiotica es intensional cuando su contenido es
un objeto abstracto. Quizas este es el tipo de correspondencia que mas abunda en el trabajo
matematico, ya que siempre estamos haciendo referencias explicitas o implicitas a objetos
matematicos. Por ejemplo, en la expresion: 0< P(A) <1, cada uno de los simbolos nos remite
a un objeto abstracto y la expresion completa a una relacion entre los mismos. Los simbolos 0
y 1 nos remiten a los numeros naturales correspondientes, con sus propiedades especificas
que queremos aplicar a esta situacion; P(A) hace referencia al objeto "probabilidad de un
suceso"; el simbolo de desigualdad establece una ordenacion entre los objetos matematicos,
0, 1 y P(A) y, por tanto, remite a la idea de orden, y la expresion completa nos remite a un
elemento intensional especifico del concepto de probabilidad.

De los supuestos epistemoldgicos y tedricos descritos se derivan, entre otras, las
siguientes consecuencias instruccionales (Godino y Batanero, 1998 b), que sirven para justificar el
interés de nuestra investigacion centrada en el andlisis de los elementos de significado de los
conceptos probabilisticos elementales en una institucion educativa particular:

(1) El estudio significativo de los objetos matematicos (conceptos, proposiciones,
procedimientos, teorias) debe poner en juego una muestra representativa de las practicas que
constituyen el significado sistémico de los mismos en el seno de un contexto institucional
dado. Es por ello importante definir cudles elementos consideramos debieran constituir esta
muestra representativa y detectar los sesgos respecto a este significado deseado dentro de
una institucion educativa.

(2) Los estudiantes deben tener oportunidad de explorar problemas relevantes para ellos,
formular hipotesis y conjeturas, confrontar diferentes sistemas de representacion, comunicar
y validar las soluciones propuestas para los problemas a sus compaieros, asi como
confrontarlas con las convenidas en la cultura matematica. Ello implica la importancia del
analisis de los elementos intensionales y representacionales o notacionales en los libros de
texto, asi como del analisis de las variables de tarea y los valores de las mismas.

(3) Los significados construidos por los participantes en un proceso instruccional sobre un
objeto matematico -o lo que viene a ser equivalente, su conocimiento, comprension o
relacion personal a dicho objeto- seran siempre parciales y relativos al contexto institucional,
material y temporal en que tiene lugar el proceso. Por ello, el andlisis del significado
presentado para un concepto o grupo de conceptos dentro de una institucion educativa nos
proporciona claves interpretativas del aprendizaje de los alumnos.
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1.3. PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.3.1 OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION E IMPORTANCIA PARA LA DIDACTICA

Este trabajo se engloba dentro del andlisis del significado institucional de los conceptos
probabilisticos basicos y de su transposicion didactica en los libros de texto de primer curso de
bachillerato del periodo 1975-1991. Un libro de texto es un medio tipico de "conservar" el
conocimiento matematico. Se considera como un segundo nivel de transposicion didactica,
después del primer nivel que lo constituiran los curriculos y programas oficiales.

Es por ello que lo consideramos un punto importante del camino seguido por el
conocimiento matematico desde el "saber sabio" hasta el "saber a ensefar", que son las
matematicas escolares. Si en un texto aparece un significado sesgado, éste puede llegar a
transmitirse a los alumnos, debiendo el profesor que los usa mantener una permanente vigilancia
epistemoldgica sobre el contenido de los libros de texto. En el caso de la estadistica, algunos
autores como Brewer (1986) han llamado la atencion sobre la transmision de errores
conceptuales entre los libros de texto universitarios en el campo de las ciencias sociales.

La transposicion didactica en los libros de texto puede tener ciertas limitaciones ldgicas,
pues un texto presenta el conocimiento en forma secuencial. Asi Kang (1990), cita una cuestion
planteada por Kilpatrick (1985) en los siguientes términos: ";Es posible archivar la resolucion
de problemas?" (Is problem solving bookable?) (p. 4). Con ello queria indicar la contradiccion
entre el caracter estatico de un texto frente al caracter dindmico del proceso de resolucion de
problemas. Entendiendo la resolucion de problemas como la actividad central de las matematicas,
la cuestion planteada por Kilpatrick puede ser extendida asi: ";/Es posible archivar el
conocimiento matematico?" (p. 4), donde queremos presentar la contradiccion entre el caracter
dinamico del conocimiento matematico y el caracter estatico de las matematicas escolares, como
cuerpo declarado de conocimiento. Este aspecto ha sido sefialado también por Llinares y
Sanchez (1990), quienes afirman que “los libros de texto y las guias del profesor,
consideradas por muchos como los unicos apoyos del profesor para realizar su ensefianza,
pueden llegar a mostrar de forma implicita esta concepcion de las Matemadticas escolares y
su enserianza" (p.104).

Como se ha indicado en el apartado 1.2.2, la transposicion didactica puede considerarse
como proceso y como un resultado. En la linea de investigacion que hemos comentado, sugerida
por Godino y Batanero (1998 a), el objetivo general de nuestra investigacion es caracterizar, en el
nivel de ensefianza fijado, el significado que, como resultado de la transposicion didactica,
presentan los libros de texto sobre los siguientes conceptos:

»  Experimento aleatorio;

» Espacio muestral. Sucesos aleatorios, tipologia de sucesos aleatorios;

o Operaciones con sucesos aleatorios y algebra de sucesos;

» Frecuencias relativas y sus propiedades;

« Probabilidad en sus distintas concepciones y axiomas de probabilidad,;

» Experimento compuesto, probabilidad condicional, dependencia e independencia;
o -Variable aleatoria, su distribucion, media y varianza.

La importancia que, para la didactica de la probabilidad, tiene el estudio que
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proponemos, se debe fundamentalmente a que el andlisis nos permitird mostrar las diferencias

que, en el significado de un mismo concepto, se presentan para un mismo nivel escolar en los

diferentes manuales. La identificacion de los diferentes elementos de significado asociados a cada
concepto servird también de base para la construccion de situaciones didacticas e instrumentos de
evaluacion para la ensefianza de la probabilidad a alumnos de secundaria.

A partir del objetivo general de la investigacion, que hemos descrito sucintamente y en
forma genérica, podemos identificar los siguientes objetivos parciales de la misma:

1. Describir los elementos intensionales caracteristicos de cada uno de los conceptos
probabilisticos citados y analizar su presencia y forma de presentacion en los manuales
escolares. Este es un objetivo basico, pues es el punto de partida para estudiar el resto de
elementos de significado de los conceptos probabilisticos.

2. Identificar las situaciones prototipicas o elementos extensionales de cada uno de los
conceptos probabilisticos citados y analizar su presencia, bien como ejercicios o ejemplos, en
los manuales escolares. Puesto que nuestros supuestos teoricos nos llevan a asumir que el
conocimiento se construye a partir de las practicas empleadas en la resolucion de problemas
del campo de problemas asociados a un concepto determinado, la presencia de estos
elementos extensionales de significado en los libros de texto es para nosotros requisito
indispensable de una verdadera ensefianza del tema.

3. Analizar las principales variables de tarea de estos ejemplos y ejercicios y llevar a cabo un
estudio comparativo de su distribucion en algunos libros de texto. Puesto que las variables y
sus valores aportan matices diferenciados al significado de los conceptos, la distribucion de
los ejercicios y ejemplos respecto a las mismas nos indica claramente el significado particular
que podrian construir los alumnos a los que el libro de texto va dirigido. Las carencias
notables nos proporcionan, asimismo, pautas de desarrollo de las nuevas propuestas
curriculares.

4. Identificar los diferentes elementos representacionales asociados a los conceptos
probabilisticos elementales y llevar a cabo un estudio comparativo de su empleo en algunos
libros de texto. Puesto que una de las caracteristicas que asociamos a la matematica es el ser
un lenguaje en que se expresan los problemas y las soluciones encontradas, el lenguaje
matematico es parte fundamental de la ensefianza.

5. Estudiar la variabilidad de presentacion de los conceptos mencionados en los textos elegidos,
estudiando si se inducen concepciones diferenciadas sobre los mismos conceptos. Este
objetivo es consecuencia directa de los anteriores.

6. Detectar los sesgos en el significado de los conceptos presentados a los alumnos. Estos
sesgos nos permitran mejorar las nuevas propuestas curriculares incluyendo los
complementos necesarios para paliarlos en el futuro.

Puesto que estos objetivos son muy ambiciosos, incluso dentro de la limitacion del nivel
de ensefianza, en este trabajo nos limitaremos al estudio de una muestra intencional, de tamaio
limitado, de libros de texto. Este analisis se basa en los escritos de diferentes autores en
matematicas y didactica de las matematicas relativos a la epistemologia de la probabilidad y los
resultados de la investigacion psicologica sobre desarrollo cognitivo, razonamiento estocastico y
dificultades de aprendizaje de los alumnos.

14



1.3.2. IMPORTANCIA DEL LIBRO DE TEXTO Y SU ESTUDIO

Aunque el estudio se lleva a cabo en una muestra concreta y reducida de libros. creemos
que nuestros resultados revisten interés para el campo de la didactica, por el peso especifico que
los libros de texto tienen en la ensefianza, como es sefialado por diversos autores.

En el informe Cockcroft (1985), se afirma que "los libros de texto constituyen una
ayuda inestimable para el profesor en el trabajo diario del aula" (p. 114). En Alonso y otros
(1987), después de indicar algunos inconvenientes sobre la utilizacion de un solo libro de texto, se
propone que en clase se disponga de diversos materiales, que permitan realizar diversos
tratamientos, ya que "con esto el profesor no estara supeditado al curriculo prefijado por el
libro de texto" (p. 44). En Rico (1990), encontramos varias citas interesantes sobre el libro de
texto, que recogemos a continuacion. La primera, haciendo referencia al papel tradicional que en
ocasiones ha desempefiado el profesor, afirma: "El profesor conserva, mantiene y transmite el
saber institucionalizado en los manuales, donde aparece seleccionado y adecuadamente
estructurado.

El libro proporciona seguridad y continuidad en los puntos de vista, facilita la
imagen de que el conocimiento es algo localizado, que se puede encontrar facilmente y con
respecto al cual el unico trabajo posible consiste en su asimilacion. Su determinacion ya
esta hecha, y su base fundamentalmente es "cientifica", apoyada por la tradicion y la
experiencia. Como el libro supone un gran esfuerzo de sintesis, planificacion,
estructuracion y acomodacion de contenidos, por encima de la capacidad del profesor
medio, se considera el paradigma del conocimiento que hay que transmitir" (p. 22).

Sobre el papel que en ocasiones ha desempefiado el profesor, Rico (1990) afirma que
"en las matematicas escolares el profesor ha concentrado sus esfuerzos en hacer de puente
entre el libro de texto y el alumno, poniendo a veces un énfasis excesivo en que el segundo
se adapte al primero" (p. 57). Asimismo considera que uno de los factores que pueden hacer
fracasar los intentos de cambio de un curriculo de matematicas son los libros de texto, ya que "la
carencia de materiales y libros de texto adecuados a los nuevos curriculos son en ocasiones
obstaculos insalvables" (p. 29).

Para Goetz y Lecompte (1988) el andlisis de libros de texto sirve para identificar las
diferencias entre los objetivos de un programa y los medios llevados a cabo para su puesta en
practica. También perfila los sesgos de los contenidos y objetivos de los curricula: "la recogida y
analisis de libros de texto, guias curriculares, apuntes de clase y otros archivos ofrecen una
fuente inestimable de datos de clase" (p. 63).

Chevallard (1991, pp. 61-62), afirma que los libros de texto tienen dos caracteristicas,
una que ofrecen una concepcion legitimada del texto del saber a ensefiar y otra que se convierten
en la norma de progresion del conocimiento de los alumnos.

Robert y Robinet (1989) sefialan que el estudio de los libros de texto es un medio
indirecto de conocer el pensamiento de los profesores sobre un contenido especifico. Romberg y
Carpenter (1986) por su parte indican que 'e/ libro de texto es visto como la autoridad del
conocimiento y guia del aprendizaje. La propiedad de las matematicas descansa en los
autores del libro de texto y no en el maestro" (p. 867). Aclaran también que, en su pais no es
costumbre apartarse de lo que se indica en los libros de texto y que, cuando se hace es para
aumentar el control de la clase y no para hacer el contenido mas significativo.

Los libros de texto, junto con la pizarra han sido el medio predominante en la clase de
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matematicas (Fey, 1980). A partir del National Longitudinal Study of Mathematical Abilities,
Begle (1973) concluyd que el libro de texto tiene una influencia muy poderosa en lo que aprenden
los estudiantes. Aunque algunos profesores ensefian temas no incliidos en el libro de texto, el
autor concluye que, en general lo que se ensefia coincide con el contenido de los libros de texto.

Segun Konior (1993), los libros de texto son una de las formas mas utilizadas para
transmitir los conocimientos en matematicas. Por ello la investigacion de tales textos puede
contribuir a la adquisicion de conocimiento y maestria de métodos matematicos en los diferentes
niveles de educacion matematica.

1.3.3. ESTUDIOS SOBRE LIBROS DE TEXTO EN DIDACTICA

No so6lo en el campo de & didactica de la matematica, sino que, desde la didéctica
general se ha estudiado el libro de texto y se ha resaltado su importancia. A continuacién
recogemos las conclusiones de alguno de estos estudios.

Para Gimeno (1995), los materiales didacticos difieren segun el soporte a través del que
fluye la informacion; entre ellos dominan todavia los materiales impresos, fundamentalmente los
libros de texto, porque seguramente a través de ellos pervive una metodologia pedagdgica muy
bien asentada, unos intereses econdmicos y una pauta de control eficaz sobre la escolaridad. Un
alumno que haya completado el bachillerato se ha enfrentado alrededor de 70 asignaturas con
casi seguro libro de texto, lo que le eleva a varias decenas de miles de paginas las que han podido
transcurrir ante su mirada. En consecuencia, lo que significa informacién y cultura en el sistema
educativo tiene mucho que ver con la presencia, profusion, calidad y uso de esas fuentes de
difusion que son los materiales curriculares... "lo que nos lleva a pensar que la ensefianza y su
calidad estan en muy estrecha relacion con estos artefactos" (p. 97).

Funciones del libro de texto

Los materiales y libros de texto tienen varias funciones, que cumplen, bien por separado,
bien simultaneamente. Por un lado, son deposito de informaciones varias para profesores y
estudiantes, ya que guian o estructuran el proceso de ensefianza aprendizaje al sugerir actividades,
resaltando informaciones y guiando el proceso de desarrollo de una unidad. También pueden
sugerir el tipo de actividad a través de la que se evalua el proceso seguido por el alumno. Los
libros son el mecanismo de proposicion-imposicion de una determinada cultura, deben ser
objetos de atencion porque a través de ellos se eleva a la categoria de normal y universal
un tipo de conocimiento y unos determinados valores" Gimeno (1995, p. 98).

Las cuestiones principales del curriculo son las de contenido y organizacion. Lo que se
debe ensefar, en qué forma y como se pone a disposicion de las escuelas este saber legitimo, se
determina, en gran medida, a través del libro de texto.

En los casos en los que no existe curriculum prescrito y/o control expreso sobre el mismo,
los textos universalizados homogeneizan la cultura con la que se encontraran los escolares,
garantizando un conocimiento bastante uniforme en todo el sistema que los consume. Su
contenido cultural expresa su naturaleza politica. Detras del texto hay toda una seleccion cultural
que presenta el conocimiento oficial, colaborando de forma decisiva en h creacion del saber que
se considera legitimo, verdadero, consolidando los canones de lo que es verdad y es moralmente
aceptable.

La conclusion de estos andlisis presta a los contenidos textuales que sirven al desarrollo
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del curriculum la condicion de ser practicas ideologicas en educacion. No estamos ante simples
instrumentos para proporcionar hechos, sino que simultdneamente son el resultado de acciones
politicas, econdomicas y culturales, de batallas y compromisos. Se conciben, disefian y elaboran
por personas reales con intereses reales (Apple, 1989).

Para Torres (1992), dentro de las instituciones escolares los libros de texto representan y
traducen, en teoria, la interpretacion autorizada de los requisitos para considerarse una persona
educada y en general, la definicion institucional de cultura; o sea lo que por tales conceptos
entienden los grupos sociales con capacidad de control e influencia en el Estado.

Este recurso viene a ser uno de los principales instrumentos de intermediacion y
coordinacion entre los discursos y practicas ideologicas y politicas y hegemonicas en una
sociedad concreta, y las practicas curriculares que tienen lugar en las instituciones escolares. Es
obvio, por tanto que existen libros de texto con sesgos sexistas, clasistas, racistas, urbanos,
centralistas, militaristas y religiosos. Otra peculiaridad de los libros de texto es que en ellos no se
encuentran explicaciones de los porqués de las elecciones que realizan, de las interpretaciones
que apoyan, de cudles no aceptan y por qw, y de cudles omiten. Tampoco atienden a los
procesos de como se construye la ciencia. La presentan ya como acabada y no es facil adivinar
codmo se obtiene ese conocimiento, quienes tiene posibilidad de hacer ciencia, donde, como, con
qué problemas se suelen encontrar, etc. No se presta atencion a los conflictos y
condicionamientos en la elaboracion de la ciencia, a no ser de manera un tanto anecdotica. Los
libros de texto tratan de delimitar y fijar el rol docente, sus tareas, los estimulos que necesita
ofrecer al alumnado, la manera de evaluar, las actividades de refuerzo, etc.

Los textos escolares se han elaborado desde un punto de vista social y politico y los
autores de los mismos despliegan su carga ideoldgica y unos recursos materiales adecuados para
conseguir sus fines individuales y colectivos (Goodson, 1995).

El polo opuesto a la centralizacion, que marca todo el proceso educativo y lo fija en unas
normas y sobre todo en unos libros de texto oficiales, serd la consecucion de un buen grado de
autonomia que llegase hasta los propios colegios, verdaderos y ultimos factores del cambio
(Sanchez, 1995).

Forma pedagogica de los textos escolares
Un punto importante en estos estudios son las caracteristicas especiales de los libros de
texto. El tipo especifico de informacion que el libro de texto propone se caracteriza por dos notas
fundamentales:
« Es sistematica. El libro de texto proporciona las claves necesarias para llegar a dominar una
materia, el saber y el saber hacer que la caracterizan.
o Es gradual. Desarrollada paso a paso y prestando especial atencion a los prerequisitos de
cada aprendizaje concreto.

La forma pedagodgica de los libros escolares los convierte en productos especificos,
aislados de otras formas culturales. Su calidad literaria cuenta menos: Ni el autor se expresa con
su estilo al crear contenido, pues tiene que responder a lo que esta regulado, ni tampoco puede
ser original en las formas que, ademas de estar reguladas, haran peligrar la demanda de un
consumidor (el profesor) acomodado a determinados estilos (Gimeno, 1995).

Para Selander (1990), el libro de texto es una reconstruccion social, que toma como
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referencia el mundo exterior. Posee una estructura interna, estd enmarcado por la institucion que
denominamos educacion. Se configura no como algo destinado a presentar conocimientos
nuevos, sino a reproducir conocimientos ya sabidos. De aqui surge el problema de la
transformacion: la transferencia de los textos y artefactos cientificos, culturales, etc. a un
conocimiento de libro de texto. El proceso se puede dividir en tres partes: delimitacion del
contenido, seleccion de contenidos y actividades y reformulacion para hacerlo asequible a los
alumnos.

Para Gimeno (1995), el texto porta y representa una objetivacion cultural interpretable,
mediatizado por las condiciones de elaboracion, difusion, adopcion, consumo y legitimacion en la
escuela. El significado a extraer de los textos depende de los contextos subjetivos de quienes los
interpretan y utilizan: Profesores y estudiantes; bien entendido que al estudiante le llegan con la
mediacion del profesor. En esta condicion existe un potencial innovador importante. El libro de
texto esta elaborado para la institucion escolar y su uso estd enmarcado en ella. La interpretacion
y el uso que del texto hacen los profesores y los estudiantes tiene que ver con los contextos
escolares y de aula, asi como con el ambiente mas inmediato para su utilizacion que son las tareas
académicas que caracterizan un determinado estilo metodologico.

Segin Stenhouse (1987), un curriculum, si posee un valor, expresa, en forma de
materiales docentes y de criterios para la ensefianza, una vision del conocimiento y un concepto
del proceso de educacion. Proporciona un marco dentro del cual el profesor puede desarrollar
nuevas destrezas y relacionarlas, al tiempo que tiene lugar ese desarrollo, con conceptos del
conocimiento y del aprendizaje.

Asi mismo Apple (1989), considera que se les responsabiliza de la desprofesionalizacion
docente, en tanto codifican un tipo de pedagogia que el profesor estd reclamado a desarrollar. En
consecuencia se debe clarificar la politica curricular y especialmente el control de la misma. Debe
haber financiacion publica dirigida a fomentar productos de calidad, asegurando su distribucion
entre todos los centros, asi como informacion y formacion de los consumidores y potenciacion de
la vertebracion profesional.

Analisis del contenido del libro de texto

Finalmente recogemos algunos puntos relacionados con las recomendaciones sobre la
forma de analisis de contenido de los libros de texto. Para Selander (1990), la mejor forma de
conseguir una adecuada perspectiva es analizar el mismo tema en distintos libros y la principal
fuente para el andlisis del libro de texto es su mismo texto y sus ilustraciones. El analisis se debe
centrar, primeramente en la seleccion que se hace de los contenidos y temas. En nuestro caso,
esto incluye el estudio de los elementos de significado intensionales que describen los conceptos
propiedades y teoremas incluidos.

Por otro lado, se recomienda revisar el estilo de redaccion y composicion. Nosotros
estudiaremos el lenguaje, notaciones y representaciones utilizadas, asi como los ejercicios y
ejemplos incluidos, junto con sus variables de tarea.

Martinez Bonafe (1995) recomienda preparar un guion para el analisis y elaboracion de
materiales para el desarrollo del curriculum. En nuestro caso, este guion estaria constituido por la
lista de elementos de significado identificada que se incluye en el Anexo Il y que ha sido
elaborada inductivamente a partir del analisis de los textos.
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1.3.4. ESTUDIOS SOBRE LIBROS DE TEXTO EN DIDACTICA DE LA MATEMATICA

Correspondencia con el curriculo

El estudio de los libros de texto ha sido abordado por diferentes autores. Un primer
grupo estudia la correspondencia entre los libros de texto y el contenido pretendido en el
curriculo.

Alford (1986) encontr6 los siguientes resultados en un estudio de libros de texto realizado
en Estados Unidos:

a) Del 70% al 80% del contenido en los libros de texto elementales de matematicas se dedicaba
al célculo, mientras la evaluacion que se realiza al finalizar la ensefianza en su pais,
normalmente se distribuye mas equitativamente, incluyendo conceptos, destrezas y
aplicaciones;

b) Los contenidos son muy variados entre una serie de libros de textos correspondientes a un
grado dado. Los libros de texto no solo difieren en la presentacion, secuencia y localizacion
de los topicos, sino también en el énfasis dado a cada tema.

c¢) Una gran proporcion del material en los libros de texto no fue cubierta en los tests
estandarizados. Parece, en consecuencia que los autores de estos libros no tuvieron en cuenta
realmente el sistema de evaluacion para el que se preparaban los alumnos a los que iban
destinados los libros.

Segun la autora, estos resultados tienen dos implicaciones importantes: Primera, que los
profesores deben ser conscientes de las diferencias entre lo que se espera ensefiar y lo que los
libros de texto contienen. Siguiendo el libro de texto, los profesores a veces se desvian de las
expectativas del curriculum. Segunda, que los tests estandarizados podrian jugar un importante
papel en la toma de decisiones instruccionales. Los tests estandarizados evalian s6lo una muestra
de lo que puede ser ensefiado. Los libros de texto suelen cubrir un curriculum generalmente mas
amplio, e incluso algunos profesores aumentan todavia mas el contenido cubierto por dichos
textos. Las diferencias entre los libros de texto y el contenido de los tests, ayudan a separar dos
aspectos de la evaluacion de los programas instruccionales. Una cuestion es como los buenos
estudiantes aprenden lo ensefiado, y otra es si el contenido ensefiado ha sido adquirido por la
mayoria de los alumnos, cuestiones que generalmente son confundidas en los resultados de los
tests estandarizados.

McGinty y cols. (1986) se preguntaron acerca de si los libros de texto de matematicas
reflejaban lo que se proponia en el curriculo de su pais. Asi, en una agenda para la accion del
NCTM (1980), la recomendacion primera es que la resolucion de problemas fuese el foco de las
matematicas escolares en la década de los 80. Se sugirid también que los programas de
matematicas diesen oportunidades a los estudiantes para aplicar las matematicas. Sin embargo,
los libros de texto estudiados por McGinty, sugieren todo lo contrario.

En su trabajo, compararon libros de texto de quinto grado publicados en 1924, 1944 y
1984, encontrando una reduccion del tipo de problemas verbales en 1984 a un tercio de los que
se proponian en 1924 y un incremento del 57% en actividades de ejercitacion y practica. Por
consiguiente, parece que hubo en este periodo un desplazamiento del interés por la resolucion de
problemas y un aumento de la ejercitacion, creandose un desfase respecto al interés que en el
curriculo americano se daba a que los alumnos enfaticen la resolucién de problemas y la
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aplicacion de las matematicas.

Para mejorar los problemas encontrados en los libros de texto, los autores proponen
reducir las paginas dedicadas a ejercicios repetitivos, aumentando las aplicaciones, la cantidad y
calidad de las situaciones de resolucion de problemas. Se sugiere poner el énfasis en los
problemas verbales, consiguiendo asi que los alumnos sean buenos lectores de problemas
matematicos. También recomiendan la incorporacion de las nuevas tecnologias en los libros de
texto, ya que ello puede contribuir a motivar a los alumnos para resolver problemas. El uso de la
calculadora y los microcomputadores les permite centrarse en dicha resolucion y dedicar menos
tiempo a las tareas algoritmicas de 1apiz y papel.

Concluyen los autores, que, visto el decrecimiento del valor de la lectura y del nimero de
problemas verbales en los actuales libros de texto con respecto a los antiguos, debemos cambiar
esta tendencia. Hay que proveer a ruestros alumnos de muchisimas oportunidades de resolucion
de problemas y de actividades que nosotros creamos apropiadas y que expresen sus intereses.
Asi nuestros textos reflejaran lo que predicamos.

El fin del estudio de Chandler (1992) fue comparar el contenido de los libros de texto
mas usados en su region para la ensefianza de las matematicas con el contenido de las pruebas de
evaluacion en matematicas usadas en la misma. Mas concretamente, comparar el contenido de los
libros de texto de primero a octavo con el del test "Ohio ninth grade proficiency test", empleado
por el departamento de educacion e inspirado en los estandares del NCTM para evaluar el
progreso de los estudiantes al alcanzar el grado noveno. Desde 1993, la superacion de esta
prueba es obligatoria en este estado para obtener la graduacion escolar.

El autor examiné series completas de libros de texto, desde primer a octavo nivel. El
estudio so6lo midio la cantidad de contenido de cada texto respecto a diferentes topicos del
curriculo de matematicas, sin intentar evaluar la calidad con que este contenido estaba expuesto.
En total se identificaron 16 areas tematicas agrupadas en las cinco categorias basicas de
aritmética, medida, geometria, andlisis de datos y algebra.

En cada una de ellas se id entificaron tres niveles de uso que se consideraban en el test de
Ohio: Destrezas, comprension conceptual y resolucion de problemas. El método empleado fue el
recuento del numero de paginas en cada texto dedicadas a cada categoria tematica y nivel
identificado. Sus resultados mostraron una falta de correspondencia entre el porcentaje dedicado
en los libros a cada una de las categorias conceptuales y el resultado dedicado a estas mismas
categorias en la prueba de evaluacion requerida para la graduacion de los alumnos. Mientras que
el contenido de aritmética en los libros era casi el doble que en la prueba, en el resto de las
categorias el contenido de los libros era menor que el del test, particularmente en lo que se refiere
al algebra.

Un estudio realizado por el SMSG (School Mathematics Study Group), coordinado por
Begle (1973), sobre los distintos componentes de la educacion matematica incluyendo los
objetivos, los profesores, el curriculum, los procesos instruccionales, los estudiantes y el medio,
aporta algunas cuestiones que pueden ser de interés para este trabajo.

En primer lugar comenta dos hechos obvios: Uno, que el curriculum que forma parte del
proceso educativo, claramente influye en el aprendizaje de los alumnos. Otro, que el sistema
educativo no trabaja igual para todos los alumnos, y que aminorar esta desigualdad es
precisamente una de las tareas propias de la educacién matematica.

Mas adelante menciona que estudiantes de las escuelas elementales, cuyos libros de texto
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dedicaban un gran numero de paginas para geometria, puntuaban considerablemente mas alto en
los tests geométricos que los estudiantes cuyos textos no incluian geometria. Ejemplos similares
encontro en los diferentes analisis de datos recogidos en el estudio longitudinal, que demostraron
que el libro de texto tiene una poderosa influencia en los estudiantes. Asi, si un topico matematico
esta en el texto, los estudiantes lo aprenden y si no estd, los estudiantes, en promedio, no
aprenden esto, utilizando la frase "promedio" porque puede haber algunos profesores que ensefien
topicos que no estan en el texto. De cualquier modo, concluye que la mayor parte de los
aprendizajes de los estudiantes son dirigidos por el texto antes que por el profesor. Considera
esto un importante hallazgo, ya que el contenido del texto es una variable que puede ser
manipulada, y que sabemos afecta al aprendizaje del estudiante.

No obstante, matiza que el libro de texto no es una variable tan poderosa como se
pudiera desear. Recuerda que cuando SMSG comenzo sus trabajos muchos de ellos estaban
convencidos que los textos basados en la estructura matematica podian resolver todos los
problemas de educacion matematica, y otros de que tales textos seran un absoluto desastre.
Todos se equivocaron. Los textos que se concentran en la estructura de las matematicas no son
ciertamente desastrosos. De hecho, los estudiantes que usaron tales textos puntuaron mejor en los
tests de resolucion de problemas comparados con los estudiantes que usaron textos que se
concentraban en el desarrollo de las destrezas matematicas. De cualquier modo la diferencia no
fue tan grande como esperaban.

Ofras variables en los libros de texto parecen ser menos importantes, por ejemplo, el
estilo en que estd escrito un libro de texto. Otra diferencia que encontrd, pero tampoco muy
grande, fue que los libros considerados como abiertamente formales parecen ser menos efectivos
que otros.

Asi mismo, a través de los textos escolares elementales, demostré que los conceptos
basicos de probabilidad, son topicos apropiados para cualquier nivel. Un nuevo curriculum
escolar de alto nivel, elaborado por ellos, para jovenes, resultd ser efectivo para los estudiantes
de todos los niveles de habilidad. Aritmética, algebra, geometria y probabilidad, son introducidas
de tal forma que cada una apoya y es apoyada por las otras. Esto quiere decir segun el autor que
la situacion de tdpicos especificos en el curriculum podra estar basada no en la edad del
estudiante, sino en la estructura conjunta de las matematicas.

Los libros de texto y el curriculo integrado

Sierpinska (1993) estudia como interpretan los alumnos las secciones de aplicacion de
libros de texto de algebra lineal con la ayuda del tutor. Este estudio fue puesto dentro del marco
de una cuestion mas general, a saber, si es realista pensar en una implementacion del llamado
"curriculum integrado".

Por "curriculo integrado" Sierpinska entiende una ampliacion de los limites de las
matematicas; una relacion mas personal entre el profesor y el alumno; libre eleccion de problemas
por parte de los alumnos y una evaluacién basada mas en el conocimiento del progreso de los
estudiantes que en los resultados de tests escritos. Cita ejemplos de escuelas organizadas
alrededor de un curriculum integrado donde las actividades de los estudiantes no fueron divididas
en clases y asignaturas sino en laboratorios, talleres y temas de trabajo.

Esta autora opina que el libro es estatico, y esta pensado para ser usado en cursos de
matematicas, no en talleres. Los modelos matematicos de economia o demografia, como
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aplicaciones del algebra lineal en estos dominios, son abundantes en el libro. El curriculum

representado por los libros que analizd, lo considera "integrado" porque el algebra lineal se

presentaba principalmente como util para otras disciplinas.
Como conclusion da varias razones por las que considera no es realista hacer una
aproximacion demasiado radical al "curriculum integrado”, entre otras las siguientes:

o Una mala ensefianza puede dafar un curriculum integrado; esta ensefianza depende de
muchos factores: El profesor, su habilidad para adaptarse a los intereses y problemas
particulares de los estudiantes, su conocimiento profundo y flexible del tema y su
conocimiento pedagogico.

o Se puede caer en una perspectiva mecanicista, con muchos ejercicios repetitivos. La
diferencia puede ser que ahora, en lugar de una simple resolucion de sistemas de ecuaciones,
los estudiantes estaran interminablemente encontrando "producto de vectores" o "resolviendo
decenas de circuitos eléctricos usando las leyes de Kirchhoff".

« Una ensefanza radical integrada de matematicas puede conducir a no ensefiar matematicas en
absoluto, si la integracion consiste en quedarse en el nivel de los problemas concretos. La
ratio de fracaso puede incrementarse, y otra vez oiremos el eslogan "vuelta a lo basico".

« Tampoco es realista esperar que la relacion pedagogica tenga en cuenta la libre "negociacion
de metodologia o contenidos". La verdad de los teoremas matematicos no es usualmente un
asunto de opinion, al menos aquellos que son ensefiados a niveles elementales.

» Para satisfacer las minimas metas del curriculum integrado, los problemas de aplicacion deben
ser matematicamente relevantes y ricos. Ello puede estimular el interés de los estudiantes
durante largos periodos de tiempo, y fomentar la busqueda de herramientas para contestar
sus cuestiones.

Senala también la dificultad de proponer auténticos "problemas de aplicacion" en los
textos. Queremos que un problema de aplicacion tenga suposiciones realistas y al mismo tiemp o
buscamos que sea lo suficientemente facil para que los estudiantes puedan resolverlo con las
herramientas restringidas que tienen accesibles. Queremos implicar al estudiante en la actividad de
matematizacion, pero al mismo tiempo, queremos que usen un modelo matematico especifico. Asi
organizamos los datos para que sugieran este modelo, lo cual no hace que el modelo sea
auténtico. Pero un problema de aplicacion de un libro de texto nunca sera un auténtico problema-
aplicacion como esos que son resueltos por los economistas, demografos y otros profesionales.

Analisis de la transposicion didactica

Otro autor muy interesante para nuestro estudio es Kang (1990), quien presentd en la
Universidad de Georgia, un trabajo realizado bajo la direccion de Kilpatrick, titulado
"Transposicion didactica del conocimiento matematico en los libros de texto" (Kang y Kilpatrick,
1992).

El propésito de Kang fue investigar como el conocimiento matematico ha sido modificado
en los textos de matematicas escolares. La transposicion didactica la definié en linea con el
trabajo de Chevallard como proceso de reorganizacion del conocimiento con una intencion
didéactica y como el resultado de esta operacion. Como tal transformacion, la transposicion
didéctica del conocimiento matematico tiene dos atributos: Declaracion del conocimiento y
cambio del medio. Segtin Chevallard (1985) podemos distinguir entre el conocimiento usado y el
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conocimiento ensefiado, desde una perspectiva social del conocimiento. Mientras que la
caracteristica principal del primero es su relevancia, la del segundo es su aceptacion social. Es en
este sentido que indicamos que las matematicas escolares son declaradas como un todo, como un
cuerpo de conocimiento para ser ensefiado en las escuelas.

En relacion con el cambio del medio, el autor considera que para que el conocimiento sea
ensefiado, es necesario un intento didactico donde habra que cambiarlo y reconstruirlo desde el
comienzo. A este proceso de cambio de medio en la transposicion didactica en los libros de texto
es lo que llama procesos de pseudocontextualizacion y pseudopersonalizacion, los cuales son
temporales e hipotéticos para adecuar el medio del conocimiento a la situacion del estudiante.

Kang selecciond tres libros de texto de algebra elemental donde buscd gemplos de
transposicion  didactica, para dar una descripcion fenomenoldgica usando técnicas
etnometodologicas. Las transposiciones analizadas las categorizO en cuatro grupos:
Localizaciones de conceptos matematicos, modelos del mundo real para conceptos matematicos,
problemas verbales y cuerpos de conocimiento extramatematico. En cada categoria fueron
seleccionados y descritos dos ejemplos de transposiciones didacticas. Fueron las siguientes:
Localizacion de factorizaciones, localizacion de exponentes, el modelo de area para la
multiplicacion, el modelo lineal del numero para la adicion, adivinanza de niimeros, problemas de
movimiento uniforme, y programacion en BASIC.

En el estudio de cada una de ellas se tuvieron en cuenta los siguientes apartados:
Descripcion del texto, pseudo-contextualizacion, pseudo-personalizacion (explicacion, actividad,
retencion) y conclusion.

Sus resultados sugieren que la forma del conocimiento involucrado en las transposiciones
didécticas en los libros de texto es inestable, a pesar de que las matematicas escolares como un
cuerpo declarado de conocimiento tiene un aspecto estatico. Los procesos de
pseudopersonalizacion en los libros de textos muestran escasos ejemplos de fendmenos
didacticos tal como el deslizamiento metacognitivo, la evidencia formal, y los efectos Topaze y
Jourdain (Brousseau, 1986).

Un libro de texto de matematicas es una forma tipica de preservar el conocimiento
modificado para las matematicas escolares. Es un punto muy esencial en la ruta de las
transposiciones didacticas en matematicas escolares. Esto provee una fuente en la cual algunos
aspectos de las transposiciones didacticas actuales pueden ser investigadas.

La transformacion del conocimiento estd dada por un proposito escolar. Esta
transformacion puede ayudar a retener lo ensefiado, pero también puede destruir pensamientos
originales. Es en este sentido que el autor opina que el conocimiento es muy fragil. La fragilidad
del conocimiento tiene un aspecto paraddjico en que una forma constante no puede mantener un
significado constante.

Kang observd que las transposiciones en los libros de texto pueden tener varias
limitaciones. Por ello alude a la cuestion planteada por Kilpatrick sobre si la resolucion de
problemas es archivable, y mas generalmente, si el conocimiento matematico puede ser archivado,
que fueron comentadas anteriormente.

Las principales cuestiones tenidas en cuenta para investigar el proceso de cambio de
medio fueron dos: 1. ;Qué se cambia de los contextos originales del conocimiento por las
transposiciones didacticas en los libros de texto? (pseudocontextualizacion); 2. ;Qué aspectos
cognitivos de los estudiantes son asumidos en las transposiciones didacticas en los libros de
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textos? (pseudopersonalizaciones).

Como conclusion, y en relacion con los textos analizados, Kang descubrio que estan
escritos desde la posicion del profesor. Contienen una explicacion y una serie de ejercicios que
puede dar a los alumnos. Siguen una metodologia basada en el esquema teoria seguida de
practica. A veces inventan conceptos auxiliares que pueden ser necesarios en algunos casos, pero
que también se pueden constituir en una dificultad afiadida. Por lo general las actividades que
presentan a los alumnos suelen estar agrupadas como ejercicios de rutina o problemas no
rutinarios, pero siguiendo imperativos didacticos més que intentar proveer de una gran variedad
de situaciones de aprendizaje.

El trabajo de Perrin-Glorian (1992), trataba sobre areas de superficies planas y ntimeros
decimales. Consta de cuatro capitulos. En el primero se ocupa de la ensefianza de la nocién de
area a los alumnos de la escuela elemental. En el segundo, de las secuencias de ensefianza que
observaron. En el tercero, realiza un andlisis de las respuestas de los alumnos de las dos clases
observadas que se produjeron en el transcurso de coloquios y como resultado de pruebas
escritas. Ello le permitid evaluar los conocimientos, las dificultades que se resisten y las
dificultades no previstas, provocadas por ellos mismos, al hacer nuevas hipotesis y al modificar las
secuencias. El objeto del cuarto capitulo fue de recapitulacion y conclusion.

Centrandonos en el capitulo primero, que es el mas relacionado con nuestro actual
trabajo, en €l se aportan elementos de andlisis de la transposicion didactica de la nocion de area
de superficie plana, interrogdndose sobre el contenido matematico pretendido y sobre las maneras
de abordar la ensefianza. Examinaron los programas de la escuela elemental desde el fin del siglo
y un cierto numero de manuales utilizados en los ultimos treinta afios. Observo que el significado
de los términos superficie y area, habia evolucionado al mismo tiempo que el objetivo de la
ensefianza de la medida de las areas. En este cambio influyeron notablemente las asociaciones de
profesores de matematicas.

Del andlisis de los programas y de los manuales, concluye la autora que dos objetivos se
manifiestan en la ensefianza de las areas y mas generalmente de las medidas, de manera muy
desigual segun las épocas, con una ruptura muy marcada al comienzo de los afios 70:

o De una parte, se trata de responder a una necesidad de la sociedad de dispensar
conocimientos elementales, principalmente lo concerniente al sistema métrico, utiles tanto para
la vida cotidiana como para la vida profesional de todo adulto;

e de ofra, se trata de ensefiar nociones matematicas que seran retomadas nuevamente y
generalizados mas tarde. Se trata de alguna manera de poner bases para la continuacion de la
ensefianza de las matematicas.

Observo que la ruptura de los afios 70 correspondia al paso de la predominancia del
primer punto de vista al segundo, y que este paso habia sido preparado por un trabajo
comenzado mucho antes en el seno de la asociacion de profesores de matematicas. Conforme al
espiritu de los programas de esta €poca, se optd por elegir el camino lo més directo posible para
presentar el concepto matematico deseado, aqui el de medida que permite asociar un numero a
las superficies ocultando el aspecto dimension. El area es asi identificada al nimero que la mide.
Esta identificacion, tiene ademés como consecuencia que no se presenta en la escuela elemental el
area como un invariante de la superficie. Ademas, la utilizacion casi exclusiva de cuadriculas
parece dar a los alumnos una respuesta al problema de la medida sin plantearlo(enunciarlo), y sin
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construir el invariante que se trata de medir.

El trabajo de Ruiz (1994),"Las concepciones de los alumnos de Secundaria sobre la
nocion de funcion: Analisis epistemologico y didactico", dedica un capitulo al estudio del
tratamiento dado en los cuestionarios oficiales y en los manuales escolares a dicha nocion, al
objeto de caracterizar la transposicion didactica tanto en los cuestionarios como en los manuales
escolares.

Analiz6 los cuestionarios oficiales correspondientes a los niveles de E.G.B., B.U.P. y
C.0.U. intentando encontrar la progresion que determinan los saberes a ensefiar, asi como la
informacion facilitada por éstos a los profesores. Para ello estudié la presentacion, diferentes
representaciones y situaciones de emp leo de la nocion de funcion. Vio que cumplian las exigencias
fundamentales que, segin Chevallard (1991), precisa todo saber que se desea figure en un
sistema de enseflanza y que son: Exigencia de dividirlo, despersonalizacion del saber,
programabilidad de h adquisicion del saber, progresion legal, publica y légica y la necesidad de
evaluacion.

Después de analizar los importantes movimientos en cuanto a la ensefianza de las
matematicas durante los afios en que han estado vigentes estos cuestionarios, la autora concluye
que la caracterizacion de la transposicion didactica realizada por los cuestionarios oficiales de la
nocion de funcion inducen la concepcion de que una funcion es una aplicacion entre conjuntos
nuMmMEricos.

Para analizar los manuales escolares la autora considero las siguientes variables: Modo de
presentacion de los conceptos tedricos, definicion presentada, ejemplos propuestos, relacion
establecida entre la funcién y los objetos matematicos relacionados con ellas y ejercicios
propuestos. Después de un minucioso estudio, la autora concluye que la caracterizacion de la
transposicion didactica de la nocion de funcion que realizan los manuales escolares es la siguiente:
se adaptan a la exigencia de programabilidad, utilizan un modelo de presentacion teoria-practica,
introducen los conceptos a partir de la definicion formal, las definiciones presentadas sufren un
proceso de deshistorizacion, incluye notas explicativas (efecto Topaze) y los ejercicios casi
siempre son propuestos en el marco algebraico. Las concepciones inducidas son como expresion
algebraica o formula, como curva representada en un diagrama cartesiano y como aplicacion
entre conjuntos NUMEricos.

Los libros de texto y el lenguaje matematico

Cuando leemos un texto matematico, al no haber sid o instruidos en técnicas de estudio y
lectura de este tipo de textos, empleamos estrategias de lectura propias elaboradas a lo largo de
nuestra experiencia que no siempre funcionan con éxito cuando las transferimos a los textos
matematicos. Por ello, Konior (1993), propone que son necesarias investigaciones que estudien la
estructura de un texto matematico y las técnicas adecuadas para su lectura. Ello debe hacerse en
dos direcciones: Una, estudiar los actuales procesos de lectura utilizados tanto por lectores
noveles como avanzados y otra analizar la estructura del texto matematico. En este tltimo sentido
fue su investigacion, donde analizo la estructura de cerca de setecientos textos matematicos, todos
ellos sobre demostraciones, escritos por especialistas en matematicas.

El punto de partida de la investigacion fue la afirmacion general de que el texto clésico de
matematicas tiene su construccion especifica, planteandose el objetivo de comprender el caracter
especifico de estos textos. En particular trata de revelar los rasgos especificos de la construccion
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de una demostracion, los medios de presentacion escrita de la construccion mental. Uno de los
métodos principales que utilizan los autores de textos para guiar el trabajo de sus lectores es la
fragmentacion del texto, que puede ser verbal y no verbal. Muchas veces los signos, denominados
delimitadores de estructura, utilizados para tales fragmentaciones no estdn indicados
explicitamente. Después de estudiar como ejemplo individual el teorema de Cantor-Bermnstein,
concluye que los lectores de textos matematicos han de ser instruidos en estas técnicas de lectura
y en el conocimiento de la estructura de los textos matematicos, con lo que estaran preparados
para utilizar los signos delimitadores, y obtener el maximo provecho a dichas lecturas.

Otro estudio fue el realizado por Sanz (1990;1994), que basandose en las teorias
semioticas y de la representacion, sobre todo en el "Tratado de Semidtica General" de Eco
(1979) y en otra propuesta mas adaptada a las matematicas de Kaput (1987), analiz6 varios
textos de E.G.B. correspondientes a los Ciclos Inicial, Medio y Superior.

Entre las formas de expresion que podemos encontrar en un libro de texto, basandose en
un modelo global de representacion la autora enumera las siguientes: Verbal, escrita y simbolica
especifica. Entre las graficas, pictogramas, fotografias, diagramas y esquemas. Quedan fuera de la
posibilidad de ser representadas en los libros de texto la mental interna, la manipulativa y la oral.
Por ello, en los primeros niveles de aprendizaje, sobre todo en el Ciclo Inicial, la importancia del
libro de texto es relativa, aumentando al avanzar dichos niveles. Una vez analizados los libros de
texto, y después de un exhaustivo estudio de algunos ejemplos sobre las formas de expresion que
aparecen en dichos textos, nos indica la autora que las condiciones que deben cumplir en relacion
con los aspectos expresivos son: No sustituir la realidad con dibujos de la misma, no utilizar
expresiones graficas o simbolicas que sean mas complejas que el propio concepto a ensefiar,
evitar el uso de expresiones irrelevantes, no desviar el sentido en el que se emplea el lenguaje
natural.

Por ultimo, Sanz recomienda el uso de problemas abiertos, a los que exige dos
condiciones. Una, que sea un problema abierto para un cierto margen de personas entre dos
extremos (el experto y el que lo desconoce totalmente) y otra que tenga la estructura especifica
de un problema. El interés que presenta este modelo de ensefanza es que los procedimierntos
necesarios para resolverlos destacan valores muy estimados en la sociedad actual, como la
colaboracion entre compatieros, el respeto a la opinion de los demas, etc.

Morgan (1996) indica que el lenguaje de las matematicas ha sido una preocupacion de la
comunidad de educacion matematica desde hace tiempo, aunque algunos aspectos de este
lenguaje han sido descuidados. En su trabajo hace uso de las teorias lingiiisticas para explicar
como el lenguaje de un libro de texto puede influenciar la forma en que el kctor se acerca al
mismo. La descripcion del lenguaje matematicos se ha centrado en el vocabulario y simbolismo.
Una estructura gramatical que ha recibido cierta atencion por su relevancia en la formacion de
nuevos objetos y conceptos matematicos es el uso extensivo de la nominalizacion, es decir,
formar un nombre a partir de un verbo, es decir, un objeto a partir de un proceso (como
permutacion, rotacion, etc.). Menos atencion se ha dado a la actividad de formacion de
argumentos matematicos, posiblemente porque los alumnos no realizan muchas actividades que
impliquen la produccion de sus propios textos matematicos.

Los textos matematicos se diferencian en el tema, la relacion entre el autor y los lectores y
la formacién de los argumentos. Estos aspectos corresponden a tres metafunciones del lenguaje:
Ideacional, interpersonal y textual. La funcion ideacional o experiencial se refiere al tipo de
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objetos que participan en la actividad matematica, es decir la forma en que el lenguaje expresa las
categorias de la propia experiencia del mundo. La funcion interpersonal expresa las relaciones
sociales y personales entre el autor y los lectores. La funcion textual es lo que hace al lenguaje
operacionalmente relevante en su contexto y diferencia un mensaje vivo de una simple entrada en
un diccionario.

Morgan cree que la cuestion central en el analisis de la funcion ideacional es qué es la
matematica, tal como aparece en el texto analizado. Esta pregunta general se puede descomponer
en las siguientes:

o (;Qué clase de sucesos, actividades y objetos se consideran matematicos?
o (Como se crea o descubre nueva matematica?
o ;Cudl es el papel de las personas en la matematica?

Al analizar la actividad matematica presentada en un texto, un papel significante es los
tipos de procesos activos y sus participantes. Una gran proporcion de procesos materiales
pueden interpretarse como que sugieren matematicas pre-existentes (por ejemplo, ver, pensar)
que en cierto modo es descubierta por los matematicos; los procesos relacionales presentan una
vision de las matematicas como un sistema de relaciones entre objetos o entre objetos y sus
propiedades.

También es necesario estudiar las clases de objetos participantes en el texto y por tanto
qué tipos de objetos son los actores de los procesos natematicos o son afectados por dichos
procesos. Una consecuencia del uso de la nominalizacion es que oculta el agente de la
transformacion, no precisa especificar el actor en el proceso. El uso, por ejemplo, de la palabra
permutacion sin indicacion que este proceso es realizado por alguien supone una imagen
absolutista de las matematicas como un sistema independiente de la accion humana. Una funcion
similar es realizada por el uso de objetos representacionales como tablas, graficos o diagramas,
como actores en procesos verbales, asi como el uso de la forma pasiva.

Los roles y relaciones del autor y el lector se pueden observar examinando el uso de los
pronombres personales, la amplitud del vocabulario matematico especializado y las formas
convencionales, tales como el imperativo que expresan autoridad y certeza.

Ademds de mirar las caracteristicas internas del texto es importante considerar su
estructura global. Por ejemplo, como las diferentes partes llenan distintas funciones. y si tales
secciones se sefialan explicitamente mediante titulos o cambio de estilo de presentacion,

Los ejercicios en los libros de texto

Respecto al analisis de los ejercicios en los libros de texto, podemos citar el trabajo de
Cerdan y Puig (1983), que analizaron cuatro colecciones de textos dirigidos a alumnos
comprendidos entre 8 y 11 afios de edad. Clasificaron los ejercicios por el contenido, tipo de
problema y herramienta heuristica utilizada en su resolucion. Robert y Robinet (1989), es otro
trabajo donde analizaron los ejercicios de cinco manuales dirigido a alumnos de 12 afios. Ademas
de estudiar diversas cuestiones referidas a los ejercicios, intentaron obtener algunas conclusiones
sobre la representacion que de la matematica y su ensefianza poseian los autores de los textos.
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1.3.5 ESTUDIOS SOBRE LIBROS DE TEXTO DE PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

Combinatoria

Navarro-Pelayo (1991, 1994) utiliza el analisis de libros de texto para mostrar la
relevancia didactica de una nueva variable de tarea de los problemas combinatorios. Esta
variable, que denomina MCI (modelo combinatorio implicito) no habia sido tenida en cuenta, ni
en la enseflanza, ni en la investigacion del tema, en trabajos anteriores al de esta autora. Es, sin
embargo, una variable relevante desde el punto de vista matematico, ya que los problemas que
pertenecen a uno u otro modelo no se traducen en forma inmediata entre si, puesto que el modelo
de particion o colocacion es mas amplio que el modelo de seleccion, en el que se suelen definir las
operaciones combinatorias elementales.

La autora muestra el efecto de la mencionada variable sobre la dificultad de los problemas
combinatorios. En su estudio sobre los libros de bachillerato, analiza 11 libros de texto desde el
punto de vista de las definiciones propuestas, los ejercicios presentados y los recursos didacticos
utilizados. Muestra que el modelo combinatorio no es tenido en cuenta en los ejercicios escolares
que se proponen a los alumnos. Por otro lado, las definiciones de las operaciones combinatorias
usualmente se presentan usando el modelo de seleccion o de distribucion. El modelo combinatorio
de particion no se usa para definir las operaciones combinatorias. En otros casos no hay
homogeneidad en la presentacion y un mismo libro utiliza un tipo de definicion para las variaciones
y otro diferente para las combinaciones. Las notaciones empleadas son, asimismo, inconsistentes
y pueden producir confusion a los alumnos. Como conclusion, la autora sugiere que todos estos
resultados en la forma de presentacion de la combinatoria podrian contribuir a la mayor dificultad
que los alumnos encuentran para resolver problemas combinatorios de particion.

Probabilidad

En el campo de la probabilidad, encontramos el trabajo de Malara.(1989), que se
justifica, debido al papel que juega la probabilidad y la estadistica en los temas cientificos, sociales
y econdmicos, asi como la importancia que tiene su enseflanza en la escuela, incluso desde los
primeros niveles.

Este documento es el fruto de un seminario sobre probabilidad y estadistica, donde
colaboraron profesores de ensefianza media y universitarios, con el objetivo de completar su
formacion de base sobre estos temas y analizar el tratamiento didactico dado en diez libros de
texto analizados. Este seminario se desarrolldé en dos fases: La primera para construir una base
comun de conocimiento y la segunda, para afrontar el analisis de los libros de texto. Se esperaba
con ello lograr los siguientes objetivos:

o Conocer las lineas esenciales en el itinerario didactico propuesto por los diversos textos;

« confrontar las diversas aproximaciones de los diferentes libros sobre un mismo contenido;

« recoger material del trabajo que permitiera construir la propia estrategia para la ensefianza de
la probabilidad y estadistica con un enfoque novedoso;

« efectuar una programacion articulada y consciente para el tema, basandose en lo recogido en
los libros analizados;

« comprender, gracias a la profundizacion del conocimiento, la potencialidad y limitaciones del
itinerario didactico propuesto en cada uno de los libros de texto.
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La autora comenz6 su trabajo con la construccion de una rejilla de andlisis del tema
tratado. Sobre la base de la misma, se estudié cada uno de los textos seleccionados y se realizo
una ficha resumida de su contenido. Construyo, finalmente una serie de tablas de comparacion de
textos, para una serie de conceptos. En el andlisis tuvo ademés en cuenta los siguientes aspectos
externos: Apariencia tipografica, lenguaje usado, organizacion de los contenidos, metodologia
adoptada y tipologia de ejercicios. Asimismo, estudio la correspondencia entre los ejercicios
propuestos y el contenido y sefialo las actividades consideradas por algunos autores como
profundizacion.

El trabajo se llevd a cabo como una actividad de formacion de los profesores
participantes mas que de investigacion sobre las caracteristicas de los textos. Por ello, no se
realizan valoraciones sobre la correspondencia entre el significado institucional y el significado en
los textos de los conceptos analizados. Tampoco se aportan conclusiones sobre la existencia de
interpretaciones incorrectas o errores en los textos analizados. Las tablas presentadas por la
autora son tabla de presencia/ausencia, sin un estudio cualitativo o un andlisis epistemologico de
los contenidos presentados en los manuales, de donde se deduce el interés de completar el
estudio de Malara en los aspectos citados.

Este trabajo ha sido para nosotros de gran utilidad, porque nos ha aportado elementos
sobre los cuales realizar nuestro andlisis y para continuar nuestro trabajo en el futuro. Sus
resultados no obstante, no agotan la posibilidad de investigacion sobre la presentacion de la
probabilidad en los libros de texto, por lo cual, hemos decidido completar en nuestra investigacion
algunos aspectos analizados por Malara.

Analisis de la correlacion y regresion

Sanchez Cobo (1996) realiza un estudio de la presentacion de la correlacion y regresion
en una muestra de 11 libros de texto de bachillerato, desde el punto de vista tedrico y practico.
Para el andlisis de la presentacion tedrica se tiene en cuenta los objetivos de los libros, la
metodologia usada en la exposicion del tema, contenidos matematicos presentados, numero de
ejercicios y ejemplos y presencia de consideraciones historicas. Se ofrece una taxonomia de
definiciones y un andlisis de las demostraciones, tanto desde el punto de vista de la funcion que
realizan como de las componentes que la integran. Concluye que existe una presentacion basada
en el esquema teoria-practica, reforzada por la ubicacion de los ejemplos con relacion al
concepto que ejemplifican. Las definiciones son principalmente de tipo instrumental, que pudieran
transmitir la vision de las matematicas como conjunto de reglas y hechos a ser recordados. Las
demostraciones tienen casi exclusivamente una funcién de conviccion y explicativa de escaso
interés para los alumnos.

Respecto al analisis de ejercicios se estudia la distribucion de las siguientes variables de
tarea: Contextos utilizados, contenido matematicos, tipo de dependencia y valor absoluto del
coeficiente de correlacion. Entre los tipos de tarea se diferencia: Calculo, interpretacion,
representacion grafica, prediccion, comprobacion de propiedades, comparacion de grados de
asociacion y recogida y andlisis de datos. Hay un fuerte sesgo en estos ejercicios y diagramas de
dispersion hacia la asociacion directa y de fuerte intensidad. Se destaca la vertiente del ajuste de
la recta de regresion olvidando la problematica de la prediccion a partir de la misma. Asimismo es
escasa la discusion de los diferentes tipos de covariacion, falta de contextualizacion en los
ejercicios que, ademas, parecen pensados para ser resueltos con papel y lapiz y no mediante el
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uso de las nuevas tecnologias.

Textos universitarios de estadistica

Los libros de texto son un area de especial preocupacion dentro de la educacion
estadistica. Asi Kempthorne (1980) escribi6: "Ha habido una gran explosion de textos para la
ensenianza de la estadistica, pero algunos de nosotros estamos muy descontentos con el
resultado de la misma". Naturalmente este descontento depende de la organizacion del libro, su
contenido y el tipo de audiencia a la que va dirigido. El problema de la eleccion de un texto de
estadistica depende también de la especialidad del alumno, sobre todo si el texto se dirige a
alumnos con baja preparacion matematica, ya que el libro debe suplir esta falta de preparacion.

Brewer (1986) analiz6 18 textos de estadistica, seleccionados entre los mas vendidos en
su pais y publicados durante 1982. Seleccioné los textos siguiendo tres criterios: 1) Que el autor
previamente hubiera publicado otros libros de textos de estadistica, 2) que hubiera habido un
proceso de revision externa de los textos manuscritos y 3) que los textos fuesen relativamente
bien conocidos en el mundo académico.

En general, observo que en sus intentos para explicar estadistica inferencial de modo que
tenga sentido para los lectores, los autores de algunos textos de estadistica sacrifican la
correccion matematica. El efecto de una aproximacion incorrecta a h estadistica (pero que "sea
facil de comprender") es que los lectores y usuarios son conducidos a creer que la inferencia
estadistica permite a los investigadores decir mas de lo que es permisible y de ahi sacar mas
conclusiones de las que estan realmente garantizadas por los datos. Se induce una fe exagerada
en los resultados del anlisis estadistico de los datos.

Después de enumerar una serie de posibles causas por lo que ocurre este fenomeno, este
autor opina que una fuente de falsas concepciones y de arores estadisticos son los andlisis
estadisticos que se muestran en la literatura de investigacion publicada, en revistas de prestigio,
pero que no someten los trabajos a la revision de un estadistico profesional, lo mismo que ocurre
en algunas tesis y dsertaciones en diferentes areas de conocimiento. Sin duda ello es debido a la
gran dificultad de la materia. Su reflexion final es que son los profesores de estadistica, después
de todo, los que seleccionan y validan, en ultima instancia, los libros de texto, teniendo, por tanto,
la mayor carga de responsabilidad de elegir textos tedricamente solidos y bien escritos para sus
alumnos. Para hacer esta seleccion correctamente, opina Brewer, los profesores deben ser
formados no sélo en la teoria estadistica, sino también en las aplicaciones de esta materia.

La evaluacion de los textos de estadistica tiene lugar en diferentes contextos, desde los
profesores, congresos profesionales, como la AERA o la ASA y en revistas especializadas. Por
ejemplo, revistas como Biometrika o The Journal of the American Statistical Association publican
regularmente revisiones de libros de texto. Dependiendo de la institucion que hace la evaluacion,
el interés se concentra en la metodologia instruccional, el contenido o la correccion técnica de la
presentacion. El autor indica que, en general, son escasos los estudios de evaluacion
comparativos de libros de texto en estadistica, a pesar de las muchas publicaciones que hacen
referencia al interés de este tipo de estudio.

Huberty y Barton (1990) emplearon cuatro criterios para evaluar la calidad de los textos
de estadistica multivariante, incluyendo el contenido cubierto, la facilidad de lectura y el tipo de
ejercicios. Usaron una escala tipo Likert para clasificar los libros respecto a dichos criterios
aunque no llegaron a ninguna conclusion sobre como usar la escala para seleccionar un libro
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adecuado. Huberty (1993) estudi6 28 libros de estadistica para analizar las practicas referentes a
los contrastes de hipotesis y describi6 criterios para comparar estos libros incluyendo la logica de
contraste, los pasos y métodos de contraste, ¢ inclusion o no del estudio del p-valor.

Cobb (1987) reconoce la dificultad e importancia de la evaluacion de los libros de
estadistica introductoria y presenta un marco para llevar a cabo estas evaluaciones organizado
bajo los puntos siguientes: a) Nivel técnico y calidad de la exposicion; b) temas cubiertos y ¢)
calidad de los ejercicios. Realiza un estudio de 16 libros, llegando a la conclusion que el analisis
de los ejercicios es un buen criterio para juzgar la calidad completa del libro.

Harwell (1994) indica que faltan guias basadas en la literatura de investigacion que ayuden
al profesor a seleccionar los textos que recomiendan a sus alumnos y que ello ha contribuido a la
aparicion de patrones no deseados en estos textos. Su trabajo continia el de Cobb (1987),
Huberty y Barton (1990) dirigidos a proporcionar una guia de este tipo. Intenta describir criterios
validos para la evaluacion de los textos mtroductorios de estadistica en la universidad y analiza
cuatro libros basicos, a partir de los instrumentos desarrollados. En Harwell y cols. (1996)
describe una serie de cuestionarios a alumnos profesores y expertos que usa para evaluar seis
libros basicos de estadistica a partir de las opiniones recogidas de los mismos, es decir, usando
una aproximacion cuantitativa al problema de investigacion.

Nolen (1987) estudia el efecto que, sobre la lectura de los libros de texto de estadistica
tiene el hecho de que los estudiantes conozcan al autor y tengan interaccion con el mismo. La
relacion con el autor del libro de texto parecio influenciar la comprension, motivacion y respuesta
efectiva de los estudiantes en una investigacion con 47 estudiantes universitarios, todos ellos
mujeres. La autora deduce de su estudio implicaciones para la construccion de textos y la
metodologia de investigacion sobre la interaccion entre cognicion y afecto durante el aprendizaje.

De todos estos estudios, podemos concluir, por un lado, el interés de continuar en esta
linea de investigacion, y por otro, que las limitaciones encontradas en los libros son logicas, si
tenemos en cuenta el cardcter estatico de los mismos y el triple caracter de las matematicas
sefialado por Godino y Batanero (1994): Las matematicas como actividad de resolucion de
problemas socialmente compartida; como lenguaje simbolico y como sistema conceptual
logicamente organizado y socialmente compartido. Esta complejidad hace sin duda mas relevante
el papel de una adecuada seleccion de situaciones didacticas en la elaboracion de los libros de
texto.

1.4. MARCO CURRICULAR

El trabajo que hemos realizado se ha circunscrito a textos publicados en el periodo 1975-
1991. Para enmarcar el analisis conviene realizar una descripcion del marco curricular en el que se
desarrolla la ensefianza secundaria en el periodo estudiado, asi como de las corrientes de reforma
previas en las que se apoya, las que aparecen a lo largo del periodo y producen su paso a una
nueva etapa en la historia educativa de nuestro pais. Este estudio es el objetivo de esta seccion
que comienza con la Ley General de Educacion de 1970 y finaliza con los decretos que
desarrollan la Ley General de Educacion del Sistema Educativo (LOGSE). Entre estos dos
periodos aarecen una serie de proyectos educativos y trabajos relacionados con el disefio
curricular en el campo de la probabilidad que han tenido notable influencia sobre el cambio, tanto
en los contenidos como en la metodologia de ensefianza de esta materia, no sob en los nuevos
decretos curriculares de la LOGSE, sino también en los libros de texto publicados al final del
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periodo que estamos analizando en nuestro estudio. A continuacion describimos brevemente estas
diferentes etapas, restringiéndonos al caso particular de la ensefianza de la probabilidad.

1.4.1. LA REFORMA CURRICULAR DERIVADA DE LA LEY GENERAL DE
EDUCACION

Aunque, desde el periodo de reforma educativa en que nos encontramos, nos pueda
parecer que la etapa anterior ha estado marcada por una ensefianza demasiado formal y
estructuralista, no debemos olvidar que esta ensefanza fue también, a su vez, fruto de
movimientos educativos de reforma, que tuvieron su especial relevancia para el caso de la
probabilidad, puesto que esta materia no habia sido incluida con anterioridad en los niveles no
universitarios. Rico y Sierra (1997) indican que al comienzo de la década de los 70 se inicia en
Espafia una reestructuracion del sistema educativo que tenia una estructura estable desde la Ley
Moyano de 1857. La Ley General de Educacion y Financiamiento de la Reforma Educativa,
propiciada por Villar Palasi se promulgo el 4 de agosto de 1970. Esta ley estructuro el sistema
educativo por niveles y modalidades, diferenciando la educacioén preescolar, educacion general
basica, bachillerato unificado y polivalente (BUP) y ensefianza universitaria.

El BUP, que es el nivel que nos ocupa en nuestro estudio, y en particular el primer curso
de este nivel, no era obligatorio y comenzaba, generalmente a los 14 o 15 afios de edad, en que
algunos alumnos, particularmente las mujeres daban por finalizada su formacion. Tenia también un
caracter selectivo, ya que era preciso el nivel de graduado escolar para su acceso. El curriculo
escolar que desarrolld estas ensefianzas se publicd en el decreto de 23 de enero de 1975 (BOE
13/2/75). Posteriormente la orden ministerial de 22 de marzo (BOE 18/4/75) establece la
programacion de las diversas materias, con enunciados muy genéricos y poco especificados, lo
que explicara la gran variabilidad que observaremos en la presentacion de la probabilidad en los
diversos libros de texto, durante el citado periodo.

Los cuestionarios oficiales de BUP publicados en el BOE del 18 de Abril de 1975,
realizan las siguiente recomendaciones para el drea de las ciencias matematicas y de la naturaleza,
que define los objetivos formativos de esta materia ‘El drea de las ciencias matemadticas y de la
naturaleza tratard de capacitar al alumno para comprender los fenomenos naturales,
cientificos y técnicos de su entorno. Se resaltara la importancia del mecanismo logico
implicito en el razonamiento cientifico, habituando al alumno a los métodos deductivo e
inductivo y a la experimentacion”.

Para las matematicas de primer curso se introduce el tema de probabilidad escuetamente
en los siguientes términos: “Combinatoria. Probabilidad”. La unica referencia concreta a estos
temas es la siguiente: ‘Introducir la teoria combinatoria y nocion de probabilidad para el
caso de un universo finito”; “Continuar el tratamiento estadistico de los colectivos,
iniciado en la educacion general basica; En la combinatoria se estudiaran las variaciones y
permutaciones ordinarias y con repeticion y las combinaciones”. En consecuencia no se
especifican contenidos detallados conceptuales ni procedimentales, ni se dan criterios concretos
sobre la evaluacion que indiquen los conocimientos especificos que se espera adquieran los
alumnos respecto al tema.

No se hace nueva referencia en estos cuestionarios a la ensefanza de la probabilidad
hasta llegar al tercer curso de bachillerato donde se indica ‘Variable aleatoria. Distribucion
binomial y normal”, aclarando “Adquirir el concepto de variable aleatoria que permite la
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utilizacion de las funciones de distribucion en su aplicacion a las ciencias biologicas, fisicas
y sociales. Se definira, mediante ejemplos sencillos el concepto de funcion de distribucion,
valor medio y varianza de la misma. Se introducira el concepto de variable aleatoria
continua. Estos conceptos se aplicaran a las distribuciones binomial y normal,
respectivamente, debiendo utilizarse las tablas correspondientes en la resolucion de
ejercicios de aplicacion. Las distribuciones estadisticas bidimensionales se limitaran al caso
de variables discretas”. Por contraste con los cuestionarios de primer curso el contenido esta
ahora mucho mas especificado. Se hace referencia a conceptos especificos (variable aleatoria,
funcion de distribucion, media, varianza, distribuciones binomial y normal, variable aleatoria
bidimensional discreta) y contenidos procedimentales (manejo de tablas, resolucion de ejercicios
de aplicacion).

Estos contenidos de tercer curso sin duda implican unos conocimientos previos por parte
de los alumnos (probabilidad, calculo de probabilidades simples y compuestas, probabilidad
condicionada, experimentos compuestos y probabilidades asociadas...). Creemos que es el
analisis de estos prerequisitos lo que sin duda ha marcado la concretizacion de los contenidos del
primer curso en el tema de la probabilidad. Por tanto, el contenido de este curso, aunque no
explicitamente, ha estado marcado desde los documentos curriculares de una forma implicita por
los contenidos asociados al tercer curso de bachillerato.

Merece la pena hacer notar que el curriculo de matematicas regido por estos
cuestionarios oficiales tiene una orientacion formalista y estructuralista que se plasma
especialmente en los temas de algebra y analisis. Aunque esta orientacion tampoco se especifica
explicitamente para el caso de la probabilidad, es natural que, sobre todo al principio del periodo,
y por coherencia con el enfoque dado a otros temas, se tratase de este tipo de tratamiento al tema
de probabilidad. Este tema, por otro lado, constituye un campo en el que pueden ejemplificarse
facilmente conceptos tales como conjunto y subconjunto, operaciones entre conjuntos, aplicacion,
producto cartesiano. Permite también mostrar la potencia de estructuras algebraicas como el
algebra de Boole para poder definir modelos matematicos (probabilidad, probabilidad
condicional, experimentos compuestos, variable aleatoria) aplicables directamente y sin necesidad
de una matematica compleja a un sinnumero de situaciones cotidianas que, de otra forma no
serian matematizables.

Como indica Heitele (1975), el modelo de probabilidad permite reducir toda la
complejidad del mundo que nos rodea al intervalo [0, 1], puesto que a cualquier tipo de suceso,
le podemos asignar una probabilidad en este intervalo, incluyendo los modelos deterministas a los
que asignamos los extremos del mismo. Una vez asignada esta probabilidad, todos estos sucesos,
aparentemente diferentes entre si, pueden ser comparables. Es la definicion de un algebra de
sucesos precisamente lo que nos permite definir la probabilidad y la estructura axiomatica
asociada y su transformacion, mediante la idea de funcion indicatriz, variable aleatoria y funcion de
distribucion en funciones matematicas para las que podemos utilizar todo el aparato del algebra y
analisis. Todas estas consideraciones explican el enfoque, posteriormente criticado, axiomatico y
basado en la teoria de conjuntos que observaremos en los libros de texto analizados, en especial
al principio del periodo.

Los cuestionarios de 1975 estan formalmente vigentes hasta su sustitucion definitiva el
curso 1999-2000 por los nuevos programas derivados de la Ley General de Ordenacion General
del Sistema Educativo. Sin embargo, la implantacion progresiva de esta ley, primero en fase
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experimental y luego cada vez mas generalizada, ha marcado el cambio de orientacion en los
textos escolares a lo largo del periodo. Notaremos especialmente este cambio en la comparacion
que hacemos de los ejercicios y el lenguaje utilizado en dos de estos libros de texto que
corresponden al principio y final del periodo que nos ocupa.

1.4.2. EL MOVIMIENTO DE REFORMA EN LA ENSENANZA DE LA PROBABILIDAD

Las nuevas tendencias en la ensefianza de la probabilidad en secundaria sustituyen el
enfoque axiomatico y estructuralista por una aproximacion experimental y constructivista. Este
cambio de punto de vista no ha sido brusco, sino que ha estado preparado por toda una corriente
gradual en la que se ha notado la influencia de investigadores y educadores estadisticos dentro y
fuera de nuestro pais.

La introduccion de la ensefianza de la probabilidad en los curriculos espaiioles de 1975
no fue un hecho aislado en el panorama internacional. Casi simultineamente a la publicacion de
estos documentos curriculares comenzé un movimiento de reforma en todo el mundo para
introducir la probabilidad en el curriculo primario y secundario, ya que hasta esa fecha eran pocos
los paises que incluian estos contenidos. La necesidad de la formacion en estocastica se justificd
por las razones siguientes (Rade, 1970):

o La estocéstica es una parte de la educacion general deseable para los futuros ciudadanos
adultos. La habilidad para comprender la incertidumbre que nos rodea y la informacion
estadistica en la prensa y medios de comunicacion sera tan necesaria en el futuro como los es
hoy dia saber leer y escribir.

o Un conocimiento basico de probabilidad es util para la vida posterior, el trabajo y el tiempo
libre. Cada vez con mayor frecuencia es precisa esta formacion para la vida profesional y
social.

o La formacion sobre estocéstica ayuda al desarrollo personal. Permite formar ciudadanos
criticos que basen sus opiniones en la informacion disponible, usando razonamientos
estocasticos adecuados.

e Ayuda a comprender los restantes temas del curriculum, tanto de la educacion obligatoria
como posterior, puesto que un gran nimero de ciencias y técnicas precisan conocimientos
estocasticos.

Otro aspecto sefalado por Fischbein (1975) para justificar la ensefianza de la
probabilidad en las escuelas es el caracter exclusivamente determinista de los curriculos, hasta
aquella fecha, y la necesidad de mostrar al alumno una imagen mas equilibrada de la realidad: "En
el mundo contemporaneo, la educacion cientifica no puede reducirse a una interpretacion
univoca y determinista de los sucesos. Una cultura cientifica eficiente reclama una
educacion en el pensamiento estadistico y probabilistico” (p. 131).

Esta corriente de opinion quedo6 plasmada en proyectos y materiales curriculares con un
enfoque innovador, entre los cuales, a continuacion describimos algunos de los que han tenido una
mayor repercusion en nuestro pais.

El Schools Council Project on Statistical Education
Entre los proyectos relacionados con la introduccion de ideas estocasticas en la ensefianza
primaria y secundaria ha tenido una gran influencia el llevado a cabo en Inglaterra durante la
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década de los 70 por el School Council Project on Statistical Education, creado en 1975 en la
Universidad de Sheffield, donde mas tarde se comenzaria a editar la revista Teaching Statistics y
se organizaria el primer congreso internacional sobre la ensefianza de la estadistica (ICOTS I,
1982).

En este proyecto se generaron una gran cantidad de datos sobre la evaluacion de los
materiales producidos que han sido traducidos a otros idiomas, por ejemplo el catalan, y han
influido en muchos de los posteriores disefios curriculares en el tema de estadistica y probabilidad.
La filosofia subyacente en este proyecto es la siguiente:

o La probabilidad se debe ligar con el mundo del nifo, por lo que los conceptos y técnicas
deben introducirse en un contexto practico.

« No hay por qué desarrollar completamente una técnica la primera vez que se estudia. Se sigue
la idea de la espiral curricular.

o No es deseable demostrar tedricamente todas las propiedades de un concepto, sino que es
mejor reforzar la comprension intuitiva del mismo.

o Se debe resaltar el caracter interdisciplinar de la probabilidad y estadistica relacionandola con
sus aplicaciones en el mundo bioldgico, fisico, social y politico que rodea al nifio.

« Se recomienda el trabajo en grupos, la realizacion de experimentos y el método de ensayo y
error para resolver los problemas.

Trabajos de Glayman y Varga

Estos autores han llevado a cabo un gran nimero de experimentos de ensefianza en su
pais, produciendo ademas materiales impresos y manipulativos para la ensefianza de la
estocastica.

Glayman y Varga (1975) produjeron un material para la ensefianza de las probabilidades
en la escuela, basado en tres etapas: Experimentacion, recogida de datos y estimacion de la
probabilidad y razonamiento intuitivo. En la primera etapa se trata de familiarizar al nifio con los
fenomenos aleatorios, por medio de fichas, bolas en urnas, ruletas u otros experimentos. Después
de repetir un numero de veces la experiencia, se pide al nifio que realice ciertas predicciones
sobre las propiedades inherentes a los fendomenos aleatorios. Los resultados obtenidos se
confrontan con las predicciones de los alumnos, de modo que éstos entren en un conflicto
cognitivo, en caso de que los resultados choquen con sus intuiciones previas incorrectas.

Trabajo de Bruni y Silverman (1986)

Estos autores sugieren un proceso de ensefanza de la probabilidad basado en cuatro
pasos, usando materiales manipulativos e integrandolo con otras ideas como fracciones. En cada
experiencia se recomienda:

o Discutir con los alumnos sobre el problema planteado con el fin de progresivamente construir
un modelo y adquirir un vocabulario adecuado.

« Transcribir los resultados de las experiencias a tablas, y graficas para sintetizar los resultados
obtenidos a partir de un sistema de registro, identificar posibles patrones y modelos en los
datos, resumir la informacion y formular cuestiones o conjeturas relacionadas con la
experiencia.

o Explorar actividades relacionadas para reforzar y extender los conceptos adquiridos.
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1.4.3. LA REFORMA DE LA ENSENANZA DE LA PROBABILIDAD EN ESPANA

El grupo Cero

En pleno auge del debate sobre la reforma de las ensefianzas medias, dentro del area de
matematicas, surge un grupo de profesores e investigadores en Valencia, “Grupo Cero”, que han
contribuido en gran medida, a la elaboracion y desarrollo del actual curriculo de secundaria del
area de matematicas. Fruto de todos sus trabajos e investigaciones, es la publicacion del libro de
Borras, E. y otros: De 12 a 16, un proyecto de curriculum de matematicas, publicado en 1984,
con la ayuda de la Subdireccion General de Perfeccionamiento del Profesorado del Ministerio de
Educacion, a través de la Conselleria d’Educacid de la Generalitat Valenciana (Grupo Cero,
1984).

En €l se recogen los principios filosoficos y metodologicos, que inspiran a los autores, asi
como sus propuestas para el tratamiento de los distintos tdpicos en el area de matematicas. Son
tratados los siguientes temas: 1.Filosofia del proyecto. 2. Métodos de ensefianza. 3. Algoritmos y
técnicas. 4. Resolucion de problemas. 5. Estructuras conceptuales. 6. Investigaciones. 7.
Programa. 8. Indice analitico. 9 Indice de autores. 10. Bibliografia. 11. Indice general. Dentro del
tema 7, programa, dedica un apartado a la estadistica y probabilidad, que divide en tres partes:
La primera llamada nucleo basico, sobre la importancia y aplicaciones de la estadistica y la
probabilidad a la resolucion de problemas de diverso tipo: Biologicos, econdomicos, geograficos,
sociales, etc. La segunda, denominada extensiones, donde propone el tratamiento de los
siguientes conceptos: Estabilidad de las frecuencias y medias muestrales, combinatoria, frecuencia
y probabilidad condicionadas y situaciones dinamicas citando entre ellas, el juego de las cadenas
de Markov, indiferencia, equilibrio, catastrofe y seleccion. La tercera parte sobre situaciones,
donde propone, entre otras, ciertas actividades sobre la ruleta, el movimiento de un insecto,
estabilidad de las frecuencias, ley de los grandes numeros, paseo del borracho, cajas de Bertrand
y algunos juegos.

Como mencionamos anteriormente, este libro ha tenido una gran difusion entre los
profesores de secundaria, al menos entre todos los profesores con deseo de innovacion, y ha sido
un documento de trabajo y debate en muchos congresos, jornadas y reuniones.

Trabajo de Godino y colaboradores (1987)

La mayor influencia en Espafia sobre el cambio de contenido y orientacion en el curriculo
de probabilidad no universitario se debe sin duda al libro de Godino, Batanero y Caiizares: Azar
y Probabilidad, publicado en la coleccion Sintesis en 1987. Este libro ha sido reeditado varias
veces y ha sido citado y utilizado como base en la mayor parte de los disefios y decretos
curriculares de primaria y secundaria del MEC y comunidades autonomas. También se ha
referenciado con amplitud en muchos de los trabajos posteriores, tanto de disefio curricular como
de investigacion en el area de la didactica de la probabilidad. Sin duda ello se debe al gran
esfuerzo de sintesis de materiales muy dispersos y desconocidos en nuestro pais y al uso de los
mismos para plantear una propuesta curricular progresiva e innovadora para las edades 8-16. Los
citados autores recogieron todas las recomendaciones de los trabajos que acabamos de analizar,
juntamente con la teoria de situaciones didacticas de Brousseau (1986), que es una teoria general
de aprendizaje de las matematicas, aunque puede ser adaptada con éxito al campo de la
probabilidad. Esta teoria toma elementos de las anteriores, aunque se apoya en el caracter
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especifico del conocimiento matematico y en la importancia particular de las situaciones de
ensefianza y la gestion de las mismas por parte del profesor.

Como consecuencia de la conceptualizacion del conocimiento matematico que hemos
realizado anteriormente, no podemos reducir el hecho de "conocer" o "saber" matematicas a
identificar las definiciones y propiedades de los objetos matematicos. Es preciso usar el lenguaje y
el sistema conceptual matematico en la resolucion de problemas. La atencion a los tres aspectos o
dimensiones de las matematicas (actividad, lenguaje, red conceptual) estd en la base de la Teoria
de Situaciones Didacticas de Brousseau (1986), quien propone el disefio de situaciones
didacticas de formulacion, comunicacion, validacion e institucionalizacion como complementos
imprescindibles de las situaciones de accion o investigacion.

Partiendo de estos supuestos se elabora una metodologia propia que recoge los rasgos
fundamentales de las previamente descritas. Se usa también un analisis detallado del contenido
matematico y del campo de aplicacion del célculo de probabilidades. Las catorce unidades
didécticas abarcan desde la idea intuitiva de experimento aleatorio a los procesos estocasticos
simples. Mas concretamente el contenido abarcado es el siguiente, que nos ha servido de primera
base en la identificacion de los elementos de significado de nuestro estudio:

1. Nociones de azar y probabilidad: Experimento y suceso aleatorio; caracter impredecible del
azar. Frecuencia absoluta y relativa de un suceso aleatorio. La frecuencia relativa varia entre 0
y 1. Estabilidad de las frecuencias relativas. Nocion frecuencial de probabilidad. Recuento de
resultados elementales posible en experimentos sencillos. Nocion y representacion conjuntista
del espacio muestral.

2. Comparacion y asignacion de probabilidades: El lenguaje del azar: fenomenologia del azar,
suceso seguro, imposible, probable, improbable; la escala ordinal de probabilidad;
probabilidad como grado de creencia; asignacion subjetiva de probabilidades. Axiomas 1y 2
de la probabilidad; comparacion de frecuencia relativas; comparacion de probabilidades.
Sucesos simples equiprobables, postulado de indiferencia, asignacion de probabilidades a
sucesos elementales equiprobables. Sucesos simples no equiprobables: frecuencias relativas;
asignacion de probabilidades empiricas; sesgo en experimentacion; probabilidades
geométricas.

3. Célculo de probabilidades: Sucesos compuestos; frecuencias relativas en sucesos
compuestos. Unidn de sucesos; representacion conjuntista, interseccion de sucesos; sucesos
incompatibles. Axioma 3 de la probabilidad. Muestreo aleatorio de un elemento de una
poblacion finita conocida. Regla de Laplace. Juego equitativo, su conexion con la
equiprobabilidad. Suceso contrario; representacion; probabilidad del suceso contrario.
Probabilidad de la union de sucesos compatibles. Experimentos compuestos. Espacio
muestral y producto; representacion: tabla de doble entrada y diagramas en arbol; célculo
mediante la regla de Laplace.

4. Combinatoria: Muestreo con reemplazamiento; variaciones con repeticion; formacion,
representacion con diagramas en arbol, numero de variaciones. Muestreo sin
reemplazamiento. Muestras ordenadas; variaciones sin repeticion, permutaciones, muestras no
ordenadas, combinaciones.
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5. Probabilidad condicional. Dependencia e independencia. Frecuencias relativas marginales y
condicionadas en una tabla de doble entrada. Relaciones entre ellas. Probabilidad
condicional. Sucesos independientes y dependientes. Probabilidad de la interseccion de
sucesos; caso de sucesos dependientes e independientes. Experimentos compuestos
dependientes e independientes. Calculo de probabilidad mediante la regla del producto.
Teorema de la probabilidad total. Teorema de Bayes.

6. Modelos y distribuciones de probabilidad. Variable aleatoria y distribucion de probabilidad,;
representacion mediante diagrama de barras; esperanza matematica, su conexion con los
juegos equitativos; problemas sencillos de decision. Modelo discreto uniforme. Modelo
binomial. Distribucion hipergeométrica. Distribucion geométrica. Distribucion normal. Proceso
estocastico discreto.

1.4.4. TENDENCIAS ACTUALES: LA NUEVA REFORMA EDUCATIVA

Ahlgren y Garfield (1991) indican que las investigaciones educativas realizadas durante
década 1980-90 mostraron que los estudiartes tienen una escasa comprension de las ideas
matematicas o habilidad para aplicarlas en los problemas de la vida real, incluso cuando parezcan
comprender y aplicar los algoritmos de calculo. Ello explica la nueva reforma de los anteriores
planes de estudio y el esfuerzo hacia unos contenidos mas realistas y unas matematicas mas
activas y ligadas con la vida real.

Los estandares del N.C.T.M.

Un documento curricular de interés para los profesores es el elaborado por la prestigiosa
asociacion de profesores de matematicas de EE.UU. National Council of Teachers of
Mathematics, conocido como "Estandares curriculares y de evaluacion para la educacion
matematica", de los cuales existe traduccion al castellano realizada por la Sociedad de Profesores
de Matematicas de Andalucia "Thales" (NCTM, 1989). Por primera vez en las matematicas de
los grados K-12 de los Estados Unidos hubo un contenido claramente especificado en el area de
probabilidad y estadistica, que pasaron a formar una parte importante de las matematicas
escolares. También en este disefio se da un gran énfasis a la formacion en estocastica,
incluyéndose los siguientes contenidos:

1. Para el nivel P-4 (Preescolar a 9 afios) propone que el curriculo incluya experiencias con
analisis de datos y probabilidades para que los alumnos sean capaces de:

» Recoger, organizar y describir datos;

« construir, leer e interpretar datos presentados de manera organizada;

o formular y resolver problemas que impliquen la recogida y andlisis de datos;

» explorar el concepto de casualidad.

2. En los niveles 5-8 (que corresponden a los dos tltimos cursos de ensefianza primaria en
Espafia y los dos primeros de ensefianza secundaria obligatoria) en el "Estandar" sobre
"probabilidad" de estos niveles indica que el curriculo de matematicas debe incluir la
exploracion de la probabilidad en el mundo real para que los estudiantes sean capaces de:
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o Elaborar modelos de situaciones disefiando y llevando a cabo experimentos o
simulaciones para estimar probabilidades;

o claborar modelos de situaciones construyendo un espacio muestral para determinar
probabilidades;

» apreciar las posibilidades de usar un modelo de probabilidad comparando los resultados
experimentales con soluciones matematicas esperadas;

« realizar predicciones que se basen en probabilidades experimentales o tedricas;

» llegar a reconocer el uso constante que se hace de la probabilidad en el mundo real.

3. Para los niveles 9-12 se recomienda el uso de la probabilidad experimental y la
probabilidad tedrica; simulaciones para representar y resolver problemas relacionados
con la incertidumbre; comprender el concepto de variable aleatoria; crear, interpretar y
aplicar propiedades de las distribuciones de probabilidad normal, binomial uniforme y chi
cuadrado.
Propiciado por estas recomendaciones, se ha desarrollado bastante material curricular,
con la filosofia recomendada, como el Quantitative Literacy Project promovido por la NCTM y la
American Statistical Association.

Panorama internacional de la ensefianza de la probabilidad en los niveles no
universitarios

No solo es en Estados Unidos e Inglaterra donde se esta renovando la ensefianza de la
probabilidad en las escuelas. En el congreso ICME 8, Nemezts (1997) present6 los resultados de
una amplia encuesta sobre la ensefianza de la probabilidad en los niveles no universitarios. Los
resultados obtenidos fueron muy variados, dependiendo de los diferentes paises. Entre otros
factores que resultaron relevantes para la determinacion del contenido y enfoque de la ensefianza
de la probabilidad en secundaria fue la existencia de una evaluacion nacional o regional de
caracter general (similar a nuestra selectividad) al finalizar la ensefianza y el hecho de que en la
misma se incluyeran preguntas sobre probabilidad. Asimismo influyd el hecho de que las
calificaciones a lo largo de la secundaria complementaran o no esta nota para el ingreso en la
universidad, y la educacion estocastica recibida por los profesores.

La enseflanza de la probabilidad figuraba en la mayor parte de los paises que
respondieron la encuesta (21), aunque se mostr6 una gran variacion en el contenido ensefiado y el
enfoque. En unos casos (Austria, Holanda) la probabilidad es el nucleo central de la estocastica,
mientras que en otros en un tema opcional asociado al estudio de la inferencia (Inglaterra,
Tailandia). La probabilidad se puede desarrollar en forma axiomatica (Dinamarca, Ghana), ser
esencialmente combinatoria (Estonia, Finlandia), restringirse a modelos de urnas y simulaciones
(Australia), extenderse a las aplicaciones (Francia, Libia), enfatizar el razonamiento inferencial
(Dinamarca), o desarrollarse a partir de proyectos y trabajo experimental (Inglaterra y Espafia
recientemente).

Entre los temas desarrollados con mayor frecuencia se encuentran los siguientes: Sucesos
y operaciones, probabilidad, dependencia e independencia, probabilidad condicional, teorema de
Bayes, variables aleatorias y algunas distribuciones sencillas, como la uniforme, binomial, normal y
exponencial. Veremos que estos contenidos coinciden esencialmente con los que analizaremos en
nuestro trabajo.
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En la mayor parte de los casos, entre los que se cuenta Espafia, la probabilidad se ensefia
dentro de las clases de matematicas y mas raramente también aparecia ligada a otras materias.
Soélo en paises como Italia y Hungria hay una tradicion consolidada de introduccion gradual del
tema a lo largo de la ensefianza primaria y secundaria, siguiendo la idea de ““curriculum en espiral”,
aunque en los nuevos disefios curriculares de Espafia, Francia, Inglaterra y USA se propone este
tipo de ensefianza. En el resto, la ensefianza se concentra actualmente en unos pocos cursos.
Aproximadamente la mitad de los paises ensefian estadistica y probabilidad en forma unificada e
interrelacionada, mientras que en el resto estos temas aparecen separados en el curriculum. El uso
de lecciones magistrales y el libro de texto es casi generalizado, aunque también en algunos paises
se complementa con discusiones, trabajos practicos de los alumnos, y otros recursos didacticos,
tales como ordenadores, videos, o material manipulativo.

La evaluaciéon en casi todos los casos se realiza con exdmenes escritos tradicionales,
complementados a veces con tests de opciones multiples y proyectos realizados por los alumnos
en forma individual o colectiva.

1.4.5. LA PROBABILIDAD EN LA LEY GENERAL DE ORDENACION DEL SISTEMA
EDUCATIVO

Finalmente, y aunque los libros que analizaremos no corresponden a este nuevo periodo
del sistema educativo, haremos un breve analisis del contenido de probabilidad en los disefios
curriculares derivados de la LOGSE a nivel del territorio MEC y de nuestra Comunidad
Autonoma. Por la autonomia dada a las diferentes comunidades el contenido sobre probabilidad
varia bastante en otras comunidades autonomas, en especial en lo relativo a la edad de iniciacion
del tema, aunque no en la metodologia recomendada para la ensefianza. Hemos creido de interés
comentar aqui estos diseflos curriculares para que el lector tenga una vision mas completa de las
influencias de la misma sobre los libros de texto publicados al final del periodo analizado, ya que
la publicacion de los decretos ha sido s6lo la ultima fase de un proceso en el que han participado
toda la comunidad educativa y que ha sido precedido por un amplio debate dentro de la misma.

Comenzaremos por comentar los decretos de educacion primaria, puesto que ya en ellos
se incluye la probabilidad, a diferencia del periodo anterior.

Decreto de Educacion Primaria (Junta de Andalucia, BOJA, 20-6-92)

El decreto de educacion primaria de la Junta de Andalucia hace una timida mencion al
tratamiento de las situaciones aleatorias dentro del bloque de contenidos denominado
"Operaciones". Posiblemente es la nuestra una de las comunidades auténomas en que mas
timidamente de hace referencia a la introduccion de la probabilidad en este periodo.
Concretamente dice: "En casos sencillos se pondra a los alumnos en situaciones de
exploracion de la nocion de casualidad, pretendiendo el descubrimiento del cardcter
aleatorio de algunas experiencias y la representacion sencilla del grado de probabilidad de
un suceso experimentado” (p. 110).

Una interpretacion muy ajustada de este parrafo implicaria simplemente el proporcionar a
los nifios oportunidades de realizar juegos o experimentos aleatorios y observar sus resultados.
Por el contrario, una vision mas amplia podria descubrir en esta frase la recomendacion de una
iniciacion a la comparacion y asignacion de probabilidades simples y al estudio de las diferencias
entre experimentos aleatorios y deterministas.
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Decreto de ensefianzas minimas para la educacion Primaria (M.E.C., BOE, 26-6-91)

En el caso de este decreto se encuentra una mencion algo mas explicita. El objetivo
general 6 para el area de matematicas formulado por el M.E.C. dice:

"Utilizar técnicas elementales de recogida de datos para obtener informacion sobre
fenomenos y situaciones de su entorno; representarla de forma grdfica y numérica y
formarse un juicio sobre la misma". Este objetivo es desarrollado en el bloque de contenidos
referido a organizacion de la informacion en los siguientes términos, donde se alude explicitamente
a los experimentos aleatorios:

Conceptos:

1. La representacion grafica

2. Las tablas de datos.

3. Tipos de graficos estadisticos: bloques de barras, diagramas lineales, etc.
4. Caracter aleatorio de algunas experiencias.

También dentro de los procedimientos, el objetivo 4 hace mencion a la "expresion
sencilla del grado de probabilidad de un suceso experimentado por el alumno”.

Respecto a criterios de evaluacion sobre los contenidos escolasticos el M.E.C.
especifica el nimero 11, en el que se contempla claramente una introduccion a la asignacion de
probabilidades en casos sencillos: "Hacer estimaciones basadas en la experiencia sobre el
resultado de juegos de azar sencillos, y comprobar dicho resultado”.

Real Decreto 1345/1991 de 6 de Septiembre, que establece el curriculo de la educacion
Secundaria Obligatoria

La ensefanza de la probabilidad se contempla mucho mas claramente en los decretos de
secundaria del Ministerio de Educacion y Ciencia, donde constituyen uno de los cinco bloques
fundamentales del curriculo. A continuacion reproducimos el contenido de este bloque.

Bloque 5. Tratamiento del azar

Conceptos

1. Fenomenos aleatorios y terminologia para describirlos:
Regularidades en fenomenos y experimentos aleatorios.
Posibilidad de realizacion de un suceso.

2. Asignacion de probabilidades a sucesos:
Frecuencia y probabilidad de un suceso.
Ley de Laplace.

3. Asignacion de probabilidades en experimentos compuestos:
Experimentos dependientes e independientes.
Probabilidad condicionada.

Vemos en consecuencia que se contemplan todos los conceptos analizados en nuestro
estudio que, por lo tanto, puede servir de guia para la elaboracion de materiales curriculares en
esta nueva etapa. El contenido solo se detalla en lineas generales, dejando bastante libertad para
la concrecion final del curriculo. Analizamos a continuacion los procedimientos incluidos:
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Procedimientos
Utilizacion de distintos lenguajes
1. Utilizacién de vocabulario adecuado para describir y cuantificar.
2. Confeccion de tablas de frecuencias y graficas para representar el comportamiento de
fenémenos aleatorios.

Un primer bloque de procedimientos se refiere al lenguaje probabilistico. Estos contenidos
enlazan directamente con nuestro analisis del vocabulario, notcion y representaciones realizado
en el capitulo 4.

Algoritmos y destrezas:

1. Obtencion de numeros aleatorios con técnicas diversas, tales como sorteos, tabla,
calculadora, etc.

2. Utilizacion de distintas técnicas de recuento para la asignacion de probabilid ades.

3. Utilizacion de informaciones diversas (frecuencias, simetrias, creencias, observaciones
previas, etc. para asignar probabilidades a los sucesos.

4. Célculo de probabilidades en casos sencillos con la Ley de Laplace.

5. Utilizacion de diversos procedimientos (recuento, diagramas de arbol, tablas de
contingencia, etc.) para el calculo de la probabilidad en sucesos compuestos.

6. Deteccion de los errores habituales en la interpretacion del azar.

La lista de algoritmos y destrezas es muy detallada, incluyendo la realizacion de
experimentos, asi como el calculo de probabilidades a partir de procedimientos combinatorios.

Estrategias generales
1. Reconocimiento de fendmenos aleatorios en la vida cotidiana y en el conocimiento
cientifico.
2. Formulacion y comprobacion de conjeturas sobre el comportamiento de fendmenos
aleatorios sencillos.
Utilizacion de la probabilidad para tomar decisiones fundamentales en distintos contextos.
4. Planificacion y realizacion de experiencias sencillas para estudiar el comportamiento de
fendmenos de azar.

w

Tanto los procedimientos como las estrategias se relacionan directamente con el analisis
de ejercicios y ejemplos realizados en el capitulo 3. Finalmente en los disefios curriculares se
afiaden las siguientes actitudes, cuyo andlisis requeriria una observacion directa del trabajo del
profesor en el aula, y que no abordamos en nuestro estudio.

Actitudes
Referentes a la apreciacion de las matematicas:
1. Reconocimiento y valoracion de las matematicas para interpretar, describir y predecir
situaciones inciertas.
2. Disposicion favorable a tener en cuenta las informaciones.
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3. Curiosidad e interés por investigar fendémenos relacionados con el azar.

4. Valoracion critica de las informaciones probabilisticas en los medios de comunicacion,
rechazando los abusos y usos incorrectos de las mismas.

5. Cautela y sentido critico ante las creencias populares sobre los fendmenos aleatorios.

Referentes a la organizacion y habitos de trabajo:
1. Sensibilidad y precision en la observacion y disefio de experiencias relativas a fendmenos
de azar.

Junta de Andalucia: Orden de 28 de Octubre de 1993 por la que se establecen criterios y
orientaciones para la elaboracion de proyectos curriculares de centro, secuenciacion de
contenidos, asi como distribucion horaria y de materias optativas en la educacion
secundaria obligatoria.

En los disefios curriculares de la Junta de Andalucia los temas de estadistica y
probabilidad aparecen ligados. A continuacion reproducimos la parte de esos contenidos que se
refiere directamente a la probabilidad:

Tratamiento de la Informacion Estadistica y del Azar:

En la Introduccion de este bloque se indica que se pretende que los alumnos incorporen a
su desarrollo cognitivo elementos potentes para enunciar y poner en practica estrategias en
sencillas situaciones de juego y expresar predicciones razonables ante fenomenos aleatorios y
tomar decisiones coherentes con esas predicciones. Mas adelante se indica:

“El trabajo con probabilidades facilitara la adquisicion de convicciones acerca de
los axiomas de probabilidad. Se seriala que el curriculum de matematicas no debe
solamente presentar un enfoque determinista de los fenomenos que se proponga a
los alumnos para su estudio. La comprension, interpretacion y prediccion de
fenomenos aleatorios debe iniciarse en el primer ciclo mediante un analisis de
términos usados frecuentemente en la vida ordinaria, matizando los distintos
significados segun los contextos y tratando de reconocer situaciones de
incertidumbre.”

Situaciones de incertidumbre
Estas situaciones se definen en la forma siguiente, indicando también fuentes de situaciones
problematicas:
“Las situaciones en las que no es posible conocer con toda certeza y de antemano el
resultado se podran extraer de:
Los juegos de azar (imposibilidad de prever el ganador de una partida de parchis;
imposibilidad de asegurar que, al lanzar un dado o una moneda, se obtendra el
resultado que una persona desea; ampliacion a la interpretacion de torneos -entre
iguales- como juegos de azar).
La genética (incertidumbre en la prediccion del sexo de un hijo, etc.)
Las elecciones locales.”

43



Se prescriben dos condiciones para la eleccion de las situaciones: por una parte deben
poder experimentarse o al menos simularse, por otra, su tematica debe ser cercana al alumno.
Para el segundo ciclo los contenidos planificados son los siguientes:

“~ Situaciones de incertidumbre; frecuencias relativas.
- El manejo (experimentacion o simulacion) de muestras de tamario creciente
permite acercarse a la comprension de la estabilizacion de las frecuencias relativas.
- Medida de la probabilidad: El estudio de la probabilidad permite establecer
multiples conexiones entre diferentes nucleos de esta darea: concepto de fraccion,
fracciones equivalentes, relaciones entre fracciones, decimales y porcentajes, etc.
- Sucesos: Reconocimiento y descripcion en castellano oral o escrito excluyéndose
explicitamente toda referencia al concepto de espacio muestral y al uso de
notaciones procedentes de la teoria de conjuntos.
- Sucesos equiprobables: Entendidos como sucesos que son igualmente posibles
antes de realizar una experiencia.
- Suceso seguro; suceso imposible. En el contexto de una situacion de
incertidumbre.
- Ley de Laplace: La existencia de un numero, hacia el que tienden a estabilizarse
las frecuencias relativas, permite conjeturar una medida de la probabilidad en el
caso de sucesos equiprobables.
- Calculo de probabilidades elementales: La practica adquirida mediante
simulaciones y asignacion de probabilidades experimentalmente dara paso al
calculo de la probabilidad de sucesos. El cadlculo de la probabilidad de un suceso
puede requerir que se efectuen recuentos. Se utilizaran preferentemente los
diagramas de arbol u otras herramientas que permitan representar los casos
posibles y seleccionar, a partir de ellos, las que sean favorables.

- Sucesos independientes; sucesos dependientes: Su relacion con los sucesos

compuestos.

- Probabilidad de un suceso conocida la de su complementario.”

Todos estos contenidos refuerzan y completan los correspondientes a primer ciclo y
basicamente coinciden con los indicados en los disefios curriculares del MEC

1.5. DESCRIPCION DE LA METODOLOGIA EMPLEADA

Siguiendo a Taylor y Bogdan (1986) consideramos que la metodologia es el modo de
enfocar los problemas de investigacion y encontrar respuestas para los mismos. El enfoque de
nuestra investigacion es cualitativo, por lo que la metodologia empleada se ha adaptado a este
tipo de investigacion. De acuerdo con Kirk y Miller (1986), creemos que el término cualitativo
implica un compromiso con el trabajo de campo y no un compromiso con lo anumérico. La
investigacion cualitativa incluye técnicas diversas, como la induccidén analitica, el analisis de
contenido, la semidtica, las entrevistas, los estudios documentales y los tratamientos informaticos y
estadisticos, herramientas que han sido combinadas en esta investigacion.

Podemos considerar nuestro enfoque como global, descriptivo y tedrico, apoyandose en
las consideraciones de Eisenhart (1988). En términos de Goetz y Lecompte (1988), se trataria de
una cuastetnografia, ya que usamos técnicas etnograficas, como es el estudio de documentos.
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Pero estos métodos estdn complementados con el andlisis estadistico mas propio de los métodos
cuantitativos.

También podemos describirla como interpretativa en el sentido de Erikson (1989), quien
indica que este término evita la connotacién no cuantitativa y recoge el interés por el significado de
las actividades humanas y por la interpretacion de ellas que hace el investigador. Especificamente
se trata de un estudio documental, encuadrado por Van Dalen y Meyer (1984) en la investigacion
de tipo descriptivo.

Estos autores indican que el estudio documental de los libros de texto puede determinar el
contenido de la ensefianza, el tiempo que se dedica a bs diversos aspectos y los temas que
forman parte de una materia. Estudiando los libros de texto es posible enumerar los conceptos
que se incluyen, determinar la frecuencia con que aparecen errores y distorsiones, el espacio
asignado a ciertos temas y el nivel del vocabulario. Puede también ayudar a describir las
costumbres y requerimientos especificos de la escuela y la sociedad, describir tendencias
existentes, identificar problemas, poner de manifiesto las diferencias existentes en las practicas
vigentes en las distintas escuelas y evaluar la relacion entre la ensefianza que reciben los alumnos y
los objetivos pretendidos.

Segun las diferentes clasificaciones recogidas en Bisquerra (1989), el proceso de
investigacion seguido es inductivo, pues del examen de casos particulares obtenemos conclusiones
de tipo general y el objetivo es descubrir generalizaciones y teorias a partir de observaciones
sistematicas de la realidad. Es una investigacion aplicada ya que estd encaminada a la resolucion
de problemas practicos de la ensefianza de la probabilidad, como es la de obtener instrumentos
de evaluacion de los libros de texto y criterios para el desarrollo curricular. Se orienta al
establecimiento de conclusiones, y es descriptiva, puesto que no se manipula ninguna variable,
sino que se limita a observar y describir los fendmenos. En esta seccion recogemos las principales
caracteristicas de esta metodologia.

Fases del estudio

Como en toda investigacion cualitativa, el proceso seguido no ha sido lineal, sino que se han
seguido diferentes etapas de disefio, toma de datos, andlisis, reformulacion de las preguntas e
hipotesis de investigacion y reformulacion del disefio. Sin embargo, podemos diferenciar dos
grandes etapas en el desarrollo del trabajo de campo, una vez comp letado el primer trabajo de
revision bibliografica del tema objeto de estudio.

En una primera fase se llevd a cabo un estudio cualitativo del contenido tedrico y
actividades incluidas en los libros que constituyen la muestra para una parte de los conceptos
probabilisticos que se incluyen en el estudio completo. Estos conceptos fueron los de experimento
aleatorio, espacio muestral y suceso, frecuencia relativa y probabilidad. Los resultados
constituyeron la Memoria de Tercer Ciclo (Ortiz, 1996) y han sido publicados y presentados en
distintos congresos y revistas, nacionales e internacionales, en. Ortiz y cols. (1995, 1996), Ortiz y
Serrano (1996) y Ortiz y cols. (1997).

Como consecuencia, se obtuvo una primera categorizacion de los elementos de significado
intensionales y extensionales de los conceptos probabilisticos mencionados que han sido la base
para la categorizacion definitiva y el método de andlisis empleados en la tesis doctoral.

En una segunda fase se incluyeron los conceptos de experimentos compuestos,
probabilidad condicional, independencia y variable aleatoria y sobre el conjunto de todos estos
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conceptos mas los incluidos en la primera fase se re-elabord y amplio el estudio de los elementos
intensionales y extensionales. Para estos ultimos, se analizaron también las variables de tarea y se
llevo a cabo un estudio estadistico de su distribucion sobre dos de los libros de texto. Finalmente
se ha hecho un estudio y categorizacion de los elementos de significado representacionales de los
conceptos probabilisticos elementales, analizando las diferencias existentes respecto a los mismos
en dos libros de texto.

1.5.1. ENCUESTA A PROFESORES SOBRE EMPLEO DE LIBROS DE TEXTO

Para enmarcar la eleccion de la muestra de libros de texto y relativizar el analisis realizado
al empleo real del libro de texto en el aula, hemos llevado a cabo una encuesta a una serie de
profesores en formacion y profesores en ejercicio. Nuestra finalidad fue recabar informacion
complementaria sobre los libros de texto empleados por los profesores y el uso que de ellos se
hace para la ensefianza, tanto en su vertiente tedrica como practica.

Los profesores en ejercicio que proporcionaron los datos ejercen su labor docente en
distintos centros de secundaria de la ciudad de Melilla. En primer lugar elegimos algunos de los
profesores por su amplia experiencia docente, y, posteriormente completamos la muestra con
otros profesores mas jovenes, que se habian interesado por nuestros trabajos en el area de
probabilidad, lo que permitié ampliar el nimero de centros encuestados. Los datos se recogieron
mediante una entrevista personal con el profesor realizada por el investigador. En total
colaboraron 17 profesores, licenciados en Matematicas, a quienes previamente explicamos la
finalidad de nuestro trabajo. Todos ellos, lo hicieron de forma desinteresada, mostrando gran
interés por la investigacion en curso.

Los futuros profesores que colaboraron en la recogida de datos eran alumnos de la
Licenciatura de Técnicas y Ciencias Estadisticas de la Universidad de Granada, en el cuarto aio
de la licenciatura, que cursaban la asignatura de didactica de la probabilidad y estadistica. Hay
que advertir que la asignatura es optativa, dentro de la licenciatura y que un 30 % de los alumnos
del cuarto curso eligieron esta asignatura. Muchos de estos alumnos estaban cursando
simultaneamente el Curso de Aptitud Pedagogica y, la mayor parte, contemplaban la ensefianza,
bien de la estadistica o de las matematicas, como una posibilidad bastante deseable en su futura
labor profesional. Su formacion estadistica era bastante completa, ya que todos ellos poseian el
grado de Diplomado en Estadistica. Completaron la encuesta en forma individual, como una
actividad dentro de la asignatura y como punto de apoyo para un debate sobre la importancia
relativa del libro de texto en la ensefianza y una actividad de analisis de los contenidos de
estadistica y probabilidad en los libros de texto de la LOGSE. La encuesta se complet6 en los
ultimos dias del curso, por lo cual los alumnos tenian una formacion basica en didactica. En total
participaron 24 futuros profesores, de los 28 que habian elegido la asignatura.

En la entrevista preguntamos a los profesores en ejercicio de qué editoriales elegian los
libros de texto que recomiendan a sus alumnos. Los profesores citaron las siguientes editoriales:
SM (9), Anaya (7), Vicens-Vives (5), Santillana y Brufio (3), Edelvives y Alhambra (1), siete de
las once editoriales analizadas en nuestro trabajo. El resto de las editoriales no aparecen citadas.
En el apartado de otros libros usados, aparece una vez, Didascalia, Teide y Editex todos ellos una
vez y un profesor contesta en blanco. Como vemos las mas citadas por los profesores son SM,
Anaya, han sido incluidas en nuestra investigacion.
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A los profesores en formacion les preguntamos qué libros de texto habian usado durante
su periodo de estudios de secundaria. Las editoriales citadas por los futuros profesores fueron las
siguientes, en orden de mayor frecuencia de cita S.M, Anaya, Edelvives, Vicens- Vives, Santillana,
Akal, SM. y Alhambra.

Observamos que todas las editoriales citadas por los futuros profesores forman parte de
nuestro estudio. Incluyendo las citadas por los profesores en ejercicio, aparecen todas las
utilizadas en nuestro estudio, salvo Magisterio y Everest. Estas dos editoriales habian sido citadas
en la encuesta de Nevarro-Pelayo, por lo que en conjunto podemos considerar que de los
resultados de ambas encuestas se puede justificar la eleccion de la muestra de libros de texto.

1.5.2. SELECCION DE LA MUESTRA DE LIBROS DE TEXTO

La muestra de los libros de texto utilizada en nuestro estudio se tomé entre los publicados
en el periodo 1975 - 1991 eligiéndose en forma intencional, entre manuales de amplia difusion. La
encuesta realizada a los profesores ha servido también como control de la validez de eleccion de
estos textos, ya que todos los libros incluidos en la muestra han sido citados bien por los
profesores de nuestra encuesta o por los que formaron parte de la realizada por Navarro-Pelayo
(1991).

Hay que sefialar también que no pretendemos generalizar los resultados de nuestro
analisis a otros libros de texto no incluidos en nuestra muestra. Sin embargo, hemos querido que,
de alguna manera, se refleje en la muestra de textos seleccionada la evolucion de los libros de
texto en el periodo estudiado. Por ello, el procedimiento para seleccionar los manuales incluidos
en nuestro estudio ha sido el siguiente:

Tabla 1.5.1. Lista de libros que formaba la muestra inicial
Boada, J.; Romero, R. (1975). Matematica. Bachillerato 1°. Teide, Barcelona.
Valdés, J.; Marsinyach, S. (1975). Matematicas Bachillerato 1° Ed. Brufio, Madrid.
Anzola, M; Caruncho, J. (1975). Matematicas.1° Bachillerato. Ed.Santillana, Madrid.
Gonziélez, A., Jiménez, L. (1976). Matematica 1° BUP Ed., Madrid.
Pérez, J. M. (1977). Matematicas BUP 1. Ed. Everest, Leon.
Etayo, J; Colera, J. (1978). Matematicas 1°. Ed. Anaya, Salamanca.
Etayo, J; Colera, J. (1980). Matematicas 1°. Ed. Anaya, Madrid.
Lazcano, I; Barolo, P. (1980). Matematicas 1° BUP. Ed. Edelvives, Zaragoza.
Pefia, J; Taniguchi, P: (1981). Matematicas Bachillerato 1°. Ed. Magisterio Espaiiol, (Coslada) Madrid.
Villa, A.; Agusti, J. M. (1981). Matematicas. Funciones.BUP/1° Curso. Ed.Vicens-Vives, Barcelona.
Caruncho, J.; Gutiérrez, M.; Gil, J. (1985). Matematicas. BUP 1°. Ed. Santillana, Madrid.
Alvarez, F.; Garcia, C.: (1986). Matematicas. Factor - 1. Ed. Vicens-Vives, Barcelona.
Negro, A.; Pérez, S. (1986). Matematicas, 1° BUP. Ed. Alhambra. Madrid, Reimpresion 1986.
Loépez, V; Sanchez, J.L. (1986). Matematicas 1 Bachillerato. Ed. SM, Madrid.
Compostela, B.; Gonzalez, A. y otros. (1987). Matematicas 1° BUP. Ed. AKAL, Madrid.
Hernandez, F.; Lorenzo, F. (1987). Signo [-Matematicas 1° Bachillerato. Ed. Brufio, Madrid.
Guzman, M.; Colera, J.; Salvador, A. (1988). Matematicas, Bachillerato 1°, Ed. Anaya, Madrid.
Gil, J.; Burgos, J. (1990). Matematicas 1° BUP. Ed, Santillana, Madrid.
Alvarez, F.; Garcia, C. (1990, 1* Ed.). FACTOR- 1. BUP 1°. Ed. Vicens- Vives, Barcelona.
Vizmanos, J.R.; Anzola, M. (1991). Matematicas. Algoritmo 1 BUP Ed. SM, Madrid.
Vizmanos, J.R.; Anzola, M; Primo, A. (1991): Funciones 1. Matematicas 1° BUP. Ed. SM, Madrid.

Se ha usado un muestreo en dos etapas (Kish, 1972), en el que primero se selecciona una
primera muestra y a partir de ella y con un nuevo proceso de seleccion se determina la definitiva
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que sera objeto del estudio. En primer lugar fijamos un periodo temporal, que se concretd entre
1975 y 1991, para recoger el desarrollo del tema posterior al decreto publicado en el B.O.E. de
18-IV-75. En ¢él se recogen los cuestionarios que han estado vigentes oficialmente hasta la puesta
en marcha de la nueva reforma del curriculum, a partir de los disefios curriculares publicados por
el MLE.C. (1989) y Junta de Andalucia (1989). Dicha reforma se esta llevando a cabo
gradualmente a partir de esas fechas.

Nos concentramos en el analisis de los libros de texto de primer curso de bachillerato,
que es donde se iniciaba la ensefianza de la probabilidad en estos cuestionarios. La riqueza de
conceptos probabilisticos incluidos en este curso nos proporcionaba material de analisis suficiente,
sin tener que ampliar el estudio a cursos posteriores.

Para este periodo elaboramos una primera lista de libros de exto publicados por las
editoriales de mayor difusion en Andalucia. La seleccion de estas editoriales se llevd a cabo
contando con nuestra propia experiencia docente en bachillerato durante 15 afios; el consejo de
los compafieros de seminario en nuestro centro de trabajo, asi como el de otros profesores con
experiencia docente en bachillerato de las provincias de Jaén, Cérdoba y Granada. Asimismo
tuvimos en cuenta la lista de libros de texto incluidos en la investigacion de Navarro-Pelayo
(1991). De esta forma obtuvimos una primera coleccion de 21 manuales, incluidos en la tabla
1.5.1, de los cuales se seleccion6 la muestra que ha sido finalmente analizada.

Ante la dificultad de hacer el analisis en todos los textos de esta primera muestra,
decidimos selecciomar de ellos una sub-muestra intencional de once textos. En esta investigacion
usaremos el término "intencional" en el sentido de Azorin (1972): "Es la persona que selecciona
la muestra la que procura que ésta sea representativa; por consiguiente la
representatividad depende de su intencion u opinion y la evaluacion de la representatividad
es subjetiva" (p. 4). Hemos considerado que este tipo de muestra es preferible al muestreo
aleatorio para el fin perseguido en nuestra investigacion.

Tabla 1.5.2. Muestra definitiva de libros de texto
[A]:Valdés, J.; Marsinyach, S. (1975). Matematicas Bachillerato 1° Ed.Brufio, Madrid
[B]: Pérez, J. M. (1977). Matematicas BUP 1. Ed. Everest, Ledn.
[C]: Etayo, J; Colera, J. (1978). Matematicas 1°. Ed. Anaya, Salamanca.
[D]: Lazcano, I; Barolo, P. (1980). Matematicas 1° BUP. Ed. Edelvives, Zaragoza.
[E]: Pefia, J; Taniguchi, P: (1981). Matematicas Bachillerato 1°. Ed. Magisterio Espafiol, (Coslada) Madrid.
[F]: Caruncho, J.; Gutiérrez, M.; Gil, J. (1985). Matematicas. BUP 1°. Ed. Santillana, Madrid.
[G]: Negro, A.; Pérez, S. (1986). Matematicas, 1° BUP. Ed. Alhambra, Madrid. Reimpresion 1986.
[H]: Compostela, B.; Gonzalez, A. y otros. (1987). Matematicas 1° BUP. Ed. AKAL, Madrid.
[1]: Guzman, M.; Colera, J.; Salvador, A. (1988). Matematicas, Bachillerato 1°, Ed. Anaya, Madrid.
[J]: Alvarez, F.; Garcia, C. (1990, 17 Ed.). FACTOR- 1. BUP 1°. Ed. Vicens— Vives, Barcelona.
[K]: Vizmanos, J.R.; Anzola, M; Primo, A. (1991): Funciones 1. Matematicas 1° BUP. Ed. SM, Madrid.

Azorin sefiala que el muestro intencional es preferible al aleatorio en los estudios
exploratorios, cuando se quiere tener un mayor control de los procesos de seleccion de la
muestra, y cuando se quiere incluir por sus caracteristicas especiales cubiertos dementos de la
poblacion en estudio.

Pretendiendo una mayor representatividad de la muestra, se han escogido textos de
diferentes afios y editoriales. Finalmente, la muestra de libros abarca 11 afios y 10 editoriales
diferentes y se presenta en la tabla 1.2.2, donde cada uno aparece entre corchetes con una letra
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mayuscula que lo designa, y que utilizaremos en nuestro estudio para referirnos a ellos.

1.5.3. UNIDADES DE ANALISIS Y VARIABLES CONSIDERADAS

La investigacion se sitiia en un paradigma inductivo exploratorio (Herman, 1990) que nos
ha parecido el mas adecuado para abordar un problema complejo, como la caracterizacion del
contenido matematico en los libros de texto. Para describir adecuadamente la metodologia
seguida, debemos comenzar por clarificar el proceso seguido para obtener nuestros datos. Como
indica Gil Flores (1994), el dato es inseparable del proceso que lo registra y del modo en que se
comunica. No es la realidad que puede captar el investigador, sino las elaboraciones que hace de
la misma. En este proceso intervienen la elaboracion conceptual y el lenguaje en que se expresa la
informacion, que es el resultado del modo en el que el investigador se acerca al problema e
interacciona con el objeto de su estudio. En consecuencia, una vez elegidos los textos a analizar,
describiremos el proceso seguido hasta llegar a los datos basicos.

Como en la mayor parte de las investigaciones sobre textos, hemos empleado el analisis
de contenido, que empieza por definir las unidades de andlisis y, a partir de ellas, las variables
consideradas. "Es un proceso complejo, seguramente el que mds esfuerzo intelectual
requiere de entre todas las técnicas de analisis de datos y es uno de los pocos campos de los
comprendidos en las etapas finales del proceso de investigacion en la que el investigador
desempernia un papel individual y creativo” Fox (1981, p. 704). Para Ghiglione y Matalon
(1989) el andlisis de contenido sirve para efectuar inferencias mediante la identificacion sistematica
y objetiva de las caracteristicas especificas de un texto.

Fox (1981) indica que el analisis de contenido comienza por elegir la unidad de contenido
a analizar. Luego se elaboran un conjunto de categorias, junto con un fundamento légico que sirva
para asignar las unidades a estas categorias. En los programas de investigacion cualitativa, el
analisis de datos implica un proceso en varias etapas en el que el fenomeno global es dividido en
unidades, éstas son clasificadas en categorias y a continuacion ensambladas y relacionadas para
conseguir un todo coherente (Goetz y Lecompte, 1988).

La metodologia para el analisis de datos cualitativo es mas compleja, en el sentido de que
se encuentra menos estandarizada. "El andlisis de datos cualitativos representa, en cierto
modo, un problema para el investigador"” Gil Flores (1994, p. 39). Este autor cita como
fuentes de estos problemas, la indefinicion de los métodos de andlisis, la importancia de la
componente creativa, la pluralidad de enfoques y el escaso tratamiento del tema en la bibliografia
de investigacion. Nosotros hemos seguido las recomendaciones de este autor, asi como de Miles
y Huberman (1984), y Huberman y Miles (1994), dividiendo el proceso en tres etapas: la
reduccion de datos, la disposicion de datos y la obtencion y verificacion de conclusiones. Este
apartado se dedica a describir el proceso de reduccion de datos. El resto del proceso se describe
en el siguiente apartado.

La primera operacion ha sido la separacion de segmentos o unidades de analisis, en
varios niveles. Esta segmentacion de los datos en unidades relevantes y significativas es
considerada como una de las practicas mas caracteristicas del analisis de datos cualitativos. Las
unidades de analisis primarias han sido los capitulos de los textos seleccionados dedicados al
tema de probabilidad.

La division de las unidades primarias puede realizarse siguiendo diversos criterios, como
espaciales o temporales. Sin embargo, es mas frecuente hacer una division en funcion del tema
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abordado. Siguiendo este criterio, se fijaron, de acuerdo con los objetivos de la investigacion, los
siguientes contenidos a analizar:

a) Experimento aleatorio.

b) Suceso aleatorio; espacio muestral; tipos de sucesos y operaciones con sucesos.

c) Frecuencia relativa y sus propiedades.

d) Probabilidad en sus diversas acepciones; clasica, frecuencial, subjetiva y axiomatica.

e) Célculo con probabilidades.

f) Probabilidad condicional. Dependencia e independencia. Experimentos compuestos.

g) Variable aleatoria.

Para cada uno de estos contenidos se han identificado en cada uno de los textos unidades
secundarias de andlisis. Estas unidades han sido parrafos elegidos si cumplen algunos de los
siguientes criterios: a) Contienen las definiciones explicitas de algunos de los conceptos descritos;
b) contienen la descripcion de algunas de sus propiedades; ¢) unidades que describen ejemplos o
presentan ejercicios que requieren el uso implicito o explicito de los mismos; d) cuando se emplea
lenguaje, simbolos o representaciones graficas de los conceptos analizados.

El identificar estos tipos de unidades se debe a que, de acuerdo con nuestros supuestos
tedricos los conceptos no se reducen a su definicion, sino que incluye también las situaciones en
las que se presenta y las representaciones que le son asociadas (Vergnaud, 1982; 1990).

Hemos elegid o estos conceptos porque los consideramos fundamentales para determinar
el significado que en estos textos se presenta del concepto de probabilidad. Por supuesto, se
pueden tener en cuenta muchos otros aspectos conceptuales, como los indicados en Malara
(1989) en su estudio de la presentacion que se hace de la probabilidad y estadistica en algunos
textos italianos. El estudio de estas cuestiones se ha dejado para una segunda fase de nuestra
investigacion.

Ademas, en el andlisis de los ejercicios, que se describe en el capitulo 3, hemos tenido en
cuenta las siguientes variables adicionales:

Vi: Tipo de actividad que se pide al alumno: Dentro de esta variable hemos considerado
cuatro categorias: 1) Ejemplo introductorio; 2) ejemplo después de la definicion; 3)
ejercicio introductorio; 4) ejercicio después de la definicion. y 5) ejercicio después de
haber hecho un ejemplo similar.

V2: Concepto al que el ejercicio se refiere explicitamente o implicitamente, entre los
citados anteriormente.

V3: Tipologia del ejercicio o ejemplo dentro de cada concepto. Esta es la principal variable
dentro de nuestro estudio, pues describe la actividad especifica que debe realizar el alumno
para resolver el gjercicio o que se ejemplifica en el ejemplo. Esta tipologia de situaciones se
describira con detalle, para cada uno de los conceptos, en las secciones 3.4 a 3.9 y
permitira describir los elementos extensionales de los conceptos probabilisticos
elementales.

V4. Tipos de espacio muestral. Hemos considerado de interés analizar el tipo de espacio
muestral del experimento aleatorio que interviene en las situaciones propuestas al alumno,
diferenciando entre espacio muestral infinito, finito, con dos elementos equiprobables; finito,
con mas de dos elementos equiprobables, finito, con sucesos no equiprobables e impreciso.

V5: Posible asignacion de probabilidades a los sucesos. Un punto importante es la
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asignacion de probabilidades a los sucesos dentro de los experimentos que intervienen en la
situacion, porque ello esta directamente relacionado con los distintos significados del
término probabilidad descritos en la seccion 2.5.

V6: Contexto del enunciado del ejercicio.: Se refiere al campo de aplicacion mostrado.

V7: Presentacion de la informacion: Verbal, numérica o grafica.

De la consideracion de estas variables hemos obtenidos dos tipos de datos: Cualitativos y
cuantitativos. Los datos cualitativos se refieren a la presencia o ausencia de un cierto elemento del
significado en el texto analizado y al matiz especifico con que el mismo se presenta.

Los datos cuantitativos se utilizan solo en el analisis de ejercicios y se refieren a las
distribuciones de frecuencias de las variables descritas anteriormente dentro de los ejercicios
relacionados con los diversos conceptos probabilisticos en dos libros de texto.

1.5.5. LAS HIPOTESIS DEL ESTUDIO

Una vez planteado un problema de investigacion, los métodos para tratar de obtener
respuestas al mismo dependeran de su naturaleza. Pero el trabajo cientifico no tiene lugar en el
vacio. Se proyectan en ¢l ideas determinadas que se interpretan con ayuda de teorias. Por tanto,
vale la pena examinar las hipdtesis y como han sido generadas a lo largo de la investigacion.

Bunge (1985) denomina hipdtesis factual a las proposiciones que se refieren a hechos no
sujetos hasta el momento a experiencia y corregibles a la vista del nuevo conocimiento. Se
contraponen a las proposiciones empiricas o datos en que cualquier hipotesis va mas alla de la
evidencia (datos) que trata de explicar. El centro de la actividad cognoscitiva de los seres
humanos son las hipétesis. Los datos se acumulan para utilizarlos como evidencia en favor o en
contra de las mismas y su misma recogida implica un nucleo hipotético subyacente. Otra
caracteristica es que las hipotesis no pueden que dar establecidas por la sola experiencia: los datos
no pueden validar sino so6lo refutar las hipdtesis.

Bunge sugiere las siguientes condiciones de formulacion de las hipdtesis factuales: 1)
Tienen que ser bien formadas (formalmente correctas) y significativas (no vacias semanticamente);
2) deben estar fundadas en alguna medida en el conocimiento previo o en caso de ser totalmente
novedosas, ser compatibles con el cuerpo de conocimiento cientifico; 3) deben ser empiricamente
contrastables mediante los procedimientos objetivos de la ciencia, es decir los datos empiricos
controlados por técnicas y teorias cientificas.

Siguiendo estos supuestos, nuestra investigacion partid de una serie de hipdtesis, en un
principio definidas en forma difusa y que han ido configurandose y perfilandose a lo largo del
trabajo; particularmente al finalizar la primera fase, que culmin6 con la Memoria de Tercer Ciclo.
En dicho momento se inicié una etapa de reflexion sobre lo aprendido en la primera fase del
estudio y de disefio de la nueva etapa. A continuacion describimos estas hipotesis, que no deben
entenderse en el sentido de hipotesis estadisticas, sino como las expectativas iniciales sobre los
resultados del trabajo. Estas hipdtesis nos han servido también para estructurar el estudio y para
la redaccion de las conclusiones finales.

En primer lugar, los resultados de la Memoria de Tercer Ciclo apuntaron a la diversidad
de elementos intensionales y extensionales de los conceptos analizados en la primera fase del
estudio, asi como a la interrelacion entre muchos de ellos, lo que no sélo hizo dificil el andlisis de
los libros, sino que apuntaba a la dificultad de la preparacion del texto escolar. Nuestra primera
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hipdtesis hace referencia a que esta complejidad se presentaria en el resto de conceptos a
analizar, asi como en los elementos representacionales del significado, no analizados en la primera
etapa.

HI: El significado de los conceptos probabilisticos elementales mostrado en los libros de
texto tiene un cardcter complejo, debido a la interrelacion entre los diferentes
conceptos, lo que hace dificil la secuenciacion de su ensenianza.

Otro punto ya confirmado en la primera etapa es la variabilidad de los textos escolares,
incluso en un mismo contenido, que esperabamos ver confirmada también en el estudio completo,
asi como en el andlisis estadistico de los ejercicios. Ademas esta hipodtesis venia fundada por los

resultados de otros trabajos sobre libros de texto, como los de Malara, Navarro-Pelayo y
Sanchez Cobo.

H2: Hay una gran variabilidad en el significado que, para los diferentes conceptos
probabilisticos, presentan los libros de texto de un mismo nivel de ensefianza.

Estas dos primeras hipotesis tienen un caracter general. Ademas, también formulamos
algunas hipotesis especificas respecto a contenidos particulares concretos, que se guiaron, tanto
por nuestra experiencia docente, como por los resultados de la Memoria de Tercer Ciclo. Estas
hipdtesis, que son las siguientes, seran discutidas en el capitulo de conclusiones finales.

H3: Aunque las diversas concepciones de la probabilidad se presentan desde un punto de
vista intensional, las actividades propuestas a los alumnos se orientan  casi
exclusivamente a la concepcion laplaciana y formal de este concepto.

H4: La fenomenologia de la probabilidad presentada al alumno en los textos esta sesgada
hacia el campo de los juegos de azar, sin mostrar la relevancia y aplicabilidad real del
tema.

H5: Existen convenios implicitos en el vocabulario usado en la presentacion del tema de
probabilidad a los alumnos.

H6: La notacion empleada en el trabajo con conceptos probabilisticos no siempre es
consistente con la notacion empleada por los alumnos en otras ramas de las
matematicas.

H7: En el tema de probabilidad se incluye una variedad de representaciones tabulares,
grdficas, e iconicas cuya interpretacion requiere con frecuencia de conocimientos no
especificos del tema, por parte de los alumnos.

1.5.5. PROCEDIMIENTO DE ANALISIS DE DATOS

Una vez descritos los métodos de recogida de datos, variables y categorias e hipotesis,
conviene resumir el procedimiento de analisis de datos. Entendemos como andlisis el proceso que
nos permite discriminar los componentes de la realidad en algin cierto sentido o nivel, describir
las relaciones entre estos componentes y, de esta primera vision, obtener sintesis adecuadas a
nuestro problema de investigacion.

El proceso de analisis puede ser aplicado a objetos o fendmenos diversos, los cuales
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pueden ser analizados de mas de una forma. El fin del andlisis es lograr una mayor comprension
de la realidad analizada (Gil Flores, 1994). Es el conjunto de actividades tendentes a reducir los
datos a unidades significativas y manejables, estructurar y presentar los datos y extraer
conclusiones de ellos (Miles y Huberman, 1984); (Huberman y Miles, 1994).

En el andlisis de los diversos conceptos probabilisticos que se describe en los capitulos 2,

3 y 4, se ha seguido un procedimiento cualitativo. Para cada uno de los contenidos analizados y
unidades de andlisis se ha procedid o, en las siguientes fases:

1.

Una lectura analitica de los textos, tratando de recoger todos los aspectos relacionados con el
contenido analizado que estuviera presente en los mismos. Los parrafos significativos en
relacion con el contenido que se pretendia analizar fueron seleccionados en cada texto como
unidades de analisis. Este paso es la identificacion de elementos, que consiste en examinar los
datos para encontrar en ellos determinados componentes tematicos que nos permitan
clasificar en una u otra categoria de contenido (Gil Flores, 1994).

Clasificacion de dichos parrafos significativos en funcion de las diversas propiedades
matematicas a las que se hacia referencia, en relacion con un mismo contenido. Es decir,
clasificacion en funcion de los "elementos de significado" resaltados explicitamente o
precisados implicitamente, cuando se tratase de un ejercicio propuesto al alumno.

La lista de "elementos de significado" usados en cada uno de los conceptos analizados ha sido
elaborada mediante un doble proceso. Por un lado, el analisis conceptual previo, que ha
permitido tener "a priori" unos posibles elementos de significado de cada concepto. Por otro,
ha sido necesario trabajar inductivamente sobre los propios datos, dado que algunos de los
elementos previstos no se han presentado en los textos. En algunos casos (escasos, en
general) se han introducido también nuevos "elementos" que no tienen contrapartida en el
significado matematico de los conceptos.

Comparacion de los diversos textos clasificados en un mismo apartado para uno de estos
"elementos de significado" y depuracion de la clasificacion.Aunque, en este nivel de analisis,
no hemos llegado a codificar los datos, en realidad, hubiera sido posible, pues, con la
identificacion de estos "elementos de significado" hemos realizado una categorizacion. La
categorizacion es una potente herramienta en el andlisis de datos cualitativos, pues permite
clasificar conceptualmente las unidades que corresponden a un mismo topico. "Una
categoria soporta un significado o tipo de significado” Gil Flores (1994, p. 47). El
proceso de categorizacion conlleva una decision que es como asociar cada unidad a una
determinada categoria. En la elaboracion de las categorias para hacer un analisis de contenido
semantico el investigador determina primero el nivel mas general al que desea trabajar y
detalla los aspectos concretos de ese nivel.

Elaboracion de unas tablas que recogiesen los "elementos de significado" incluidos en los
diferentes textos en relacion con cada contenido. Una disposicion adecuada, permite extraer
conclusiones. Los datos cualitativos aparecen en forma textual. Por ello se precisa una
transformacion y una ordenacion para presentarlos en modo abarcable y operativo para la
extraccion de conclusiones. En nuestro caso hemos utilizado una serie de tablas, que por un
lado, pueden considerarse como matrices de incidencia, puesto que permiten comprobar si en
cada uno de los textos, se presenta o no una cierta caracteristica. Por otro lado, siguen
algunas pautas sugeridas por Miles y Huberman (1984) para la presentacion de datos
cualitativos, ya que en las celdas de estas matrices o tablas, se alberga en algunos casos
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informacion cualitativa. Estas tablas se recogen en los diversos capitulos y sirven como
instrumento de andlisis y comparacion posterior.

6. Analisis estadisticos de las variables de tarea de ejercicios y ejemplos.Un segundo nivel de
analisis cuantitativo se ha llevado a cabo en el capitulo 3 en el que, para cada uno de los
ejercicios y ejemplos incluidos en dos de los libros de texto, se ha realizado un estudio
estadistico de sus variables. Para ello se ha procedido a una codificacion de los valores de las
diferentes variables en cada una de las actividades analizadas. Para cada uno de los
conceptos probabilisticos, las distribuciones de estas variables en los dos libros de texto han
sido comparadas mediante el contraste Chi cuadrado de homogeneidad de muestras.
Previamente se han agrupado las categorias necesarias, en el caso de que fuese preciso para
asegurar las condiciones de aplicacion de este contraste estadistico.

7. Produccion del informe que se presenta en las secciones posteriores. Una parte importante
del trabajo ha sido la extraccion de las conclusiones presentadas en este informe. Estas
conclusiones no se Imitan a la presentacion ordenada de los datos, sino que se producen
mediante un proceso interpretativo guiado por el analisis epistemolégico de los conceptos
intervinientes y por los resultados de la investigacion psicoldgica y educativa sobre el
razonamiento estocastico y el aprendizaje.

Como indican Goezt y Lecompte (1988) el dato solo tiene significacion dentro de un
contexto y las conclusiones deben superar los limites de la mera descripcion. También, siguiendo
a Taylor y Bogdan (1986) hemos procurado relativizar nuestras conclusiones, respecto a la forma
y el contexto en que fueron recogidos nuestros datos.

1.5.6. EVALUACION DEL ESTUDIO

Fiabilidad y validez

Segtin Agar (1986) los resultados de la investigacion cualitativa emergen de la relacion
entre las tradiciones del investigador, del grupo estudiado y de la audiencia a la que se dirige el
estudio y por tanto es un proceso de mediacion entre marcos de conocimiento. Esto lleva a la
problematica de definir que entendemos por fiabilidad y validez en la investigacion cualitativa.
Kirk y Miller (1986) indican que estos dos conceptos pueden considerarse como los
componentes que delimitan la objetividad del estudio. La fiabilidad indica hasta qué punto un
procedimiento de investigacion proporciona el mismo resultado cada vez que se empleen las
mismas circunstancias; la validez lo que plantea es si el resultado ha proporcionado o no la
respuesta correcta.

Para Goetz y Lecompte (1988) la fiabilidad da la medida de replicacion del estudio. Es
decir, indica siotro investigador usando el mismo método llegaria a obtener el mismo resultado.
Al compararse con la investigacion cuantitativa, la cualitativa parece resistirse a los intentos de
replicacion. El tipo de datos y los métodos pueden excluir la utilizacion de controles.

Al elaborar una categorizacion para el andlisis de contenido es importante estimar la
fiabilidad con que se puede utilizar en estudios posteriores. Metodologicamente, la fiabilidad en el
analisis de contenido se estima calculando el porcentaje de veces que dos codificaciones
independientes coinciden cuando codifican el mismo material. Fox (1981) indica que es suficiente
una muestra de 100 unidades de datos para obtener una buena estimacion de la fiabilidad del
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cddigo, siempre que no haya habido sesgos en la seleccion de la misma.

En nuestro caso, un segundo codificador independiente revisé la codificacion de todas las
variables obtenidas en el analisis de los ejercicios, obteniéndose un porcentaje de acuerdo del
95%. Los casos de desacuerdo fueron revisados conjuntamente por los dos codificadores y un
tercer investigador y, discutidos con detenimiento, se llegd a un consenso sobre la forma en que
debieran codificarse.

Asimismo, las tablas resimenes de datos presentadas en los capitulos 2 y 4 fueron
revisadas dos veces por el autor de la tesis y posteriormente por los dos directores de la misma,
para comprobar la ausencia o presencia en los libros de texto de determinados elementos de
significado, procediéndose a la correccion de los escasos desacuerdos con la codificacion
original. Creemos que con este procedimiento puede asegurarse una alta fiabilidad al proceso de
codificacion de los datos a partir de las categorias definidas.

Respecto a la validez, Fox (1981) indica que el codigo debe tener una validez inmediata
en el sentido de que los temas niveles y las categorias deben tener una relacion directa con la
finalidad para la que se han creado. Esto se observa claramente en nuestro caso al analizar los
elementos de significado y variables utilizadas.

Hemos descrito en las diferentes secciones de los capitulos 2, 3 y 4 los motivos concretos
que nos han llevado a la eleccion de estos elementos especificos de significados y las variables
utilizadas en el capitulo 3. En consecuencia, podemos asegurar wa validez de contenido de
nuestro estudio respecto a estos elementos de significado (incluidos en los anexos) y variables.

Comparabilidad y traducibilidad

Por otro lado, y como se trata de una investigacion cualitativa, tratamos de alcanzar la
comparabilidad y traducibilidad (Goetz y Lecompte, 1988) en nuestro estudio. La comparabilidad
exige que el investigador use una terminologia y un marco analitico que le definan con todo detalle.
Asimismo deben describirse con claridad las caracteristicas de los objetos estudiados y de los
constructos generados en la investigacion para hacer posible la comparacion de los resultados con
los de otros estudios relacionados. Ello confiere una utilidad cientifica al estudio.

La traducibilidad consiste en el grado en que bs marcos tedricos y las técnicas de
investigacion resultan comprensibles para investigadores de la misma disciplina o de otras
relacionadas. Con estos dos conceptos, la responsabilidad de la generalizacion no esta solo en el
investigador, sino también en el lector del informe resultante.

Significacion

Un ultimo parametro que Gutiérrez (1991) considera para evaluar las investigaciones en
educacion matematica es el interés o significacion. Un objetivo que debe plantearse cualquier
investigacion en didactica de las matematicas es tratar de aportar alguna mejora a la calidad de la
formacion matematica y por ello centrarse en algiin elemento destacado del proceso de ensefianza
o aprendizaje.

Creemos que el interés del libro de texto como elemento didactico y su influencia en la
ensefianza que reciben los alumnos han quedado suficientemente resaltado en la seccion 1.3. En
consecuencia, podemos también justificar la significacion de nuestro estudio, sobre la base de las
opiniones de los diferentes autores que se incluyeron en dicha seccion.
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CAPITULO I1
ELEMENTOS INTENSIONALES DEL SIGNIFICADO DE
CONCEPTOS PROBABILISTICOS

2.1. INTRODUCCION

En este capitulo analizamos las definiciones y propiedades asignadas a los conceptos
probabilisticos elementales, que constituyen su significado ntensional en la muestra de libros de
texto que ha sido objeto de nuestro estudio, nocion introducida en la seccion 1.2.3. Los
conceptos analizados han sido los siguientes: Experimento aleatorio; espacio muestral; sucesos,
sus tipos y operaciones; frecuencia relativa; probabilidad en sus diferentes acepciones;
probabilidad condicional, dependencia e independencia; experimento aleatorio y variable
aleatoria. Estos conceptos han sido elegidos por su presencia generalizada en los libros analizados
y porque su conjunto contribuye a la presentacion de las ideas estocasticas consideradas
fundamentales por Heitele (1975), quien opina que dichas ideas deben constituir una guia del
curriculum estocastico desde la escuela primaria a la universidad.

Para cada uno de estos conceptos hemos analizado las definiciones y propiedades
presentadas explicitamente al alumno, asi como el uso implicito que se hace de estas definiciones
y propiedades de los conceptos, en los libros. Como consecuencia del estudio deducimos una
serie de caracteristicas esenciales que contribuyen a delimitar el significado intensional de los
conceptos y que pueden analizarse independientemente unas de otras. Denominamos a estas
caracteristicas “elementos intensionales del significado del concepto”, puesto que pensamos que
cada una de estas caracteristicas aporta un matiz esencial que contribuye a la identificacion del
concepto o a su diferenciacion de otros relacionados. Estos elementos son ejemplificados
mediante citas de parrafos significativos de los libros de texto, analizando también las variantes
observadas en los mismos. Finalmente, se incluyen unas tablas resumen que permiten mostrar esta
variabilidad.

Creemos que nuestro analisis muestra el caracter sistémico de los objetos matematicos,
cuya comprension por parte del alumno debera ser gradual, a partir de la adquisicién progresiva
de estos diferentes elementos del significado. Para el caso particular de los conceptos
probabilisticos elementales, la lista de elementos de significado identificada, que se incluye en el
anexo III, puede ser utilizada en el analisis de otros libros de texto, en el disefio y evaluacion de
unidades didacticas destinadas a la ensefianza de la probabilidad en el nivel de secundaria y en la
construccion de instrumentos de evaluacion de los conocimientos de los alumnos sobre conceptos
probabilisticos elementales.
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2.2. EXPERIMENTO ALEATORIO

El primer concepto que hemos analizado en nuestro estudio, es el de experimento
aleatorio, que, actualmente, se toma como punto de partida en el estudio de la probabilidad. Por
ejemplo, en el disefio curricular del Ministerio de Educacién y Cultura para la ensefianza
secundaria obligatoria, en el bloque 5, denominado "Tratamiento del azar' se incluye como
concepto a presentar a los alumnos: "Fenomenos aleatorios y terminologia para
describirlos". Dentro de los procedimientos, se sugiere la "utilizacion del vocabulario
adecuado para describir y cuantificar situaciones relacionadas con el azar' y a la
"confeccion de tablas de frecuencias y grdficas para representar el comportamiento de
fenomenos aleatorios".

Entre los algoritmos y destrezas a desarrollar se incluyen la bbtencion de numeros
aleatorios con diversas técnicas, tales como sorteos, tablas, calculadoras"y la "deteccion
de los errores habituales en la interpretacion del azar'. Como estrategias generales previstas
encontramos el "reconocimiento de fenomenos aleatorios en la vida cotidiana y en el
conocimiento cientifico", la "formulacion y comprobacion de conjeturas sobre el
comportamiento de fenomenos aleatorios sencillos" y la "planificacion y realizacion de
experiencias sencillas para estudiar el comportamiento de fenomenos de azar". El curriculo
del MEC no es una excepcion, ya que parecidos términos o expresiones encontramos en los
disefios curriculares de las comunidades autonomas y en otros paises, como en el NCTM (1989).

Batanero, Serrano y Green (1998) indican que el concepto de aleatoriedad es, por tanto,
el punto basico en el estudio de la probabilidad y por ello, es necesaria una correcta comprension
por parte del alumno de esta idea, si queremos que progrese en el terreno del calculo de
probabilidades. Las expresiones "experimento aleatorio”, "suceso aleatorio", incluso los
sustantivos el "azar", lo "aleatorio", aparecen con frecuencia, tanto en el lenguaje cotidiano, como
en los manuales escolares. Pero su significado, al referirse a una entidad abstracta, no queda
univoca y nitidamente determinado, lo cual creara dificultades de comprension en los estudiantes.

Sorprendentemente, este concepto no tiene una definicion sencilla. Las ideas de
incertidumbre y aleatoriedad han preocupado a la humanidad desde la antigiiedad, puesto que nos
enfrentamos a ellos en cada momento de nuestra vida fisica y social (Rao, 1989). Desde
Aristoteles, los filosofos han reconocido el papel del azar en la vida, atribuyéndole lo que queda
fuera del alcance de nuestra comprension. Sin embargo, hasta mucho mas tarde no se reconocio
la posibilidad de estudiar el azar y cuantificar la incertidumbre asociada a las situaciones
aleatorias. La importancia de esta cuantificacion se comprende al pensar que toda la actividad
humana se basa en la prediccion y que no podemos conocer las implicaciones de nuestras
decisiones, a menos que podamos especificar en forma significativa la incertidumbre asociada a la
misma.

Segun Zabell (1992) el concepto de aleatoriedad esta lleno de paradojas, y estrictamente
hablando, la verdadera aleatoriedad pudiera incluso no existir. Estas paradojas no son de tipo
técnico. Los problemas que la axiomatizacion de Kolmogorov no ha resuelto se refieren a la
naturaleza de la probabilidad y a sus aplicaciones. Como indica Matalon (1979), "de modo mas
o menos explicito, todos los teoricos admiten que el calculo de probabilidades formaliza
algo que, en cierto sentido "existe" en todas partes; las divergencias se refieren a la
naturaleza de ese "algo", el cual estaria representado a través de la probabilidad del
matematico" (p. 121).
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Batanero y Serrano (1995, 1997) sefialan que el andlisis epistemoldgico del concepto, asi
como la investigacion psicologica han mostrado que el significado de la aleatoriedad no es sencillo
para los alumnos. Hay una contradiccion fundamental que se muestra en la investigacion sobre
secuencias y procesos aleatorios y que se relaciona con los problemas psicologicos asociados al
concepto. Es la contradiccion presente en el significado de la aleatoriedad como ‘tualquier
resultado podria ocurrir”. Como indica Rao (1989) al igual que en el concepto hindu de la
divinidad, la aleatoriedad es la falta absoluta de patron y, al mismo tiempo, contiene en ella todos
los patrones posibles. Desde un punto de vista matematico, esto se ejemplifica en el estudio de las
secuencias de Bernoulli (Serrano y cols., 1991), y los modelos matematicos derivados de las
mismas.

Subjetivamente, sin embargo, muchas personas creen que solo los “resultados
desordenados" son ejemplos apropiados de la aleatoriedad (Hawkins y cols., 1992). Estos
sesgos en la percepcion subjetiva de la aleatoriedad se muestran en las tesis de Toohey (1995) y
Serrano (1996), quienes encuentran que los alumnos comprenden bien las tendencias en las
secuencias de resultados aleatorios, pero no perciben la variabilidad intrinseca de los mismos, o al
menos la subestiman. Por ello mismo, una adecuada presentacion del concepto en los libros de
texto es importante para hacer progresar al alumno en la comprension de este concepto.

Para Zabell (1992), la aleatoriedad contiene ideas distintas y, a veces, conflictivas, que se
refieren d proceso de generacion (de una sucesion aleatoria o de los resultados aleatorios), a
cada resultado aislado y al patrén obtenido en una serie de resultados de dichos procesos. El
proceso de generacion es lo que conocemos como experimento aleatorio; los posibles
resultados de este proceso son los sucesos aleatorios y la sucesion obtenida en una serie de
ensayos particulares es lo que conocemos como secuencia aleatoria. Aunque pudiera parecer
que estos aspectos van siempre ligados, esto no es siempre necesario. Puede haber secuencias
que, aparentemente, parecen aleatorias, y que se utilizan como tales para fines practicos, como la
extraccion de muestras o la asignacion de sujetos a los experimentos, pero que han sido
producidas por un proceso completamente dterminista. Podemos ver un ejemplo de ello al
estudiar las cifras decimales del nimero 7. Aunque el patron que sigue esta secuencia parezca
aleatorio, el proceso que la genera no lo es, porque siempre obtendremos la misma secuencia de
cifras como resultado del "experimento". Un ejemplo mas habitual son los numeros
pseudoaleatorios producidos por las calculadoras y ordenadores usando algoritmos deterministas,
pero que se toman como aleatorios en las aplicaciones de la estadistica. Sorprendentemente la
metodologia de exploracion de la incertidumbre implica el uso de estos niimeros pseudoaleatorios
que se supone muestran una incertidumbre méaxima (dada por su entropia), en el sentido que el
conocimiento de una parte de la sucesion no supone ventaja sobre la prediccion del resto de la
misma (Rao, 1989).

Por otro lado, incluso una secuencia aparentemente regular y determinista, como
100100100, puede obtenerse como resultado de un experimento aleatorio. Esta secuencia
particular es tan probable como cualquier otra secuencia de ceros y unos obtenida en 9 ensayos

en que los valores 1 y 0 sean equiprobables. Su probabilidad sera 2-9. si repetimos el

experimento un nimero mayor que 22 veces, cabe esperar que se obtenga alguna vez la sucesion
dada por azar. Sin embargo, si preguntasemos a una persona no entrenada en estadistica si esta
secuencia es o no aleatoria, probablemente pensara que no lo es, puesto que subjetivamente la
aleatoriedad se concibe como no ordenada.

59



El estudio de la aleatoriedad se incluye, en mayor o menor extension, en todos los textos
analizados. Sin embargo, en los libros de texto los tres aspectos diferentes sefialados en la idea de
aleatoriedad (proceso, resultado y secuencia) no siempre se analizan con la misma intensidad.
También suelen variar las expresiones utilizadas para describir esta nocion, siendo una de las mas
usuales la de experiencias aleatorias (Texto [J], p. 292). Estas expresiones seran discutidas
posteriormente en el capitulo 4.

Las definiciones presentadas sobre el experimento aleatorio nos reflejan distintas
propiedades atribuidas por los autores a estos experimentos. Para analizar estas definiciones asi
como los ejemplos y ejercicios que se presentan hemos identificado "a priori" elementos de
significado en el concepto de aleatoriedad, basandonos en el trabajo de Batanero y Serrano
(1995). Estos elementos intensionales del significado del concepto son los siguientes:

Aleatoriedad.

Al: Distincion entre proceso (experimento aleatorio), resultado (suceso) y secuencia de
resultados (secuencia aleatoria).

A2: Contraposicion entre determinismo (causalidad) y aleatoriedad.

A3: La aleatoriedad como modelo matematico.

Experimento aleatorio.

E1: Se conoce el conjunto de todos sus posibles resultados, pero no el que ocurrira cada
vez.

E2: Repetibilidad. Al menos tedricamente es posible repetir el experimento en unas
condiciones fijadas de antemano e invariables.

En lo que sigue analizaremos la presentacion de estos elementos de significado referidos al
experimento aleatorio en los textos seleccionados. Los correspondientes a la nocién de suceso
aleatorio se analizan en la seccion 2.3 y los correspondientes a las secuencias aleatorias en las
secciones 2.4. No obstante, debido a la interrelacion entre estos diversos conceptos,
ocasionalmente habremos de referirnos a ellos en esta seccion.

2.2.1. ALEATORIEDAD Y CAUSALIDAD

Desde el punto de vista informal del significado de la aleatoriedad, y siguiendo a
Steinbring (1991), el "azar" es un patron que explica aquellos efectos para los que no conocemos
la causa. Se ha usado para tratar relaciones causa-efecto que parecen demasiado complejas para
ser analizadas, o en las que no hay una relacion determinista entre causa y efecto. Esta acepcion
de lo aleatorio se encuentra con frecuencia, en el lenguaje cotidiano, como podemos ver en el
diccionario del uso del espafiol de M. Moliner (1983), donde encontramos la siguiente definicion:
“Azar: "la supuesta causa de los sucesos no debidos a una necesidad natural ni a una
intervencion humana ni divina".

Esta interpretacion refleja también muchos aspectos filosoficos, epistemoldgicos, sociales
y personales de la aleatoriedad y es una importante fuente de confrontacion entre las
probabilidades subjetivas y objetivas que, a veces, no pueden separarse, puesto que, como
describe Hackings (1975), han estado ligadas desde el nacimiento mismo de la idea de
probabilidad. Desde este punto de vista, la aleatoriedad presenta los siguientes matices:
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o La aleatoriedad o "el azar" explicaria las situaciones que no se comprenden con los patrones
causales deterministas tradicionales;

o el azar" se concibe como la combinacion de muchas causas diferentes y desigualmente
distribuidas que llevan a un resultado inesperado; seria ésta la concepcion que Piaget e
Inhelder (1951) presentan en su estudio del desarrollo de la idea de aleatoriedad en los nifios;

o "el azar" como explicativo de los sucesos cuyas causas no conocemos.

Poincaré (1936) indico, sin embargo, que esta definicion no es totalmente adecuada.
Ciertos fenomenos cuyas leyes no conocemos no son considerados aleatorios, como ocurriria si
se preguntase a un nifo si mafiana saldré el sol. Aunque, de hecho, los nifios no conocen cudles
son las causas que provocan la salida del sol cada manana, dificilmente considerarian este suceso
como aleatorio. Ademas, ciertas teorias fisicas para las que se conocen sus leyes, como la teoria
cinética de los gases, son explicadas precisamente mediante leyes aleatorias, que describen mejor
el fenomeno que las leyes deterministas.

En este sentido, aleatoriedad no es ausencia de leyes, puesto que podemos construir leyes
de tipo probabilistico. En consecuencia, entre los fenomenos de los cuales ignoramos sus leyes,
hay que diferenciar los aleatorios, sobre los cuales el calculo de probabilidades nos proporciona
una cierta informacion y los que no lo son, sobre los cuales no hay esta posibilidad de prediccion
hasta que hayamos encontrado las leyes que los rigen. Para los primeros, incluso el dia que
encontremos sus reglas, el calculo de probabilidades podra aplicarse. Un ejemplo tipico lo
tenemos en la recogida de datos estadisticos, por ejemplo, de la distribucion de edad de los
habitantes de una poblacion. Conocemos la edad de cada una de las personas, pero,
independientemente de ello, el conjunto de edades sigue una distribucion que podemos modelizar
mediante la ley normal de probabilidades. Por ello, podemos aplicar el calculo de probabilidades
para obtener intervalos de confianza de muestras tomadas de este colectivo, para contrastar
hipdtesis sobre sus parametros, etc.

Es precisamente la condicion de existencia de una probabilidad a la cual tiende la
frecuencia relativa la que define los fendmenos aleatorios para Kolmogorov (1973): "Un suceso
A, que bajo un sistema de condiciones S a veces ocurre y a veces no, se denomina aleatorio
con respecto al sistema de condiciones. Esto suscita la cuestion: ;Demuestra
la casualidad del suceso A la ausencia de una ley que relacione el sistema de condiciones S
con A? (p. 269).

Y maés adelante, después de hablar de leyes de tipo probabilistico: "La hipotesis de la
existencia de una constante p = P(A/S) (determinada objetivamente por la relacion entre el
sistema de condiciones S y el suceso A) tal que las frecuencias se aproximen mas (hablando
en términos generales) a p a medida que aumenta el numero de ensayos, estd justificada en
la practica para una amplia clase de sucesos. Los sucesos de este tipo se denominan
normalmente aleatorios o estocasticos".

Sin embargo, la persistencia de esta acepcion de la aleatoriedad como contrapuesta a lo
causado puede explicarse, segun Gingerenzer y cols. (1989), por las diferentes acepciones de la
idea de determinismo, desde el punto de vista metafisico, epistemoldgico, cientifico, metodologico
y efectivo. El determinismo metafisico, compartido por eminentes probabilistas como Bernoulli
y Laplace, se caracteriza por la hipotesis de, que puesto que hay un unico pasado, sélo hay un
unico futuro. Esta postura es independiente de nuestra habilidad para predecir este futuro, atin
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cuando se suponga que todo estd determinado, cada fendmeno obedece a unas determinadas
causas, incluso desconocidas. El determinismo epistemologico supone que, al menos en
principio, podemos predecir el futuro y, en este sentido, no es mas que una explicacion, entre
otras posibles al determinismo metafisico, por lo que no es de extrafiar que fuera defendido por
los mismos partidarios que el anterior.

Esta falta de distincion efectiva entre el determinismo epistemologico y metafisico es
insatisfactoria, pero puede mitigarse si nos fijamos en los medios potenciales de prediccion: las
leyes generales que gobiernan los fenomenos, las cuales suelen ser parte de teorias cientificas.
Estas teorias cientificas se suelen llamar deterministas si especifican un conjunto de caracteristicas
basicas de sus objetos que determinan univocamente las propiedades observadas, junto con las
leyes necesarias que pueden dar lugar a esas caracteristicas basicas en el futuro, a partir del
conocimiento actual. El determinismo cientifico es una vision caracterizada por la creencia de
que podemos dar una descripcion completa del mundo en forma determinista, Planck y Einstein,
entre otros, soportaron esta concepcion.

La posicion de determinismo metodologico, esta caracterizada por h hipotesis que,
dado que dos situaciones parezcan completamente idénticas pero lleven a diferentes resultados,
deben existir variables explicativas, no suficientemente controladas que sean la causa de la
diferencia. Para explicar el determinismo efectivo es preciso distinguir entre los diferentes niveles
de las teorias cientificas. Por ello, es concebible que admitamos una situacién como determinista
en un primer nivel, pero aleatoria en otro mas localizado. Por ejemplo Darwin admitia una
causalidad estricta en cada mutacion, pero una aleatoriedad en la evolucion global de las especies.

Esta diferencia de tipos de concepciones del determinismo explica que, a pesar de que
hoy dia la existencia de fendmeno aleatorios sea ampliamente reconocida, cada uno de msotros
pueda consciente o inconscientemente admitir alguna de las formas citadas de visiones
deterministas sobre el mundo. En general, el avance cientifico ha hecho debilitar la concepcion
cientifica del determinismo, pero solo indirectamente ha afectado a la posicion metodologica. La
notable persistencia del determinismo metafisico y epistemologico en una era probabilista sélo
puede ser explicada por las tradiciones filosoficas respecto a nuestro concepto de conocimiento,
en especial debido a la influencia de Aristdteles (Gingeenzer y cols., 1989).

Las consideraciones anteriores hacen razonable que un cierto porcentaje de textos
analizados podrian dar a entender implicitamente un significado a los fendmenos aleatorios, como
contrapuesto a lo causado o como tipo especial de causa. Por ejemplo, en [I], no define

experimento aleatorio, sino suceso aleatorio, al que describe de la siguiente forma:

"Situaciones que dan lugar a los acontecimientos cuya realizacion depende del azar, se llaman
sucesos aleatorios" (Texto [I], p. 227).

En [D] encontramos la siguiente definicion de suceso aleatorio, que podria inducir esta
concepcion:
"Estos fenomenos que no obedecen a leyes fijas y que mds bien dependen del azar, reciben el nombre
de sucesos estocasticos o aleatorios" (Texto [D], p. 70).

En el texto [G] no se habla de experimentos aleatorios sino de sucesos deterministas y
aleatorios definiendo estos ultimos, a los que también denomina estocdsticos o de azar, de la

siguiente forma:

"Se trata de las experiencias cuyos resultados no son predecibles. Son los denominados sucesos
aleatorios, también llamados "estocasticos" o "de azar"(Texto [G], p. 191).
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Como vemos, considera como caracteristica de lo aleatorio que el resultado sea

impredecible, y para que exista un suceso debe haber una experiencia. Asi afirma:

"En efecto: un suceso se presenta siempre como resultado de una experiencia o prueba" (Texto [G], p.
192).

Se trata en consecuencia de una variante terminoldgica, puesto que la definicion se refiere
implicitamente a los experimentos aleatorios.

2.2.2. ALEATORIEDAD E IMPREDECIBILIDAD

Una caracteristica importante de los experimentos aleatorios es su impredecibilidad, es
decir el hecho de que en un experimento particular no podemos conocer, con entera seguridad,
cual serd el resultado. Poincar¢ (1936) indica que los filosofos clasicos diferenciaban los
fenomenos que parecian obedecer a leyes armonicas, establecidas de una vez para siempre, y
aquellos que atribuian al azar, que no podian preverse porque se rebelaban ante toda ley. Esta
propiedad es también sefialada por Green (1989) como una de las fundamentales en la idea de la
aleatoriedad, indicando que un suceso es aleatorio cuando no es seguro su ocurrencia ni tampoco
imposible. Esta es una caracteristica mencionada explicita o implicitamente en todos los textos

analizados. Asi en [C], encontramos como caracteristica de los experimentos aleatorios:
"La imposibilidad de predecir el resultado de cada observacion" (Texto [C], p. 65).

Otros textos que incluyen la mencion a la impredecibilidad de los experimentos aleatorios
son [J], [F], [D], [G], [E], (1] y [K].

En [A], después de una serie de ejemplos propuestos sobre distintos experimentos, define
el experimento aleatorio de la siguiente forma:

" Un experimento es aleatorio si es imposible predecir el resultado cada vez que se realiza" (Texto
[A], p. 41).

Definicion similar es aportada por [H]. En [B], no menciona la palabra experimento
aleatorio, pero se refiere a ella implicitamente, y menciona como caracteristica su impredecibilidad
ya que habla de que "abundan las situaciones en que no es posible predecir si un
determinado hecho se producira o no" (Texto [B], p. 27), proponiendo a continuacion un par de
ejemplos.

Agregamos aqui que la impredecibilidad de los experimentos aleatorios es una
caracteristica bien reconocida por los sujetos, como se ha puesto de manifiesto, tanto en
investigaciones con nifos pequefios (Green, 1982, 1989, 1991), como con alumnos de
secundaria (Toohey, 1995; Serrano, 1996) y adultos (Falk, 1981).

2.2.3. REPETIBILIDAD DE LOS EXPERIMENTOS ALEATORIOS

Como afirman Batanero y Serrano (1995), un experimento aleatorio solo tiene interés
para el calculo de probabilidades si es posible, al menos imaginariamente, repetirlo en idénticas
condiciones. Esta multiplicidad de posibles realizaciones del experimento (reales o imaginadas) da
origen a la idea de poblacion o colectivo que fue empleada por Von Mises para su definicion de
aleatoriedad. La repetibilidad es una caracteristica asignada a los experimentos aleatorios en la
mayor parte de los textos analizados.
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Steinbring (1991) sefiala que el concepto de azar se refiere a dos dominios diferentes:
formal e informal. Desde el punto de vista formal (Harten y Steinbring, 1983) el concepto se ha
especializado, siendo la idea central de esta especializacion la de sucesion aleatoria o sucesion de
resultados de un mismo experimento realizado repetida e independientemente. En consecuencia,
desde nuestro punto de vista, los textos que incluyen la referencia a la idea de repetibilidad
enfatizan una de las dos componentes de la formalizacion de la idea de azar, mediante el concepto
de experimento aleatorio. La segunda condicion -la independencia- no aparece de modo
explicito, salvo en raras ocasiones. Ello es sin duda debido a la dificultad que en si mismo supone
la idea de independencia (Truran y Truran, 1997), que suele ser definida posteriormente al hablar
de la probabilidad condicional.

En [J], después de un ejemplo sobre el lanzamiento de un dado, encontramos las

caracteristicas que segun los autores poseen las experiencias aleatorias:
"- Se conoce el conjunto de todos los posibles resultados, pero no el que se obtendra al realizar cada
experiencia.

- Se puede repetir tantas veces como se quiera, en condiciones, prdacticamente idénticas" (Texto [J], p.
292).

En [H], una de las condiciones impuestas es la repetibilidad, asi encontramos:

"En general, diremos que un experimento es aleatorio cuando:
- Podemos repetirlo varias veces.
- No podemos conocer su resultado antes de realizarlo" (Texto [H], p. 188).

En la exigencia de repetibilidad del experimento se halla implicita la concepcion
frecuencial de probabilidad (Fine, 1973; Buxton, 1970). En realidad, la nocion de repetibilidad
estara implicita en todos los textos en que se estudie la nocion de frecuencia relativa y su
convergencia, por lo que en la seccion 2.4 nos referiremos de nuevo a esta propiedad. En algunos
experimentos aleatorios, como el resultado de una mision espacial, o la obtencion del primer
puesto en una competicion olimpica, en los que las condiciones y los atletas participantes no
permanecen fijos, la repetibilidad es s6lo teorica.

En [K] se distingue entre experimentos deterministas y aleatorios. Para los experimentos
aleatorios exige la repetibilidad. Al definirlos en contraposicion a los experimentos deterministas,
nos da a entender que no podemos conocer de antemano el resultado que vamos a obtener, es

decir que son impredecibles. Asi encontramos lo siguiente:

"En este experimento podemos conocer de antemano el resultado que vamos a obtener. A este tipo de
experimentos, caracterizados porque al repetirlos en las mismas condiciones se obtiene el mismo
resultado, se les llama experimentos deterministas.

En contraposicion con este tipo de experimentos tenemos los experimentos aleatorios, que se

caracterizan porque al repetirlos bajo andlogas condiciones podemos obtener distintos resultados"
(Texto [K], p. 397).

[C], se refiere implicitamente a la repetibilidad, pero como argumento para reforzar lo

imprevisible, asi encontramos:
"Aunque realizaramos el experimento intentando que las condiciones previas al lanzamiento fuesen
identicas (la misma posicion del dado en el cubilete, agitar éste el mismo numero de veces y con
idéntica intensidad, soltarlo desde la misma altura y sobre la misma mesa...), el resultado de cada
tirada seria imprevisible" (Texto [C], p. 65).

64



En [F], después de una pequena introduccion nos aporta la siguiente definicion de

experimento aleatorio:
"Se dice que un experimento es aleatorio, estocdstico o estadistico si pudiéndose repetir
indefinidamente en andlogas condiciones es imposible predecir el resultado, aiin conociendo las
condiciones iniciales" (Texto [F], p. 222).

Concluye con algunos ejemplos & experimentos aleatorios y uno de experimento no
aleatorio.

2.2.4. ALEATORIEDAD COMO MODELO MATEMATICO

Konold y cols. (1991) argumentan que, de hecho, es preferible ver el término
"aleatoriedad' como una familia de conceptos, que incluye la idea de experimento, suceso,
espacio muestral, probabilidad, etc. En este sentido la aleatoriedad es un modelo abstracto que
podemos aplicar en muchas situaciones variadas. Como aplicacion de un modelo ideal a un
fenémeno dado, es preferible pensar en una orientacion que tomamos hacia el fenomeno, més que
en una cualidad que pertenezca al fenomeno. Aplicamos el modelo a la situacion, pero no
creemos que el modelo sea isomorfico a la situacion, sino solo en ciertos aspectos. Cuando el
modelo aleatorio es mas conveniente o adecuado a la situacion que otros modelos matematicos es
un juicio que debemos emitir como parte del trabajo de modelizacion.

Por mucho tiempo se supuso que todos los sucesos naturales tenian un caracter
inambiguo y predeterminado. El determinismo era una creencia incondicional en la potencia y
omnipresencia de la logica formal como instrumento de cognicion del mundo. Implicaba, por
tanto, la confianza en la posibilidad de descubrir, al menos en principio, dichas leyes. Pero hacia
mediados de este siglo se ha llegado a la conclusion de que la busqueda de leyes deterministas en
la naturaleza esta erizada de dificultades practicas, lo que llevé a modelos alternativos basados en
mecanismos aleatorios. Los principales desarrollos han tenido lugar en tres campos cientificos:
Quetelet usé el concepto de probabilidad para describir fenomenos sociales y biologicos. Mendel
lo utiliz6 para formular su ley de la herencia y Boltzman dio una interpretacion estadistica a una de
las proposiciones mas fundamentales de la fisica teodrica, que es el segundo principio de la
termodinamica (Rao, 1989). A partir de ahi son pocos los campos cientificos que no hayan
adoptado la probabilidad y estadistica como fuente de modelizacion de sus fendmenos.

Algunos textos analizan este aspecto de la aleatoriedad. En [E], considera que

experimentos aleatorios son los que verifican las siguientes propiedades:
"a) No se puede predecir el resultado de un experimento aislado.
b) Las frecuencias relativas de los distintos resultados tienden a estabilizarse, es decir, a adquirir un
valor determinado, al aumentar el numero de experiencias” (Texto [E], p. 174).

Es en este texto donde se sefiala mas claramente la idea de que un experimento es
aleatorio, si es posible aplicarle las leyes de tipo estadistico, donde la vision de probabilidad que
prevalece es la frecuencial. Aunque posteriormente en muchos libros de texto, se hara referencia a
la propiedad de convergencia de las frecuencias relativas, en este caso, esta propiedad se exige,
como condicion de aleatoriedad del suceso.

Como resumen, presentamos en la tabla 2. 2.1 las caracteristicas atribuidas en los textos
a los experimentos y sucesos aleatorios. En ella indicamos "Si" cuando aparecen dichas
caracteristicas y blanco en caso contrario.
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Tabla 2.2.1. Caracteristicas atribuidas en los textos a los experimentos aleatorios

Diferencia suceso|Imprevisilidad| Repetibilidad |Azar como causa] Estabilidad de
y exp. Aleatorio las frecuencias
[A] Si Si
[B] Si
[C] Si Si Superficialmente Si
[D] Si Si Si
[E] Si Si Si
[F] Si Si Si
[G] Si Si Si Si
[H] Si Si Si Superficialmente
[1] Si Si Si
[J] Si Si Si
[K] Si Si Si Si

2.2.5. CONCLUSIONES SOBRE LA PRESENTACION DEL EXPERIMENTO
ALEATORIO

En el estudio de la presentacion de la idea de experimento aleatorio hemos obtenido las
siguientes conclusiones, que extienden las publicadas en Ortiz y cols.(1995, 1997) y Ortiz (1996):

En general no todos los libros diferencian claramente los diferentes aspectos subyacentes
en la idea de aleatoriedad, que son, segun Zabell (1992), el experimento aleatorio, los resultados
y las secuencias de resultados de estos experimentos. Aunque todos los libros hacen mencién
explicita o implicita al experimento y suceso aleatorio, son pocos los que presentan ejemplos de
secuencias aleatorias o piden a los alumnos que las obtengan mediante experimentacion. Ello
confirmaria la opinion de Hawkins y cols. (1992) de que, en general, en la ensefianza se dedica
poco tiempo a la discusion de las diferencias fundamentales entre experimentos aleatorios y
deterministas.

En general se usa el término aleatorio para designar acontecimientos impredecibles, lo
cual sugiere una concepcion correcta de los fendmenos aleatorios. Sin embargo, en algunos casos
se anaden connotaciones no adecuadas. Por ejemplo, algunos textos podrian inducir una
personificacion del azar como supuesta causa de la que dependerian los fenomenos aleatorios o
se podria inferir de ellos una concepcion de aleatoriedad como contrapuesta a la existencia de
leyes.

Finalmente sefialamos la dependencia que se observa en los textos entre la definicion de
aleatoriedad y la concepcion de probabilidad subyacente, que es casi siempre la frecuencial.
Kyburg (1974) indica que esto es un problema comun en la definicion de aleatoriedad de un
experimento o de un suceso y propone una interpretacion epistemologica de la aleatoriedad,
independiente de la nocién de probabilidad, compuesta de cuatro términos.

Esta definicion exige fijar un objeto que se supone es miembro aleatorio de una clase, fijar
el conjunto del cual el objeto es un miembro aleatorio, elegir una propiedad con respecto a la cual
el objeto es un miembro aleatorio de la clase dada. Por ultimo, hay una referencia implicita a un
cuerpo de conocimiento. Si un objeto es o no considerado como miembro aleatorio de una clase,
depende de nuestro conocimiento sobre el mismo. Por ejemplo, si lanzo un dado y observo el
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resultado obtenido, sin que una segunda persona pueda verlo, el resultado del lanzamiento ya no
es aleatorio para mi, aunque continta siéndolo para la segunda persona.

Aunque en los textos analizados podemos encontrar las referencias implicitas al objeto y a
la propiedad considerada aleatoria, las referencias a los otros dos términos son menos claras.
Podriamos suponer que la referencia a la clase de la cual el objeto es miembro aleatorio esta
también implicita en el hecho de admitir la repetibilidad del experimento (la clase de referencia
seria la sucesion aleatoria resultante del experimento). Sin embargo, en ningun caso se hace
referencia a que la aleatoriedad depende de nuestro conocimiento sobre el experimento en los
libros analizados.

Se asimila asi la aleatoriedad a una "propiedad" intrinseca a la naturaleza de los
experimentos considerados y no como un "modelo matematico" que el observador impone a estos
experimentos. Ello de nuevo indica una concepcion subyacente de probabilidad -concepcion
objetiva- frente a las posibles interpretaciones subjetivas de la idea de probabilidad.

2.3. ESPACIO MUESTRAL. SUCESOS, SUS TIPOS Y OPERACIONES

2.3.1. ESPACIO MUESTRAL Y SUCESOS

El segundo punto que hemos analizado es la presentacion en los textos de la idea de
suceso y espacio muestral, asi como las operaciones con sucesos. El dlgebra de sucesos es una
de &s ideas estocésticas fundamentales, segin Heitele (1975), quien, siguiendo las ideas de

Bruner, sostiene las tesis siguientes:

1) El principio decisivo de instruccion en un tema es la transmision de las ideas fundamentales.

2) Las ideas fundamentales deben ser una guia necesaria desde los primeros afios hasta la
universidad, aunque deben adaptarse al nivel de desarrollo del alumno, en una "espiral
curricular".

3) La transicion a un nivel cognitivo superior se facilita si el tema ha sido preparado
convenientemente en las etapas cognitivas anteriores.

Este autor propone una lista de ideas fundamentales basandose en sus concepciones
pedagogicas, los resultados de la psicologia del desarrollo del razonamiento probabilistico y el
estudio epistemoldgico del campo de la probabilidad. Entre ellas se encuentra el algebra de
sucesos, idea debida a Kolmogorov de asignar un espacio muestral de sucesos observables a
cada experimento aleatorio. Las operaciones con sucesos dotan al conjunto de sucesos de una
estructura que es la que hace posible la posterior definicién de probabilidad y construir una
axiomatica satisfactoria.

Puesto que la probabilidad es una funcién aditiva, es preciso que en el conjunto de
sucesos, donde se define, exista una operacion (la unién) que dé sentido a la aditividad. La
operacion de interseccion permitira definir probabilidades producto, asi como dar sentido a la
idea de suceso complementario. La estructura de algebra de Boole, es sin embargo, una
conceptualizacion compleja, por lo que algunos manuales que no llegan a la formalizacion
axiomatica de la probabilidad no la incluyen, pensamos que con buen juicio.

La construccion de un modelo probabilistico comienza habitualmente con la descripcion
de todos sus posibles resultados o espacio muestral. Historicamente, el concepto de espacio
muestral estuvo ligado a la idea de equiprobabilidad, como era légico, dado que los primeros
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desarrollos de la probabilidad se produjeron en relacion con los juegos de azar. Sin embargo,
incluso en este contexto, la correcta construccion del espacio muestral ha sido un obstaculo,
como se muestra en las dificultades de encontrar el espacio muestral resultante al lanzar dos
dados donde es frecuente considerar que el orden de resultados no tiene importancia. Es decir, se
considera que so6lo habria 21 resultados posibles, las parejas no ordenadas (1,1) (1,2),..., (6,6).
Las investigaciones de Lecoutre y Durand (1988), Lecoutre y Cordier (1990) muestran la
persistencia del sesgo de equiprobabilidad, consistente en considerar equiprobables los resultados
"doble seis" y "un cinco y un seis" al lanzar dos dados, en estudiantes de todas las edades y
formacion. Esto no es de extrafar, puesto que D'Alembert tuvo este mismo error en trabajos
publicados sobre probabilidad (Székely, 1986). En este problema no solo es importante el
enumerar todas las combinaciones de numeros, sino que hay que tomar el orden en cuenta. Fue
necesario esperar el desarrollo del concepto de independencia para poder resolver el dilema
planteado a D'Alembert y otros probabilistas.

El espacio muestral nos da un modelo del experimento ideal, en el sentido de que cada
resultado posible queda completamente descrito por uno y sélo un punto muestral. (Feller,
1973). Estos resultados no precisan ser descritos con mucho detalle, sino solo aquél que se
requiera para los fines del experimento. Por ejemplo, cuando nos interesamos por el resultado de
lanzar un dado, no nos preocupamos del lugar donde caiga el dado o su orientacion, o el color del
dado, sino del valor de la cara que queda hacia arriba. (Borovcenik y cols., 1991). Por su lado
Hawkins y cols. (1992) indican que en la definicion del experimento aleatorio hay dos aspectos
claves que son: La clara formulacion de las condiciones del experimento y la enumeracion del
espacio muestral correspondiente al mismo. Con escasas excepciones los libros de texto no se
preocupan de la formulacion del experimento. Puesto que la correcta enumeracion depende de la
formulacion, si el alumno interpreta incorrectamente el experimento, llegara a un espacio muestral
incorrecto.

Estos dos aspectos citados estan ligados entre si ya que el espacio muestral de un
experimento dependera de las condiciones supuestas para el mismo. En opinidn de estos autores
no se presta suficiente atencion en la ensefianza a estos dos aspectos y ello puede ser el origen de
desarrollo de un gran numero de concepciones incorrectas en los estudiantes.

Ademas del conjunto de todos los resultados (espacio muestral) y sus elementos (sucesos
elementales), la teoria de la probabilidad, se ocupa de los sucesos asociados al experimento. En
la teoria de las probabilidades solo se consideran aquellos experimentos aleatorios en los cuales
cualquier suceso representa una suma de todos los sucesos elementales que conducen a la
aparicion del suceso mencionado (Koroliuk, 1981). Un suceso es cualquier descripcion verbal de
los resultados del experimento y puede ocurrir o no como resultado del mismo.

Tiene sentido hablar de un suceso A solamente cuando se pueda decir claramente si para
cada resultado del experimento el suceso A ha ocurrido o no. La coleccion de todos los puntos
muestrales que representan resultados en los que ha ocurrido A describe completamente el
suceso. Reciprocamente, cualquier agregado dado que contenga uno o mas puntos muestrales se
puede llamar suceso. 'Diremos que un evento A consiste en (o contiene) algunos puntos
determinados que representan resultados del experimento ideal en el cual A ocurre” (Feller,
1973, p. 33).

Acostumbramos a identificar un suceso con un subconjunto del espacio muestral. Esto es
correcto para los espacios muestrales finitos, pero en los espacios muestrales infinitos, por
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razones técnicas, es necesario restringir la definicion de probabilidad a una cierta clase de
subconjuntos o conjuntos medibles (Borovcnik y cols., 1991).

Aunque, para los efectos practicos, cualquier subconjunto de interés pertenecera a la
clase dada, es dificil de comprender intuitivamente que hay subconjuntos del espacio muestral
para los que no podemos calcular sus probabilidades. Las razones matematicas se refieren a la
imposibilidad de construir funciones de probabilidad que satisfagan los axiomas y que puedan
definirse en tales subconjuntos. Estas razones no son especificas de la probabilidad sino del
conjunto de los nimeros reales. El problema se resolvid historicamente con la analogia entre
probabilidades y medidas, puesto que los subconjuntos de Borel de los nimeros reales
proporcionan un campo adecuado para definir la probabilidad axiomatica o estructural que
abarca todos los casos particulares de probabilidad, incluso los definidos a partir de funciones de
densidad.

Como consecuencia del andlisis anterior, los elementos intensionales del significado,
identificados "a priori", sobre estos dos conceptos son los siguientes:

Espacio muestral

E1: El espacio muestral es el conjunto de todos los posibles resultados del experimento.
E2: El espacio muestral es el conjunto de todos los sucesos elementales.

E3: El espacio muestral es el suceso seguro, que siempre se verifica.

E4: Su complementario es el suceso imposible.

Suceso

S1: Suceso es todo subconjunto del espacio muestral.

S2: Suceso es cada uno de los posibles resultados del experimento.

S3: Un suceso es toda coleccion de sucesos elementales.

S4: Impredecibilidad del suceso: No se puede predecir con seguridad su ocurrencia.

En esta seccion hemos analizado los contenidos tratados con relacion a este punto
concreto. En primer lugar hemos revisado los textos para saber cuales de ellos incluyen la idea de
espacio muestral o conjunto de sucesos elementales en un experimento aleatorio. Esta definicion
es el punto de partida para definir los sucesos aleatorios como subconjuntos del espacio muestral
y para definir las operaciones entre sucesos.

En [I] no se define el espacio muestral. Sin embargo da la definicion de suceso elemental
de la siguiente forma:

"Cuando se realiza una experiencia aleatoria, pueden ocurrir varias posibilidades. A cada una de
ellas la llamamos suceso elemental” (Texto [1], p. 243).

Y la de sucesos cualesquiera se presenta de la siguiente manera:

"En una experiencia aleatoria se llama suceso a cualquier coleccion de sucesos elementales" (Texto
(1], p. 244).

Vemos que este texto evita explicitar la idea de conjunto de resultados posibles, aunque,
implicitamente la estd empleando. Asimismo, la definicion que emplea de suceso es equivalente a
la de subconjunto del espacio muestral.

En [B], no menciona el espacio muestral, ni hace referencia al algebra de Boole de
sucesos. Solamente el principio del apartado dedicado a la probabilidad menciona la palabra
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suceso de la siguiente forma:
"Este mayor o menor grado de seguridad es lo que se llama PROBABILIDAD del hecho (también se
dice suceso) en cuestion"” (Texto [B], p. 27).

El resto de los textos incluye la idea de espacio muestral, con distinta terminologia, como
veremos en los ejemplos que presentamos a continuacion. En [K] se define espacio muestral
como "El conjunto de todos los resultados posibles del experimento" y llama "elementos o
puntos muestrales a cada uno de los resultados que constituyen el espacio muestral' (p.
398).

Define "suceso, suceso aleatorio o suceso estocastico de un experimento a cada uno
de los subconjuntos del espacio muestral E" y, a continuacion, "espacio de sucesos de E al
que designa por S, al conjunto formado por todos los sucesos de un experimento aleatorio"
(p- 399). Es uno de los pocos textos que utiliza la definicion de espacio de sucesos. Habla de la

verificacion de un suceso y afirma:
"Se dice que se realiza el suceso A, cuando al efectuar una prueba del experimento aleatorio
obtenemos como resultado uno de los puntos muestrales que componen el suceso A. También se dice

que se verifica o se presenta el suceso A. En caso contrario diremos que no se realiza el suceso A"
(Texto [K], p. 399).

Observamos que en la definicion incluye la expresion "puntos muestrales” que antes habia
definido como cada uno de los resultados del espacio muestral. En [C], no menciona la palabra
espacio muestral. Para referirse a €l lo hace llamandolo "espacio de los comportamientos”, asi

encontramos:
"En general: En un experimento aleatorio pueden darse varios comportamientos individuales. Al
conjunto formado por todos ellos se le llama espacio de los comportamientos. Lo designamos por E"
(Texto [C], p. 67).

Continta definiendo los sucesos como subconjunto del espacio muestral:
"A cada subconjunto de E se le llama suceso" (Texto [C], p. 68).

En [D], para referirse al espacio muestral lo denomina "espacio total” y lo define

utilizando el ejemplo del lanzamiento de una moneda, de la siguiente forma:
"Si lanzamos al aire una moneda y anotamos el resultado, hemos realizado una experiencia
estocastica y hemos obtenido un suceso elemental. El conjunto de todos los posibles sucesos
elementales constituye el espacio total, que indicaremos con la letra E" (Texto [D], p. 70).

Continua en el apartado siguiente aportando la siguiente definicion de suceso: "Todo
subconjunto A del espacio total se llama suceso” (p. 71). En [J], define el espacio muestral
como 'el conjunto de todos los posibles resultados de una experiencia aleatoria” y suceso
"como cualquier subconjunto del espacio muestral”, utilizando una notacion conjuntista (p.
292). Definiciones similares son empleadas en [A], [E], [F] y [H].

En [G] define el espacio muestral como el conjunto de sucesos elementales a los cuales ha

definido en el modo que reproducimos a continuacion:
"Resulta asi que, fijada una determinada experiencia, asociado a ella aparece un conjunto de

sucesos posibles, excluyentes entre si, cada uno de los cuales recibe el nombre de suceso elemental"
(Texto [G], p. 192).
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Como resumen presentamos en la tabla 2.3.1 las definiciones empleadas en los textos
para la idea del espacio muestral y suceso en los textos analizados

Tabla 2.3.1. Definiciones de espacio muestral y suceso en los textos analizados

No define Define correctamente Terminologia
[B] [A]: Conjunto de todos los resultados [C]: Espacio comportamientos.
[1] [C]: Conjunto de todos los comportamientos. Suceso seguro [D]: Espacio total.

[D]: Conjunto de sucesos elementale s [E]: Suceso total.

[F]: Conjunto de todos los resultados

[G]: Suceso Seguro. Conjunto de sucesos elementales
[H]: Conjunto de todos los resultados

[J]: Conjunto de todos los resultados

[K]: Subconjunto de si mismo. Suceso seguro. Se realiza
siempre. Conjunto de todos los resultados.

En dicha tabla observamos que en la mayor parte de los textos se introducen esos
conceptos de forma correcta, aunque se observan omisiones y variacion en las terminologias. Asi
mismo observamos que no todos los libros presentan los mismos elementos de significado en la
definicion del espacio muestral.

2.3.2. TIPOS DE SUCESOS

Ademas de dar la definicion de suceso, es habitual diferenciar los sucesos simples y los
compuestos, con objeto de, posteriormente, introducir las reglas de calculo de probabilidades de
sucesos compuestos a partir de los sucesos simples.

Si queremos hablar de los experimentos de forma tedrica y sin ambigiiedad, hemos de
convenir en los referente a los sucesos simples que representan los resultados concebibles, pues
definen el experimento idealizado. En otras palabras, el término suceso simple (o indivisible)
queda indefinido de la misma manera en que los términos punto y linea son indefinidos en
geometria (Feller, 1973): “De acuerdo con el uso general en matematicas, los sucesos simples
seran llamados puntos muestrales o puntos, por brevedad. Por definicion, cualquier
resultado simple de un experimento (idealizado) es representado por uno y solo un punto
muestral. El agregado de todos los puntos muestrales se llamarad espacio muestral. Todos
los sucesos relacionados con un experimento (idealizado) pueden describirse como
agregados de puntos muestrales” (Feller, 1973, p. 27).

Es también importante la idea de suceso contrario a uno dado A como el suceso que se
verifica siempre y cuando no se verifique A, y que corresponde a la idea de conjunto
complementario en la terminologia conjuntista. Por ultimo, puesto que, la interseccion de sucesos
no siempre tiene sentido, se introduce la idea de suceso imposible, que en terminologia
conjuntista correspondera al conjunto vacio.

Muchos estudiantes tienen la conviccion de que los sucesos incompatibles deben ser
independientes. Esta falacia puede tener su origen en la interpretacion en lenguaje ordinario de la
palabra "independencia" como "separado de". Esta interpretacion se refuerza por las
representaciones graficas de los sucesos incompatibles que no tienen interseccion comun.
Hawkins y cols. (1992) indican que la incompatibilidad de sucesos es un concepto tomado de la
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teoria de conjuntos, mientras que la idea de independencia es un concepto probabilistico, ya que
depende de la medida de probabilidad definida sobre el espacio muestral.

A continuacion analizamos la presencia de estas definiciones en los textos estudiados. Los
elementos intensionales del significado del concepto identificados en el andlisis "a priori" de estos
conceptos son los siguientes:

Sucesos elementales
SEI1: Son los sucesos formados por un solo resultado del experimento.
SE2: Son los subconjuntos unitarios del espacio muestral.

Sucesos compuestos
SC1: Son los formados por dos o mas resultados del experimento aleatorio.
SC2: Es todo subconjunto del espacio muestral.

Suceso imposible

SI1: Es el que nunca se verifica.

SI2: Es el contrario al suceso seguro.

SI3 Todo subconjunto vacio del espacio muestral.

Suceso contrario de un suceso A

SCO1: Es el formado por todos los sucesos que no estan en A.
SCO2: Subconjunto complementario de A.

SCO3: Se realiza cuando no se realiza A.

Sucesos incompatibles

SINI: Es imposible que ocurran simultaneamente.
SIN2: Su interseccion es vacia.

SIN3: Subconjuntos disjuntos del espacio muestral.

En [J], en los ejercicios propuestos define suceso elemental, contrario, incompatibles
(Ejercicios 1, 2, y 3 p. 295). En [K], distingue entre sucesos elementales y sucesos compuestos
aportando la siguiente definicion:

"Llamamos sucesos elementales a los sucesos formados por un solo punto muestral, es decir, por un
solo resultado del experimento aleatorio.

Y llamamos sucesos compuestos a los sucesos formados por dos o mds puntos muestrales, es decir, por
dos o mds resultados del experimento aleatorio " (Texto [K], p. 399).

Define el suceso seguro utilizando la teoria de conjuntos, concretamente la propiedad
reflexiva de la inclusion de conjuntos:

"El espacio muestral E es subconjunto de si mismo por la propiedad reflexiva de la inclusion, es
decir, E C E, y, en consecuencia, E serd un suceso; como es el suceso formado por todos los
resultados posibles, se realiza siempre y se le llama suceso cierto o suceso seguro. Por tanto, el
suceso cierto coincide con el espacio muestral E" (Texto [K], p. 400).

A continuacion define el suceso imposible como un suceso que no se realiza nunca.
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Definiciones similares se muestran en [A] y [D]. En [G], utiliza una notacién conjuntista, como

vemos en el ejemplo siguiente a estas definiciones:
"Sea la experiencia aleatoria tirar un dado sobre la mesa y leer su cara superior en reposo. Los
sucesos elementales que la experiencia puede producir son seis: Que salga y se lea el 1, el 2, el 3, el
4, el 5, el 6, de modo que el espacio muestral es el conjunto: H={ h;, hy, hs, hy, hs, hs }" (Texto [G],
p. 192).

Denomina suceso compuesto (suceso, en general) "a todo subconjunto del espacio
muestral A < H", utilizando, como vemos, no solo la idea de subconjunto sino el signo de
inclusion. Define suceso seguro como "el suceso representado por todo el espacio muestral"
([G], p- 192). Asi mismo define sucesos contrarios y mediante ejemplos el suceso imposible ([G],
p. 193).

En [A], define ademds de suceso elemental, suceso, y suceso seguro. Los sucesos
contrarios, los define como los formados por todos los sucesos elementales que no forman parte
del suceso dado. El suceso imposible se introduce implicitamente y sucesos incompatibles, se
presentan como aquellos cuya ocurrencia simultanea es imposible, de la siguiente forma:

"Sea E el espacio muestral asociado a un experimento aleatorio,; y sea M un suceso de E; se llama
suceso contrario de M al que estd formado por todos los sucesos elementales que no son de M.
Sea E el espacio muestral asociado a un experimento aleatorio y A, B dos sucesos; si al realizar una

prueba es imposible que se obtengan simultaneamente ambos, se dice que son sucesos
incompatibles” (Texto [A], p. 42).

Una definicion similar es dada por [D]:
"El suceso contrario al suceso seguro E es un suceso imposible o suceso que nunca se verifica al
realizar un experimento aleatorio. Al suceso imposible se le designa por " (Texto [D], p. 42).

En [C], después de describir los diferentes tipos de sucesos en un ejemplo referido al
lanzamiento de un dado, introduce en un mismo parrafo diferentes conceptos utilizando la
terminologia conjuntista:

"En general: En un experimento aleatorio pueden darse varios comportamientos individuales. Al
conjunto formado por todos ellos se le llama espacio de los comportamientos. Lo designamos por E.

A cada subconjunto de E se le llama suceso.

A los subconjuntos unitarios, sucesos elementales.

El Dse llama suceso imposible.

El E, suceso seguro.

La union de sucesos es un suceso. También su interseccion.

Dos sucesos cuya interseccion sea el &, se llaman disjuntos o incompatibles.

Cada suceso S, tiene un suceso complementario S' = E - § " (Texto [C], p. 68).

En [D], ademas de definir suceso elemental y suceso, como hemos visto en el apartado

anterior, define suceso contrario y suceso seguro con el apoyo de ejemplos:

"El subconjunto complementario de A se llama suceso contrario y lo indicaremos con el simbolo A'.
Cuando un suceso se da siempre, se llama suceso seguro" (Texto [D], p. 71).

Concluye con un comentario en el apartado 7.3 denominado "Sucesos estocasticos y
conjuntos"” en el que explica la "Correspondencia total entre los sucesos estocasticos y los
conceptos de la teoria de conjuntos” (Texto [D], p. 72).

En [E], ademas de definir suceso elemental y suceso compuesto, como hemos visto en el
apartado anterior, define suceso total (para referirse al espacio muestral), suceso vacio, sucesos
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compuestos, suceso contrario y cuando dos sucesos son incompatibles. Concluye comentando la

relacion entre los conceptos de la teoria de conjuntos y de la probabilidad, como sigue:
"Como con los sucesos se pueden realizar todas las operaciones posibles entre las partes de un

conjunto, se puede hablar del dlgebra de Boole de los sucesos de un experimento aleatorio" (Texto
[E], p. 175).

En [F], ademas de las definiciones de suceso elemental y suceso, introduce mediante un
ejemplo los sucesos imposible y seguro (p. 223). Mas adelante, dentro del apartado dedicado a
la interseccion de sucesos, da la definicion de sucesos incompatibles como sucesos cuya

interseccion es el suceso imposible:

"Dos sucesos A y B cuya interseccion es el suceso imposible se llaman sucesos incompatibles" (Texto
[F1, p. 224).

Por ultimo, dentro de un apartado denominado "4. Algebra de Boole de los sucesos 11",
define el suceso contrario:

"Se dice que el suceso A de P(E) es el suceso contrario de A si se realiza A siempre que no se realiza
A" (Texto [F], p. 225).

Definiciones similares se encuentran en [H]. Finalmente en [B] no se incluyen estos
conceptos.

Conclusiones

Como resumen, en la tabla 2.3.2. presentamos los tipos de sucesos definidos en los libros
de texto, o bien, introducidos en los ejemplos o ejercicios. Podemos ver en esta tabla como no
todos los tipos dados de sucesos son definidos en todos los textos. A veces aparecen solo en los
ejercicios e incluso se da el caso en que no se introduce referencia alguna a estos conceptos.

Hemos visto también en la exposicion hecha que las definiciones empleadas no son
homogéneas, empleandose diversos elementos de significado de los que hemos descrito.

Para el suceso seguro o espacio muestral las definiciones empleadas son: "subconjunto
de si mismo" [K]y [A],"suceso formado por todos los resultados posibles" [K]; "suceso que
se realiza siempre " [K]; [D]; [C]y [H], "coincide con el espacio muestral” [K] y [G].

El suceso imposible es "el contrario de E" [D],[A]ly [G] " que nunca se verifica"
[D], [A],[C], [H] y [K] , "se designa & " [D].

Los sucesos elementales se presentan como, "sucesos formados por un solo punto
muestral”, "sucesos formados por un solo resultado del experimento aleatorio” ([H], [K],
[A] e [1] "subconjuntos unitarios" [C]y [G], "aquellos que no se pueden descomponer mas"
[E], "consta de un solo elemento" [J].

Los sucesos compuestos se definen como "sucesos formados por dos o mds puntos
muestrales" [K] y [C], “sucesos formados por dos o mas resultados del experimento
aleatorio” [K], "todo subconjunto del espacio muestral” [G], [D], [H], [J] y [K], "aquel de
la union de dos o mas sucesos elementales distintos" [E], “cualquier coleccion de sucesos
elementales" [1].
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Tabla 2.3.2. Tipos de sucesos definidos en los libros analizados

Elemental Compuesto Contrario Incompatible | Seguro Imposible
[A] Definicion Definicion Definicion Definicién | Definicion Definicion
[B]
[C] Definicion Definicion Complementario | Definicion |Definicion Definicion
[D] Definicion Definicion Definicion Definicion | Definicidén Definicion
[E] Definicion Definicion Definicion Definicion | “Total ” Definicion
[F] Definicion Definicion Definicion Definicion | Definicidén Definicion
[G] Ejemplo Definicion Definicion Definicion | Definicion Ejemplo
[H] Definicion Ejercicios Ejercicios Definicién | Definicion Definicion
[1] Definicion y Definicion y Ejemplos Ejemplo | Suceso raro poco

ejemplos ejemplos frecuente Casi

seguro

[J] Ejercicios Ejercicios Ejercicios Ejercicios | Ejercicios FHercicios
[K] Definicion Definicion Definicion Definicién | Definicion Definicion

Suceso contrario es "el formado por todos los sucesos elementales que no son de M"
[A], "el complementario del suceso” [C], [D] y [E], "se realiza cuando no se realiza A" [F],
[G], [H] y [K], "si son incompatibles y ademas su union es el espacio muestral” [J].

Dos sucesos son incompatibles si "es imposible que se obtengan simultaneamente"
[A] y [D], "su interseccion es & " [C], [E], [F], [G], [H], [J] y [K]. De este modo diferentes
textos enfatizan diferentes elementos de significado de estos conceptos.

Finalmente, hemos detectado los siguientes términos: "Espacio de comportamientos”
[C], "espacio total' [D]y "suceso total” [E], que a veces se emplean mezclados. Esta falta de
consistencia en la terminologia que, a veces es incluso no muy correcta, en nuestra opinién
podrian provocar futuros obsticulos en los alumnos que reciben una ensefianza basada en esta
terminologia.

2.3.3 OPERACIONES CON SUCESOS

La definicion de las operaciones de unidn e interseccion de sucesos, es requerida en la
definicion axiomatica de la probabilidad. Sin embargo, la estructura algebraica del Algebra de
Boole de sucesos reviste su dificultad tal como manifiesta Orton (1990): "Se puede aprender
matematicas sin tener una definicion completamente estricta de ciertos conceptos” (p. 48).
Por ello podemos esperar que los libros presenten el calculo de probabilidades sin necesidad de
usar esta definicion formal, sino empleando la definicion de las operaciones de sucesos de un
modo intuitivo. Una regla general en matematicas es construir modelos complejos a partir de otros
mas simples. La regla de adicion de probabilidades, posibilitada por la operacion de unioén entre
sucesos es un primer paso en este sentido. Aunque las probabilidades pueden asignarse
facilmente en espacios muestrales sencillos, mediante el cociente entre casos favorables y posibles
esta regla falla en casos mas complejos, donde se precisa el axioma de la union.

La interseccion de sucesos permite la definicion y célculo de probabilidades en
experimentos compuestos, previa la introduccion de la idea de independencia.

A continuacion analizamos su presencia en los libros de texto. Veremos que el significado
presentado para estos conceptos ofrece diversos matices.

En primer lugar nos encontramos con algunos textos que incluyen todas o parte de las
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definiciones de las operaciones entre sucesos, haciendo a veces un estudio del paralelismo con las
operaciones entre conjuntos y las correspondientes operaciones con sucesos.

En [K], trata la inclusion e igualdad de sucesos de manera muy parecida a la inclusion e
igualdad de conjuntos, para pasar a estudiar lo que denomina el apartado B): Estructura de los

sucesos, donde nos anuncia:
"Ya hemos visto que S es el conjunto de todos los sucesos de un experimento aleatorio;, vamos a
definir en S las operaciones de union e interseccion y la complementacion respecto de las cuales el
conjunto S tiene estructura de Algebra de Boole" (Texto [K], p. 401).

El significado dado a estas operaciones en este texto es andlogo al utilizado en la
enseflanza universitaria. Después de una breve descripcion de las operaciones mencionadas y sus
propiedades, concluye el apartado con la siguiente definicion:

"Hemos visto que, dado un experimento aleatorio, llamamos espacio muestral E, al conjunto de todos
los resultados posibles, y espacio de sucesos S = P(E) al conjunto de todos los sucesos del
experimento aleatorio.

En S hemos definido las operaciones de union e interseccion y complementacion respecto de las

cuales se cumplen las propiedades vistas en 25. 6. Llamaremos Algebra de Boole de sucesos a la
terna {S, U, N}" (Texto [K], p. 404).

Por tanto, no s6lo hace mencion al conjunto de partes de E, sino que define las
operaciones de unidn e interseccion.
Concluye con un esquema del dlgebra de Boole de sucesos y un cuadro donde muestra la

equivalencia entre el lenguaje de conjuntos y de sucesos (Texto [K], p. 405):
"Algebra de conjuntos Algebra de sucesos

1. Conjunto E referencial
2. Elemento de E Punto muestral de E
3. Subconjunto de E Suceso de E

Espacio muestral o universo universal E

4. Conjunto vacio

5. Conjunto unitario
6. Conjunto total

7. Partes de E

Suceso imposible
Suceso elemental
Suceso cierto o seguro
Espacio de sucesos

8. Union de conjuntos A U B Union de sucesos: Ao B
9. Interseccion de con juntos: A NB AyB

10. Subconjuntos disjuntos

11. Inclusion de conjuntos

12. Conjunto complementario

13. Algebra de Boole de conjuntos

Sucesos incompatibles
Inclusion de sucesos

Sucesos contrarios

Algebra de Boole de sucesos".

En consecuencia, las operaciones entre sucesos son analizadas con un alto grado de
formalizacion, lo cual nos parece excesivo para este nivel de ensefianza. Muchos errores en
probabilidad ocurren debido a que el lenguaje de probabilidad es diferente del que usamos
habitualmente. La unién de sucesos constituye un ejemplo (Hawkins y cols., 1992).

En [A], después de dos ejemplos introductorios, realizados con el experimento de sacar

una carta de una baraja espafola y observar el resultado, define:
"En general: Si M y N son dos sucesos contenidos en el espacio muestral E asociado a un
experimento aleatorio, el subconjunto de E formado por los elementos que son de M o de N o de
ambos, es el suceso union de los sucesos My N. Se representa por M U N.
Si My N son dos sucesos contenidos en el espacio muestral E asociado a un experimento aleatorio,
el subconjunto de E formado por los elementos que son de M y de N, es decir, a la vez de M y de N, es
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el suceso interseccion de los sucesos M y N. Se representa por M N N" (Texto [A], p. 43).

En la pagina siguiente, resume en un cuadro la analogia existente entre las nociones de la
teoria de conjuntos y las de la teoria de sucesos, de una manera similar a [K]. Un enfoque similar
se presenta en [D], aunque la referencia a la correspondencia entre los sucesos estocasticos y los
conceptos de la teoria de conjuntos se realiza antes de introducir las definiciones. Lo mismo
ocurre en [F].

En [G], introduce el concepto de ‘tonjunto-potencia de un espacio muestral H' o
conjunto de sus partes como aquel que "esta formado por todos los subconjuntos de E" (p.
193). Define a continuacioén los sucesos contrarios, la union de sucesos, a la que denomina
suceso-reunion, la interseccion de sucesos y cuando dos sucesos son incompatibles para concluir
con las leyes del algebra de Boole: Absorcion, independencia, asociatividad, conmutatividad,
complementariedad, distributividad, identidad, involucion y ley de Morgan.

Un segundo grupo de libros hace mencion a estas operaciones, aunque no realizan un
estudio formal de sus propiedades o de la estructura de Algebra de Boole. En [C], menciona muy
superficialmente la union e interseccion de sucesos, relacionandola con la union e interseccion de

conjuntos, haciéndolo a través de un ejemplo:
"Los sucesos, como subconjuntos del conjunto E, pueden unirse e intersecarse:
{2, 4,6} U{5 6} ={2,4,5, 6} Suceso union;
{2,4, 6} N {5, 6} = {6} Suceso interseccion;
y estas operaciones, gozan de las propiedades ya descritas.

A cada suceso S, le podemos asignar un suceso complementario, S':
SiS={2,4,6} seraS'=E-S={1,3, 5" (Texto [C], p. 67).

En [E], sin definir ninguna de las operaciones entre sucesos, si se refiere a ellas

relacionandolas con la teoria de conjuntos, como sigue:
"Hemos empleado para los sucesos conceptos y denominaciones de la teoria de conjuntos. Y asi,

andalogamente, se puede hablar de uniones, intersecciones y complementos de sucesos" (Texto [E], p.
175).

En [H], estas operaciones las define a través de ejemplos y las denomina disyuncion y
conjuncion de sucesos (p. 297). En [J], no define la unién ni la interseccion de sucesos pero en el
ejercicio propuesto n°.1.18 de la pagina 297 se pide como demostracion la regla que permite
calcular la probabilidad de la unién de dos sucesos:

"Los sucesos del ejercicio anterior son incompatibles: Comprueba, que en este caso, la probabilidad
de AUB es la suma de las probabilidades de A y B" (Texto [J], p. 297).

Por ultimo, el texto [B], no incluye estos conceptos. Finalmente incluimos en la tabla 2.3.3.
un resumen de lo expuesto. En dicha tabla podemos ver que la mayor parte de los textos incluye
este apartado. Si aparece y ademas hace referencia a la teoria de conjuntos, indicamos "Cita
teoria de conjuntos". Sin embargo el tratamiento que se hace no es homogéneo. Hay casos en que
no se hace mencion a las operaciones con sucesos en los ejercicios, posiblemente debido a la
formalizacion de estos conceptos, mientras que en otros se incluye el estudio de la estructura de
algebra de Boole del espacio de sucesos dotado de las operaciones unidon e interseccion,
llegandose al detalle de estudiar todas sus propiedades y estableciéndose un paralelismo con el
algebra de Boole de conjuntos.
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Tabla 2.3.3. Operaciones con sucesos incluidas en los textos analizados
Text] Union Interseccion Diferencia Algebra de Boole
[A]l Ejemplos y definiciéon | Ejemplos y definicion Si No (habla de espacio de sucesos)
[B]
[C] Ejemplo Ejemplo Ejemplo
[D]] Definicion y ejemplo [ Definicién y ejemplo

[E] | Cita teoria conjuntos | Cita teoria conjuntos | Cita teoria conjuntos Si
[F1| Definicién y ejemplo | Definicién y ejemplo Si Si
[G]| Definicion y ejemplo | Definicion y ejemplo Si Si
[H] Disyuncion Conjuncién

[1] Si

J]

[K]| Cita teoria conjuntos | Cita teoria conjuntos Si Si

Ejemplos y definicion | Ejemplos y definicion

2.3.4. CONCLUSIONES SOBRE EL ESPACIO MUESTRAL Y SUCESOS

En este apartado hemos analizado la presentacion que se hace en los txtos de las
nociones de espacio muestral y sucesos, asi como de sus tipos y operaciones. Este estudio nos ha
permitido identificar elementos de significado en los conceptos anteriores, asi como poner de
manifiesto sus interrelaciones, que podra servir para otros futuros analisis de libros de texto o en
la construccion de materiales curriculares.

Por otro lado, se ha puesto de manifiesto la diversidad de significados asociada a los
diferentes conceptos en los textos analizados. En particular se ha observado la variabilidad en los
grados de formalizacion del estudio de las operaciones entre sucesos y sus propiedades, que
abarcan desde la omision de este aspecto hasta el estudio formal de la estructura de algebra de
Boole, incluyendo la comparacion con la teoria de conjuntos y las operaciones entre conjuntos, lo
que nos parece excesivo para este nivel de ensefianza.

Asi mismo se han identificado terminologias poco adecuadas como: "Espacio total”, en
[D]; "suceso total”, en [E]; "espacio de comportamientos”, en [C], aunque éstas han sido, en
general escasas.

2.4. FRECUENCIAS RELATIVAS Y SUS PROPIEDADES

En este apartado analizamos la forma en que los libros de texto presentan el concepto de
frecuencia absoluta y relativa de un suceso y las propiedades de las frectencias relativas, dentro
del capitulo dedicado a la probabilidad. A nivel tedrico, hemos analizado también este concepto
dentro del capitulo de estadistica, siempre que se presente en relacion a un fenémeno o
experimento aleatorio implicita o explicitamente. Sin embargo, como veremos en la seccion 3.6, el
analisis de ejercicios y ejemplos se restringe a aquellos en que la frecuencia relativa se estudia en
relacion con un fendmeno o experimento aleatorio o con la probabilidad de los mismos,
descartando los ejercicios, muy frecuentes en el estudio de la estadistica descriptiva, en que se
propone al alumno la representacion grafica de distribuciones estadisticas de frecuencias o el
célculo de frecuencias acumuladas. Hemos tomado esta decision porque este tipo de ejercicios no
aporta conocimientos nuevos con relacion al calculo de probabilidades, que es el objeto principal
de nuestro trabajo.
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2.4.1. IMPORTANCIA DE LA FRECUENCIA RELATIVA

La nocion de frecuencia relativa, el estudio de sus propiedades y de sus relaciones con la
idea de probabilidad tienen gran importancia dentro del calculo de probabilidades por tres
motivos:

A) Las propiedades de las frecuencias relativas, que pueden observarse empiricamente en
multitud de fenémenos de la vida cotidiana o en experimentos realizados en clase por los alumnos,
son la base de la definicion axiomatica de la probabilidad. Estos axiomas no son mas que
abstracciones de estas propiedades empiricas de las frecuencias relativas, cominmente aceptadas
por su fuerza intuitiva. Fue precisamente esta certeza intrinseca o intuitiva de estos axiomas,
apoyados por la base experimental lo que determino, en gran medida, el éxito de la axiomatica de
Kolmogorov, que es aceptada como la mejor alternativa actual desde diversas posiciones.

Es verdad que el célculo de probabilidades, en si mismo, no determina el contenido
especifico del término probabilidad en una aplicacion particular, sino que su funcion principal es
descubrir, a partir de ciertas probabilidades iniciales dadas, otras probabilidades implicadas por
ellas, por medio del calculo formal. Por ello, solo con los axiomas, no podemos estar seguros de
la pertinencia de aplicar el modelo probabilistico en una aplicacién particular, ni de que la
asignacion inicial de probabilidades sea la mas adecuada. Sin embargo, los axiomas tienen una
funcion muy importante, ya que pueden usarse para definir implicitamente lo que es la
probabilidad, limitando las posibles interpretaciones de este término a las que matematicamente
permiten el trabajo del modelo probabilistico.

B) La idea de frecuencia relativa es la base de la concepcion frecuencial de la
probabilidad, en la cual se define la probabilidad de un suceso como el limite al que tenderia su
frecuencia relativa en un gran niimero de ensayos repetidos en las mismas condiciones. Puesto
que la asignacion de probabilidades, en este enfoque, se hace a partir de la experimentacion y
recogida de datos, esta concepcion sirve de puente entre la estadistica y la probabilidad. Como
indica Ayer (1968), para poder aplicar el calculo de probabilidades con los pies en el suelo
necesitamos el apoyo de la evidencia empirica. Decir que la probabilidad de obtener cara en una
moneda no trucada es 1/2 puede ser una "verdad matematica". Pero para poder afirmar lo mismo
de una moneda particular necesitaremos obtener informacion a partir de una larga serie de
experimentos: "Al aplicar el cdlculo de posibilidades (chances) nuestros juicios de
probabilidad experimentan un cambio de caracter: Se convierten en juicios estadisticos"”

(p. 24).

C) Los teoremas de limite, de tanta importancia en el calculo de probabilidades, estan
basados en admitir la posibilidad de repeticion de un experimento y en las frecuencias relativas o
en la distribucion de frecuencias. Estos teoremas constituyen otras de las ideas fundamentales de
Heitele (1975) y presentan un interés indudable, pues permiten mostrar la existencia de una
regularidad global que surge de la aleatoriedad individual de los experimentos. Es también notable
como estos teoremas parecen mostrarse empiricamente en la realidad, lo que hace que los
teoremas de limite se justifiquen como un buen modelo matematico para los fendémenos aleatorios.

Estos teoremas de limite permiten también ampliar la gama de aplicaciones estadisticas en
la practica, pues posibilitan aplicar teoremas validos para distribuciones conocidas, como la
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normal, cuando el tamafio de muestra es suficiente, en una gran variedad de situaciones
inferenciales. Asimismo son el fundamento de la simulacion que permite sustituir ciertos
experimentos aleatorios por otros "isomorfos" en sentido probabilistico y condensar los resultados
en el espacio o en el tiempo o bien observar y experimentar con situaciones que de otro modo no
podrian manejarse.

Un problema didactico es, sin embargo, que las secuencias experimentales realizadas en
clase con proposito de demostracion no siempre convergen con la rapidez que deseariamos o,
debido a su caracter aleatorio, pueden mostrar un resultado contrario al que esperamos,
contribuyendo a reforzar las intuiciones incorrectas de los alumnos. Por ello el profesor debe estar
especialmente atento al estudio del concepto de frecuencia relativa y al uso de experimentos
aleatorios en clase por parte de sus alumnos.

Queremos hacer observar también que en el estudio de las frecuencias relativas se
encuentra implicitamente la exigencia de repetibilidad del experimento aleatorio, ya que, de no
poder repetir el experimento en las mismas condiciones, no tiene sentido el calculo de las
frecuencias relativas. Por ello la comprension de la frecuencia relativa precisa la de experimento
aleatorio y su repetibilidad, lo cual no siempre es facil para los alumnos, como se ha puesto de
manifiesto en Serrano y cols. (1996).

Malara (1989) sefiala, para el nivel no universitario, los siguientes objetivos que deberan
contemplarse en el tema de las frecuencias relativas:

- Conocimiento de la ley empirica del azar, es decir, del hecho de que las frecuencias relativas
tienden a estabilizarse a la larga.

- Comprension intuitiva de la idea de convergencia de estas frecuencias relativas a las
probabilidades tedricas de los sucesos.

- Apreciar las ventajas de las estimaciones experimentales de la probabilidad, a partir de las
frecuencias relativas en las situaciones en que no es posible aplicar el principio de indiferencia
y se dispone de datos estadisticos sobre el fendmeno.

En consecuencia, consideramos que este concepto es lo suficientemente fundamental para
ser incluido en nuestro analisis. En primer lugar hemos diferenciado el tipo de tratamiento que en
los textos se da a este concepto, pudiéndose encontrar explicito o implicito. Cuando decimos que
el tratamiento es explicito queremos indicar que estos conceptos aparecen en el capitulo de
probabilidad y si es tratado en el capitulo de estadistica, aunque se haga uso de dichos conceptos
en probabilidad, decimos que el tratamiento es implicito. Un ejemplo de tratamiento explicito seria

el siguiente ejemplo, del texto C:
"Frecuencia de un suceso es el numero de veces que aparece en una serie de observaciones"”

"Se llama frecuencia relativa de un suceso S en un total de n observaciones, al cociente:
fr (S)=f(S)yn" (Texto [C], p. 75).

El siguiente caso muestra un tratamiento implicito del tema en el texto B:
"De cada 100 veces que saquemos dos bolas de la bolsa, aproximadamente 50 (la mitad) sera del
mismo color" (Texto [B], p. 29).

Hemos hallado un tratamiento explicito en [A], [C], [D], [F], [G], [1], y [K] y un
tratamiento implicito en [B], [E], [H] y [J].
Los elementos intensionales del significado de la nocion de frecuencia relativa, que vamos
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a considerar en nuestro analisis son los siguientes:

F1: En un experimento aleatorio realizado n veces la frecuencia relativa de cada posible
suceso A es el cociente m/n entre el niimero de veces que sucede A y el nimero de repeticiones
del experimento.

F2: La frecuencia relativa de cada suceso es un nimero comprendido entre 0 y 1.

F3: La frecuencia relativa del suceso seguro es 1.

F4: La frecuencia relativa del suceso contrario a uno dado es igual a 1 menos la
frecuencia relativa de dicho suceso.

F5: La frecuencia relativa de la union de dos sucesos incompatibles es igual a la suma de
las frecuencias relativas de estos sucesos.

F6: La frecuencia relativa de la union de dos sucesos compatib les es igual a la suma de las
frecuencias relativas de dichos sucesos menos la frecuencia relativa de la interseccion de los
mismos.

F7: Al aumentar el numero de ensayos se produce una convergencia, en sentido
estocastico, de la frecuencia relativa hacia un valor constante tedrico.

F8: La frecuencia relativa de B condicionada por A es igual al cociente entre la frecuencia
relativa de la interseccion de dichos sucesos y la frecuencia relativa del suceso A.

A continuacion analizamos la presentacion en los libros de texto de este concepto en lo
que se refiere a los elementos de significado descritos.

2.4.2. DEFINICION Y PROPIEDADES DE LA FRECUENCIA RELATIVA
La definicion de las frecuencias relativas suele ser similar en todos los libros, asi como la
presentacion de sus propiedades. Por ejemplo en [A], en el apartado 4.4 denominado
"Frecuencia absoluta y frecuencia relativa de un suceso"”, después de unos ejemplos, ofrece
las siguientes definiciones de frecuencia absoluta y relativa:
"En general: Sea un determinado experimento aleatorio, realizado N veces.

Si el suceso aleatorio A aparece n veces, se dice que, en la referida muestra de N pruebas, la
frecuencia absoluta del suceso A es n'y la frecuencia relativa es n/N" (Texto [A], p. 45).

Generalmente los libros que ofrecen una definicion explicita de la frecuencia relativa,
presentan también sus propiedades. Asi, en el texto [A], una vez dada la definicion, continua en el
apartado 4.5, denominado "Propiedades de las frecuencias" con el enunciado y demostracion
de tres propiedades de la frecuencia relativa: Que es un numero comprendido entre 0 y 1 y la
frecuencia relativa del suceso contrario, sobre la frecuencia relativa de la unidén de sucesos
incompatibles y sobre la union de sucesos compatibles (Texto [A], p. 46). La primera de estas

propiedades se razona a partir de la definicion de frecuencia:

"De la misma definicion de frecuencia resulta que el numero n de veces que se presenta el suceso S en
N pruebas cumple la condicion 0 <n <N, de donde 0/N <n/N <N/N, o sea, 0 <fr(S) < 1" (Texto [A],
p- 45).

De forma similar este texto demuestra las siguientes propiedades de la frecuencia relativa:
“Asi pues, la frecuencia relativa de un suceso es un numero comprendido entre 0y 1. La frecuencia
del suceso contrario de S es igual a 1 menos la frecuencia de S.

La frecuencia de la union de dos o mas sucesos incompatibles es igual a la suma de las frecuencias
de esos sucesos."
La frecuencia de la union de dos sucesos compatibles es igual a la suma de las frecuencias de esos
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sucesos menos la frecuencia de la interseccion de los mismos" (Texto [A], p. 46).

En [C], dedica un apartado completo al estudio de la frecuencia absoluta y de la
frecuencia relativa de un suceso, estudiando algunas propiedades de la frecuencia relativa,
distinguiendo para la frecuencia relativa de la union de sucesos el que sean disjuntos o no. Asi
mismo estudia la frecuencia relativa de un suceso conociendo la de su complementario.

En [D], aporta las definiciones de frecuencia absoluta y relativa de wn suceso, y en otro
apartado estudia las propiedades de las frecuencias absoluta y relativa. En relacion con esta
ultima, menciona la suma de las frecuencias de los sucesos contrarios, y la frecuencia relativa de la
unién de dos sucesos incompatibles.

En [F], dedica dos apartados, uno para definir las frecuencias absoluta y relativa, y otro
denominado "Propiedades de las frecuencias" donde enuncia y demuestra las siguientes
propiedades de la frecuencia relativa: La frecuencia relativa de un suceso es un numero
comprendido entre 0 y 1; frecuencia relativa del suceso seguro, del suceso imposible y frecuencia
relativa de la union de dos sucesos incompatibles (Texto [F], p. 227).

Otros textos que definen la frecuencia relativa y sus propiedades son [G], o por medio de
un ejemplo como [K]. Otras veces el tema se trata en forma implicita. Asi en [B] no se menciona
explicitamente ninguno de esos conceptos, aunque al exponer ejercicios y problemas resueltos,
habla del numero de veces que ocurre un suceso en un determinado numero de repeticiones del

experimento:
"De cada 100 veces que saquemos dos bolas de la bolsa, aproximadamente 50 (la mitad) las bolas
seran del mismo color" (Texto [B], p. 29).

2.4.3. CONVERGENCIA

El tema de la convergencia lo estudiamos con mayor detalle en el apartado 3.6 dedicado
a los ejercicios sobre las frecuencias relativas. Presentamos aqui solo el estudio del modo en que
se hace la presentacion tedrica del tema, que puede ser explicita, implicita o no incluirse.

En algunos casos, una vez etudiadas la definicion de las frecuencias relativas y sus
propiedades, se introduce la idea de probabilidad, precisamente apoyandose en la idea de
convergencia, a la que se hace referencia explicita, como es el caso del texto [C]:

"Segun se ha visto, en wm experimento aleatorio la frecuencia relativa de un suceso tiende a

estabilizarse, a oscilar cada vez menos bruscamente alrededor de un cierto valor. Este valor es

posible que lo conozcamos aproximadamente, pero nunca podremos saber su expresion exacta. A ese
valor al cual la frecuencia relativa de un suceso se aproxima tanto como queramos, Sin mds que

efectuar el experimento tantas veces como sea necesario, se le llama probabilidad del suceso" (Texto
[C], p- 72).

Este es también el enfoque de los libros [D], [E], [F], [G], [H], [1] y [K]. En el texto [K]
para fundamentar los axiomas de probabilidad se refiere a las propiedades de las frecuencias
relativas:

“Como hemos visto que la frecuencia relativa de un suceso tiende al valor de probabilidad de ese
suceso, mediante un proceso de abstraccion llegamos a la siguiente definicion axiomadatica de
probabilidad” (Texto [K], p. 412).

Este mismo razonamiento lo aplica para definir la probabilidad condicionada a partir de la
frecuencia relativa de B condicionado por la ocurrencia de A. El texto [A], aplica esto ultimo
aunque no lo menciona en el caso de la definicion axiomatica de la probabilidad. Algunos libros
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no hacen referencia explicita a la idea de convergencia, pero implicitamente puede observarse
esta idea en algunos de los ejemplos propuestos, como en el siguiente ejemplo, tomado del texto
[B], que no introduce el estudio de las frecuencias relativas ni sus propiedades dentro de la
leccion dedicada a probabilidad, aunque en el capitulo dedicado a estadistica si la define, pero sin

mencionar las propiedades de la misma:
"De cada 100 veces que saquemos dos bolas de la bolsa, aproximadamente 50 ( la mitad) las bolas
seran del mismo color.
Reciprocamente, si al realizar, por ejemplo, 500 veces un mismo experimento, un determinado suceso
se verifica 300 veces, todos estamos convencidos de que, calculada la probabilidad de este suceso,
debe resultar un numero proximo a 3/5.
Tal es nuestra confianza en el acuerdo que debe existir entre los datos experimentales y la prediccion
teorica, que, en caso de que advirtamos una diferencia importante entre aquellos y ésta, serd
conveniente revisar los cdlculos teoricos"” (Texto [B], p. 29).

En otros casos finalmente no aparece la idea de convergencia, incluso aunque se
introduzcan las frecuencias relativas y sus propiedades. Los axiomas de probabilidad se
presentan, de este modo, como independientes de estas propiedades o no parece oportuno
aclarar la conexion entre el modelo matematico (axiomas de probabilidad) y las observaciones
empiricas (propiedades de las frecuencias relativas y convergencia). Asi, en el texto [A], la tinica
referencia implicita que podriamos considerar se relaciona con la idea de convergencia es la
siguiente:

"Sin embargo, en cada caso nos referimos a un tipo diferente de juicios de probabilidad. Asi el
primero es un ejemplo de lo que podriamos llamar juicio de probabilidades "a priori" y esta
relacionado con el cdlculo matematico de probabilidades"..."Una de las caracteristicas de los

llamados "juegos de azar" consiste en que sus resultados estan substancialmente de acuerdo con las
probabilidades "a priori" (Texto [A], p. 39).

No se hace referencia a la convergencia en los textos [F] y [J].

2.4.4. CONCLUSIONES SOBRE LA FRECUENCIA RELATIVA

Como resumen, presentamos la tabla 2.4.1. que muestra los elementos intensionales de
significado relacionados con la idea de frecuencia relativa en los textos analizados. Cuando
decimos que el tratamiento es explicito queremos indicar que estos conceptos aparecen en el
capitulo de probabilidad y si es tratado en el capitulo de estadistica, aunque se haga uso de dichos
conceptos en probabilidad, decimos que el tratamiento es implicito.

La definicion de frecuencia relativa aparece en todos los textos, aunque en algunos casos
se trata en el capitulo de estadistica, como ocurre en los textos [B], [E], [H] y [J]. El unico texto
que lo trata en ambos capitulos es el libro [I].

En relacion con las propiedades de la frecuencia relativa el tratamiento es diverso. En el
texto [C] las trata todas, en el libro [A] todas menos la que hace referencia a la frecuencia relativa
del suceso seguro. Estos dos textos son los tinicos que distinguen entre la frecuencia relativa de la
unién de sucesos, segun sean compatibles o incompatibles. Los textos [D], [F], [G] y [K] tratan
las mismas propiedades que [A], excepto la referente a la frecuencia relativa de la union de
sucesos compatibles. Los textos [B], [E], [H], [I] y [J] no mencionan dichas propiedades.
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Tabla 2.4.1. Tratamiento de las frecuencias en los textos analizados

Definicion F2 F3 F4 F5 F6 Converg. | F.r.suceso
condic.

[A] [Explicito | Explicito Explicito | Explicito | Explicito | Implicito | Explicito
[B] |Implicito Implicito
[C] |Explicito [ Explicito |Explicito | Explicito | Explicito [Explicito |Explicito
[D] |Explicito | Explicito Explicito | Explicito Explicito
[E] |Implicito Explicito
[F] [Explicito | Explicito |Explicito Explicito No trata | Explicito2
[G] |Explicito [ Explicito | Explicito Explicito Explicio |
[H] |Implicito Explicito
m Explicito Explicito
[J] Implicito
[K] |Explicito [ Explicito | Explicito Explicito Explicito | Explicito

Sobre la convergencia de la frecuencia relativa hacia un valor determinado cuando se
realiza un elevado numero de veces un experimento, hacen un tratamiento explicito todos los
textos, excepto [A] y [B] que lo hacen implicito y los textos [F] y [J] que no mencionan nada. El
texto que hace un estudio mas completo y que muestra la diferencia entre distribucion esperada y
distribucién empirica acompafiado de una serie de ejemplos y actividades, es el texto [I]. El texto
[K], es el que muestra claramente la relacion entre frecuencia relativa y probabilidad, por un lado
a través del enunciado de la convergencia y por otro lado al sefialar que las propiedades de las
frecuencias relativas sirven de fundamento a los axiomas de la probabilidad. Sin embargo, esta
convergencia en algunos casos no esta suficientemente explicada, como ocurre en un ejemplo
propuesto en el texto [H], que asocia frecuencia relativa con probabilidad en un experimento con
muy pocas realizaciones, consistente en jugar doce partidas de ajedrez entre dos amigos y anotar
los resultados (Texto [H], p. 196). Sin embargo, mas adelante al indicar que hay dos modos de

asignar la probabilidad a un suceso, aclara un poco mas esta idea:
“Utilizando la frecuencia relativa del suceso en un numero elevado de experiencias” (Texto [H], p.

197).

Por tltimo mencionar que los textos [A] y [K] son los tnicos que utilizan la frecuencia
relativa del suceso B condicionado por A, para definir a continuacion la probabilidad condicional.
Aunque el texto [A], utiliza en este apartado la nocion de suceso condicionado, que no parece
adecuado, pues lo que se condiciona es la probabilidad (Texto [A], p. 51):

“Hemos visto que la frecuencia del suceso B condicionado a la verificacion de A es:

/(4N B)
B/A -Jr~ 7 "
1814 =220

En todos los textos se estudia primero la probabilidad, excepto en los textos [E], [H], [I] y
[J], que trata primero la estadistica y posteriormente la probabilidad.
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2.5 NOCION DE PROBABILIDAD

En esta seccion nos hemos centrado en analizar las definiciones que los libros de texto
proponen para el concepto de probabilidad y el uso implicito o explicito que se hace de este
concepto. En particular nos interesamos por la concepcion que subyace sobre la misma, dentro
de las expuestas en Godino y cols. (1987).

El concepto de probabilidad es especialmente adecuado como ejemplo de la
dependencia temporal e institucional del significado de los objetos matematicos, ya que podemos
identificar con facilidad la diferencia de uso de este término, en el célculo de probabilidades y en
el lenguaje ordinario. "Como veremos mas adelante, en numerosas ocasiones el término
probabilidad no tiene el mismo significado en la ciencia y en el lenguaje diario. Esta
diferencia de significado puede reflejar las distintas concepciones que subyacen en la
solucion de problemas cotidianos de probabilidad y, al mismo tiempo, ayuda a entender
mejor los distintos errores que se cometen" (Pérez Echeverria, 1988, p. 18).

Asimismo, a lo largo de su desarrollo historico, diferentes significados han sido asociados
a este concepto, incluso desde un punto de vista cientifico. Estos diversos puntos de vista todavia
coexisten, debido quizas al desarrollo relativamente reciente de este campo, comparado con otras
ramas de las matematicas: "E/ campo de la probabilidad y estadistica es simplemente un
adolescente matemdtico, si se compara con la geometria o el algebra o incluso con las
raices del calculo" (Shaughnessy, 1992, p. 8).

Hackings (1975) sefiala que este lento desarrollo ha sido debido en gran parte al
significado dual del término probabilidad, como grado de creencia y como calculo estable de
frecuencias de los sucesos aleatorios. Estos dos significados duales dieron origen a las
definiciones posteriores de probabilidad desde el punto de vista subjetivo y objetivo,
respectivamente. Aunque complementarios, estos criterios no han cesado de provocar
discusiones de tipo filoséfico entre los defensores de una y otra postura. En este debate se hallan
entremezcladas las nociones de qué es lo que constituye una evidencia aceptable para el cientifico:
Bien un testimonio extrinseco al objeto, de acuerdo con lo que tradicionalmente se consideraba
como ciencia, bien un testimonio intrinseco al objeto o evidencia inductiva a partir de un gran
numero de casos.

Al analizar las diferentes concepciones de probabilidad presentes en los textos
estudiados, separaremos los elementos de significado que, a priori, podemos asignar a cada una
de estas concepciones. Ello nos permitira también poner de manifiesto, como cada una de estas
diversas concepciones asignaria un significado diferenciado al término "probabilidad". Como
consecuencia, podriamos decir que el objeto "probabilidad" seria diferente en estas diversas
acepciones, a pesar de que todas ellas compartiesen algunas caracteristicas comunes.

2.5.1 CONCEPCION CLASICA

En 1812, Laplace dio la definicion conocida como clésica de probabilidad de un suceso
que puede ocurrir solamente en un numero finito de modalidades como la proporcion del
numero de casos favorables al numero de casos posibles, siempre que todos los casos sean
igualmente "probables”. Segin Godino y cols (1987), esta definicion se encontré inadecuada
incluso en su misma época, ya que ademads de ser circular y restrictiva, no ofrecio respuesta a
la pregunta de qué es realmente la probabilidad; solo proporciono un método prdctico de
calculo de probabilidades de algunos sucesos sencillos" (p. 21).
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La equiprobabilidad de los sucesos elementales puede a veces justificarse por el principio
de indiferencia, por ejemplo, en dispositivos como los dados o monedas en que no hay razones
para preferir un resultado sobre otro. Otro principio empleado por Laplace es el de razon
insuficiente, por el que todas las alternativas se consideran equiprobables si no hay ninguna razén
en contra de tal hipotesis. Sin embargo, con frecuencia es dificil aplicar alguno de estos dos
principios, pues los dados, monedas u otros generadores aleatorios podrian estar sesgados.

Por otro lado, en la mayoria de los experimentos en que no se cumplan estas condiciones
de nmimero finito de modalidades y de simetria no puede aplicarse esta definicion. Podemos
pensar en el ejemplo clasico de lanzar al suelo una caja de chinchetas. Es claro que las
posibilidades de que una chincheta caiga de cara o de punta no son las mismas, por lo que no
podria aplicarse la regla de Laplace. Tampoco podremos aplicar esta regla cuando trabajamos
con espacios muestrales infinitos.

El utilizar este enfoque de la probabilidad en la escuela podria tener algunos
inconvenientes, ya que requiere cierto conocimiento de la comparacion de fracciones. Ademas
podemos crear algin conflicto (dificultad, obstaculo) en los alumnos, debido a la nocion de
sucesos equiprobables. Como ejemplo de este problema indican Godino y cols (1987) el juego
del parchis, en que para comenzar a jugar hay que sacar un cinco. Algunos alumnos no creen que
al tirar un dado la probabilidad de que salga cualquier nimero es la misma, ya que a veces deben
esperar bastante tiempo para poder comenzar a mover fichas porque no les salia el "cinco"
requerido.

Como consecuencia de nuestro andlisis, podriamos asignar "a priori" los siguientes
elementos intensionales del significado a la concepcion clasica de la probabilidad:

PC1: La probabilidad de un suceso es un numero comprendido entre 0y 1.

PC2: La probabilidad del suceso seguro es 1.

PC3: La probabilidad de la union de sucesos incompatibles es la suma de las
probabilidad de estos sucesos.

PC4: El espacio muestral asociado al experimento debe ser finito para poder
asociar probabilidades a los sucesos.

PC5: Los sucesos elementales deben ser equiprobables, es decir, asignamos a cada
suceso elemental una probabilidad 1/n, donde n es el numero de sucesos del espacio
muestral.

PC6: Si un suceso compuesto se compone de k sucesos simples, su probabilidad es
igual a k/n, donde n es el numero de sucesos elementales del espacio muestral.

PC7: La probabilidad de un suceso es un valor objetivo. Solo depende del
experimento y del numero de sucesos elementales asociados y no de nuestro conocimiento
sobre el fenomeno.

A continuacion analizamos los textos que presentan este enfoque al introducir la
probabilidad. En [A], después de unos ejemplos, introduce la regla de Laplace:

"En general: En los casos en que sea aceptable admitir que todos los n sucesos elementales tienen
igual probabilidad, esta probabilidad vale 1/n. Si un suceso A es la union de h sucesos elementales
de igual probabilidad, se tiene que p(A)=h/n. Esta regla, llamada regla de Laplace, se enuncia
también diciendo que la probabilidad de un suceso es igual al numero de casos favorables dividido
por el numero de casos posibles"(Texto [A], p. 50).
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Este texto no realiza ninguna discusion sobre cudles serian las condiciones para que el
supuesto de equiprobabilidad fuese aceptable, ni hace comentarios sobre la circularidad contenida
en esta definicion. Esta circularidad es tratada de evitar en algunos de los textos, como en [E], [I]
y el caso que mostramos a continuacion.

En [B], a partir de un ejemplo sobre las probabilidades de que apruebe un alumno que
debe examinarse, comenta lo que se suele entender por casos favorables y casos posibles.
Introduce a continuacion sin mencionarla explicitamente la regla de Laplace:

"El cociente 20/90 expresa el grado de seguridad que cabe tener en que la suerte favorezca al

alumno, es decir la probabilidad de este suceso:
Probabilidad de que la suerte favorezca al alumno = fip = 20/90 =2/9 = 0,222222" (Texto [B], p. 27).

Este libro dedica un apartado a justificar el empleo de las formulas combinatorias,
anteriormente introducidas, para el calculo del niimero de casos posibles y del nimero de casos
favorables, indicando que este procedimiento seria suficiente para resolver la mayoria de los

problemas de calculo de probabilidades.
"Estos numeros se calculan casi siempre haciendo uso de las formulas que hemos ido viendo a lo
largo de este capitulo primero" (Texto [B], p. 28).

Esta afirmacion podria justificarse en el contexto escolar, siempre que se utilice
exclusivamente el enfoque clasico para el estudio de la probabilidad. Es, sin embargo, sélo
parcialmente cierta, puesto que en un gran nimero de aplicaciones del calculo de probabilidades
la asignacion inicial de probabilidad a un suceso debe hacerse a partir de una estimacion
frecuencial de la misma. Incluso en clase, el alumno seria incapaz de asignar una probabilidad a
sucesos tales como "que al elegir al azar un nifio en la clase, sea hijo unico", porque los sucesos
ser 0 no hijo unico no son equiprobables.

Definiciones similares a ésta son expuestas por [F]. En [C], basandose en la descripcion
del ejemplo consistente en lanzar un dado 100 veces y anotar los resultados, introduce sin
mencionarla explicitamente la regla de Laplace, de la siguiente forma:

"Considerando que ninguno de los comportamientos individuales tiene preferencia sobre los demas,
le asignamos a todos ellos la misma probabilidad. Como consecuencia de lo cual, cada suceso
tendrd una probabilidad igual al cociente:

n® decasos favorables

" (Texto [C], p. 72).
n° decasos posibles

Observamos que en este caso, la equiprobabilidad de los sucesos se razona sobre la base
del principio de indiferencia. En [D], en el capitulo 7, define los sucesos equiprobables

indirectamente, a través de un ejemplo:
"Al arrojar una moneda al aire {salir cara} o {salir cruz}, son igualmente posibles, y segun la ley del
azar, los dos sucesos tienen la misma probabilidad: diremos que son equiprobables.
Cuando un espacio E esta compuesto por n sucesos elementales, todos equiprobables, diremos que el
espacio es uniforme y la probabilidad de cada suceso elemental es igual a 1/n" (Texto [D], p. 77).

Vemos que la definicion contiene de nuevo la circularidad clasica de definir sucesos
equiprobables como aquellos que tienen la misma probabilidad, sin aclarar realmente en qué
consiste dicha probabilidad. Se hace alusion a una supuesta ley del azar aunque por el contexto
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no se ve claro si es a la ley de los grandes nimeros o a la regla de Laplace.

Esta definicion incluye también un nuevo concepto, que es el de "espacio uniforme”
para referirse a un espacio muestral en el que sea posible aplicar la regla de Laplace. Este
concepto, tal y como es presentado en este texto, no existe en calculo de probabilidades. En todo
caso, existe la distribucion de probabilidades uniforme discreta, que es la seguida por una variable
aleatoria que toma un numero finito de valores con iguales probabilidades. Observamos de nuevo
un fenomeno de cambio de significado de un concepto al ser adaptado para su ensefianza. A
continuacion, advirtiendo que es necesaria la condicion de "espacio uniforme", introduce la regla
de Laplace:

"En un espacio uniforme, al niimero de todos sus elementos se le llama casos posibles, y al numero de
elementos que integran un suceso parcial se les llama casos favorables. Con esta nomenclatura
podemos dar la definicion de Laplace:

La probabilidad de un suceso A es el cociente entre el numero de casos favorables y el numero de
casos posibles:

casos favorables

p(A)= " (Texto D], p.77)

casos posibles

Una variante la encontramos en [K], ya que parte de la definicion axiomatica, que utiliza
para deducir la regla de Laplace. Este es el enfoque que se sigue en muchos libros de texto
universitarios para introducir la regla de Laplace, como consecuencia inmediata de los axiomas de
probabilidad. Encontramos la concepcidn clasica en un epigrafe denominado "Regla de Laplace".
A partir de un experimento aleatorio consistente en lanzar un dado cuyas caras estdn numeradas
del 1 al 6 y anotar los resultados obtenidos, suponiendo que los sucesos elementales son
equiprobables y aplicando los axiomas estudiados en la concepcion formal concluye que:

"Si el espacio muestral E se puede descomponer en n sucesos equiprobables e incompatibles entre si,
yde ellos h son favorables a la realizacion de un cierto suceso B, la probabilidad de B sera:

niuimerode casos favorablesal sucesoB _h

p(B)= " (Texto|K], p.416)

numerodecasos posibles n

Vemos de nuevo la existencia de la palabra equiprobable en la definicion de la
probabilidad de un suceso, aunque ahora la regla de Laplace se justifica a partir de los axiomas.

[G], es el unico texto que senala el problema asociado a la circularidad en la definicion de
probabilidad segin el enfoque clasico. En el epigrafe que titula "Concepto intuitivo de
probabilidad. Postulado de indiferencia. Regla de Laplace" advierte a los alumnos que este
concepto es 'completamente insuficiente, desde un punto de vista matematico", incluye una

breve justificacion de esta afirmacion y termina enunciando la regla de Laplace:
"La probabilidad de un suceso es el cociente entre los casos favorables (éxitos) y casos posibles,
considerados equiprobables e incompatibles" (Texto [G], p. 205).

Propone a continuacion cuatro ejemplos resueltos, en dos de los cuales utiliza el recurso
combinatorio. Este recurso se aplica bastante en los ejemplos resueltos a lo largo del capitulo.
Ello es natural y es debido a que, como indica Heitele (1975), el principio de indiferencia es
realmente la primera regla estratégica que nos permite asignar probabilidades a los sucesos, ya
que los tres axiomas por si solos no proporcionan una regla sobre como asignarlas. En [H], en un
apartado denominado "Concepto clasico de probabilidad", a través de un ejemplo se introduce
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la probabilidad de un suceso en la siguiente forma:
"Asignamos a cada suceso el cociente entre los casos que le son favorables y los casos que son
posibles. Asi al suceso V = "extraer bola verde" le asignamos 6/18 = 1/3.
A este cociente lo llamaremos probabilidad del suceso V' y lo expresamos asi: P(V)=1/3. P(V)=1/3
indica que de cada tres resultados posibles uno debe ser favorable a V, o también, que al repetir el

experimento un gran niumero de veces cabe esperar que en la tercera parte de ellas se cumpla V"
(Texto [H], p. 192).

En este ejemplo, se pide incluso la descripcion de los "sucesos favorables", terminologia

propia del autor, que tampoco se corresponde con la usual en estadistica:
"Escribe los sucesos favorables a Luis, Felipe y Laura." (Texto [H], p. 192).

En otro apartado afirma que la probabilidad calculada, de acuerdo a la regla de Laplace,

es una de las formas de asignar la probabilidad a un suceso:

"Suponiendo que todos los resultados elementales son equiprobables. Esta probabilidad se puede
conocer de antemano, sin necesidad de realizar el experimento, por eso la denominaremos
probabilidad "a priori" (Texto [H], p. 197).

Sin embargo, el calificativo "a priori" para una probabilidad no se restringe al caso de
aplicacion de la regla de Laplace. En particular, la diferenciacion entre probabilidades a priori y a
posteriori suele hacerse en el contexto del empleo del teorema de Bayes, y en general de
cualquier proceso de inferencia bajo incertidumbre. Se conoce como probabilidades a priori, las
probabilidades asignadas inicialmente a los sucesos, antes de obtener una evidencia experimental
por medio de una muestra. Las probabilidades condicionadas de estos mismos sucesos, una vez
realizado el experimento y en funcién de los datos obtenidos en cuestion se denominan
probabilidades a posteriori (Canavos 1987).

Observamos finalmente que en el enfoque clasico se muestran en casi todos los libros de
texto los elementos de significado PC1, PC2 y PC3 compartidos por las diferentes acepciones de
probabilidad. Asi mismo los elementos PC5 y PC6. Por el contrario la condicién de finitud del
espacio muestral (PC4) y el caracter objetivo de este concepto de probabilidad (PC7) se
soslayan, seguramente debido a su mayor complejidad.

2.5.2. CONCEPCION FRECUENCIAL

En esta concepcion, la probabilidad de un suceso es entendida como el valor hacia el cual
tiende la frecuencia relativa de un suceso en una secuencia de resultados, entendida esta
convergencia en sentido estocastico, dado por los teoremas de limite y ha sido defendida, entre
otros por John Venn, Von Mises, Reichembach y Kolmogorv (Godino y cols., 1987).

Se basa en dos caracteristicas que pueden ser observadas en las sucesiones de resultados
de un mismo experimento aleatorio repetido en idénticas condiciones. Estas dos caracteristicas
son la estabilidad global aproximada de las frecuencias relativas de cada uno de los posibles
sucesos asociados al experimento y la imposibilidad de predecir con seguridad el resultado
particular de cada uno de ellos.

La importancia de la aproximacion frecuencial se debe a varios motivos: Por un lado,
establece un puente de union entre la estadistica y la probabilidad, ya que el enfoque clasico de la
inferencia estadistica se basa en esta concepcion de la probabilidad.
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Ademas este enfoque se recomienda, desde un punto de vista metodologico en
numerosas propuestas curriculares para la ensefianza no universitaria (MEC, 1989; Junta de
Andalucia, 1989; N.C.T.M., 1989). Permite también la simulacion de experimentos, con lo que
podemos analizar modelos probabilisticos cuyo tratamiento a partir del calculo directo de
probabilidades seria demasiado dificil para los estudiantes y también otros que serian dificiles de
observar, debido al tiempo necesario para esperar a que realmente se produzcan o a la dificultad
de desplazamiento al lugar donde podrian observarse.

No obstante, este enfoque tiene algunos inconvenientes desde los puntos de vista
filosofico, conceptual y practico relacionados con la nocion de nimero infinito de experimentos. A

continuacion analizamos los elementos intensionales del significado asociados a esta concepcion
de la probabilidad:

PFI: La probabilidad de un suceso es un numero comprendido entre 0y 1.

PF2: La probabilidad del suceso seguro es 1.

PF3: La probabilidad de la union de sucesos incompatibles es la suma de las
probabilidades de estos sucesos.

PF4: Los experimentos aleatorios son repetibles indefinidamente en las mismas
condiciones.

PF5: Los espacios muestrales pueden o no ser finitos.

PF6: Los sucesos elementales pueden o no ser equiprobables.

PF7: La frecuencia relativa de los sucesos tiende a estabilizarse alrededor de un
cierto numero, que es la probabilidad del suceso, en un numero suficientemente grande de
experimentos. Esta estabilizacion tiene un caracter aleatorio, pues se producen
oscilaciones, aunque la probabilidad de que su tamario exceda un cierto valor puede
calcularse en funcion del numero de pruebas.

PF8: La probabilidad de un suceso es un valor objetivo, depende del suceso y no de
mi conocimiento sobre el mismo.

Vemos que los tres primeros elementos intensionales del sgnificado del concepto, asi
como el PF8 son compartidos con la aproximacion clasica y que la concepcion frecuencial puede
considerarse como una ampliacion de la anterior por dos motivos: a) Amplia el tipo de
experimentos a los que puede asignarse una probabilidad; b) debido al elemento PF7 asignaria las
mismas probabilidades que la concepcion clasica cuando el espacio muestral es finito y los
sucesos son equiprobables.

Respecto al elemento PF4, ya habiamos visto en la seccion 5 que asignabamos a los
experimentos aleatorios la posibilidad de ser repetibles, al menos imaginariamente. Sin embargo,
hemos querido resaltar aqui este aspecto, porque en el enfoque frecuencial es preciso que el
experimento sea repetible para asignar la probabilidad al suceso. En cambio, en las concepciones
clasica o subjetiva la asignacion de probabilidades no se basa explicitamente en esta exigencia de
repetibilidad. Este elemento PF4, asi como el PF7 y en general toda esta concepcion se halla
también relacionada con la idea de frecuencia relativa. Por ello, hemos considerado que los textos
analizados contienen una mencion, al menos implicita a la concepcion frecuencial de la
probabilidad cuando hacen un estudio detallado de la convergencia (estabilidad) de la frecuencia
relativa.
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A continuacion analizamos la presentacion de esta concepcion de probabilidad en los
textos elegidos. Como hemos visto, todos los que la tratan presentan los elementos PF1 a PF3
que son compartidos con la concepcion clasica. Los elementos PF4 y PF7 estan imp licitos en la
misma definicion de frecuencia relativa y su convergencia a la probabilidad. Los elementos PF5 y
PF6 sin embargo, son omitidos en la mayor parte de los textos analizados.

En [C], después de describir un experimento de lanzar un dado 100 veces, donde se han
anotado los resultados, propone como definicion de probabilidad la siguiente, en la que podemos

reconocer la concepcion frecuencial:
"A ese valor al cual la frecuencia relativa de un suceso se aproxima tanto como queramos, sin mas

que efectuar el experimento tantas veces como sea necesario, se le llama probabilidad del suceso"
(Texto [C], p. 72).

En esta afirmacion de que solo es preciso efectuar el experimento tantas veces como sea
necesario, no se alude al problema filosofico asociado a la asignacion frecuencial de
probabilidades, relacionado con el numero necesario de repeticiones del experimento. Tampoco
se refiere al problema de asignar probabilidades a sucesos no repetibles en las mismas
condiciones. Sin embargo reconoce que con esta definicion solo podremos proceder
aproximadamente a la asignacion de probabilidades.

Para salvar este inconveniente concluye que "mediante la experimentacion reiterada
podemos conseguir que la frecuencia relativa se estabilice, oscile menos bruscamente. Le
asignaremos al suceso estudiado una probabilidad adecuada a la vista de los resultados,
pero no como algo aproximado, sino considerandolo como exacto" (Texto [C], p. 72). Pero
esto no consigue clarificar ni cual es el numero necesario de ensayos, ni cual es el valor adecuado
de la probabilidad que debe asignarse al suceso.

En [D], después de definir las frecuencias absoluta y relativa de un suceso y sus
propiedades, introduce la definicion de probabilidad, de un modo semejante:

"La importancia de la frecuencia relativa se deduce de esta ley del azar: Al aumentar el numero de

experiencias, la frecuencia relativa de un determinado suceso tiende a estabilizarse alrededor de un
numero que llamaremos probabilidad de dicho suceso"” (Texto [D], p. 76).

Esta misma imprecision y definiciones similares se presentan en [E]. En [I] menciona que:
"La teoria de probabilidades se ocupa de medir hasta que punto se puede esperar que ocurra un
suceso. Se dice que esa medida es su probabilidad. Que un suceso tenga una probabilidad del 70%,

significa que, de cada 100 veces que se presentan determinadas condiciones, el suceso ocurre 70.
También se dice, en este caso, que la probabilidad es de 70/100 = 0,7" (Texto [I], p. 227).

En esta presentacion hay una imprecision que podria inducir a mantener el sesgo de
representatividad (Kahneman, Slovic y Tversky,1982), ya que al decir que de cada 100 veces el
suceso ocurre 70 se estd dando la idea de que la frecuencia relativa del suceso coincidira
exactamente con su probabilidad. No se insiste explicitamente en la fluctuacion de las frecuencias
relativas, pudiendo inducir a los alumnos a creer en una constancia inexistente en los resultados de
los experimentos aleatorios.

Realiza luego un estudio mas detallado de las frecuencias relativas cuando aumenta el
numero de experiencias en el apartado 3) del capitulo 14 titulado "Leyes del azar.
Probabilidad." Para ello propone estudiar la frecuencia relativa del nimero 3 al tirar mas y mas
veces un dado.
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En primer lugar, describe el lanzamiento de un dado hasta completar veinte series de doce
lanzamientos, presentando los resultados en una tabla y realizando la grafica correspondiente.
Repite la experiencia otras dos veces y dibuja las tres curvas correspondientes, observando que,
conforme aumenta el niumero de tiradas, las oscilaciones de las curvas van siendo menos bruscas
y que las curvas se van acercando a un cierto valor (Texto [I], p. 235).

Para ver con mas claridad el efecto presenta el resultado de 32 series de 20 lanzamientos
cada una. De la observacion de la grafica con todos los resultados concluyen los autores que las
oscilaciones en cada curva y tendencia de todas ellas hacia el valor 1/6 se aprecian cada vez con

mas claridad, y enuncian asi la ley de los grandes numeros:
"Cuando el numero de observaciones de un fenomeno aleatorio crece mucho, la frecuencia relativa
del suceso asociado se va acercando mds y mds hacia un cierto valor. Este valor se llama
probabilidad del suceso" (Texto [1], p. 236).

En el caso de que no podamos suponer que todos los sucesos elementales tengan la
misma probabilidad, nos indica que podemos utilizar esta "convergencia" para asignar

probabilidades a los sucesos:
"Pero si la experiencia es tal que no podamos suponer, en buena logica, que los sucesos elementales
son equiprobables (lanzamiento de un dado trucado o de una chincheta, que no tiene igual facilidad
para caer en una posicion o en otra), asignamos probabilidades inspirandonos en la ley de los
grandes numeros: hacemos muchas experiencias (cuantas mds, mejor) y asignamos los valores de las
frecuencias relativas como buenas aproximaciones de la probabilidad" (Texto [1], p. 243).

Ofra caracteristica importante de la frecuencia relativa es resaltada en el ejemplo 1 de la
pagina 227, del mismo texto, en el cual se relaciona la probabilidad con el valor medio de la

frecuencia relativa en una serie de ensayos:
"La probabilidad de obtener un 3 al lanzar un dado es 1/6, pues ocurre, por término medio, una de
cada seis veces que se intenta."

Esta propiedad se debe a que la frecuencia relativa de cada suceso en una sucesion finita
de n ensayos es una variable aleatoria, siendo la media o esperanza matematica de esta variable
aleatoria igual a la probabilidad del suceso (Rios, 1967).

En [K], en el epigrafe 26.2 del capitulo dedicado a la probabilidad, que denomina "Idea
intuitiva del concepto de probabilidad", hace referencia a la concepcion frecuencial de la
probabilidad, de la siguiente forma:

"Este numero, al que la frecuencia relativa de un suceso se acerca tanto mas cuanto mayor es el
numero de pruebas realizadas, es al que llamaremos probabilidad del suceso" (Texto [K], p. 402).

Menciona a continuacion los inconvenientes de esta definicion que se concretan en dos.
En primer lugar, indica que es necesario realizar un nimero elevado de pruebas del experimento
para obtener una estimacion suficientemente fiable de su probabilidad. Ademas resalta que con
este método nunca conoceriamos el valor exacto de la probabilidad, sino un valor aproximado.
Por todo ello sugiere: "tratar el concepto de probabilidad de una forma tal que para hallar la
probabilidad de un suceso no tengamos necesariamente que efectuar un gran numero de
pruebas y ademds podamos hallar el valor exacto" (Texto [K], p. 412).

Hay aqui una ilusion de transparencia sobre el concepto de probabilidad, que se equipara
a una propiedad del suceso e incluso a una magnitud medible. Como sabemos, aunque hay un
acuerdo sobre los axiomas particulares que debe cumplir una funcion definida sobre el algebra de
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sucesos para ser considerada como una probabilidad (Quesada y Garcia, 1988), no lo hay sobre
el modo en que debieran asignarse las probabilidades a los sucesos de un experimento particular
(Matalon, 1979).

Por tanto, no existe en general un valor exacto para la probabilidad de un suceso. Incluso
en un caso tan sencillo como el lanzamiento de un dado, objetivistas y subjetivistas posiblemente
no estarian de acuerdo en el modo de asignar probabilidades, ya que diversas condiciones sobre
la construccion o la habilidad de la persona que lo lanza pudieran sesgar sus resultados. En la
exposicion de los textos analizados no queda claro, en general, el caracter de modelo matematico
del célculo de probabilidades, que implica siempre una convencion a la hora de aplicarlo a casos
particulares, aunque ello es razonable debido a las dificultades que hemos sefialado.

En [G], al hablar de la estabilidad de las frecuencias relativas no comenta nada sobre la
probabilidad, pero mas tarde en la introduccion de la regla de Laplace afirma:

"Sensibilizado el concepto de probabilidad como la frecuencia de un suceso, cuando el numero de
pruebas se repite ilimitadamente" (Texto [G], p. 204).

Entendemos esto como una forma de hacer ver a los alumnos la concepcion frecuencial
de la probabilidad. En [H] aparece un apartado denominado "Frecuencia como probabilidad'y
en ¢l un epigrafe "La experimentacion nos da la probabilidad", donde intenta introducir de una

manera intuitiva la concepcion frecuencial de la probabilidad, encontramos el siguiente ejemplo:
"Una partida de ajedrez entre dos personas, A y B, puede considerarse como un experimento
aleatorio puesto que:
1. Puede repetirse varias veces.
2. Su resultado no puede conocerse de antemano con seguridad.
Los posibles resultados de este experimento son tres: Gana A; Gana B, Finaliza en tablas.
Si consideramos que los tres resultados tienen las mismas posibilidades de ocurrir, es decir, son
equiprobables, podemos aplicar la definicion de probabilidad utilizada hasta ahora y asi:
P(Gana A) =P(Gana B)= P(Terminan en tablas) = 1/3.
Juan y Pedro deciden comprobar si es cierta esta suposicion. Para ello deciden jugar 12 partidas.
Los resultados obtenidos son los siguientes: Juan gana 6 veces, Pedro gana 4 y 2 terminan en
tablas.
a) Calcula la proporcion de veces que se obtiene cada resultado.
b) ; Te parece logico pensar que los tres resultados eran equiprobables? ;Por qué?
¢) A la vista de los resultados obtenidos, ;jqué probabilidad crees tu que tendria cada suceso de
ocurrir?
Observa que las proporciones calculadas en el apartado a) son precisamente las frecuencias
relativas de cada resultado en las 12 partidas.
En muchos casos la frecuencia relativa con que ha ocurrido un suceso, nos da una idea mas precisa

de la probabilidad de ese suceso que la obtenida considerando todos los resultados equiprobables"
(Texto [H], p. 196).

Esta indicacion podria inducir a los alumnos a pensar que la frecuencia relativa de un
suceso nos da una aproximacion de la probabilidad de ese suceso en pocas pruebas (en este
caso solo 12), cuando sabemos por la ley de los grandes nimeros, que son necesarios un gran
numero de pruebas para que esto ocurra. Asi mismo, vemos que sugiere como caracteristica de
los experimentos aleatorios el hecho de que sean repetibles.

Concluye airmando que una de las formas de asignar la probabilidad a un suceso es
utilizando la frecuencia relativa del suceso en un nimero elevado de experiencias. Denomina a
esta probabilidad, cuya asignacion requiere la realizacién del experimento, probabilidad "a
posteriori".
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La diferenciacion entre probabilidades a priori y a posteriori, como se menciono
anteriormente, suele hacerse en el contexto del teorema de Bayes y, en general, de cualquier
proceso de inferencia bajo incertidumbre. Se conoce como probabilidades a priori las
probabilidades asignadas inicialmente a los sucesos, antes de obtener una evidencia experimental
por medio de una muestra. Las probabilidades condicionales de estos mismos sucesos, una vez
realizado el experimento y en funcion de los datos obtenidos en cuestion, se denominan
probabilidades a posteriori (Canavos, 1987).

2.5.3 CONCEPCION SUBIJETIVA

En esta concepcion, se considera que la probabilidad es una expresion de la creencia o
percepcion personal. Mide el grado de confianza de la persona que asigna probabilidades sobre
la probabilidad de ocurrencia de un suceso, por lo cual la probabilidad ya no es considerada
como una cualidad del suceso. Segun esta teoria, defendida, entre otros por Ramsey, De Finetti y
Savage, a cualquier fenomeno aleatorio, incluso no repetible, se le puede asignar una
probabilidad, que se rige por unos criterios de coherencia definidos por De Finnetti.

Scholz y Waller (1983) indican que la probabilidad subjetiva se refiere a personas
idealizadas. Estas son consistentes y estan libres de contradicciones logicas. Es admisible, sin
embargo, imaginar personas idealizadas diferentes que no compartan su opinion sobre una misma
situacion y de ahi vienen las principales criticas a la postura subjetivista.

La concepcion subjetivista también proporciona una interpretacion para la probabilidad
clasica: "En las situaciones en las que el subjetivista cree que hay simetria, actuaria como si
aceptase la probabilidad clasica” (Fine, 1973; p. 234).

Para Godino y cols (1987), la probabilidad subjetiva puede ser un precursor fundamental
para la comprension de la concepcion formal ensefiada en la Universidad, ya que permite al sujeto
modificar sus previsiones iniciales en funcion de los resultados experimentales. Los elementos
intensionales del significado que hemos asignado "a priori" a esta concepcion de probabilidad son
los siguientes:

PS1: La probabilidad de un suceso es un numero comprendido entre 0y 1.

PS2: La probabilidad del suceso seguro es 1.

PS3: La probabilidad de la union @& sucesos incompatibles es la suma de las
probabilidades de estos sucesos.

PS4: La asignacion de probabilidades no se basa en la repetibilidad del
experimento.

PS5: Los sucesos elementales pueden o no ser equiprobables.

PS6: El espacio muestral puede o no ser finito.

PS7: La probabilidad es un valor subjetivo. Depende no solo del suceso sino del
conocimiento del sujeto sobre el fenomeno.

Se conservan ahora los elementos de significado PS1, PS2, PS3, PS5 y PS6 respecto a
la concepcion frecuencial. Respecto a PS4 hacemos la misma consideracion que respecto a la
acepcion clasica: La repetibilidad no es una condicion esencial para asignar la probabilidad a los
sucesos. Los elementos PS6 y PS7 suelen ser soslayados.

Podemos considerar que esta nueva acepcion amp lia las dos anteriores, porque incorpora
el conocimiento de la persona para la asignacion de las probabilidades. Sin embargo, este es un
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punto atin en debate y el principal punto de desacuerdo entre subjetivistas y objetivistas.

Son pocos los textos en los que se presenta este enfoque de la probabilidad. En [A], en la
introduccion dedicada al capitulo de probabilidad, propone dos ejemplos: Uno sobre lanzamiento
de dos dados y otro sobre la probabilidad de que un determinado pais obtenga la medalla de oro
en la prueba de los 100 m. masculinos en las proximas olimpiadas, que utiliza como pretexto para
introducir la nocion de probabilidad subjetiva:

"Sin embargo, en cada caso nos referimos a un tipo diferente de juicios de "probabilidad". Asi, el
primero es un gemplo de lo que podriamos llamar juicio de probabilidades "a priori" y esta
relacionado con el cdlculo matemdtico de probabilidades; el segundo es un ejemplo de lo que, a

falta de mejor expresion, llamariamos un juicio de credibilidad y es una medida del grado de

confianza que tenemos en la verdad de una cierta afirmacion o en el acaecimiento de determinado
"suceso" (Texto [A], p. 39).

En [B], indica que abundan las situaciones en que no es posible predecir si un
determinado hecho se producird o no y que en muchos casos, lo tnico que se puede hacer es
calcular el mayor o menor grado de seguridad que se puede tener en que se produzca el hecho

deseado o no deseado:

"Este mayor o menor grado de seguridad es lo que se llama PROBABILIDAD del hecho (también se
dice suceso) en cuestion” (Texto [B], p. 27).

En [J] es el texto en que hemos encontrado de modo mas explicito una concepcion
subjetiva de la probabilidad. Contiene incluso un apartado que habla de "grado de confianza" de

los distintos sucesos de una experiencia aleatoria:
"Hemos dicho que, al realizar una experiencia aleatoria, no sabemos qué resultado saldrd; por
consiguiente, tampoco podemos saber qué suceso ocurrird, Pero, evidentemente, unos sucesos nos
merecen mds confianza que otros' (Texto [J], p. 293).

Sigue indicando la forma de cuantificar el grado de confianza, mediante la asignacion de

valores numéricos a los sucesos, de acuerdo con los axiomas de la probabilidad:
"Vamos a cuantificar el grado de confianza que nos merezcan los distintos sucesos de una
experiencia aleatoria. Para ello, empezaremos asociando un numero a cada resultado posible, del
modo siguiente:
Cada numero debe ser positivo, mayor que cero y menor que 1; ademds, la suma de todos los numeros
debe ser igual a 1.
Es decir, efectuamos un reparto proporcional del numero 1 entre todos los resultados posibles; a este
reparto lo llamamos aplicacion frecuencial.
Para una misma experiencia aleatoria podriamos definir muchas aplicaciones frecuenciales, pero en
cada caso procuraremos utilizar la que esté mds de acuerdo con la frecuencia relativa que tendria
cada resultado si repitiéramos la experiencia muchas veces" (Texto [J], p. 293).

En esta explicacion encontramos varias transformaciones inadecuadas del saber
matematico que podrian inducir concepciones incorrectas en los estudiantes. Por un lado se
sugiere que, para asignar probabilidades, es preciso repartir proporcionalmente el nimero 1 entre
todos los resultados posibles, sin indicar sobre la base de qué propiedad podria efectuarse este
supuesto reparto proporcional.

Consideremos, por ejemplo, el experimento aleatorio consistente en lanzar al aire una
chincheta y observar el resultado, o el consistente en aprobar/suspender un examen. Es claro que
en estos ejemplos no podria aplicarse el principio de indiferencia, por lo que una aplicacion de la
regla sugerida llevaria a una asignacion incorrecta de probabilidades. En todo caso, esta regla no
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tiene sentido en un espacio muestral infinito. Aunque se elige una concepcion subjetiva para definir
la probabilidad, al final se da una regla de célculo con la llamada aplicacion frecuencial (p. 293).

Finalmente utiliza esta aplicacion frecuencial para definir la probabilidad de un suceso:

"A cada suceso le asignamos un niumero, obtenido sumando las imdgenes de cada uno de sus
elementos en la aplicacion frecuencial. Este numero recibe el nombre de probabilidad del suceso"
(Texto [J], p. 296).

En [I] hay dos ejercicios propuestos que responden a la concepcion subjetiva, que son

los siguientes:
"5. Inventa un suceso de cada tipo:
a) muy probable o casi seguro; b) medianamente probable; c) poco probable; d) casi imposible.
6. Califica de casi seguro, probable, poco probable o casi imposible, cada uno de los siguientes
sucesos:
a) Que un equipo de primera division gane su encuentro de la semana;
b) Que ese mismo equipo gane algun encuentro de la temporada;
¢) Acertar la loteria primitiva haciendo una unica apuesta,
d) Obtener doble 6 al lanzar dos dados" (Texto [1], p. 228).

En [K] encontramos en la introduccion al tema de la probabilidad una mencion implicita

de la concepcion subjetiva de ésta:
"Con frecuencia utilizamos en el lenguaje corriente la palabra "probabilidad"; asi, por ejemplo:
"Parece probable que el Real Madrid elimine al Hamburgo" o "es probable que mariana no pueda
venir", etc.
Cuando decimos esta frase queremos expresar que no estamos totalmente seguros de la afirmacion,
pero que tenemos cierta confianza de que asi se produzca" (Texto [K], p. 408).

El resto de los libros de texto analizados no tratan la concepcion subjetiva de la
probabilidad.

2.5.4 CONCEPCION FORMAL

Hawkins y Kapadia (1984), hablan de probabilidad formal cuando ésta se calcula con
precision usando las leyes matematicas de la teoria axiomatica correspondiente. Esta teoria es
debida a Kolmogorov. Su desarrollo tedrico se basa en la teoria de la medida y surgié como
reaccion frente a las inconsistencias y paradojas mostradas por las definiciones anteriores.

Aunque la aproximacion formal nos proporciona el unico modo de obtener una definicion
inequivoca de la probabilidad y de superar las circularidades e inconvenientes ya citados en los
otros enfoques, Godino y cols. (1987) sugieren que este enfoque es inadecuado en los primeros
niveles de ensefianza, debido a b complejidad de la teoria matematica subyacente. Sin embargo,
este enfoque se presenta en un gran niimero de textos analizados.

Los elementos intensionales del significado asociados a esta concepcion de probabilidad
que vamos a considerar en nuestro andlisis son los siguientes:

PAI: La probabilidad de un suceso es un numero comprendido entre 0y 1.

PA2: La probabilidad del suceso seguro es 1.

PA3: La probabilidad de la union de sucesos incompatibles es la suma de las
probabilidades de estos sucesos.

PA4: Es preciso dotar al conjunto de sucesos con las operaciones de union e
interseccion de una estructura de algebra de Boole para poder definir la probabilidad sobre
esta dalgebra de sucesos.
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PAS5: La probabilidad es una funcion matematica definida en el dlgebra de sucesos,
que toma valores reales (en el intervalo [0,1]). Esto quiere decir que podemos asociar una
probabilidad a un suceso solo si es un elemento del algebra de sucesos. (Tebricamente seria
posible definir experimentos y sucesos especiales a los cuales no pudiéramos asociar una
probabilidad, aunque tales sucesos no tienen interés desde el punto de vista practico).

PA6: La probabilidad es una funcion de conjuntos, normada, numerablemente
aditiva. Esta propiedad implica los axiomas 1 a 3 y ademads la extension del tercero al caso de
union numerable de sucesos.

PA7: El espacio muestral puede ser finito o no.

PAS8: No se requiere la repetibilidad del experimento para la asignacion de
probabilidades.

PAY: Los sucesos elementales pueden o no ser equiprobables.

Esta definicion axiomatica resuelve las inconsistencias de las definiciones anteriores: La
probabilidad es cualquier funcion definida en el algebra de sucesos, que satisfaga las propiedades
PA1 a PA3. Engloba todas las concepciones que hemos presentado anteriormente, puesto que
¢stas satisfarian las condiciones exigidas. Por ello, la axiomatica de Kolmogorov ha sido aceptada
por los seguidores de las diversas tendencias. Su gran éxito fue también debido a que logrd
conectar el calculo de probabilidades en la tendencia general de la matematica de su tiempo,
apoyada en la teoria de conjuntos y conectada con la teoria de la medida. Al fin y al cabo, en esta
vision la probabilidad no es mas que una funcion y el concepto de funcion ha sido uno de los mas
generales y fecundos en la matematica del siglo XX.

Sin embargo, en esta aproximacion sigue sin resolver el problema de las aplicaciones:
Como asignar las probabilidades iniciales a los sucesos y cudl es la naturaleza de estas
probabilidades. En consecuencia, los debates filosoficos asociados al tema continuan,
especialmente entre los seguidores de las escuelas objetivista y subjetivista de la probabilidad, que
también tiene sus implicaciones sobre la concepcidn y aplicacion de la inferencia estadistica.

Hemos encontrado el enfoque formal de la definicion de la probabilidad en un nimero
apreciable de textos analizados, presentando generalmente los elementos de significado PA1 a
PAG.

En [A], después de definir las frecuencias absoluta, relativa y sus propiedades afirma que:

"Nuestro objetivo es ahora definir una aplicacion del conjunto B en el conjunto de los nimeros
comprendidos entre 0y 1, de forma que a cada elemento de B le asigne un numerox (0 <x <1).

Asi, por ejemplo, diremos que al suceso elemental "obtener 1" le asignamos el numero 1/6. Mas
adelante veremos como se calcula dicho numero" (Texto [A], p. 47).

En consecuencia se presenta la probabilidad usando la idea de funcién (aplicacion).
Puesto que la definicion no proporciona un método de calculo por § misma, soslaya este
problema, dejandolo para mas adelante, donde se introducira la regla de Laplace. Pero, en esta
regla, hay que admitir la equiprobabilidad de los sucesos, para poder asignarles una probabilidad.
Para introducir la nocion de probabilidad aporta la siguiente definicion, que coincide

practicamente con la que podriamos hallar en cualquier texto universitario:
"B) Definicion axiomatica de la probabilidad:
Sea E el espacio muestral asociado a un experimento aleatorio y sea B el espacio de sucesos
asociado a dicho experimento aleatorio. Admitimos que cualquier suceso S € B cumple los
siguientes axiomas.
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1. A cualquier suceso S € B se le puede asociar un numero no negativo p(S) que se llama
probabilidad de dicho suceso.

2.85i8;, 8, . ,Sn son sucesos incompatibles dos a dos, se verifica:

p(S,USU ... uSn) =p(S) +p(S,) +....... + p(Sn)

3. La probabilidad del suceso seguro, E, es p(E)= 1.

El conjunto formado por el espacio muestral E, el conjunto de sucesos y la aplicacion se llama
espacio probabilistico y se representa por (E, B, p)" (Texto [A], p. 47).

Resaltamos también la complejidad conceptual de esta definicion, puesto que el conjunto
inicial de esta aplicacion es el algebra de sucesos. Se trata, en consecuencia, no de una funcién de
variable real, como las que el alumno esta acostumbrado a manejar, sino de una funcion de
conjuntos con imagen real. A pesar de esta dificultad conceptual, hemos encontrado definiciones
similares en otros textos.

En [C], después de comentar brevemente las concepciones frecuencial y clasica,

introduce la definicion axiomatica de la probabilidad de la siguiente forma:
"La probabilidad, determinada por el procedimiento que sea, es, por tanto, un numero que
asociamos a cada suceso.
pP:S —pO
Es una aplicacion que hace corresponder a cada suceso un numero racional (hemos llamado S al
conjunto de todos los sucesos).
A la vista de lo que ocurria con las frecuencias relativas, a la probabilidad le exigimos las siguientes
propiedades:
1. P(S) 20, cualquiera que sea el suceso S.
2.P(E)=1
3.8i8; yS, son disjuntos, P(S1US3) = P(S;) + P(S2)
A partir de estas propiedades asignadas por imposicion (axiomas) se deducen otras, similares a las
de las frecuencias relativas" (Texto [C], p. 73).

Observamos aqui, que se restringe la probabilidad a valores racionales, lo cual no es
cierto, en general. Un suceso puede tener como probabilidad un numero irracional. Baste
recordar que el famoso problema de la aguja de Buffon esta relacionado con ¢ célculo del
numero .

En [F], después de comentar los conceptos de frecuencias absoluta, relativa y las
propiedades de las frecuencias relativas, introduce la probabilidad mediante la definicion
axiomatica de la siguiente forma:

"Sea P(E) un espacio de sucesos y R el cuerpo de los numeros reales.

Se llama probabilidad a una aplicacion p: P(E) ——— R que verifica los axiomas siguientes (ver
figura):

Axioma 1: Para todo suceso Ae P(E): 0 <p(4) <1.

Axioma 2: p(E) =1.

Axioma 3: Para todo par de sucesos Ay B incompatibles, p(AUB)= p(4) + P(B).

Es importante sefialar que estos axiomas han surgido de observar el comportamiento de las
frecuencias relativas.

Se llama espacio probabilistico a la terna (E,P(E),p), donde:

E es el espacio muestral.

P(E) es el algebra de Boole delos sucesos de E.

p es la probabilidad" (Texto [F], p. 228).

Definiciones similares se presentan en [G] y en [K]. El resto de los libros no presenta esta
concepcion.
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2.5.5 OTROS ASPECTOS CONCEPTUALES DE PROBABILIDAD

Probabilidades geométricas.

El concepto de probabilidad como medida permite resolver problemas de probabilidades
geométricas. El sentido es que si E es una region con una medida conocida, la probabilidad de
que un punto elegido al azar pertenezca a un subconjunto A de E es el cociente entre la medida
de A y la medida de E.

No se trata de una nueva concepcion de la probabilidad, sino de un caso particular de la
definicion general de probabilidad como medida (funcion de conjunto, normada, numerablemente
aditiva). En algunos libros de texto hemos encontrado este tipo de problemas y ejemplos.

En los ejercicios y ejemplos de [J], uno de los contextos mas utilizados son los

geométricos, a partir de una ruleta como el que sigue a continuacion:
" Ejemplo 1
Para la ruleta del grdfico:

Figura2.5.5.1

el conjunto de resultados posibles es =(Rojo, Blanco, Negro), con la siguiente aplicacion
frecuencial:
Rojo  —— 4
Blanco —W/8
Negro — %
¢Cudl es la probabilidad del suceso C = (Blanco, Negro)?

Calcularemos dicha probabilidad sumando las imagenes frecuenciales de los dos elementos del
suceso:

p(C) =3/8 +3/8=06/8 =3/4" (Texto [J], p. 296).
El resto de los textos no incluye este tipo de contextos.

Concepciones subyacentes sobre la probabilidad.

Hemos visto que, usualmente, los textos analizados presentan mas de una concepcion de
la probabilidad, bien en forma explicita o implicita.

Sin embargo, por lo general, suele observarse una concepcion dominante, bien porque
sea la que se presenta en el ambito de definicion, bien por el uso que se hace de la misma en los
ejemplos y ejercicios propuestos. A continuacion vamos a describir estas concepciores
dominantes en los textos analizados.

En [J] destaca la aproximacion frecuencial de la probabilidad. Se usa el término

"aplicacion frecuencial", ya analizado, que podria inducir una concepcion erronea sobre la
probabilidad.
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Tabla 2.5.1. Presentacion de las distintas concepciones de
probabilidad en los textos analizados

[A] [B] (€] (D] [E] [F]
Concepcion  [Cociente entre [Cociente entre |Cociente entre |Cociente entre |Cociente: k/n |Cociente entre
clasica casos casos casos casos (p- 177) casos
favorables y [favorablesy |[favorablesy |favorablesy |No menciona |favorablesy
posibles posibles posibles posibles regla de posibles
(p. 50) (p-28) (p.72) (p-77) Laplace (p- 229)
No menciona [No menciona
regla de regla de
Laplace Laplace
Concepcion El valor al cual [Al aumentar el |Estimacion
frecuencial se aproxima la |n° de exp. la fir.|tedrica de la f.
f. r.de un de un suceso |r. de un
suceso tanto |tiende a suceso
como estabilizarse  [(p. 177)
queramos alrededor de
(p. 72) un n° (p. 76)
Concepcion  [Medida del Mayor o
subjetiva grado de menor grado
confianza que |de seguridad
tenemos en la |que se puede
verdad de una |tener en que
cierta se produzca el
afirmacion o [hecho
en el acaeci- [deseado o no
miento de un |deseado
suceso. (p-27)
(p- 39)
Definicién Una aplicacion Una Una
formal que asocia a aplicacion: a aplicacion: a
cada suceso cada suceso cada suceso
un n° no un n° racional. un n° real, que
negativo y Le exigimos cumple los
cumple unas axiomas
axiomas propiedades (p. 228)
(p.47) (p.73)
Concepcion  [Cociente entre [Cociente entre [Cociente entre |Cociente Cociente Cociente entre
que inducen [casos casos casos entre casos casos
favorables y |favorablesy [favorablesy |favorables Estimacion favorables y
posibles posibles posibles y posibles Teorica de las |posibles
fir.
Aplicacion Grado de N° al que N° al que
seguridad. tienden las f.r. [Tienden las
Medida del fr.
grado de Aplicacion en Aplicacién en
confianza Q R

En [I] se emplean predominantemente los enfoques clésico y frecuencial. La probabilidad
de un suceso queda identificada con el numero a que tienden las frecuencias relativas y con el
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cociente entre casos favorables y casos posibles (Regla de Laplace), que es la mas utilizada en
todos los ejemplos y ejercicios. Estos dos enfoques son también los predominantes en [H].

Tabla 2.5.2. Presentacion de las distintas concepciones de

probabilidad en los textos analizados

[G] [H] (1] 1] (K]
Concepcion Cociente entre  [Cociente entre  |Cociente entre Cociente entre
clasica casos favorables [casos favorables [casos favorables casos favorables
y posibles y posibles y posibles y posibles
(p. 205) (p. 192) (p. 244) (p. 416)
Concepcion Implicitamente (p.|Frecuencia Cuando nl de  |Asignacion con |Con frecuencia
frecuencial 204) relativa para observaciones [probabilidades |relativa.
Como frecuencia |asignar aumenta la f.
de un suceso probabilidades. |Relativa del suc.
cuando el n®de |(p. 197) Asociado se va
pruebas se repite acercando mas y
ilimitadamente. mas hacia un
cierto valor
(p.236)
Concepcién Como grado de |De forma
subjetiva creencia implicita:
(p.293) Tenemos cierta
confianza
(p. 408)
Definicion formal|Una aplicacion Asignacion con |Una aplicacion
p:[P(H),AF>R probabilidades |del alg. Boole de
que obedece sucesos en R,
axiomas (p. 207) que verifica
axiomas (p. 412)
Otras Término medio |Reparto pro-
(p. 227) porcional:
Aplicacion fre
cuencial.
(p-293)
Probabilidades
geométricas.
Implicitamente
Concepcion que [Cociente casos |Cociente casos |Cociente casos |Aplicacion Cociente casos
inducen favorables/casos [favorables/casos |favorables/casos |frecuencial favorables/casos
posibles posibles posibles posibles N°

Aplicacion de
algebra Boole en
R.

N° al que tienden
las frec. relativas

N° al que tienden
las frec. relativas

al que tienden las
frec. relativas
Aplicacion de
algebra Boole en
R.

Cierta confianza.

En [K], a pesar de que en el capitulo aplicado a la probabilidad, presenta una breve
referencia a las concepciones frecuencial y clasica, todo el desarrollo del tema y de las
propiedades lo basa fundamentalmente en la concepcion formal empleando abundante notacion
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formalizada. Aparece el concepto de "espacio de sucesos" e identifica la probabilidad
fundamentalmente con una aplicacion.

En [G], se razona que la definicion rigurosa de probabilidad es la axiomatica,
"Inaceptable el concepto intuitivo de probabilidad, por las razones antes expuestas,
Kolmogorov, en 1933, establecio la probabilidad de un modo axiomatico"” (p. 207). Sin
embargo, en los ejemplos resueltos utiliza generalmente la regla de Laplace, por lo que esta
concepcion también es predominante en este texto. Finalmente en [C], [ELy [F] se presentan
varias de estas concepciones no dandose en especial mas importancia a ninguna de ellas sobre el
resto. Esta informacion se resume en las tablas 2.5.1. y 2.5.2.

2.5.6 CONCLUSIONES SOBRE LA PRESENTACION DEL CONCEPTO DE
PROBABILIDAD EN LOS TEXTOS

Como consecuencia del estudio anterior, obtenemos las siguientes conclusiones, sobre la
presentacion en los libros de texto analizados, del concepto de probabilidad.

1. Ningln texto trata todas las concepciones, y en general se omiten algunos elementos de
significado asociados a las mismas en las concepciones expuestas.

2. La concepcion clasica es tratada en todos los textos analizados, excepto en [J]. Todos
ellos la definen como el cociente entre el numero de casos favorables y el de casos
posibles, aunque algunos no mencionan explicitamente la regla de Laplace. ([B], [C], y [E].

Précticamente ninguno habla de los problemas de circularidad en esta concepcion de la
probabilidad. Solo [G], menciona que esta concepcion es completamente insuficiente desde un
punto de vista matematico (p. 205).

A pesar de que se enuncia que para poder aplicar la regla de Laplace los sucesos
elementales del experimento han de ser equiprobables, no se insiste lo suficientemente en que solo
se aplica en estos casos, pudiendo llevar a los alumnos a aplicar esta regla en otros casos que no
proceda. Asi mismo se han observado fendmenos de cambio de terminologia de algunos
conceptos, como en [D] donde se habla de "espacios uniformes".

3. La concepcion frecuencial la tratan todos los textos analizados, excepto [A], [B] y [F].

De los textos que la tratan todos hablan de frecuencias relativas. Sobre el nimero de
experimentos necesarios para el calculo de la probabilidad frecuencial, el tema se soslaya
generalmente:

" Tanto como queramos"” Texto [C].

"Ilimitadamente” Texto [G]

Cuando hablan del valor al que tienden las frecuencias relativas no explican claramente la
diferencia entre la convergencia de sucesiones con la que los alumnos se encuentran mas
familiarizados y la convergencia estocastica.

Creemos que en la concepcion frecuencial se debe explicar mejor la forma en que las
frecuencias relativas tienden hacia un valor determinado, y la problematica asociada al nimero de
experimentos necesarios en la determinacion de la probabilidad.
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4. La concepcion subjetiva solo la tratan cuatro textos de los analizados utilizando las
siguientes expresiones:

"Medida del grado de confianza" Texto [A].

"Mayor o menor grado de seguridad" Texto [B].

"Grado de creencia” Texto []].

"Tenemos cierta confianza" Texto [K].

En la concepcion subjetiva, hay gran disparidad de criterios. En caso de incluirla habria
que explicarla mejor, e insistir en que el valor asignado a la probabilidad depende de la
informacion de cada persona.

5. La concepcion formal se contempla aproximadamente en la mitad de los textos
analizados, a pesar de su complejidad.

Quienes la tratan lo hacen casi todos de la misma forma, que los textos de primeros
cursos de Universidad. Como excepciones citamos al texto [A], que solo habla de asignar un
numero entre 0 y 1 y [C] quien habla de una aplicacion del espacio de sucesos en Q, haciendo
una restriccion innecesaria de la probabilidad a valores racionales.

Hacen mencion al espacio probabilistico: [A], [F] y [K]. Creemos que la concepcion
formal no es adecuada a este nivel de 1° de BUP (14-15 afos), y por tanto no deberia ser
tratada.

Finalmente las probabilidades geométricas, sin mencionar explicitamente su nombre,
solo se tratan en [J], aunque por ser un contexto muy rico y relacionado con la idea de fraccion
pensamos que podria utilizarse mas.

2.6. PROBABILIDAD CONDICIONAL. DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA.
EXPERIMENTOS COMPUESTOS

En esta seccion se analizan varios conceptos que, generalmente, aparecen ligados en los
manuales escolares, debidos a su estrecha interconexion. Se trata de los conceptos de
dependencia e independencia, probabilidad condicional y probabilidades en experimentos
compuestos. El orden con que se presentan en los textos varia ligeramente, ya que, como hemos
indicado, al estar ligados entre si estos conceptos no puede prescindirse de uno de ellos para
introducir el resto.

2.6.1. PROBABILIDAD CONDICIONAL

El concepto probabilidad condicional, es fundamental, tanto para la nociéon de
independencia, como para poder definir la probabilidad en experimentos compuestos. Seguin
Heitele (1975) la probabilidad condicional mide el cambio en el grado de nuestras creencias en
funcion de la nueva informacion. Puesto que, como hemos razonado anteriormente, la
aleatoriedad no es una propiedad de los objetos o fendmenos, sino un modelo que aplicamos en
su analisis, en situaciones concretas este modelo puede ser reforzado por nuestro conocimiento
complementario sobre la situacion. Este es el punto de vista de la escuela bayesiana, donde todas
las probabilidades son condicionales, y que postula una aproximacion diferente a la inferencia
estadistica, lo que indica la importancia de este concepto dentro de esta escuela.

103



Si A y B son dos sucesos en un espacio muestral E y B tiene probabilidad no nula,
entonces definimos la probabilidad de A condicionada por B como la probabilidad de que,
habiendo ocurrido B se verifique también A, es decir, la probabilidad de A condicionada por B
viene dada por la férmula siguiente, supuesto p(B) # 0:

P(AN B)

T

Como vemos en esta definicion, si ocurre B, la probabilidad de A se evaltia en un espacio
muestral reducido. Puede demostrarse que la probabilidad condicional cumple los axiomas de
probabilidad.

A pesar de su importancia, este concepto no siempre es correctamente comprendido.
Falk (1988) describe las siguientes dificultades con relacion a la idea de probabilidad condicional:
a) Confusion entre condicionamiento y causacion: Con frecuencia la probabilidad

condicional se interpreta como la probabilidad de que el suceso B produzca u
ocasione el suceso A. No solo esta interpretacion es inadecuada, sino que puede dar
lugar a no considerar la pertinencia de calcular la probabilidad condicionada, cuando
los sucesos intervinientes no tienen una relacion de tipo causal. Este tipo de sesgo
también se pone de manifiesto en los estudios sobre la forma en que los sujetos
perciben la asociacion entre variables. Por ejemplo, Estepa (1994) ha puesto de
manifiesto como algunos alumnos confunden correlacion y causalidad, denominando a
este fenomeno "concepcion causal de la asociacion estadistica”.

b) Dificultad en saber elegir el suceso que actua como condicion en los problemas sobre
probabilidad condicional. Esta es una dificultad que se manifiesta especialmente en la
resolucion de problemas de enunciado verbal, donde el alumno percibe que esta
trabajando con probabilidades. Sin embargo le es dificil diferenciar si se trata de
probabilidades simples, compuestas o condicionales. En caso de identificar la
probabilidad condicional, confunde con frecuencia el suceso que actia como
condicion.

C) Confusion entre las probabilidades P(A/B) y P(B/A), denominada por Falk como la
confusion de la inversa. Por ejemplo, confundir la probabilidad de tener los ojos
azules si se es rubio y la probabilidad de ser rubio, teniendo los ojos azules. Este error
también se muestra en el caso particular del nivel de significacion en un contraste de
hipotesis (Vallecillos, 1994) donde se confunde la probabilidad de rechazar una
hipdtesis falsa con la probabilidad de que la hipdtesis sea falsa, una vez que la hemos
rechazado. La primera es el nivel de significacion. La segunda no puede ser calculada
en un paradigma de inferencia clasica, pero, a pesar de ello, los investigadores
experimentales confunden con frecuencia estas dos probabilidades condicionales.

d) Creer en la existencia de un %uceso condicionado A/B", mientras que lo que es
condicionado es la probabilidad. Falk atribuye estos tres errores a la ambigiiedad en
el lenguaje coloquial que usamos en los enunciados verbales de los problemas
probabilisticos, mientras que el lenguaje simbolico matematico de la probabilidad es
mucho mas preciso.

104



Como consecuencia de nuestro analisis anterior, los elementos intensionales del
significado de la probabilidad condicional que hemos identificado son los siguientes:

COIl: Si Ay B son dos sucesos en un espacio muestral E, definimos la probabilidad
de A condicionada por B, como el cociente entre la probabilidad de la interseccion de A y B
v la probabilidad de B, es decir, mediante la formula siguiente:

CO?2: La probabilidad del suceso condicionante P(B) debe ser distinta de cero para
poder definir la probabilidad condicional.

P(AN B)
P(B)
CO3: P(A/B) # P(B/A), en general; es decir la probabilidad condicional cambia
cuando se invierte el papel de los dos sucesos que intervienen en la misma.

P(A/ B)=

CO4: En la definicion de probabilidad condicional intervienen dos sucesos Ay B. Lo
que se condiciona es la probabilidad y no el suceso.

COS5: 0 < P(A/B) < 1; La probabilidad condicional toma un valor comprendido
entre 0y 1.

CO6: P(E/B) = 1, La probabilidad condicional del suceso seguro es igual a la
unidad, sea cual sea el suceso que actiia como condicion.

CO7:SiANnC=C P uCB) =P(A/B) + P(C/B), es decir, se mantiene el
axioma de la adicion de probabilidades de sucesos incompatibles.

A continuacion analizamos si los libros de texto de nuestra muestra presentan cada uno de
estos elementos de significado y el modo en que lo hacen.

Definicion de probabilidad condicional
En primer lugar hemos analizado los puntos CO1 y CO2, es decir, si los libros de texto
presentan la definicion de probabilidad condicional y si indican que para poder definir este
concepto, la probabilidad del suceso que aparece en el denominador debe ser distinta de cero.
Hemos encontrado la definicion de probabilidad condicional en algunos libros, que puede
ser explicita o implicita. En el primer caso, hemos encontrado dos variantes. Unos libros la definen
directamente, como los textos [A] y [C]:

"A la probabilidad P(B/supuesto que ocurrio A) se le llama probabilidad de B condicionada a A. Se
puede expresar, simplemente, P(B/A)" (Texto [C], p. 76).

En otros casos, como [K], se dedica un apartado a la probabilidad condicionada, que se

introduce a partir de la frecuencia relativa:
"Mediante un proceso de abstraccion y teniendo en cuenta la relacion que existe entre frecuencia
relativa y probabilidad, obtenemos el concepto de probabilidad del siguiente modo.
Definicion:Se llama probabilidad condicionada del suceso B respecto del suceso A y denotaremos
por p(B/A) al cociente:

p(B/A)=%2)B), p(4)%0
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Del mismo modo:

“(Texto [K], p. 418).

p(A4n B)

p(B)
En otros casos, como en los libros [E] y [F], se lace mencion de la probabilidad

condicional, a través de un ejemplo, aunque sin nombrarla explicitamente:
";Cudl es la probabilidad de sacar dos ases al extraer dos cartas consecutivas de una baraja
espariola? Sean A el suceso "sacar as en la primera extraccion" y B el suceso "sacar as" en la
segunda extraccion. Los sucesos A y B no son independientes.
p(A) =4/40
Si se realiza A quedan tres ases, y entonces la probabilidad de B es 3/39. En este caso, en vez de p(B)

se suele escribir p(B/A), para indicar que el suceso B viene condicionado por el suceso A: p(B/4) =
3/39. Aqui se verifica:
p(ANB) =p(A) . p(B/4) = 4/40. 3/39 = 1/130" (Texto [F], p. 232).

p(4/B)= . p(B)%0

Como vemos en este ejemplo, se definen implicitamente varios conceptos: Probabilidad
condicional, dependencia e independencia de sucesos. También se observa la ambigiliedad del
lenguaje, que podria dar lugar a confusion en los alumnos, ya que, en vez de indicar que la
probabilidad del suceso B viene condicionada por el suceso A se dice que es el suceso B el que
viene condicionado. Esto podria dar la falsa impresion de que estamos trabajando con una
probabilidad simple y de una operacion inexistente entre sucesos (condicionamiento, que no tiene
sentido). Este texto [F], mas adelante en el capitulo de estadistica, dentro de un apartado que
denomina “Complementos y ampliacion”, trata mediante un ejemplo y la definicion los
conceptos de probabilidad condicionada, de forma similar a otros textos ([F], p. 272).

Otra forma de introducir implicitamente la probabilidad condicional es a partir del
experimento compuesto, como en el texto [I]:

"Cuando varias experiencias aleatorias son independientes, la probabilidad de que ocurra el suceso
S; en la primera experiencia y S, en la segunda y ... y S, en la n-ésimaes: p(S;y S; y..y S) =
P(S1).p(S2)... p(S»). Para dos sucesos dependientes, la probabilidad de que ocurra el suceso S, en la
primeray S,en la segunda es:

p(S1yS2) =p(S).p (S:suponiendo que ha ocurrido S ).

Para tres sucesos dependientes:

p(SiyS2S3) = p(S1).p (S2/ocurrié Si). p(Ss/ocurrié Sy ocurrio ;)" (Texto [1], pp. 249-250).

Mientras en el ejemplo anterior se introducia la nocion de probabilidad condicional a
partir de un ejemplo particular, sin hablar en general de experimentos compuestos, en este caso,
la definicion tiene un caracter mas general. En ninguno de los dos ejemplos se habla de
probabilidad condicional, pero si se usa la notacion. En este ultimo ejemplo, incluso se generaliza
al caso de tres experimentos.

En [G] realiza una definicidén un poco forzada de la probabilidad condicionada, ya que en
la misma introduce la definicion de espacio probabilistico que no ha definido anteriormente,
viéndose obligado a incluir una aclaracion a pie de pagina. Asi encontramos:

"Sean A y B dos sucesos compatibles, no imposibles procedentes de la misma categoria de pruebas:
Ae P(H); BePH) A#J,B#J; ANB#.

Entiéndase que A es el subconjunto de H, formado por los i sucesos elementales: A = {h,h>, ...,hi}

Se denomina probabilidad de B condicionada a A -denotada p(B/A)- a la probabilidad de B sobre el
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espacio probabilistico de A" (Texto [G], p. 210).

A continuacion justifica que" la probabilidad de un suceso condicionado a otro es
igual al cociente de la probabilidad de su interseccion y la del condicionante" (Texto [G], p.
211). Finalmente indicamos que en otros libros, aunque no hace mencion explicita de la
probabilidad condicionada, si aparecen ejercicios relacionados con ella, como el siguiente
ejemplo:
"Sin embargo: P(A). P(sucede B habiendo sucedido A)=3/9.2/8=6/72 y esto es precisamente P(A y
B), como hemos calculado anteriormente " (Texto [H], p. 195).

Respecto a indicar que el suceso condicionante tiene que tener una probabilidad no nula,
son pocos libros los que lo incluyen En la definicion de [K] y [E] se tiene en cuenta que p(A) y
p(B), segun el caso han de ser distintas de cero. En [F], se indica que p(A) # 0, que es la
probabilidad que en la definicion de p(B/A) figura en el denominador. El resto de los libros no
analizan el hecho de que las probabilidades de los sucesos condicionantes han de ser distintas de
cero. Asimismo, indicamos que en algunos libros ([B], [D] y [J]) no se introduce la probabilidad
condicional.

Los dos sucesos que intervienen en la probabilidad condicional

Uno de los errores frecuentemente descritos sobre la comprension de la probabilidad
condicional es que los sucesos A y B a veces se intercambian o no se tiene conciencia de que
P(A/B) # P(B/A). Hemos buscado y solo en el libro [G] se indica esta diferencia de valor que se

obtiene y el diferente significado de estas dos probabilidades condicionales.
“Teorema 3. inversion de condiciones.El teorema de la probabilidad compuesta permite escribir
para dos sucesos Ay B, de la misma categoria de pruebas:

p(B/A):M- p(A/B):M

p(4) p(B)
p(ANB) =p(A). p(B/A); p(ANB) =p(B). p(A/B); Igualando:

B/ A _p(B)p(A4/B)
P ) —p(A)

puesta de la forma:

p(B/A) _p(4/B)
p(B) p(A4)

aparece una formula muy utilizada en la teoria de la informacion"” (Texto [G], p. 214).

Respecto a aclarar que lo que se condiciona es una probabilidad y no un suceso, no
solamente no se indica, sino que en algunos casos, como vimos antes en el texto [F], el lenguaje
es bastante ambiguo y podria dar origen a la confusion descrita sobre la existencia de un "suceso
condicionado" (Falk, 1988). Por ejemplo, en [A] hemos encontrado incluso una definicion de

suceso condicionado:
"Entonces, al suceso consistente en que se cumpla B (obtener bola blanca), habiéndose cumplido A,
se le llama suceso B condicionado a la verificacion del suceso A, y se escribe: B/A" (Texto [A], p. 51).
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Lo mismo ocurre en el libro [E], donde hemos encontrado la siguiente definicion:

"El suceso "ser una chica, sabiendo que procede del 1° A" lo simbolizaremos por H/A. Se calcula
enseguida que p(H/A)=17/70 y que p(H/A) = 17/40. (La expresion H/A se lee "H condicionado a
A")" (Texto [E], p. 179).

En el libro [G] no aparece esta definicion, pero se hace referencia implicita al mismo:
"La probabilidad de un suceso condicionado a otro es igual al cociente de la probabilidad de su
interseccion y la del condicionante" (Texto [G], p. 211).

Esta confusion conceptual no aparece en el resto de los textos.

Axiomas de la probabilidad condicional

Sélo en un libro hemos encontrado estudiados con detalle los axiomas de probabilidad,
aplicados al caso de la probabilidad condicional, aunque, consideramos justificado no incluir este
aspecto, debido a que excesivamente formal para este nivel de los alumnos. Se trata del texto
[G], donde se demuestra que 'la probabilidad condicionada es una probabilidad" porque
cumple la axiomatica definitoria de la probabilidad.

Como resumen de nuestro analisis se presenta la tabla 2.6.1 con los elementos de
significado asociados al concepto de probabilidad condicional. Cuando no son tratados aparece
en blanco.No todos los libros inc luyen el estudio de la probabilidad condicional y cuando lo hacen
el estudio es muy restringido, lo que nos parece acertado en este nivel de ensefianza. Sélo en un
caso se analiza el hecho de que la probabilidad condicional cumple los axiomas de probabilidad,
lo cual, por otro lado nos parece adecuado a este nivel de ensefianza. E caso de incluir el tema
observamos una variedad en la presentacion que puede ser explicita o implicita y ser directa o
bien a través de la frecuencia relativa condicional, o el experimento compuesto.

Tabla 2.6.1. Presentacion de la probabilidad condicional en los libros analizados

Libros COl CcO2 CO3 CO4 CO5 | CO6 | CO7
[A] Definicion directa Define Suc. Condicionado
(B]
[C] Definicion directa
[D]
[E] Implicita Ejemplo Explicito Define Suc. Condicionado
[F1 [Implicita Ejemplo y Definicion Si Lenguaje ambiguo
[G] Probabilidad Suceso Explicito Referencia implicita Si Si Si
condicionado
[H] Ejercicios
[1] Implicita E. compuesto
1]
[K] Def. Fr. relativa Explicito

No se destaca el papel de los dos sucesos que intervienen en la probabilidad condicional
ni el diferente valor de la probabilidad condicional cuando intercambiamos estos sucesos entre si,
con excepcion del texto G. Creemos que este punto se debiera resaltar mas, debido a las

confusiones repetidamente sefialadas sobre este punto en las investigaciones sobre didactica de la
probabilidad.
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2.6.2. INDEPENDENCIA Y DEPENDENCIA

Para Borovcnick, Bentz y Kapadia (1991) la independencia es el concepto que distingue
la teoria de la probabilidad, de la teoria de la medida. Es parte de las definiciones fundamentales
en esta rama de las matematicas, pero no un axioma basico. Es una hipotesis clave en teoremas
fundamentales, como el de Bernoulli, que establece un puente del enfoque estructural a la
interpretacion frecuencial y por ello la identificacion de este concepto contribuyo a la aceptacion
rapida de la axiomatica de Kolmogorov por la comunidad cientifica.

Con el concepto de independencia de ensayos similares es posible deducir una medida de
probabilidad en el espacio producto con solo conocer la distribucion de probabilidad en los
espacios muestrales de cada experimento simple. Por ello se convirtié en una pieza clave en la
axiomatica de Kolmogorov. Para Freudenthal (1973) la independencia es un concepto
fundamental en probabilidad, aunque indefinido, como lo son los puntos y rectas en geometria.
Considera que una comprension completa de la independencia no puede obtenerse en la escuela.

En los libros de texto usados en la ensefianza secundaria y universitaria se suele definir la
independencia entre dos sucesos, a partir de la regla de multiplicacién de probabilidades, del
siguiente modo:

Definicion 1. Dos sucesos A y B son independientes, si y solo si PCANB)=P(A).P(B), es
decir, si la probabilidad de la interseccion de los dos sucesos viene dada por las probabilidades
simples de los sucesos considerados.

Una definicion equivalente, salvo para el caso de que A o B tengan probabilidad 0, y que,
Segun Freudenthal (1973), es mas conveniente desde el punto de vista didactico es la siguiente:

Definicion 2: Dos sucesos A y B son independientes si y solo si P(B/A)=P(B), es decir,
si la probabilidad del suceso B no cambia cuando se afiade la condicion de que haya ocurrido el
suceso A. En cualquiera de las dos definiciones puede mostrar con facilidad que la independencia
o la dependencia es una relacion simétrica. Esta propiedad se ve directamente en la definicion 1y
se obtiene con ligeras manipulaciones de la definicion 2. Esta tultima definicion tiene el
inconveniente que es preciso exigir que los sucesos tengan probabilidades no nulas (al menos el
suceso A) para poder asegurar la existencia de las probabilidades condicionales.

Un problema con la definicion 1 es cuando A y B son sucesos pertenecientes a distintos
experimentos, por ejemplo cuando decimos que el resultado al lanzar una moneda es
independiente del resultado obtenido al lanzar otra. Supongamos que en este caso el suceso A
sea "obtener cara en la primera moneda" y el suceso B "obtener cara en la segunda". ;Qué
significaria AMNB? La interseccion de conjuntos sélo puede definirse sobre subconjuntos del
mismo conjunto universal. Truran y Truran (1997) analizan este problema y la solucion aportada
por diversos autores.

Una solucién dada por Feller es considerar los denominados "subconjuntos cilindricos" y
"subconjuntos rectangulares". Cuando se consideran dos espacios muestrales finitos E y E,, el
espacio muestral del experimento compuesto seria el producto cartesiano E xE,. En este caso, y
si AjeE; y B, €E, podemos definir el conjunto cilindrico A como A x E; y similarmente el
conjunto cilindrico B como E; x B,.

La definicion de estos conjuntos cilindricos permitird suprimir las objeciones de que A y B
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deben ser miembros del mismo conjunto universal, para poder definir su interseccion. Pero no
resuelve el problema de la definicion 1.

Cuando decimos P(AnB) = P(A).P(B) en el primer lado de la ecuacion nos referimos al
espacio producto. Pero para poder calcular P(A) o P(B) en el segundo lado, no es claro si nos
estamos refiriendo en realidad a A; y B,. La definicion de independencia en el caso de espacios
muestrales infinitos es algo mas complicada, puesto que los conjuntos cilindricos son solo una
pequeina parte de todos los subconjuntos del espacio muestral. Sin embargo, por suerte, es
suficiente asignar probabilidades a los conjuntos cilindricos para determinar en forma unica una
extension de esta probabilidad valida para todos los sucesos del espacio muestral producto.

E B,
ANB
A A

B
Truran y Truran (1997) indican que el concepto de independencia puede referirse a
sucesos 0 a experimentos aleatorios y que tiene un significado diferente en estos dos contextos.
Sugieren distinguir estas dos situaciones como modo de superar las dificultades sobre el tema,
dando las dos definiciones siguientes:

Independencia clasica: Se refiere a los sucesos que son subconjuntos de un mismo
espacio de probabilidad. Dos sucesos A y B se dice que son independientes si y solo si P(AnB)
=P(A).P(B). Esta definicion hace claro que la independencia es una relacion simétrica.

La forma P(A/B) = P(A) hace claro que la probabilidad de obtener A a partir del
subespacio de posibilidades B es la misma que la de obtener A a partir del espacio muestral
completo. La independencia de A y B no implica falta o existencia de relacion causal entre A y B
o de un tercer suceso con A y B. La definicion alternativa "A no produce efecto sobre B" ha
producido mucha confusion entre dependencia /independencia y causalidad.

Independencia de experimentos: Para Truran y Truran (1997) la independencia de
experimentos es una decision subjetiva sobre si el resultado de un experimento aleatorio es o no
influenciado por otro experimento aleatorio, posiblemente del mismo generador aleatorio. Lleva
también a la multiplicacion de probabilidades, pero no puede usar la notacion conjuntista clasica
(definicion 1).

Dos experimentos X e Y con m y n resultados A, y B;,, son independientes si se juzga que
ninguno de ellos tiene efecto sobre el otro. Esto significa que la probabilidad de que X produzca
el resultado A y Y produzca el resultado B es igual a la probabilidad de que X produzca el
resultado A; multiplicada por la probabilidad de que Y produzca el resultado B;.

Esta caracteristica comun de la multiplicacion es lo que ha confundido la distincion entre
los dos tipos de independencia. Sin embargo, la distincion es clara: la independencia de ensayos
se refiere a la interrelacion entre diferentes espacios probabilisticos y la independencia clasica a la
de los resultados de un tinico experimento, lo que es mucho mas sencillo.

Para Heitele (1975) la idea de independencia es mas fundamental incluso que la de
probabilidad condicional. Para este autor es una idea fundamental considerar independientes los
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experimentos aleatorios que no tienen conexion fisica. Sin embargo esto no resuelve el problema
de las situaciones en donde las probabilidades de los elementos del espacio producto cartesiano
se definen en modo que no todos los elementos son equiprobables. Esto explica la dificultad de
aplicacion de la idea de independencia, en los contextos practicos, porque la decision de
considerar si realmente dos experimentos son independientes uno de otro es, hasta cierto punto,
subjetiva. También muestra la discrepancia entre los modelos tedricos y su puesta en practica. La
idea de independencia expresada en la regla del producto es facil de comprender, pero incluso los
cientificos entrenados en estadistica tienen dificultad en reconocer si la independencia es aplicable
0 no en una situacion practica. Hawkins y cols.(1992) también indican que los estudiantes
confunden a veces las ideas de sucesos excluyentes y sucesos independientes.

Para analizar estas definiciones de independencia hemos identificado los siguientes
elementos intensionales del significado del concepto de independencia:

I1: Diferencia entre independencia de sucesos pertenecientes a un mismo espacio muestral
(experimento simple) e independencia de experimentos.

12: Dos sucesos A y B son independientes, si y solo si la probabilidad de la interseccion
es igual al producto de probabilidades: P (A N B) =P (A). P (B).

I3: Si P (A) # 0, dos sucesos A y B son independientes si y solo si la probabilidad de uno
no varia cuando se condiciona por el otro: P (B/A) =P (A).

14: La relacion de independencia/dependencia es simétrica.

I5: La relacion de independencia/ dependencia no es transitiva.

16: Dos experimentos son independientes si y solo si el resultado de cada uno de ellos no
influencia el del otro.

I7: Si los sucesos A y B son dependientes P(ANB) = P(A).P(B/A) = P(B).P(A/B).

I8: Teorema de la probabilidad total. Sea E el espacio muestral asociado a un
experimento aleatorio y supongamos que en E existe una particion (que en teoria de la
probabilidad se conoce como sistema completo de sucesos), es decir un conjunto de sucesos A
Az Ay, tales que:

AiNAj= paratodoi ? j;
AL UA, u..UA, =E.

En estas condiciones, para todo suceso B € E se cumple:
P(B) = P(B/A)).P(A)) +..... + P(B/A,).P(A,).

I19: Teorema de Bayes: Sea E el espacio muestral asociado a un experimento aleatorio y
supongamos que en E existe una particion (que en teoria de la probabilidad se conoce como
sistema completo de sucesos), es decir un conjunto de sucesos Aj, Ay, A, , tales que: A N A=
& paratodoi ? j;

AT UA, U..UA,=E.
En estas condiciones, para todo suceso B € E se cumple:

P(B/ A4i).P(A4i)
P(B)

El teorema de Bayes es el punto de partida de la inferencia bayesiana. Los sucesos A; se
interpretan como una serie de causas que podrian ocasionar la ocurrencia del suceso B. Las
probabilidades P(B/Ai) se denominan "probabilidades a priori" o probabilidades de que cada una
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de las causas A; produzca al suceso B. Las probabilidades P(A/ B) se denominan
probabilidades a posteriori" o probabilidades de que haya ocurrido una causa dada, una vez se
produce el efecto.

A continuacion analizamos la presencia de cada uno de estos elementos de significado en
los textos analizados.

Distinciones entre independencia de sucesos pertenecientes a un mismo espacio
muestral (experimento simple) e independencia de experimentos.

Sélo hemos encontrado esta propiedad en el texto [I], en que, aunque explicitamente no
se presenta, se trata implicitamente, puesto que se estudia tanto la independencia de sucesos,

como la independencia de experimentos, que se presenta en la forma siguiente:

"Dos o mas experiencias aleatorias se llaman independientes cuando el resultado de cada una de
ellas no depende de los resultados de las demds. Dos o mds experiencias aleatorias se llaman

dependientes cuando el resultado de una de ellas influye en el desarrollo de la otra" (Texto [I], p.
249).

No hemos encontrado ninguna referencia explicita a la distincion entre independencia de
sucesos pertenecientes a un mismo experimento e independencia de sucesos pertenecientes a
diferentes experimentos o independencia de experimentos en ninguno de los libros.

Definicion clasica de independencia a partir del producto de probabilidades

Hemos analizado la definicion consistente en que dos sucesos A y B son independientes si
y sblo si P (AnB) = P(A).P(B). En el libro [C], al final del apartado 6.5 sobre experimentos
compuestos, incluye las nociones de dependencia e independencia de sucesos y de la
probabilidad condicionada, de la siguiente forma que se ajusta a esta definicion, aunque también
aparece la idea mas intuitiva de independencia como no influencia:

"En un experimento compuesto por dos pruebas, si cada una de ellas no influye sobre la otra, se dice
que son independientes. En tal caso, si A es un suceso de la primera y B un suceso de la segunda, la
probabilidad de que ocurran ambos es P(AyB) = P (A). P (B)" (Texto [C], p. 76).

Definiciones que usan la regla del producto para definir la independencia se encuentran

también en [A] y [F]. En [I] se generaliza a varias pruebas:
"Cuando varias experiencias aleatorias son independientes la probabilidad de que ocurra el suceso
S; en la primera experiencia y S, en la segunda y ... y Sn en la n-ésima es: p(S;y S;y..y S,) =p(S)).
p(Sy)... p(S,)" (Texto [1], p. 249).

Estos resultados se generalizan para n sucesos independientes, afirmando que "este

resultado se conoce con el nombre de teorema de la probabilidad compuesta”. (Texto [1], p.
420). En [E] y [K] se indica también el desarrollo de la formula de célculo de la probabilidad

compuesta en caso de independencia:
"Por tanto, si A y B son independientes, la formula (1) se transforma en esta otra:

p(BNA)

B) =
p(B) )

= p(Bn A)=p(B).p(4)

“(Texto [E], p. 180).
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En [D], dedica un pequeio apartado que denomina "Probabilidad compuesta de
sucesos independientes" donde aporta la siguiente definicion, basada en la regla del producto de
probabilidades:

"Cuando dos sucesos A y B son independientes, se llama probabilidad compuesta al producto de las
probabilidades de los dos sucesos" (Texto [D], p. 79).

Asi mismo encontramos el siguiente ejemplo en que el alumno deberia usar esta regla para
el célculo de la probabilidad pedida:

¢ Qué probabilidad tenemos de sacar cara y 3 en el lanzamiento de simultaneo de una moneda y un
dado? (Texto [D], p. 79).

En [H], no aparece un apartado especifico de experimentos compuestos, pero los trata a
través de ejemp los y ejercicios como el que sigue, en los que los alumnos deben aplicar la regla
del producto:

"En una urna hay 3 bolas rojas y 6 bolas verdes. Se extraen sucesivamente dos. Llamamos A ="sacar

la 11 bola roja" y B = "sacar la 21 bola roja". Hallar P(A y B) en los casos siguientes: 1. Se devuelve
la 10 bola. 2. No se devuelve la 10 bola" (Texto [H], p. 195).

Concluye después de este ejemplo de la siguiente forma, que corresponde a la idea de

independencia como no influencia:

"En general: Dos sucesos son independientes cuando la realizacion de cada uno de ellos no influye
en la del otro. Si A y B son dos sucesos independientes: P(AyB) = P(A).P(B)" (Texto [H], p. 195).

De los ejercicios relacionados con estos conceptos, tan solo hay tres que no se refieren a
juegos de azar, éstos son: c), d), y e) de la p. 195. No tratan este elemento de significado los
textos [B] y [J].

Definicion a partir de la probabilidad condicional
Consiste en definir la independencia de sucesos de la forma siguientes: Dado que P(A) #
0, dos sucesos A y B son independientes si P(B/A)=P(A). Hemos encontrado esta definicion en

los textos [A], [E], [F], [G] y [K], en forma mas o menos parecida al siguiente ejemplo:
"Dos sucesos Ay B de un mismo espacio probabilistico son independientes si: P(B)=P(B/A), siendo
dependientes en caso contrario” (Texto [G], p. 212).

En el resto de los textos no se incluye esta propiedad de los sucesos independientes,
consistente en la invarianza de la probabilidad, cuando se condiciona por un suceso independiente
del dado.

Propiedades de la relacion de independencia
Hemos analizado si los libros de texto realizan o no una discusion de las propiedades que
tiene la relacion de independencia. Respecto a la propiedad simétrica solo aparece en [A]y [G],

como vemos a continuacion:

"Teorema 1. La relacion de independencia de sucesos es simétrica; es decir:
VAcH, VB cH, P(B) =P(B/A) < P(A)=P(4/B) " (Texto [G], p. 213).

La segunda propiedad estudiada es que dos experimentos son independientes si el
resutado de cada uno de ellos no influencia el del otro. En [C], concluye con la nocién de
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independencia y dependencia de suceso, apoyandose para ello en los dos ejemplos mencionados

anteriormente, de la siguiente forma:
"En un experimento compuesto por dos pruebas, si cada una de ellas no influye sobre la otra, se dice

que son independientes. En tal caso, si A es un suceso de la primera y B un suceso de la segunda, la
probabilidad de que ocurran ambos es P(Ay B) = P(4).P(B)" (Texto [C], p. 76).

Similar andlisis se presenta en [F]. En [E] se analiza la misma propiedad con un ligero

matiz, pues se hace mencion al cambio en la probabilidad:
"Si A y B son dos sucesos de probabilidad no nula y la realizacion de A no varia la probabilidad de
que se realice al mismo tiempo B, se dice que A y B son independientes. En tal caso se tiene p(B/A) =
p(B)" (Texto [E], p. 180).

No se hace mencion a la falta de transitividad de la relacion de independencia, lo cual
también es explicable por el espacio limitado dedicado al tema.

Propiedades de la relacion de dependencia
Hemos encontrado un estudio de algunas de estas propiedades en el texto /1] que dedica
un apartado a la composicion de experiencias independientes y dependientes. Primeramente nos
referimos a que si los sucesos A y B son dependientes P(ANB) = P(A).P(B/A) = P(B).P(A/B):
"Para dos sucesos dependientes, la probabilidad de que ocurra el suceso S; en la primeray S: en la
segunda es: p (S; v S,) = p(S)). p (S; suponiendo que ha ocurrido §). Para tres sucesos

dependientes: p(S;1y S:y S3) = p(S1).p(S:2 /ocurrio Sy). p(Ss/ocurrio S;y ocurrio S;)" (Texto [I], pp.
249-250).

Asimismo, aparece el estudio de ese punto en el libro [K], como podemos ver en el
siguiente ejemplo:
“De las dos relaciones anteriores se obtiene:
p(ANB)=p(4).p(B/4)
p(ANB)=p(B).pA/B)
La probabilidad de suceso interseccion es igual a la probabilidad de uno de ellos, supuesta no nula,
por la probabilidad del otro condicionada a la realizacion de la anterior" (Texto [K], p. 418).

En [C] aparece esta propiedad en la forma siguiente:
“Si las pruebas no son independientes, P (Ay B) = P (4). P (B/supuesto que ocurrio A).
A la probabilidad P (B/supuesto que ocurrioé A) se le llama "probabilidad de B condicionada a A".
Se puede expresar, simplemente, P (B/4)” (Texto [C], p. 76).

Una segunda propiedad es que, si dos sucesos A y B son dependientes, se verifica que
p(B) # p(B/A). En [A] continia con la definicion de sucesos dependientes e independientes como
sigue:
"Si p(B/A)#p(B), se dice que el suceso B es dependiente de A. Si p(B/A)=p(B), se dice que el suceso B
es independiente del suceso A y se tiene: p(AN B) = p(4).p(B) (Texto [A], p. 52).

Aporta la misma definicion para el caso p(A/B) y concluye que "Esta ultima formula
recibe el nombre de formula de la probabilidad compuesta.” (Texto [A], p. 52). En [K],
aparece en forma similar (p. 420). En [G], Define la independencia y dependencia de sucesos
enunciando y demostrando algunos teoremas relativos a la independencia de sucesos como el
siguiente:

"Teorema 2. Dos sucesos incompatibles, no imposibles, nunca son independientes" (Texto
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[G], p. 213).

En [B], y en [D] no menciona nada en relacién con este concepto.

Probabilidad total y teorema de Bayes.
Estos dos conceptos solo son tratados en el texto [A]. Dentro de un apartado
denominado “Férmulas de Bayes”, introduce en primer lugar, el teorema de la probabilidad total,

sin mencionar su nombre, y a continuacion el teorema de Bayes:

“4.10. Formulas de Bayes:

Sean A, A, A, tres sucesos incompatibles asociados a un experimento aleatorio, tales que A; UA,
UA3=E, siendo E el espacio muestral o suceso seguro, y sea B un suceso cualquiera (Figura 25b). Se
tiene:

B=BNE=BN(A; A UA3)= (BN A;) UBNAY UBNA3)
Luego, p(B)=p(4, "B)+p(A, N B)+p(4; N B)” (Texto [A], p. 53).

A continuacion después de una breve demostracion, concluye asi:

“Y sustituyendo p(B) por su valor de la formula (5), resulta:

p(A).p(B/ A)

p(Ai/ B)=

p(A).p(B A+ p(42).p(B/ A2) + p(43).p(B ] A3)
p(42/ B) = p(A42).p(B/ A42)

p(A).p(B/ A1)+ p(A2).p(B/ Az2) + p(A43).p(B/ A43)
p(4s/B)= p(A43).p(B/ 43)

D(A).p(B/ A1)+ p(A2).p(B | A2) + p(43).p(B | 43)
que son las formulas de Bayes” (Texto [A], p. 53).

En la tabla 2.6.2. presentamos un resumen de los elementos de significado presentados en
relacion con la dependencia e independencia. En ella observamos que la diferenciacion entre la
independencia de sucesos pertenecientes al mismo espacio muestral y la independencia entre
experimentos solo se trata implicitamente en le texto [I]. La probabilidad de la interseccion de
sucesos independientes si es tratada en todos los textos excepto en [H], que lo hace a través de
ejemplos y ejercicios y comentaremos mas adelante en la seccion 3.8. La definicion de
independencia a través de la probabilidad condicionada, es decir que dos sucesos son
independientes cuando p(B/A) = p(B) aparece en los textos [A], [E], [F], [G] y [K], mientras que
la definicion de que son independientes cuando el resultado de uno de ellos no influye en la
realizacion del otro, aparece en los textos [D], [E], [F], [H] e [1].

La definicion de dependencia entre sucesos a partir de la formula de la probabilidad
condicionada aparece en los textos [C], [F], [G], [I] y [K]. La propiedad de simetria de la
independencia de sucesos solo la trata los textos [A] y [G], mientras que la no transitividad
aparece de forma implicita en el texto [I]. El teorema de la probabilidad total y las formulas de
Bayes tinicamente aparecen en el texto [A].

115



Tabla 2.6.2. Elementos de significado relacionados con la dependencia e independencia

11 12 13 14 15 16 17 819
[A] Definicion Definicién | Si Si | Si
[B] Definicion
[C] Definicion Ejemplo Si
[D] Definicion Si
[E] Definicion Definicion Si
[F] Definicion Definicién Definicion Definicion
[G] Definicion Definicién | Si Si
[H] Ejemplos y ejercicios Si
[1] | Implicitamente Definicion Implicitamente Si Si
[J] Definicion
[K] Definicion Definicion Si

Podemos concluir por tanto que los elementos de significado que hacen referencia a las
distintas definiciones tienen un tratamiento aceptable en el 50% de los textos, excepto el 12, sobre
que la probabilidad de la interseccion de sucesos es igual al producto de las probabilidades de
dichos sucesos que aparece en todos los textos excepto en [H], que lo hace a través de ejemplos
y ejercicios. Por el contrario, el resto de los elementos de significado, sélo aparece como hemos
visto en uno o dos textos.

2.6.3. PROBABILIDAD EN EXPERIMENTOS COMPUESTOS

Para Freudenthal (1973) en probabilidad el interés casi nunca se centra en un solo
espacio probabilistico, sino mas bien en la interrelacién de muchos espacios probabilisticos. Un
dispositivo especialmente util es construir el producto cartesiano de dos o mas espacios
muestrales para obtener el espacio muestral del experimento compuesto.

Separar los conceptos de espacio muestral y distribucion puede parecer ahora obvio.
Pero ha sido uno de los obstaculos tradicionales en el desarrollo conceptual. La cuestion de
extension de las probabilidades de varios experimentos simples al experimento compuesto no fue
alcanzada hasta el desarrollo de las ideas de independencia y probabilidad condicional.
(Borovnick y cols. 1991).

Los elementos intensionales de significado que hemos identificado para el concepto de
experimentos compuestos son los siguientes:

ECI: Los experimentos compuestos se componen de varios experimentos simples
que pueden ser o no dependientes.

EC2: El espacio muestral es el producto cartesiano de los espacios muestrales en
los experimentos simples.

EC3: Si los experimentos son independientes la probabilidad para todo suceso

Aix Ay x..x A, € A; es: P(A;x Axx ..x A, ) = P(4)......P(4,)

EC4: Si los experimentos son dependientes la probabilidad para todo suceso

Ajx Ay x ..x A, € A; es: P(A;) x P(A;/ A}) x..x P(A,/ Ain...nA4,.;)

A continuacién analizamos cada uno de ellos.
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Experimento compuesto como composicion de experimentos simples

Primeramente hemos analizado el hecho de que se componen de varios experimentos
simples que pueden ser o no dependientes.

En [C], dedica un apartado al estudio de los experimentos compuestos, concepto que
introduce mediante dos ejemplos relativos a extraccion de cartas, el primero consistente en
extraer una carta de cada una de las dos barajas disponibles, y el segundo extraer dos cartas de

una sola baraja, afirmando que:
"En ambos casos se presentan experimentos que pueden ser considerados como compuestos de dos:
la doble extraccion como dos extracciones consecutivas” (Texto [C], p. 75).

En [I], a través del enunciado de tres problemas en el margen izquierdo de la pagina 247
introduce el concepto de experiencias compuestas, asi por ejemplo uno de ellos dice:
"Problema 1. Lanzamos dos dados. ;Cudl es la probabilidad de obtener dos unos?" (Texto [1], p. 247).

Nos advierte que:
“En cada uno de estos problemas aparece un experimento que se puede descomponer en dos" asi en
"el problema 1: lanzar un dado y después otro” (Texto [I], p. 247).

Procede a continuacion a la resolucion de los tres problemas anteriormente mencionados en
los que emplea la regla de Laplace, pero utiliza un recurso distinto en cada uno de ellos.

En el primero utiliza una tabla de doble entrada, en el segundo la combinatoria,
advirtiendo que en este caso, al contrario que en el anterior el resultado de la segunda carta si
depende de la que haya salido en primer lugar. En el tercer problema propuesto recurre a la
utilizacion del diagrama del arbol a los que califica de '"muy utiles para el calculo de
probabilidades compuestas"” (Texto [1], p. 248).

Dedica un apartado a la composicion de experiencias independientes y dependientes,

donde las define de la siguiente forma:
"Dos o mas experiencias aleatorias se llaman independientes cuando el resultado de cada una de
ellas no depende de los resultados de las demads.
Dos o mas experiencias aleatorias se llaman dependientes cuando el resultado de una de ellas
influye en el desarrollo de la otra" (Texto [1], p. 249).

En el resto de los libros no se hace mencion a esta descomposicion.

La segunda propiedad es la formacion del espacio muestral como producto cartesiano de
los espacios muestrales en los experimentos simples. No la hemos encontrado explicitamente en
ningun texto. Sin embargo, hemos encontrado a lo largo del desarrollo del apartado de
experiencias compuestas del texto [I], expresiones de esta formacion del espacio muestral
producto en algunas de las definiciones y ejemplos que implicitamente, nos introduce esta
propiedad. Como ejemplo, presentamos la siguiente definicion sobre la independencia de

sucesos, donde aparece el espacio producto S; X S; x... S; .

"Cuando varias experiencias aleatorias son independientes la probabilidad de que ocurra el suceso
S, en la primera experienciay S, en la segunday ...y S, enlan-ésima es:

p(SiyS2:y...ySi) =p(S1). p(S2)... p(S:) " (Texto [1], p. 249).

Probabilidad de un suceso en el caso de experimentos independientes
En [C], al final del apartado 6.5 sobre experimentos compuestos, incluye las nociones de
dependencia e independencia de sucesos y de la probabilidad condicionada, de la siguiente
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forma, donde da la regla de calculo de probabilidades compuestas en @so de experimentos

independientes:
"En un experimento compuesto por dos pruebas, si cada una de ellas no influye sobre la otra, se dice
que son independientes. En tal caso, si A es un suceso de la primera y B un suceso de la segunda, la
probabilidad de que ocurran ambos es
P(AyB)=P(4).P (B)" (Texto [C], p. 76)

También lo hemos encontrado en [I], generalizado a un nimero cualquiera de pruebas,

como mostramos a continuacion:
"Cuando varias experiencias aleatorias son independientes la probabilidad de que ocurra el suceso
S; en la primera experiencia y S, enla segunday ...y S, enla n-ésima es:

p(S1yS: y..¥8,) =p(S). p(S:)... p(S,) " (Texto [1], p. 249).
No tratan este concepto el resto de los textos en forma explicita.

Probabilidad de un suceso en el caso de experimentos dependientes
Hemos encontrado la regla de célculo de probabilidades compuestas en experimentos
dependientes en [C]:
“Si las pruebas no son independientes, P (A y B) = P (4) .P (B/supuesto que ocurrio A) .

A la probabilidad P (B/supuesto que ocurrio A) se le llama "probabilidad de B condicionada a A”.
Se puede expresar, simplemente, P (B/4)” (Texto [C], p. 76).

En [I] también encontramos esta regla de calculo, que se generaliza al caso de varias

pruebas:
“Para dos sucesos dependientes, la probabilidad de que ocurra el suceso S, en la primeray S, en la
segunda es:
p(S;ySy) =p(S).p (S,suponiendo que ha ocurrido S ).
Para tres sucesos dependientes:
p(S;1yS,yS3) =p(S).p(Syocurrio S;). p(Ss/ocurrio S;y ocurrio S,)" (Texto [I], pp. 249-250).

Como resumen presentamos la tabla 2.6.3. sobre el tratamiento de los experimentos
compuestos en los textos analizados.
Tabla 2.6.3. Tratamiento de los experimentos

compuestos en los textos analizados
EC1 EC2 EC3 EC4

[A]
[B]
[C]] Si trata Sitrata | Sitrata
[D]
[E]
[F]
[G]
[H]
[17 | Sitrata | Implicitamente | Sitrata [ Sitrata
]
[K]

En ella observamos que los tnicos textos que tratan los experimentos compuestos son [C]
e [I]. Los elementos de significado intensionales EC1, EC3 y EC4 lo tratan ambos textos y el
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EC2 sobre que el espacio muestral de un experimento compuesto es el producto de los espacios
muestrales de los experimentos simples que lo componen es el texto [I], que lo hace de una forma
implicita.

2.64. CONCLUSIONES SOBRE LA  PROBABILIDAD CONDICIONAL,
INDEPENDENCIA Y EXPERIMENTOS COMPUESTOS

Probabilidad condicional

No todos los libros incluyen el estudio de la probabilidad condicional y cuando lo hacen el
estudio es muy restringido. S6lo en un caso se analiza el hecho de que la probabilidad condicional
cumple los axiomas de probabilidad, lo cual, por otro lado nos parece adecuado a este nivel de
ensefianza.

En caso de incluir el tema observamos una variedad en la presentacion que puede ser
explicita o implicita y ser directa o bien a través de la frecuencia relativa condicional, o el
experimento compuesto.

Sefialamos también la ambigtliedad de lenguaje de algunos libros que puede inducir a creer
que el condicionamiento es una operacion que afecta a los sucesos y no a la probabilidad. Esta
ambigiiedad llega a veces a presentar una definicién de "suceso condicionado", incorrecta desde
nuestro punto de vista y sefialada por otros autores, como Falk.

No se destaca el papel de los dos sucesos que intervienen en la probabilidad condicional
ni el diferente valor de la probabilidad condicional cuando intercambiamos estos sucesos entre si,
con excepcion del texto G. Creemos que este punto se debiera resaltar mas, debido a las

confusiones repetidamente sefialadas sobre este punto en las investigaciones sobre didactica de la
probabilidad.

Dependencia e independencia de sucesos

En ella observamos que la diferenciacion entre la independencia de sucesos
pertenecientes al mismo espacio muestral y la independencia entre experimentos solo se trata
implicitamente en le texto [I]. La probabilidad de la interseccion de sucesos independientes si es
tratada en todos los textos excepto en [H], que lo hace a través de ejemplos y ejercicios y
comentaremos mds adelante en la seccion 3.8. La definicion de independencia a través de la
probabilidad condicionada, es decir que dos sucesos son independientes cuando p(B/A) = p(B)
aparece en los textos [A], [E], [F], [G] y [K], mientras que la definicion de que son
independientes cuando el resultado de uno de ellos no influye en la realizacion del otro, aparece
en los textos [D], [E], [F], [H] ¢ [1].

La definicion de dependencia entre sucesos a partir de la formula de la probabilidad
condicionada aparece en los textos [C], [F], [G], [I] y [K]. La propiedad de simetria de la
independencia de sucesos solo la trata los textos [A] y [G], mientras que la no transitividad
aparece de forma implicita en el texto [I]. El teorema de la probabilidad total y las formulas de
Bayes tinicamente aparecen en el texto [A].

Podemos concluir por tanto que los elementos de significado que hacen referencia a las
distintas definiciones tienen un tratamiento aceptable en el 50% de los textos excepto el 12, sobre
que la probabilidad de la interseccion de sucesos es igual al producto de las probabilidades de
dichos sucesos que aparece en todos los textos excepto en [H], que lo hace a través de ejemplos
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y ejercicios. Por el contrario, el resto de los elementos de significado, solo aparece como hemos
visto en uno o dos textos.

Experimentos compuestos

El tratamiento que reciben los experimentos compuestos en los libros de texto analizados
es escaso, posiblemente debido a la limitacion del tiempo disponible. Los tnicos textos que
plantean estos conceptos son [C] e [I]. Los elementos de significado intensionales EC1 (un
experimento compuesto se compone de varios simples), EC3 y EC4(sobre independencia y
dependencia de experimentos) lo tratan los textos [C] e [I] y el EC2 (el espacio muestral de un
experimento compuesto es el producto de los espacios muestrales de los experimentos simples
que lo componen) es el texto [I], que lo hace de una forma implicita.

2.7. VARIABLE ALEATORIA

2.7.1. ELEMENTOS DE SIGNIFICADO DE LA VARIABLE ALEATORIA

El ultimo concepto tratado en nuestro analisis es el de variable aleatoria. Aunque son
pocos los libros que lo introducen de manera explicita, sin embargo lo hemos encontrado en
alguno de ellos, bien en el tema de probabilidad o en el de estadistica. Otras veces se hace uso
del concepto de forma implicita, por lo que nos ha parecido necesario completar nuestro analisis
con este punto. En particular consideramos implicita la idea de variable aleatoria cuando se
describe la variable estadistica en el tema de probabilidad, ya que una variable estadistica se
obtiene a partir de los valores observados de una variable aleatoria en una muestra.

Para Hawkins y cols. (1992) el concepto de variable aleatoria es bastante sutil. Es una
funcion con valores numéricos cuyo dominio es un espacio muestral. Una definicion precisa de la
variable aleatoria requiere un grado de sofisticacion matematica excesivo para los estudiantes de
secundaria. No obstante, una aproximacion mas informal podria ser adecuada para estos niveles.

Segun Heitele (1975) la idea de variable aleatoria es fundamental en estadistica, ya que
amplié notablemente las aplicaciones de la probabilidad y permiti6 resolver algunas paradojas,
como la de San Petesburgo. Las variables aleatorias no son s6lo importantes dentro de la teoria
de la probabilidad, sino también en la vida cotidiana. Tres son los puntos importantes en el
modelo de variable aleatoria: la distribucion, la esperanza y la varianza. La distribucion de una
variable permite comparar cada caso aislado con el conjunto de observaciones. La esperanza
matematica se interpreta intuitivamente como la media aritmética de los valores de la variable si
repitiésemos un gran numero de veces el experimento en idénticas condiciones. La varianza
permite apreciar la variabilidad de la distribucion en torno a la media. También es importante la
composicion de variables aleatorias mediante operaciones de tipo diverso para obtener otras
nuevas.

Los nifios pequefios consideran equidistribuidas todas las variables aleatorias. Incluso los
alumnos mayores asumen la equidistribucion en experimentos tan sencillos como el nimero de
caras al lanzar dos monedas, como ha puesto de manifiesto Lecoutre y Cordier (1990) en
repetidos experimentos con estudiantes de diversa edad y preparacion. Heitele plantea esta
creencia como un problema didactico y sugiere que deberia introducirse a los alumnos al estudio
de distribuciones, como la normal, donde este principio falla. Sin embargo, puesto que los
teoremas de limite no son accesibles hasta llegar a la Universidad, quizas el unico modo de
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introducir la distribucion normal para alumnos de secundaria fuese por medio de la simulacion.

Borovenik y cols. (1991) indican que una variable es aleatoria cuando su valor se
determina como resultado de un experimento aleatorio. Para caracterizarla necesitamos conocer
el conjunto de todos sus posibles resultados y las probabilidades asociadas a cada uno de ellos.

Una variable aleatoria se define como una funcién  del espacio muestral E en el conjunto
de numeros reales R.

{:E— PR

No cualquier funcion puede ser una variable aleatoria. Se requiere que, para cada intervalo
I, el conjunto {s: { (s) = I} sea un suceso del espacio muestral, y, por tanto, tenga una
probabilidad bien definida. Esto garantiza que la variable aleatoria transporte la probabilidad P
que esta definida sobre el espacio muestral E a la linea real, definiendo P; (I)= (P{s: { (s) € 1})

En consecuencia, del analisis anterior, identificamos los siguientes elementos intensionales
del significado de la variable aleatoria:

VAI: La variable aleatoria toma sus valores dependiendo de los resultados de un
experimento aleatorio.

VA2: Es una funcion del espacio muestral en R.

VA3: Queda caracterizada mediante la distribucion de probabilidad: Conjunto de
valores que toma junto con su probabilidad.

VA4: Se requiere que, para cada intervalo I de R el conjunto original sea un suceso
del espacio muestral.

VAS5: Una variable aleatoria define una medida de probabilidad sobre el conjunto
de numeros reales.

VAG6: Para cada variable aleatoria podemos definir una funcion de distribucion de
la forma siguiente:

R: [0, 1]

x: > F(x)=P({<x)
>

VA7: La funcion de distribucion de una variable aleatoria es una funcion real de
variable real, monotona no decreciente.

VAS: La funcion de distribucion de una variable aleatoria determina en forma
biunivoca la distribucion de probabilidad.

VA9: Sea (x ; pi ) i€ I la distribucion de probabilidad de una variable aleatoria
discreta. Se define la media o esperanza matemdtica como E[{]= Xic; xi pi. Este concepto
extiende la idea de media en una variable estadistica.

VAI10: La moda es el valor mds probable de la variable.

VAll: La mediana es el valor de la variable para el cual la funcion de distribucion
toma el valor 1/2. Por tanto, la probabilidad de que una variable aleatoria tome un valor

menor o igual a la mediana es exactamente 1/2.

A continuacion analizamos la presencia en los libros de cada uno de estos elementos de
significado.

2.7.2. DEFINICION Y PROPIEDADES
Consideramos en este apartado la definicion de la variable aleatoria, asi como sus
propiedades, tratadas de forma explicita o implicita. Como hemos indicado, la mayor parte de los
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libros de texto tratan la nocidn de variable estadistica con distintos niveles de formalizacion dentro
del tema de estadistica, aunque son muy pocos los que tratan explicitamente la nocion de variable
aleatoria.

Consideramos, sin embargo, que al estudiar la variable estadistica se hace mencion
implicita a la idea de variable aleatoria, ya que una variable estadistica refleja el conjunto de
valores tomados por una variable aleatoria en una muestra.

VAI: La variable aleatoria toma sus valores dependiendo de los resultados de un
experimento aleatorio.

En [E], aparece implicitamente (p.183), al definir la esperanza matematica. Aunque no
hemos encontrado este elemento de significado, en algunos libros de texto como en [G] y dentro
del capitulo de estadistica, en el apartado 'Estadistica descriptiva. Terminologia. Variable

aleatoria", se define el concepto de variable estadistica de la siguiente forma:
"Se denomina variable estadistica a la variable que toma valores, llamados resultados dentro de un
determinado dominio o cardcter, con una determinada frecuencia oprobabilidad" (Texto [G], p. 222).

Después de aclarar que existen variables estadisticas cualitativas y cuantitativas y que

¢stas ultimas a su vez pueden ser discretas y continuas, en el ejemplo 29 afirma que:
"La variable estadistica espesor del dieléctrico de una fabricacion en serie de una determinada
pieza de un condensador es una variable gleatoria cuantitativa continua, pues, teoricamente, puede
tomar cualquier valor del intervalo de extremos mayor y menor conseguidos" (Texto [G], p. 222).

En este ejemplo observamos una mencion explicita a la variable aleatoria y también una
cierta confusion entre los conceptos de variable aleatoria y variable estadistica, ya que la
estadistica viene dada por una distribucion de frecuencias y la aleatoria por una distribucion de
probabilidad.

En el texto [A], aparece implicitamente, en el ejemplo de la pagina 59, donde se refiere a
la distribucion de frecuencias y la distribucion de probabilidad. No tratan este concepto el resto
de los textos analizados

VA2: La variable aleatoria es una funcion del espacio muestral en R.
No tratan este aspecto ninguno de los textos analizados.

VA3: La variable aleatoria queda caracterizada mediante la distribucion de
probabilidad, es decir, el conjunto de valores que toma junto con su probabilidad.

En [A], dentro del tema 5 denominado Variable estadistica. Medidas de posicion central.
Medidas de dispersion, en el apartado 5.4 Distribucion de frecuencias y de probabilidad a partir

de un ejemplo de lanzar diez veces un dado, afirma que:
"En general:
El conjunto de valores que puede tomar una variable aleatoria, juntamente con sus probabilidades
respectivas, se llama una distribucion de probabilidad. Si la variable aleatoria x puede tomar los
valores x ; x; X3 ....., x, con probabilidades p ;p, p; ....., pn la distribucion de probabilidad se expresa

Asi:
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“ (Texto [A], p. 60).

Concluye comentando que las distribuciones de frecuencia y de probabilidad suelen
representarse graficamente mediante diagramas de barras o mediante sectores.

En [I], en el apartado dedicado al estudio de la frecuencia absoluta y relativa, que
denomina "distribucion esperada y distribucion empirica” esta introduciendo implicitamente la
idea de variable estadistica y variable aleatoria por medio de un ejemplo de experimento aleatorio
de lanzar un dado. La distribucion esperada se refiere a la distribucion de probabilidad de la
variable aleatoria "numero de elementos al lanzar un dado" y la distribucion empirica a la variable
estadistica correspondiente a la repeticion del experimento un niimero dado de veces. Introduce
explicitamente las frecuencias relativas, la distribucion de frecuencias y la representacion por
diagramas de barras de las distribuciones de frecuencias y probabilidades y las compara (tedrica
y empirica).

Presenta la probabilidad de un suceso como el valor esperado de la frecuencia relativa
correspondiente a dicho suceso en la variable estadistica, frecuencia relativa del suceso en una
serie de experimentos. Va mostrando, a través de un ejemplo, la convergencia de la distribucion
empirica segin aumenta el numero de experimentos hacia la distribucion tedrica (o esperada)
(Texto [I], pp.229-236). Es éste el texto en que se presenta mas claramente la relacion entre
estos conceptos, aunque el nivel de formalizacion no sea excesivo, lo cual puede parecer
adecuado para el curso a que esta dirigido.

Sefiala que en algunos casos (dado sesgado) no poseemos la distribucion esperada y
procedemos al revés. Obtener una distribucion empirica para un numero grande de experimentos

y hacernos una estimacion de la distribucion esperada:
"Hay ocasiones en que la experiencia aleatoria que se va a realizar tiene unas condiciones de
regularidad tales que podemos tener, a priori (antes de hacer ninguna experiencia), la distribucion
esperada.
Esto es lo que ocurre con los lanzamientos de dados o monedas correctas y con las extracciones de
cartas en barajas completas. Posteriormente, la experimentacion nos lleva a resultados que se
parecen mucho a los esperados, tanto mas cuanto mayor es el numero de lanzamientos o de
extracciones.
Pero otras veces no hay ninguna referencia a priori. Solo la experimentacion nos permitira obtener
datos sobre el comportamiento de los distintos sucesos. Los datos obtenidos seran tanto mejores
(tanto mas fiables) cuanto mas larga sea la experimentacion” (Texto [I], p. 231).

No tratan este concepto el resto de los textos.
VA4: Se requiere que, para cada intervalo I de R, el conjunto original sea un suceso
del espacio muestral.

No tratan este concepto ninguno de los textos analizados.

VAS5: Una variable aleatoria define una medida de probabilidad sobre el conjunto
de numeros reales.
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No tratan este concepto ninguno de los textos analizados.

VAG6: Para cada variable aleatoria podemos definir una funcion de distribucion de
la forma siguiente:
Ri—» [0, 1]
x;.—» F(x) =P <x)

No tratan este concepto ninguno de los textos analizados.

VA7: La funcion de distribucion de una variable aleatoria es monodtona no
decreciente.

No tratan este concepto ninguno de los textos analizados.

VAS8: La funcion de distribucion de una variable aleatoria determina en forma
biunivoca la distribucion de probabilidad.
No tratan este concepto ninguno de los textos analizados.

Consideraremos, en lo que sigue, las variables aleatorias discretas, pues, los escasos
ejemplos encontrados en los libros de texto se refieren a este tipo de variable.

2.7.3. MOMENTOS
VA9: Sea (x ; pi) i€ I la distribucion de probabilidad de una variable aleatoria
discreta. Se define la media o esperanza matemdtica como E [{] = Xic1xip .
La esperanza matematica o valor medio de la distribucion de probabilidad es una de las
ideas fundamentales en este campo, ya que, segun Heitele (1975) puede ser precursora de la idea
de probabilidad. Extiende la idea de media aritmética y permite definir un juego equitativo. En [E],

dentro de un apartado denominado problemas de recapitulacion, encontramos:

"8. Se llama esperanza matemdtica de un juego a la suma de los productos de las cantidades que se
pueden alcanzar por las respectivas probabilidades de obtenerlas. Un juego se llama equitativo
cuando la esperanza matematica es igual a la apuesta. Por ejemplo; se paga 1 pta. por sacar una
carta de una baraja espaniola de 40 cartas; si sale una sota se cobran 2 ptas., si sale un caballo 3
ptas., y si sale un rey 5 ptas. Como la pro babilidad de cada uno de estos sucesos vale 1/10, se tiene:
Esperanza matemdtica = 2 ptas.1/10 + 3 ptas. 1/10 + 5 ptas.1/10 = 1 pta.

de modo que el juego resulta equitativo" (Texto [E], p .183).

A continuacion propone un problema donde hay que calcular la esperanza matematica de
varios juegos e indicar si son o no equitativos. Vemos que en este ejemplo no solo se hace
referencia explicita a la esperanza matematica y a la idea de juego equitativo, sino que
implicitamente se estd definiendo la variable aleatoria y su distribucion.

En [J], solo aparece un ejercicio sobre la esperanza matematica que es el 58 (p. 301). No
tratan este concepto el resto de los textos analizados.

VAI0: La moda es el valor mas probable de la variable.
La moda es un valor central sencillo de calcular, sin embargo no es tratada en los textos
que hemos analizado, posiblemente debido a la limitacion de tiempo.
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VAIl: La mediana es el valor de la variable para el cual la funcion de distribucion
toma el valor 1/2.

Tabla 2.7.1. Presentacion del concepto de variable aleatoria en los textos analizados
VAI1|VA2| VA3| VA4] VAS5| VA6| VA7| VA8| VA9| VAI0 | VA1l
[A]l 0 D
[B]
[C]
[D]
[E] 1 EE
[F]
G| 1
[H]
[1] 1E
[J] E
(K]

I E= Implicitamente, Ejemplo; D= Definicion, I = Implicitamente, E= Ejercicios, E E =Ejemplo y Ejercicio

Como resumen, presentamos la tabla 2.7.1., donde se recogen cada uno de los elementos
de significado intensionales relacionados con el concepto de variable aleatoria.

Cuando estos elementos de significado aparecen en los textos analizados, lo indicamos
segun la leyenda que figura al pie de la tabla, y si no son tratados aparece el casillero
correspondiente en blanco.

En ella observamos que los tinicos elementos de significado tratados en algunos textos son
los relacionados con la definicion, la caracterizacion mediante la distribucion de probabilidad y la
esperanza matematica. El resto de los elementos de significado no aparecen en ninglin texto.

2.7.4. CONCLUSIONES SOBRE LA VARIABLE ALEATORIA

Como acabamos de ver en la mayoria de los textos no se trata el concepto de variable
aleatoria, posiblemente debido a la limitacion de tiempo y espacio. Teniendo en cuenta su
importancia dentro de la estadistica como han resaltado diversos autores, entre ellos Heitele
(1975), consideramos que debe ser tratado y relacionado con la probabilidad, aunque de una
manera no excesivamente formalizada, pero para ello deberia aumentarse y extenderse a lo largo
de la educacion secundaria el tiempo dedicado a la ensefianza de la probabilidad. Es importante
también distinguir entre variable estadistica y variable aleatoria, quedando la primera definida
mediante una distribucion de frecuencias y la variable aleatoria que queda caracterizada por una
distribucion de probabilidad, siendo el texto [A], el unico que realiza esta distincion.

2.8. CONCLUSIONES GENERALES SOBRE LOS ELEMENTOS INTENSIONALES
DEL SIGNIFICADO DE LOS CONCEPTOS PROBABILISTICOS ELEMENTALES
En este capitulo hemos analizado los elementos intensionales que los libros de texto
presentan para cada uno de los conceptos probabilisticos elementales incluidos en el nivel de
primer curso de bachillerato. En los objetivos de la investigacion indicabamos que esto era el
punto de partida para estudiar el resto de los elementos de significado de los conceptos
probabilisticos. Asimismo pretendiamos mostrar la variabilidad de la presentacion del tema en los
diferentes libros. A continuacion describimos brevemente las principales conclusiones de este
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estudio, aunque todas ellas implican una mayor extension del tiempo dedicado a la ensefianza de
la probabilidad en secundaria y una distribucion gradual a lo largo del periodo 12-16.

Experimento aleatorio

En nuestro andlisis del concepto identificamos tres aspectos basicos subyacentes en la
idea de aleatoriedad: el experimento aleatorio, los resultados y las secuencias de resultados de
estos experimentos. No todos los libros contemplan estos tres puntos, que deberian incluirse para
aumentar el tiempo dedicado a analizar las diferencias entre experimentos aleatorios y
deterministas, siguiendo a Hawkins y cols. (1992).

Seria también interesante mostrar al alumno el uso de tablas de nimeros aleatorios y la
generacion de numeros aleatorios mediante el ordenador. También creemos necesario evitar las
connotaciones de aleatoriedad como contrapuesta a la existencia de leyes, ya que nuestro analisis
muestra que tal concepcion no es adecuada. Asimismo conviene hacer ver al alumno el caracter
de "modelo" de la aleatoriedad y la importancia de incorporar la informacion sobre el fenémeno,
incorporando las diferentes concepciones de la probabilidad (objetiva y subjetiva).

Espacio muestral. Sucesos, sus tipos y operaciones

Se ha observado la variabilidad en los grados de formalizacién del estudio de las
operaciones entre sucesos y sus propiedades, que abarcan desde la omision de este aspecto
hasta el estudio formal de la estructura de algebra de Boole. Asi mismo se han identificado
terminologias poco adecuadas como: "espacio total”, en [D]; "suceso total”, en [E]; "espacio
de comportamientos”, en [C], que en nuestra opinion debieran ser evitadas. Asimismo
abogamos por tratar el tema de los sucesos aleatorios y sus operaciones, aunque sin excesiva

formalidad, porque estas operaciones permiten posteriormente comprender las operaciones con
la probabilidad.

Frecuencias relativas y sus propiedades

Aunque la definicion de frecuencia relativa aparece en todos los textos, el tratamiento es
diverso, y solo alguno de ellos estudian en detalle las propiedades que sirven de base a la
definicion posterior de probabilidad.

Tampoco todos los textos hacen un tratamiento explicito de la convergencia de la
frecuencia relativa hacia un valor determinado cuando se realiza un elevado nimero de veces un
experimento. El texto que hace un estudio mas completo y que muestra la diferencia entre
distribucion esperada y distribucion empirica acompafiado de una serie de ejemplos y actividades,
es el texto [I]. Pensamos que las actividades experimentales propuestas en los nuevos disefios
curriculares, pueden permitir una introduccion intuitiva a la idea de convergencia en este nivel de
ensefanza.

Nocion de probabilidad

Ningun texto trata todas las concepciones, y en general se omiten algunos elementos de
significado asociados a las mismas. La concepcion clasica es tratada en todos los textos
analizados, excepto en [J], aunque practicamente ninguno habla de los problemas de circularidad
en esta concepcion de la probabilidad. A pesar de que se enuncia que para poder aplicar la regla
de Laplace los sucesos elementales del experimento han de ser equiprobables, no se insiste lo
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suficientemente en que solo se aplica en estos casos, pudiendo llevar a los alumnos a aplicar esta
regla en otros casos que no proceda.

La concepcion frecuencial la tratan todos los textos analizados, excepto [A], [B] y [F],
aunque se soslaya el problema del nimero de experimentos necesarios para el calculo de la
probabilidad frecuencial.

La concepcion subjetiva solo la tratan cuatro textos de los analizados. Pensamos que
habria que incluirla, e insistir en que el valor asignado a la probabilidad depende de la informacion
de cada persona.

La concepcion formal se contempla aproximadamente en la mitad de los textos
analizados, quizds de manera excesivamente formal, que pensamos no es adecuada a este nivel de
1° de BUP (14-15 afios).

Finalmente las probabilidades geométricas, sin mencionar explicitamente su nombre, s6lo
se tratan en [J], aunque por ser un contexto muy rico y relacionado con la idea de fraccion
deberia utilizarse mas.

Probabilidad condicional

No todos los libros incluyen el estudio de la probabilidad condicional y cuando lo hacen el
estudio es muy restringido. En caso de incluir el tema observamos una variedad en la presentacion
que puede ser explicita o implicita y ser directa o bien a través de la frecuencia relativa
condicional, o el experimento compuesto.

Sefialamos también la ambigiiedad de lenguaje de algunos libros que puede inducir a creer
que el condicionamiento es una operacion que afecta a los sucesos y no a la probabilidad.

Dependencia e independencia de sucesos

La diferenciacion entre la independencia de sucesos pertenecientes al mismo espacio
muestral y la ndependencia entre experimentos solo se trata implicitamente en le texto [I] y la
definicion de independencia o dependencia se hace a través de la probabilidad condicionada o a
través de la formula del producto, dependiendo del libro.

Son pocos los casos en que se presentan las propiedades de la relacion de dependencia y
el teorema de Bayes. Pensamos que este tema deberia postponerse al final de la educacion
secundaria.

Experimentos compuestos

El tratamiento que reciben los experimentos compuestos en los libros de texto analizados
es escaso. Los unicos textos que plantean estos conceptos son [C] e [I]. Los elementos de
significado intensionales EC1 (un experimento compuesto se compone de varios simples), EC3 y
EC4 (sobre independencia y dependencia de experimentos) lo tratan ambos textos y el EC2 (el
espacio muestral de un experimento compuesto es el producto de los espacios muestrales de los
experimentos simples que lo componen) es el texto [I], que lo hace de una forma implicita. Sin
embargo la mayoria de las aplicaciones de la probabilidad implican la consideracion de la
composicion de experimentos. Es éste un punto que pensamos podria introducirse a los alumnos
de secundaria de una forma intuitiva, apoyandose en los diagramas de arbol.

Variable aleatoria
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La mayoria de los textos no se trata el concepto de variable aleatoria, y teniendo en
cuenta su importancia dentro de la estadistica como han resaltado diversos autores, entre ellos
Heitele (1975), consideramos que debe ser tratado y relacionado con la probabilidad, aunque de
una manera no excesivamente formalizada.

Para finalizar, queremos dejar constancia de la complejidad del tema de la probabilidad,
por lo que creemos que el desarrollo del mismo se deberia hacer en un periodo mas largo de
tiempo, realizando una distribucion de los contenidos a lo largo de varios cursos, debiendo
comenzar la formacién estocéstica en edades mas tempranas.
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CAPITULO 111

ANALISIS ESTADISTICO DE LOS EJERCICIOS Y EJEMPLOS EN
LOS LIBROS DE TEXTO: ELEMENTOS EXTENSIONALES DEL
SIGNIFICADO DE CONCEPTOS PROBABILISTICOS

3.1. INTRODUCCION

En este capitulo se efectiia una clasificacion y andlisis de los ejercicios y ejemplos de
probabilidad presentados en los libros seleccionados. Asimismo, se efectiia un estudio estadistico
de las variables de tarea y su distribucion en dos de los textos analizados en los capitulos
anteriores, que se han elegido de acuerdo a criterios que describiremos con mayor detalle en la
seccion 3.2. Nuestra intencion al estudiar los atributos de estos ejemplos y ejercicios, respecto a
las variables seleccionadas, es mostrar algunas caracteristicas generales de los ejercicios y
ejemplos presentados en los libros de texto similares a los analizados y que podrian influir en el
significado de la probabilidad presentado al estudiante.

Finalmente, obtenemos del analisis una lista de elementos extensionales (seccion 1.2.3) de
los conceptos probabilisticos elementales, que puede ser ttil para el analisis de otros libros de
texto y en la construccion de materiales curriculares.

El papel de los ejemplos y ejercicios

Los ejemplos y ejercicios son una parte importante de cualquier libro de texto y su
importancia es bien reconocida dentro de la didactica de la matematica. La ensefianza de las
matematicas incluye, entre otras decisiones la seleccion de los ejemplos que hay que presentar al
alumno y de los ejercicios que estos deben resolver (Gonzalez, 1993). El nimero y variedad de
ejemplos que se incluyen para ilustrar un concepto y las experiencias acumuladas por los
estudiantes con sus practicas con ejercicios contribuira a su aprendizaje de tareas particulares.

La practica mas comun segun el autor citado, es mostrar al alumno algunos ejemplos del
concepto antes o después de haberlo definido y estudiado sus propiedades y luego asignarle
algunos ejercicios para reforzar el aprendizaje. Esta practica se justifica porque se supone que se
gana maestria en el tema a través del trabajo con los ejercicios y de los ejemplos mostrados del
concepto.

La capacidad de extraer conocimientos conceptuales a partir de los ejemplos y ejercicios
ha sido también investigada por algunos autores. Chi y cols. (1989) analizaron el proceso que
seguian los estudiantes de universidad al estudiar los ejemplos de los libros de texto. Observaron
que los estudiantes que eran capaces de aprender a partir de los ejemplos tendian a generar
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explicaciones y proporcionar justificaciones para cada uno de los pasos implicitos o explicitos que
llevaban a la solucion. También solian relacionar estas explicaciones con los principios basicos
usados en la solucion. Por el contrario, los estudiantes con menor capacidad no eran capaces de
explicar como se pasaba de un paso a otro de la solucion del problema en los ejemplos
mostrados en los libros.

Los ejercicios que hemos analizado pueden considerarse casos particulares de un
concepto mas amplio, que es el de problema. En nuestro trabajo consideraremos ejercicio a
aquellos problemas que se presentan sin resolver y para los cuales el alumno debe hallar su
solucion. Respecto a los ejemplos, hemos considerado dos tipos: a) Los problemas resueltos que,
generalmente sirven para mostrar al alumno el proceso de resolucion de otros ejercicios similares
que se incluyen a continuacion; b) Ejemplificacion de conceptos o de propiedades de conceptos
antes o después de la correspondiente definicion. También este ultimo tipo lo podriamos
considerar dentro de la categoria de problema resuelto, considerando la palabra problema en un
sentido amplio que trataremos de precisar en lo que sigue.

En palabras de Lester "Un problema es una situacion en la cual un individuo o
grupo de ellos es invitado a resolver una tarea para la que no hay un algoritmo inmediato
que determine completamente el método de solucion” (Lester, 1978, p. 54). El término
problema se refiere también a la descripcion de una situacion en la que se da cierta informacion,
se establecen una o varias metas y se requieren algunas acciones para alcanzarlas. Por accién no
se significa necesariamente que el resolutor debe conocer un algoritmo para resolver el problema.
De esta forma esta definicion incluye los problemas y ejercicios usuales en los libros de texto, asi
como otros tipos de problemas mas abiertos (Gonzalez, 1993; Wickelgren, 1981). Asimismo,
podriamos incluir la demostracion de propiedades o su discriminacion lo que nos llevaria a
considerar los ejemplos de los libros de texto como problemas resueltos en este sentido amplio.

Los problemas matematicos han sido estudiados como tema de investigacion desde
diversas perspectivas. Kilpatrick (1985) estudia estos distintos enfoques, indicando que, desde un
punto de vista psicologico, hay un acuerdo de que a la situacion planteada ha de afiadirse una
persona; el problema ha de ser "problema para alguien": La misma tarea puede ser problema para
un alumno y no serlo para otro.

Desde una perspectiva social-antropoldgica, el problema es visto como una tarea, es
dado y recibido en una transaccion. Esta es la perspectiva adoptada también en la teoria de las
situaciones didacticas (Brousseau, 1986) por el cual, para que el problema pueda ser medio para
el aprendizaje, ha de producirse la devolucion, es decir, el alumno debe tomar el problema como
propio y tomar un interés personal en su resolucion.

Otros puntos de vista sefialados por Kilpatrick (1985), son el matematico por el que las
matematicas son definidas por los problemas que se resuelven con su ayuda; "foda la
Matematica es creada mediante el proceso de formulacion y resolucion de problemas" (p.
3). Por ultimo, se halla el punto de vista pedagogico o curricular, en que se estudian los problemas
por lo que significan en la ensefanza.

Respecto a este ultimo punto de vista, Stanic y Kilpatrick (1989) sefialan que los
problemas pueden servir para alcanzar otros fines didécticos. El fin pretendido puede ser: La
Justificacion de los contenidos a impartir; aumentar la motivacion del alumno; proporcionar un
vehiculo para la transmision de conocimientos o reforzar el aprendizaje.

Puesto que en el marco teodrico sobre el significado de los objetos matematicos (Godino y
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Batanero, 1994; 1998), tales objetos emergen de la actividad de resolucion de problemas, el
analisis que realizamos en este capitulo es esencial para caracterizar el significado de los objetos
probabilisticos en los libros estudiados. Como consecuencia del analisis, se describiran y
clasificaran los elementos extensionales del significado de dichos objetos, asi como las variables
de tarea asociadas y su distribucion en dos de los libros analizados.

En general, los ejercicios y ejemplos analizados en nuestra investigacion son de tipo
verbal. Diferentes definiciones de problemas matematicos verbales se han dado en la bibliografia,
pero, en general, la expresion “problema verbal” se usa para problemas especificos que se
describen en forma narrativa de la que el estudiante debe extraer la informacion relevante y
seleccionar los algoritmos o estrategias apropiados para su resolucion.

3.2. OBJETIVOS Y METODOLOGIA DEL ANALISIS

Usualmente, los libros de texto, ademas de presentar el desarrollo tedrico de cada tema,
contienen ejemplos de los conceptos y propiedades, ejemplos de problemas resueltos y
colecciones de actividades practicas para ser propuestas a los alumnos, que suelen englobarse en
uno o varios apartados dentro de cada tema, bajo la denominacion de "problemas", "ejercicios",
"cuestiones" o "actividades".

Emplearemos conscientemente la palabra "ejercicio" para referirnos a cualquiera de estas
ultimas actividades, por parecernos de significacidon mas acorde con nuestro propdsito. Por un
lado, se pretende estudiar el desarrollo del tema de probabilidad, a través de los ejercicios que
sobre este tema aparecen en los libros de texto, a "priori", antes de haberlos dado a realizar a los
alumnos. Por ello, no podemos, en un estudio independiente del resolutor, saber si una
determinada actividad de este tipo realmente es para ¢l un "problema" o se trata simplemente de
un ejercicio de refuerzo del aprendizaje.

Por otro lado, la palabra "ejercicio" destaca de una forma prioritaria este papel de
ejercitacion que hemos sefalado. El fin pretendido con los ejercicios es principalmente el
reforzamiento del aprendizaje, aunque no pueden descartarse los otros papeles que, para la
resolucion de problemas, son descritos en el articulo de Stanic y Kilpatrick. El interés del analisis
de los problemas propuestos en los manuales escolares se deduce del hecho indudable que la
facilidad de un estudiante para resolver problemas depende de la forma en que se presenta y el
medio en que tuvo lugar la adquisicion de destrezas asi como el conocimiento requerido en este
aprendizaje inicial.

Al realizar un andlisis de los manuales escolares, es preciso tener en cuenta, que, como
indican Robert y Robinet (1989), los profesores no siempre asignan a sus alumnos todos los
ejercicios de los manuales y con frecuencia afiaden otros no contemplados en los libros de texto.
Por ello, en un analisis "fuera de clase" solo podemos obtener una idea parcial de las
consecuencias de los ejercicios sobre los aprendizajes. "Sin embargo, se puede suponer que la
coleccion de ejercicios hechos esta incluida, en cierta forma, en algo proximo a la coleccion
de ejercicios propuestos por los manuales. Esto nos autoriza a estudiar (al menos con
prudencia) la relacion entre estos enunciados y las actividades potenciales de los alumnos,
previendo las consecuencias posibles sobre el aprendizaje" (Robert y Robinet, 1989, p. 2).

En los apartados que siguen presentamos una clasificacion teodrica de esta clase de
actividades, presentadas en los libros de texto empleados en nuestro trabajo y un estudio
empirico de la frecuencia de aparicion en dos de dichos manuales. Los fines de nuestro analisis
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son los siguientes:

1) Analizar tedricamente los elementos extensionales del significado de los conceptos
probabilisticos elementales y comprobar experimentalmente si en los libros estudiados se
contemplan todos los tipos mas importantes de actividades que se determinaron en forma
tedrica en los capitulos anteriores, para cada uno de los conceptos analizados.

2) Analizar algunas variables de tarea de estos ejemplos y ejercicios desde el punto de vista
tedrico, justificando su interés en el aprendizaje de la probabilidad.

3) Estimar la frecuencia relativa de las principales categorias de las variables anteriores y de los
tipos de actividades en los ejemplos y ejercicios y estudiar las repercusiones posibles sobre el
tipo de enseflanza que reciben los usuarios de los libros.

4) Tratar de detectar diferencias importantes, desde el punto de vista didactico, sobre los
ejercicios y ejemplos propuestos en los diferentes manuales escolares.

5) Obtener una parrilla de analisis de los ejemplos y ejercicios de probabilidad que guie el
desarrollo curricular y la préctica de la evaluacion sobre este tema en la ensefianza secundaria
obligatoria.

Los problemas, especialmente los de tipo verbal, se han usado como instrumento para
evaluar la destreza del resolutor. Sin embargo, Newell y Simon (1972) indican que el investigador
debe considerar la tarea en si misma como la principal influencia en la conducta del resolutor. Por
ello, si la conducta de los estudiantes al resolver las tareas propuestas estd directamente
relacionada con las caracteristicas de la tarea, entonces el estudio de las caracteristicas de los
problemas puede ayudar a comprender las dificultades de los estudiantes en su resolucion.

3.2.1. METODOLOGIA DEL ANALISIS

Tipos de variables consideradas en el estudio

Dentro de las investigaciones sobre resolucion de problemas, uno de los puntos esenciales
ha sido la definicion de variables sobre los mismos. La resolucion de problemas ha sido una de las
areas de investigacion de mayor impacto en la didactica de hs matematicas. Entre otros
problemas especificos que se han investigado son las caracteristicas del resolutor, las
caracteristicas del problema, el desarrollo de estructuras cognitivas y el uso de técnicas
especificas para mejorar la capacidad de resolucion de problemas.

Los investigadores interesados en entender la interaccion entre el estudiante y la tarea de
resolucion de problemas han manipulado con frecuencia las tareas presentadas para probar
hipétesis especificas respecto a las competencias de los estudiantes. Kilpatrick (1978) diferencia
tres aspectos basicos relacionados con la resolucion de problemas: Del problema presentado; el
sujeto y la situacion de resolucion. Para cada uno de ellos propone una categorizacion de las
variables usadas en la investigacion sobre resolucion de problemas: variables de tarea; variables
del sujeto y variables de la situacion. Ademas divide las variables de tarea en variables de
contexto, variables de estructura y variables de formato.

Goldin y McClintock (1980) definen a su vez cuatro categorias de variables de tarea:
variables de sintaxis; variables de contenido y contexto; variables de estructura y variables de
conducta heuristica. Estas variables son relacionadas con las fases de Polya (1957) para resolver
problemas: comprender el problema; idear un plan; llevarlo a cabo y revisar el plan de resolucion
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y la solucion hallada. Segun estos investigadores las variables de sintaxis, contenido y contexto
estan ligadas a la comprension del problema; las variables de estructura estan ligadas a la puesta
en marcha del plan de resolucion y las variables de conducta heuristica al disefio del plan y a su
revision retrospectiva.

Para Gonzalez (1993), las variables de sintaxis, contenido, contexto y estructura definen
en gran medida las caracteristicas esenciales de los problemas verbales y pueden observarse
directamente del analisis del enunciado del problema. La ultima categoria - variables de conducta
heuristica - se deducen de la actuacion del resolutor. Sin embargo, en los gjemplos y ejercicios
resueltos en los libros de texto pueden estudiarse este tipo de variables, a partir de la solucion
presentada por el autor.

La importancia de la descripcion de las variables en los problemas escolares es subrayada
por Puig y Cerdan (1988). En la escuela los problemas se proponen, se enuncian o se presentan
enunciados y se resuelven. Asi que, situados ahora en el ambiente escolar, si queremos saber qué
entendemos por un problema, habrd que descubrir las caracteristicas de su enunciado ysu
resolucion.

De entre la clasificacion dada por Kilpatrick (1978) a las variables que se pueden
considerar en la resolucion de problemas, revisten un interés particular para nuestro estudio las
que denomina variables de tarea. Se utiliza el término tarea porque se plantea para estudiar lo que
los sujetos hacen y no con finalidades de ensefianza, y, por tanto, esta aislada, sin relacion con
ninguna situacion o secuencia de aprendizaje. Es decir, son aquellas caracteristicas del problema
mismo que pueden lacer variar las conductas del resolutor e influir de modo mas o menos
acusado en el logro de la solucion.

Webb (1984) indica que las variables de contenido estan relacionadas con la informacion
matematica dentro del problema y las variables de contexto describen la "forma" del problema, es
decir, su marco de presentacion.

Entre las variables de contenido que se han mostrado su influencia en la dificultad del
problema se han descrito la complejidad sintéctica, la existencia de informacion no necesaria
(Carpenter y cols., 1980; Carpenter, Hiebert y Moser, 1981) ya que los estudiantes tienden a
incorporar en el problema todos los datos presentados, incluso aunque no sean necesarios.

3.2.2. LIBROS ANALIZADOS

Se ha realizado un estudio estadistico detallado ckl total de ejercicios incluidos en dos de
los manuales empleados. Aunque hubiese sido mas completo un estudio global, hemos preferido
utilizar solo dos textos en el estudio detallado por considerarlo suficiente para nuestro proposito
de probar la existencia de diferencias entre ellos, en cuanto al tipo de ejercicios propuestos.

Este andlisis ha partido de un estudio global mas superficial del resto de los textos
empleados, que ha servido también para identificar los tipos de actividades propuestas en los
manuales para cada uno de los conceptos probabilisticos identificados en nuestro estudio.

A continuacion, pasamos a describir el andlisis efectuado en los libros citados, que han
sido los textos [A] e [I]. El segundo de ellos se ha elegido porque, en nuestro analisis tedrico
llevado a cabo en el capitulo 2, fue uno de los que mostré mayor riqueza conceptual, ofreciendo,
desde nuestro punto de vista un significado mas completo de los conceptos probabilisticos
elementales al alumno. Ademas la metodologia seguida en este libro es predominantemente
practica, con una gran variedad de ejemplos y ejercicios, lo que lo hace especialmente adecuado
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para un analisis de las actividades propuestas. Puesto que este libro ha sido editado a final del
periodo estudiado, consideramos conveniente efectuar la comparacion con otro texto de
principios del periodo. Elegimos asi el texto A, que presenta un enfoque mucho mas estructuralista
y una metodologia basada, casi exclusivamente en el esquema teoria-practica.

El procedimiento llevado a cabo en el andlisis de ejercicios y su posterior tratamiento
estadistico con el paquete Statgraphics, que mas adelante indicaremos, ha sido el siguiente: A
veces, bajo una misma numeracion se presentan varios ejercicios independientes, por lo que se ha
dividido cada uno en tantas unidades de analisis como apartados tenia, resultando un total de
doscientos sesenta y cinco ejercicios que se han resuelto, analizando el procedimiento estandar de
resolucion y efectuando un andlisis de contenido, tanto del enunciado del problema como de este
procedimiento. De este modo se han identificado las variables a analizar.

Se codificaron los valores de estas variables, revisandose posteriormente estos codigos
por un segundo investigador, para asegurar la fiablidad del proceso, grabandose posteriormente
para su tratamiento estadistico.

En el resto de los libros se han analizado solamente la presencia o ausencia de ejemplos o
ejercicios en cada una de las categorias de nuestra variable basica, que es la tipologia de actividad
que debe realizar el alumno, con relacion a los conceptos implicitos en los ejemplos y ejercicios.

3.2.3 DECISION SOBRE CUANDO SE TRATA DE UN EJERCICIO O EJEMPLO
El proceso de seleccion implica la creacion de dos categorias separadas: a) conjunto de

problemas que debian ser resueltos por el alumno a los que nos referiremos como ejercicios; y b)

conjunto de problemas resueltos, a los que nos referiremos como ejemplos. En cada libro

analizado se identificaron los ejercicios y ejemplos, pasandose posteriormente a la codificacion de
las variables.

Se consider6 que se trataba de un problema verbal, si se satisfacian las siguientes
condiciones:

a) Se ajustaba a la definicion de problema verbal; esto es, el problema incluia una narrativa a
partir de la cual el estudiante debe extraer la informacion relevante y seleccionar los
algoritmos o estrategias apropiados para su resolucion.

b) El problema se presentaba verbalmente. La narrativa podra referirse a situaciones reales o
abstractas.

¢) No se incluye exp licitamente las indicaciones de los pasos a seguir en la solucion.

En caso de que el problema se presentase resuelto o que se indicasen los pasos para su
resolucion y también aquellos casos en que realmente no se plantease al alumno un verdadero
problema, se consideré como un ejemplo.

3.2.4. VARIABLES Y SU CODIFICACION
Se han considerado las siguientes variables:

Tipo de actividad que se pide al alumno

Dentro de esta variable hemos considerado cuatro categorias: 1) Ejemplo introductorio;
2) ejemplo después de la definicion; 3) ejercicio introductorio; 4) ejercicio después de la
definicion, y 5) problema después de haber hecho un ejemplo similar. A continuacion definimos
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estas categorias, poniendo un ejemplo de cada uno de los casos.

1. Ejemplo introductorio. Consideramos como ejemplo las descripciones de situaciones
en que se aclara el significado de los conceptos introducidos tedricamente asi como los problemas
que se presentan resueltos dentro de los manuales. Un ejemplo es introductorio si se incluye antes
de la definicion explicita del concepto. Por tanto, se usa el ejemplo para dar una definicion
implicita del mismo o para mostrar casos en que se aplica o no se aplica un concepto que
posteriormente se va a definir. Encontramos este caso en el libro [A], en el que ejemplos de las

operaciones con sucesos se usan para dar una definicion implicita de los mismos:

"En el experimento aleatorio: Sacar una carta de una baraja espainiola y observar el resultado,
considera los sucesos: A) obtener una carta de oros; B) obtener un caballo.

El suceso obtener una carta de oros o una carta de caballo es, por definicion, el suceso union de
los sucesos Ay B; se representa por A UB.

El suceso obtener una carta que sea de oros y (simultaneamente) caballo es, por definicion el
suceso interseccion de los sucesos Ay B; se representa por A N B.

De esta forma, y partiendo de un ejemplo concreto, hemos definido dos operaciones: union e
interseccion en el conjunto de sucesos contenidos en un espacio muestral asociado aun experimento
aleatorio" (Texto [A], p. 43).

2. Ejemplo después de la definicion: En este caso el ejemplo sirve para reforzar la
comprension de un concepto ya definido, como en el siguiente caso, que corresponde al libro [C],
donde después de definir la probabilidad en el caso de experimentos compuestos, segiin sean
independientes o dependientes, propone el siguiente ejemplo, referido al calculo de
probabilidades en experimentos compuestos:

"Consideremos el siguiente experimento compuesto: Lanzamos un dado. A continuacion extraemos
un naipe de una baraja de 40. Calcular la probabilidad de obtener puntuacion impar en el dado, y
que la carta extraida sea figura.
El lanzamiento del dado no influye en la extraccion del naipe. Son pues sucesos independientes. La
probabilidad sera:

P(impar y figura) = P(impar). P(figura)

P(impar) = 3/6=1/2

P(impary figura) = 1/2; 2/5=1/5 = 0,2

P(figura)= 16/40=2/5" (Texto [C], p. 76).

3. Ejercicio introductorio. Consideramos ejercicios todas aquellas actividades que con
distinto titulos (como problemas, actividades, ejercicios) se presentan para que el alumno las
resuelva. Un problema es introductorio si el alumno debe movilizar en su resolucion conceptos
que no han sido todavia definidos explicita o implicitamente. Creemos que este tipo de ejercicios
tiene para el alumno las caracteristicas de un verdadero problema, puesto que no tiene accesible
de forma inmediata un algoritmo que le proporcione la solucion. Como ejemplo, en [I], en el

apartado denominado experiencias compuestas, encontramos el siguiente ejercicio:
"Problema 1: Lanzamos dos dados. ;Cual es la probabilidad de obtener dos unos? " (Texto [I], p. 247).

4. Ejercicio después de la definicion: Son los ejercicios que se presentan una vez
introducido el concepto tedricamente y cuyo fin principal es reforzar el aprendizaje. En general,
algunos de estos ejercicios no seran verdaderos problemas para el alumno puesto que se
encuentran agrupados a continuacion de la definicion tedrica y por ello, se les proporciona wna
clave para hallar su solucion. Esto ocurre en particular cuando se presentan seguidos varios de
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estos ejercicios muy similares, variando solo en aspectos particulares de los datos
proporcionados. Por ejemplo [F], una vez definida la regla de Laplace, propone algunos

problemas muy similares, uno de los cuales es el siguiente:

"19. Se tiran tres monedas al aire. Se pide:
a) Espacio muestral. b) La probabilidad de sacar dos caras" (Texto [F], p. 229).

5. Problema después de haber hecho un ejemplo similar. Por las consideraciones
indicadas anteriormente hemos querido reflejar este aspecto particular. Como ejemplo, en [I],
después de realizar un ejemplo basado en los estudios de Mendel sobre la herencia, y sus
experimentos de cruce de plantas con diferentes caracteristicas, propone el siguiente ejercicio,

practicamente igual al ejemplo presentado al alumno con anterioridad:
"(Te atreves a conjeturar qué proporcion de plantas rojas, blancas y rosa se obtendran al cruzar
plantas rojas y plantas rosas? (Texto [1], p. 240).

Concepto al que el ejercicio se refiere explicitamente o implicitamente

Un punto importante en nuestro andlisis es estudiar cudl, de entre los conceptos
analizados en los capitulos anteriores debe movilizar el alumno para resolver el ejercicio o a cual
de estos conceptos se refiere el ejemplo. En el caso de que un ejemplo o ejercicio se refiera a
varios conceptos, se ha subdividido en tantos apartados como fuese necesario. Los conceptos a
que se refieren los ejemplos o ejercicios pueden ser uno de los siguientes: Experimento aleatorio;
espacio muestral, sucesos y operaciones; frecuencia relativa;, probabilidad; probabilidad
condicional; dependencia e independencia; experimentos compuestos y variable aleatoria.

Tipologia del ejercicio o ejemplo dentro de cada concepto

Esta es la principal variable dentro de nuestro estudio, pues describe la actividad
especifica que debe realizar el alumno para resolver el ejercicio o que se ejemplifica en el
ejemplo. Esta tipologia de situaciones se describira con detalle, para cada uno de los conceptos,
en las secciones 3.4 a 3.9 y permitira describir los elementos extensionales de los conceptos
probabilisticos elementales. Debido a la longitud que se precisaria para repetir aqui esta
descripcion hemos preferido suprimirla y remitimos al lector a las siguientes secciones para el
estudio de esta variable.

Tipos de espacio muestral

Hemos considerado de interés analizar el tipo de espacio muestral del experimento
aleatorio que interviene en las situaciones propuestas al alumno, diferenciando entre espacio
muestra infinito, finito, con dos elementos equiprobables; finito, con mas de dos elementos
equiprobables, finito, con sucesos no equiprobables, e impreciso.

1. Espacio muestral infinito: Este tipo de espacio muestral puede ser dificil para el
alumno. En primer lugar, no le es posible describir todos los elementos del mismo por extension,
por lo cual su definicion debe darse por comprension. Ademas, el hecho de que la probabilidad
de los sucesos elementales sea nula, a pesar de que se trate de sucesos no imposibles puede ser

contradictorio. Otras dificultades conceptuales estan relacionadas con el continuo.
"Se ha medido la talla de ciento veinte alumnos de primer curso de Bachillerato y se han obtenido
cincuenta y seis que miden 1,58 m" (Texto [G], p. 200).
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2. Espacio muestral finito, con dos elementos equiprobables: Es el tipo mas simple de
experimento aleatorio. El alumno puede concebir claramente los casos favorables y desfavorables
y la equiprobabilid ad coincide con su intuicion, ya que autores como Lecoutre y Durand (1988) o
Batanero, Serrano y Garfield (1996), han descrito la tendencia de los alumnos a considerar todos
los sucesos como equiprobables. En este tipo de espacios muestrales el alumno puede aplicar con
facilidad la regla de Laplace, puesto que se cumple el principio de indiferencia. En el texto [F],

aparece el siguiente:
"Son experimentos aleatorios:
- La tirada de una moneda al aire" (Texto [F], p. 222).

3. Espacio muestral finito, con mas de dos elementos equiprobables. En este espacio
muestral el alumno puede tener mayor dificultad para diferenciar los casos favorables y
desfavorables que en el anterior. Sin embargo, la equiprobabilidad coincide también con su
intuicion, y el alumno puede aplicar con facilidad la regla de Laplace, puesto que se cumple el

principio de indiferencia. En el texto [F], aparece el siguiente:
"Son experimentos aleatorios:
- La extraccion de una carta de la baraja” (Texto [F], p. 222).

4. Espacio muestral finito, con sucesos no equiprobables: No es posible en este caso
aplicar el principio de indiferencia y ademas, choca contra la intuicién del alumno quien debe
resolver el problema, bien por métodos combinatorios o por asignacion de probabilidades

frecuenciales.
" Una persona lee en un folleto de turismo que en Almeria, en los meses de Julio, Agosto y Septiembre
no hay mds que una semana sin sol, por término medio. Animado por ello, decide ir a pasar una
semana de vacaciones a Almeria. ;Tendra la mala suerte de que le toque, precisamente, la semana
sin sol?"(Texto [B], p. 27).

5. Impreciso. Hemos incluido esta categoria, porque en algunos problemas, el espacio
muestral no se llega a precisar con claridad, por ejemplo, cuando se trata de un ejercicio en que
se piden demostrar algunas propiedades de la probabilidad o de la frecuencia relativa, sin hacer
referencia a espacios muestrales concretos.

Posible asignacion de probabilidades a los sucesos

Un punto importante es la asignacion de probabilidades a los sicesos dentro de los
experimentos que intervienen en la situacion, porque ello estd directamente relacionado con los
distintos significados del término probabilidad descritos en la seccion 2.5. Hemos diferenciado los
tipos siguientes:

1. Regla de Laplace. Cuando es posible asignar las probabilidades a los sucesos en base
a consideraciones de simetria fisica; o aplicando el principio de indiferencia. En este caso el

significado subyacente de la probabilidad es el clasico.
" En un grupo de alumnos. 29 estudian francés y el resto, 8, estudian inglés. Un profesor elige un
alumno al azar. Probabilidad de que este alumno sea de los que estudian francés" (Texto [B], p. 30).

2. Informacion estadistica disponible: Cuando no es posible asignar probabilidades
usando la regla de Laplace, pero se presenta al alumno datos estadisticos de los cuales €l puede
obtener un valor aproximado para la probabilidad de los sucesos. En este caso, el significado
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subyacente de la probabilidad es el frecuencial.

" e) Se ha medido el grosor de 1000 arandelas fabricadas por una mdquina, obteniéndose la
siguiente tabla:

Grosor en mm 231 232 253 234 235 236 237 238 239

N? de piezas 10 20 80 180 280 240 130 40 20
Calcula la frecuencia relativa de los diferentes valores obtenidos.

f) Calcula la probabilidad de que:

- el grosor de la siguiente pieza que fabrique la maquina sea de 234 mm.

- el grosor de una pieza esté comprendido entre 234 'y 236 mm. ambos incluidos"” (Texto [H], p. 164)."”

3.Realizacion o simulacion de experimentos. Cuando no es posible usar la regla de
Laplace, ni se proporciona informacion estadistica sobre los diferentes sucesos, pero el alumno
puede obtener este tipo de informacion mediante la experimentacion o mediante la simulacion del
experimento. Este tipo de actividad también lleva consigo el significado frecuencial de la
probabilidad, Pero, ademas, exige del alumno una participacion mas activa en la recogida de la

informacion estadistica.
“18. a) Tira dos dados 36 veces. Anota la suma de los puntos y haz la distribucion de frecuencias
relativas.
b) Agrupa tus resultados con los de la tabla del ejercicio anterior y observa como evolucionan las
frecuencias relativas” (Texto [1], p. 239).

4.Consideracion de probabilidad subjetiva: No siendo posible ninguno de los métodos
anteriores de asignacion de probabilidades, se pide al alumno asignar una probabilidad en base a
su experiencia previa o sus creencias personales. Nos encontramos ante una situacion que enfatiza
el significado subjetivo de la probabilidad.

“6. Califica de casi seguro, probable, poco probable o casi imposible, cada uno de los siguientes
sucesos:
a) Al pasar por la calle, Antonio encuentra un billete de 5000 pesetas.

b) Antonio estd enfermo al menos una vez al afio.
C) Antonio suspende algiin examen durante este aiio” (Texto [I], p. 239).

5. Consideracion geométrica de la probabilidad: Cuando el alumno puede asignar
probabilidades basandose en criterios geométricos. Este tipo de ejercicio ha sido muy frecuente
en el texto [J], donde se presentan con frecuencias probkmas referidos a ruletas divididas en
sectores de igual o diferente amplitud.

“Establece aplicaciones frecuenciales para las siguientes ruletas:

Figura 3.2.4.1

“(Texto [J], p. 295).

6. Leyes fisicas. En el caso de presentar ejemplos de fendmenos deterministas es usual
hacer referencia a leyes fisicas, como la gravedad, o la ecuacion del movimiento uniforme u otras

conocidas por el alumno.
“Ejemplo 1
138



Una experiencia determinista es poner una bola de plomo sobre la superficie de un lago profundo:
siempre se hunde” (Texto [G], p. 191).

Contexto del enunciado del ejercicio

Suydam y Weaver (1977) mostraron que los nifios tienen mejores resultados cuando el
contexto del problema les resulta familiar que si se trata de un nuevo contexto. Aunque los
estudiantes muestran diferentes preferencias respecto a los problemas, parece claro que sus
preferencias no influyen en su capacidad de resolver los problemas y que en general los
problemas verbales referidos a situaciones no familiares o a situaciones abstractas son mas
dificiles que si el contexto es familiar.

Aunque este tipo de variables ha sido descrito teniendo como fin principal la resolucion de
problemas, creemos que son también aplicables al analisis de ejercicios en los libros de texto para
proporcionar una clasificacion de los mismos que nos indique los aspectos particulares del mismo.

1.Juego. La mayoria de los problemas y un gran niimero de aplicaciones se presentan en
el contexto de juegos de azar, describiendo los resultados obtenidos por generadores aleatorios,
tales como cartas, bolas en urnas, ruletas o dados. No en vano los juegos de azar dieron origen a
la teoria de probabilidades y ademads, son interesantes para los alumnos. Este es el contexto

encontrado con mayor frecuencia en los ejercicios y ejemplos analizados.

“De una baraja espaniola de 40 cartas se sacan tres cartas simultaneamente. ;Cudl es la
probabilidad de que las tres sean copas?” (Texto [E], p. 177).

2.Biologia. Un segundo contexto importante lo representan los fenomenos biologicos,

como la herencia, las caracteristicas fisicas de los alumnos, o la ecologia.
“En una familia con dos hijos, calcula la probabilidad de:
a) que los dos sean varones; b) que uno sea chico y, la otra, chica; c) que ambos tengan el mismo
sexo.

Para simplificar, considera que la probabilidad de que uno sea chico es igual a la de que sea chica’
(Texto [1], p. 252).

»

3. Fisica. Como ya hemos indicado, y en particular en el caso de ejemplos referidos a
fendmenos deterministas, encontramos referencia a £némenos en el campo de la fisica.

“Si consideramos el experimento que consiste en arrojar un objeto al vacio, observaremos que
repitiéndolo bajo andlogas condiciones siempre que el objeto cae al suelo verticalmente con una
aceleracién de 9,8 m/s>” (Texto [K], p. 397).

4. Meteorologia. Es un caso especialmente importante, ya que los fendmenos
atmosféricos son un ejemplo tipico de aleatoriedad, diferente de los juegos y que el alumno puede

encontrar en su vida diaria. Este contexto se usa en el siguiente ejemplo:
"Una persona lee en un folleto de turismo que en Almeria, en los meses de Julio, Agosto y Septiembre
no hay mas que una semana sin sol, por término medio. Animado por ello, decide ir a pasar una

semana de vacaciones a Almeria. ;Tendra la mala suerte de que le toque, precisamente, la semana
sin sol?" (Texto [B], p. 27).

5. Sociedad, trabajo, etc. Incluimos en este apartado la descripcion de fendomenos
referidos a la vida social o politica, tales como empleo, datos de produccion, comercio,
elecciones, etc.
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6. Experiencia del alumno. Nos referimos a ejemplos particulares de la vida cotidiana
del nifio que no queden especificamente englobados en los contextos descritos anteriormente. Por

ejemplo, resultados de examenes, etc.
“296. Se propone a un equipo de tres alumnos la resolucion de un problema. Se estima, en funcion de
sus evaluaciones, que la probabilidad de que lo resuelva el primero es 1/2; la de que lo resuelva el
segundo es 1/3 y1/4 la probabilidad de que lo consiga el tercero. ;Cudl es la probabilidad de que
resuelva el problema el equipo?” (Texto [G], p. 281).

Presentacion de la informacion

Entre las variables de contexto la forma de presentacion se ha mostrado que influye en la
conducta del resolutor (Webb, 1984). Suydam y Weaver mostraron que los problemas
aritméticos que incluyen un grafico, dibujo u otra representacion grafica, resultan mas sencillos que
los que no los incluyen. Resultados semejantes fueron obtenidos por Carpenter y cols. (1980) y
Cohen y Stover (1981).

1. Verbal. Es la forma usual de presentar los ejemplos y ejercicios. Incluimos en esta

categoria aquellos casos en que la informacion de tipo verbal es la unica disponible.
"De cada 100 veces que saquemos dos bolas de la bolsa, aproximadamente 50 (la mitad) las bolas
seran del mismo color” (Texto [B], p. 29).

2. Tabla. Cuando, ademas del enunciado verbal, se suministra al alumno datos
estadisticos dispuestos en una tabla. La interpretacion del enunciado del problema requerira, por
tanto, la capacidad de lectura de la tabla de datos, en la que, con frecuencia, aparecen convenios
implicitos, como, por ejemplo, notacion que se refiere a las frecuencias absolutas o relativas que

el alumno debe conocer.
“3. Toma una moneda, lanzala 5 veces y anota los resultados en un cuadro como el que aparece a
continuacion. Repite el proceso hasta totalizar 100 tiradas:

1° A E 2¢

Cara Cruz Cara Cruz Cara Cruz

Frecu. Abs.
Fr. Rel.

La columna 19 se refiere a las 5 primeras tiradas, la columna 2. a las 10 primeras; la columna 3.“ a
las 15 primeras; y asi sucesivamente hasta la columna 20.° que se refiere a la totalidad de las 100
tiradas” (Texto [E], p. 176).

3. Grdfico estadistico. Cuando, ademas del enunciado verbal del problema, se presenta
al alumno algin grafico estadistico, que debe interpretar para obtener los datos del problema.
Como en el caso anterior, requiere unos conocimientos adicionales del alumno sobre la
construccion e interpretacion de graficos.

4. Diagrama de darbol. En algunas ocasiones, el enunciado es completado mediante
diagramas en arbol, sobre todo en el caso de que el concepto a estudiar se refiera a los
experimentos compuestos, su espacio muestral o las probabilidades asociadas.

5. Grdficos, diagramas de flechas. Cuando aparecen en el enunciado graficos no
estadisticos o diagramas de flecha.

6. Fotos o dibujos que se afiaden al problema para aumentar la motivacion del alumno,
aunque, en realidad no contienen una parte significativa de los datos.
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7. Tabla y grdfico. Caso de que se incluyen estos dos tipos de informacion.

3.3. DISTRIBUCION GLOBAL DE LOS EJERCICIOS Y EJEMPLOS RESPECTO A
LAS VARIABLES BASICAS: ESTUDIO COMPARATIVO DE DOS TEXTOS

Una vez definidas las variables a analizar y finalizada la recogida de datos, procedimos a
la codificacion y tratamiento estadistico de los mismos, usando el paquete STATGRAPHICS.

En esta seccion analizamos las diferencias entre los dos libros de texto analizados en
cuanto a las variables basicas, esto es, el tipo de actividad pedida, conceptos de que trata el
ejercicio, tipo de espacio muestral, modo de asignar probabilidades, contexto y forma en que se
da la informacion. Aunque los resultados encontrados no pueden extenderse, en general, a
cualquier otro libro de texto, el estudio permite, sin embargo subrayar la diversidad de
significados que, respecto a los conceptos probabilisticos elementales, podrian encontrarse en
libros que han sido pensados para un mismo nivel de ensefianza. En las secciones que siguen
seran estudiados los tipos concretos de actividad que se pide a los alumnos, para cada uno de los
conceptos particulares que hemos analizado en el capitulo 2.

3.3.1. TIPO DE ACTIVIDAD

En primer lugar hemos analizado la distribucion en los libros de los ejemplos y actividades
y si se trata de un ejemplo o ejercicio introductorio, o un ejemplo o ejercicio posterior a la
definicion. Como hemos indicado, esta diferencia nos parece importante, pues en caso de que el
ejercicio se introduzca antes del estudio tedrico del concepto representaria para el alumno un
verdadero problema, mientras que si se presenta después de las definiciones, se trataria mas bien
de un gjercicio de aplicacion. Ademas, si en un libro de texto se da una proporcion importante de
ejercicios antes del estudio tedrico, indicaria una posicion mas constructivista del libro y en caso
contrario indicaria una orientacion teoria-practica.

Hemos tomado como un caso especial aquél en el que, aunque el ejercicio es
introductorio se presenta después de haber incluido un ejemplo similar completamente resuelto.
En este caso no se trataria de un verdadero problema para el alumno, puesto que éste puede
copiar el método de resolucion empleado en el ejemplo previo. Finalmente, hemos encontrado el
caso de ejercicios dirigidos, en los que el autor indica al alumno los pasos a seguir en la solucion,
por lo que estariamos en el caso anterior.

Tabla 3.3.1 Frecuencia y (porcentaje) del tipo de actividad por libro

Tipo de actividad Libro [I] Libro [A] Total
1. Ejemplo introductorio 25(14,36) | 35(38,46) | 60 (22,64)
2. Ejemplo posterior definicion 19 (10,91) | 19 (20,88) 38 (14,33)
3. Ejercicio introductorio 19 (10,91) 2 (2,20) 21(7,92)
4. Ejercicio posterior definicién 101 (58,04) | 34 (37,36) | 136(50,94)
5. Ejercicio posterior a un ejemplo 9(5,17) 0(0) 9(3,39)
6. Ejercicio dirigido 1(0,57) 1(1,10) 2(0,75)
Total 174 (65,66) | 91 (34,21) | 265 (100,00)

Respecto a los ejemplos, una presencia alta de éstos antes de introducir la definicion
indica que el autor utiliza los ejemplos para que el alumno se familiarice con el concepto que se
trata de introducir, para, progresivamente dar paso a la definicion formal del mismo y suavizaria
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algo la orientacion teorfa-practica.

De acuerdo con la tabla 3.3.1., lo mas frecuente entre las actividades analizadas son los
ejercicios después de la definicion (tipo 4), que representan mas de la mitad del total de
actividades en los libros analizados, por lo que deducimos que el enfoque de ensefianza en estos
libros sigue predominantemente el esquema teoria-practica. Es también importante la presencia de
ejemplos introductorios de los conceptos, lo que supondria un apoyo para el alumno en la
comprension de dichos conceptos. También podemos observar que hay diferencias importantes
entre los dos libros. En el libro [I] es mayor la cantidad de ejercicios antes de introducir una
definicion, es decir, que se trataria de verdaderos problemas, lo que sefiala a un influjo mayor de
las tendencias constructivistas en estos autores. Tanto el nimero absoluto de ejemplos, como su
proporcion respecto al total de ejemplos y ejercicios es mayor dentro del texto [A], que usa los
ejemplos introductorios para mostrar un ejemplo particular antes de introducir la definicion.

No obstante, el niimero total de ejercicios es muy superior en el libro [I], 1o que de nuevo
indica en este libro una mayor orientacion al enfoque basado en resolucion de problemas por
parte del alumno y la mayor importancia dada a las aplicaciones, frente al aspecto teorico.

Hemos realizado un estudio estadistico de la significacion de estas diferencias mediante el
contraste Chi-cuadrado de homogeneidad de muestra, que requiere ciertos requisitos para su
aplicacion. Estos requisitos se refieren a las frecuencias minimas esperadas en las celdas de la
tabla de contingencia y al niimero de celdas en los que dicha frecuencia es menor que 5. Diversos
autores recomiendan agrupar filas o columnas similares o bien suprimir alguna de ellas en caso que
sea necesario para cumplir estos requisitos. Por ello, para poder calcular el Chi cuadrado, hemos
suprimido las categorias 5 y 6, que son poco significativas. Obtenemos un valor Chi cuadrado de
29.96, con 3 g.l. que indica una diferencia muy significativa (p<0.001) en la distribucion del tipo
de actividad en ambos libros.

3.3.2. CONCEPTOS SOBRE LOS QUE TRATAN LOS EJERCICIOS

La segunda variable analizada ha sido el concepto sobre el que trata el ejemplo o
ejercicio, entre los analizados en el capitulo 2. El estudio de esta distribucion nos da una idea de
los conceptos a los que los autores prestan mayor atencion por considerarlos mas relevantes o
mas dificiles para el alumno.

Tabla 3.3.2. Frecuencia y (porcentaje) de la distribucion de conceptos en los ejemplos y
ejercicios por libro

Conceptos Libro [I] Libro [A] Total

1. Experimento aleatorio 2 (1,14) 4 (4,40) 6 (2,26)
2. Espacio muestral 1(0,57) 8 (8,79) 9 (3,39)
3. Sucesos y operaciones 7 (4,02) 21 (23,08) 28 (10,56)
4. Frecuencia relativa 38 (21,83) 7(7,69) 45 (16,98)
5. Probabilidad 52 (29,88) 15 (16,48) 67 (25,28)
6. Probabilidad condicional 0(0) 4 (4,40) 4 (1,50)
7. Dependencia/Independencia 2 (1,14) 4 (4,40) 6(2,26)
8. Experimento compuesto 55 (31,60) 22 (24,18) 77 (29,05)
9. Variable aleatoria 17 (9,77) 6(6,59) 23 (8,67)
Total 174 (65,66) 91 (34,21) 265 (100,00)

En la tabla 3.3.2. se presentan los resultados, donde aparecen los textos analizados y los
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ejercicios y ejemplos relacionados con los conceptos siguientes: Experimento aleatorio, espacio
muestral, sucesos y operaciones, frecuencia relativa, probabilidad, probabilidad condicional,
dependencia e independencia, experimento compuesto y variable aleatoria. De esta tabla
deducimos que los conceptos mas frecuentes son el experimento compuesto, la probabilidad y las
frecuencias relativas, aunque también las operaciones con sucesos aparecen, asi como la variable
aleatoria. Hay que tener en cuenta que los ejercicios sobre operaciones con sucesos no son
realmente “probabilisticos”. Hay pocos ejercicios sobre espacio muestral, experimento aleatorio,
probabilidad condicional, dependencia e independencia, conceptos todos ellos basicos y que
merecian mayor atencion dentro de los libros. Hawkins y cols. (1992) indican que el experimento
aleatorio es uno de los conceptos basicos en estadistica y que los libros de texto no le dedican la
atencion que se debiera, lo que se muestra también en nuestro caso.

Respecto al concepto de independencia, numerosos autores como Steinbring (1986) y
Truran y Truran (1997) han sefalado la dificultad de comprension de este concepto, que es
mayor precisamente desde el punto de vista de su aplicacion, que desde el punto de vista teorico.
Por ello creemos que los libros de texto debieran dedicar mayor proporcion de ejercicios a este
punto, donde se mostrara al alumno ejemplos de experimentos dependientes e independientes.
Sin embargo, el alumno debe discriminar entre experimentos dependientes e independientes para
resolver los problemas de calculo de probabilidades en experimentos compuestos, ya que la
formula del producto es diferente en cada uno de estos casos. Por ello es posible que el profesor
en clase realice este tipo de ejercicios con los alumnos aunque explicitamente no se contemplan
apenas en los textos analizados.

Para calcular el estadistico Chi-cuadrado, hemos agrupado en este caso los conceptos 2
y 3 (espacio muestral, sucesos y operaciones) y 6 y 7 (probabilidad condicional, dependencia e
independencia) ya que la tabla primitiva contenia demasiadas celdas con frecuencias esperadas
pequenias. Una vez hecha la agrupacion, solo hay una frecuencia esperada menor que 5 y es
mayor que 1, lo que permite aplicar el contraste. El valor Chtcuadrado 57,38 con 6 g.l. es muy
significativo (p<0.001) e indica diferencias en la distribucion de conceptos en los dos libros.

Observamos que el libro [I] tiene mayor proporcion de ejemplos y ejercicios de
frecuencia relativa, probabilidad y experimentos compuestos, mientras que el texto [A] tiene
mayor proporcion de espacio muestral, sucesos y operaciones. Ello es una indicacion de que el
libro [A] se adaptaba mas al enfoque predominante al principio del periodo de la matematica
moderna, en el que la teoria de conjuntos se intentaba ejemplificar en las diferentes ramas de las
matematicas. La probabilidad no fue una excepcion y las operaciones con sucesos
proporcionaron un excelente ejemplo de aplicacion de los conceptos abstractos de operaciones
conjuntistas. Ademas este ejemplo tenia una aplicacion inmediata, al servir posteriormente de
herramienta en el calculo de probabilidades.

En el texto [I] esta influencia ha dejado de tener impacto, dando un mayor peso al calculo
con frecuencias y probabilidades, sin prestar apenas atencion al algebra de sucesos.

3.3.3. TIPOS DE ESPACIO MUESTRAL

El espacio muestral asociado al experimento se analiza en la tabla 3.3.3. Las categorias
consideradas son las siguientes: Infinito, finito con dos sucesos equiprobables, finito con mas de
dos elementos equiprobables, finito con sucesos no equiprobables e impreciso cuando no hace
referencia a ningun espacio muestral concreto.
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Tabla 3.3.3. Frecuencia y (porcentaje) de tipos de espacio muestral en los ejemplos y
ejercicios por libro

Espacio muestral Libro [I] Libro [A] Total
Infinito 12 (6,90) 1(1,10) 13 (4,91)
Finito 2 sucesos equiprobables 25 (14,37) 12 (13,19) 37 (13,96)
Finito sucesos equiprobables 91 (52,30) 63 (69,23) 154 (58,11)
Finito sucesos no equiprobables 39(22,41) 7(7,69) 46 (17,36)
Impreciso 7(4,02) 8 (8,79) 15 (5,66)
Total 174 (65,66) 91 (34,34) | 265 (100,00)

Generalmente los ejemplos y ejercicios se refieren a espacios muestrales finitos con mas
de dos elementos donde se puede aplicar la regla de Laplace. Es decir, se trataria de
experimentos tales como lanzar un dado, extraer una carta de una baraja, extraccion de bolas en
urnas, etc. Junto con los casos de espacio muestral con dos resultados equiprobables (como
lanzar una moneda) constituye el 72% del total de las actividades. Ello indica también una
concepcion predominante de probabilidad en los ejemplos y ejercicios, que es la laplaciana.

En un 5.66% de casos el espacio muestral no se especifica. Se trata de un problema
abstracto en el cual no se concreta el experimento aleatorio, o bien de un caso de estimacion de la
probabilidad a partir de la frecuencia relativa, en que no se da la composicion del espacio
muestral.

Sélo dos celdas tienen frecuencias menores que 5 y son mayores que 1, con lo que no
tenemos que agrupar para calcular el valor Chi-cuadrado que es de 16,96 con 4 g.1. (p=0,0020),
es muy significativo e indica que hay una diferencia entre los dos libros. Observamos que el libro
[[] contiene una pequefia proporcion de espacios muestrales infinitos, y una proporcion
importante de espacios muestrales en los que los sucesos elementales no son equiprobables, que
haria necesario el aplicar las concepciones frecuencial o subjetiva de la probabilidad. En
consecuencia, en este libro hay una mayor variedad de espacios muestrales y de concepciones de
probabilidad en los ejemplos y ejercicios propuestos.

Observamos una mayor proporcion en el exto [A] de espacios muestrales donde los
sucesos son equiprobables y algunos casos en que no se especifica el espacio muestral.

3.3.4. ASIGNACION DE PROBABILIDADES

Las distintas formas de asignacion de probabilidad a los sucesos que aparecen en los
ejercicios y ejemplos de los textos analizados, se muestran en la tabla 3.3.4

La asignacion de probabilidades generalmente se hace aplicando la regla de Laplace, que
supone un peso importante del calculo combinatorio. Este calculo, no obstante, no siempre es
asequible al alumno, como se ha mostrado en las investigaciones de Navarro-Pelayo (1994) y en
Batanero y cols. (1997 a) y b)). En un 20 % de casos la asignacion de probabilidades se hace a
partir de informacion estadistica presentada al alumno lo que puede servir para establecer un
puente entre estadistica y probabilidad. Apenas aparecen actividades de experimentacion por lo
que no hay un verdadero enfoque frecuencial de la probabilidad, ya que al no hacer los
experimentos por si mismo se priva al alumno de la observacion del fendmeno de la convergencia
de las frecuencias relativas hacia la probabilidad y de las fluctuaciones aleatorias de la frecuencia
relativa.
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Son también casi inexistentes los ejercicios basados en la concepcion subjetiva de la
probabilidad o probabilidades geométricas.

Para aplicar el Chi-cuadrado se han agrupado todas las categorias excepto la 1 y 2.
Obtenemos un valor 9,54 con 2 g.l. (p=0,0085) que es muy significativo.

Lo mas destacable de estas diferencias es que, en el libro [A], practicamente toda la
asignacion de probabilidades esta basada en la regla de Laplace, y, por tanto, en el calculo
combinatorio, mientras que el tipo de asignacion es mas variado en el texto [I].

Tabla 3.3.4. Frecuencia y (porcentaje) de la asignacion de probabilidades en los ejemplos
y ejercicios por libro

Asignacion de probabilidades Libro [I] Libro [A] Total
1. Regla de Laplace 114 (65,52) 76 (83,52) 190 (71,70)
2. Informacion estadistica 44 (25,29) 11 (12,09) 55 (20,75)
3. Realizacidn/simulacion experimentos 11 (6,32) 0(0) 11 (4,15)
4. Subjetiva 4 (2,30) 1(1,10) 5(1,89)
5. Geométrica 1(0,57) 1(1,10) 2 (0,75)
6. Fisica 00 2 (2,20) 2 (0,75)
Total 174 (65,66) 91 (34,34) 265 (100,00)

3.3.5. CONTEXTOS

En la tabla 3.3.5. presentamos los contextos presentes en los ejercicios y ejemplos
analizados y que son los siguientes: Juegos de azar; fendmenos bioldgicos, como herencia,
caracteristicas fisicas de los alumnos o la ecologia; fendmenos de tipo fisico; meteorologia;
descripcion de fendmenos referidos a la vida social o politica, tales como, empleo, datos de
produccidn, comercio, etc. y por ultimo hemos considerado la experiencia previa del alumno
sobre el experimento presentado, como por ejemplo los resultados de examenes.

Tabla 3.3.5. Frecuencia y (porcentaje) de tipos de contexto en los ejemplos y
ejercicios por libro

Contexto Libro [I] Libro [A] Total

1. Juego 123 (70,69) 76 (83,52) 199 (75,09)
2. Biologia 18 (10,34) 1(1,10) 19 (7,17)
3. Fisica 5(2,87) 1(1,10) 6 (2,26)
4. Meteorologia 1(0,57) 0(0) 1(0,38)
5. Sociedad 4(2,309 0(0) 4 (1,519
6. Experiencia alumno 23 (13,22) 10 (10,99) 33 (12,45)
7. No se especifica 0 (0) 3(3,30) 3(1,13)
Total 174 (65,66) 91 (34,34) 265 (100,00)

Los contextos mas frecuentes son los juegos y la biologia asi como los relativos a la
experiencia del alumno. El gran predominio del contexto relativo a juegos de azar se relaciona,
por un lado, con los tipos de espacios muestrales (sucesos equiprobables) y la asignacion de
probabilidades (laplaciana). Puede indicar también un intento de hacer mas interesante el tema a
los alumnos, quienes, en general, se interesan por los juegos de azar. No obstante, creemos que
se aprecia una restriccion importante en el dominio de las aplicaciones de la probabilidad
mostradas al alumno.
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Para calcular el Chi-cuadrado se han agrupado todos los contextos, menos el 1, 2 y 6. En
este caso el valor de Chi-cuadrado es 8,88 con 3 gl. (p=0,0310) que indica en este caso
menores diferencias, lo que también se observa en la tabla de datos. La principal diferencia es que
el rango de aplicaciones es algo mayor en el libro [I], sobre todo con relacion a la biologia, ya que
se han usado ejemplos de genética, caracteristicas bioldgicas y nacimientos, entre otros.

3.3.6. PRESENTACION DE LA INFORMACION

En la tabla 3.3.6. aparecen las distintas formas en que los textos analizados presentan la
informacion para la resolucion de ejercicios o en la propuesta de ejemplos. Las distintas
categorias han sido las siguientes: Verbal; tabla, cuando ademas de la informacion verbal se
suministra al alumno datos estadisticos dispuestos en una tabla; grafico estadistico, cuando
ademas del enunciado verbal del problema se presenta al alumno algun grafico estadistico;
diagrama del arbol, cuando el enunciado es completado con un diagrama de arbol; graficos no
estadisticos o diagramas de flechas; fotos y dibujos que se afiaden al problema; tabla y grafico,
cuando aparecen estos dos tipos de informacion; diagramas de Venn y por ultimo cuando
aparecen diagramas de Venn y grafos juntos o diagramas de flechas.

Los ejercicios y ejemplos se presentan, preferentemente en formato exclusivamente
verbal, como se muestra en la tabla. También hay un peso importante de la presentacion por
medio de tablas estadisticas con o sin graficos asociados, asi como fotos, dibujos o ilustraciones.
Es practicamente inexistente el uso del diagrama en arbol, a pesar de la importancia que se le ha
atribuido en la ensefianza de la probabilidad y combinatoria por Fischbein (1975). Creemos que
los autores de los libros no son conscientes de las posibilidades de este recurso como modelo de
la situacion y como recurso generador en la resolucion de problemas probabilisticos.

Tabla 3.3.6. Frecuencia y (porcentaje) de la presentacion de la informacion en los
ejemplos y ejercicios por libro

Presentacion de la informacion Libro [I] | Libro [A] Total

1. Verbal 114 (65,52) | 70 (76,92) 184 (69.43)
2. Tabla 28 (16,09) 2 (2,20) 30 (11,32)
3. Grafico estadistico 2(1,15) 0(0) 2(0,75)
4. Diagrama de arbol 4(2,30) 0(0) 4(1,51)
5. Graficos, diagramas, flechas 0 (0) 2 (2,20) 2(0,75)
6. Fotos, dibujos... 20 (11,49) 4 (4,40) 24 (9,06)
7. Tabla y grafico 6 (3,45) 6 (6,59) 12 (4,53)
8. Diagrama de Venn 0(0) 6 (6,59) 6 (2,26)
9.D. de Venn y grafos o diagramas de flechas 0 (0) 1(1,10) 1(0,38)
Total 174 (65,66) | 91 (34,34) | 265 (100,00)

Para calcular el Chi-cuadrado hemos agrupado las opciones 2, 7 y 3 (tablas y graficos
estadisticos), 4,5,8,9 (diagramas de arbol, grafos, diagramas de Venn, etc.) El valor Chi
cuadrado 16,56 con 3 g.I. (p=0,0009) es muy significativo. Las principales diferencias son que el
libro [I], presenta en mayor proporcion los datos usando tablas y/o graficos estadisticos, lo que
concuerda con la mayor presencia de la asignacion frecuencial y los espacios muestrales con
sucesos no equiprobables en este texto.

En el texto [A], la informacion es predominantemente verbal y también hay una pequefa
proporcion de ejercicios que usan diagramas de Venn o grafos para presentar la informacion,
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debido al enfoque basado en la teoria de conjuntos que ya hemos indicado.

3.3.7. CONCLUSIONES

Presentamos a continuacion un resumen de las conclusiones obtenidas relacionadas con el
estudio y distribucion de los ejercicios y ejemplos respecto a las variables basicas, en los dos
textos analizados.

Tipo de actividad

El numero total de ejercicios es muy superior en el libro [I], lo que indica en este libro una
mayor orientacion al enfoque basado en resolucion de problemas por parte del alumno y la mayor
importancia dada a las aplicaciones, frente al aspecto tedrico.

Conceptos puestos en juego en los ejercicios

Los conceptos mas frecuentes son el experimento compuesto, la probabilidad y las
frecuencias relativas, aunque también las operaciones con sucesos aparecen, asi como la variable
aleatoria. Hay pocos ejercicios sobre espacio muestral, experimento aleatorio, probabilidad
condicional, dependencia e independencia, conceptos todos ellos bésicos y que merecian mayor
atencion dentro de los libros. Por ello creemos que los libros de texto debieran dedicar mayor
proporcion de ejercicios a este punto, donde se mostrara al alumno ejemplos de experimentos
dependientes e independientes.

Tipos de espacio muestral

Generalmente los ejemplos y ejercicios se refieren a espacios muestrales finitos con mas
de dos elementos donde se puede aplicar la regla de Laplace. Ello indica una concepcion
predominante de probabilidad en los ejemplos y ejercicios, que es la laplaciana.

En un 5.66% de casos el espacio muestral no se especifica. Se trata de un problema
abstracto en el cual no se concreta el experimento aleatorio, o bien de un caso de estimacion de la
probabilidad a partir de la frecuencia relativa, en que no se da la composicion del espacio
muestral.

Asignacion de probabilidades

La asignacion de probabilidades generalmente se hace aplicando la regla de Laplace, que
supone un peso importante del célculo combinatorio. Este calculo, no obstante, no siempre es
asequible al alumno, como se ha mostrado en las investigaciones de Navarro-Pelayo (1994) y en
Batanero y cols. (1997 a) y b)). En un 20 % de casos la asignacion de probabilidades se hace a
partir de informacion estadistica presentada al alumno lo que puede servir para establecer un
puente entre estadistica y probabilidad. Apenas aparecen actividades de experimentacion por lo
que no hay un verdadero enfoque frecuencial de la probabilidad. Son también casi inexistentes los
ejercicios basados en la concepciodn subjetiva de la probabilidad o probabilidades geométricas.

Contextos

Los contextos mas frecuentes son los juegos y la biologia asi como los relativos a la
experiencia del alumno. El gran predominio del contexto relativo a juegos de azar se relaciona,
por un lado, con los tipos de espacios muestrales (sucesos equiprobables) y la asignacion de
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probabilidades (laplaciana). Puede indicar también un intento de hacer mas interesante el tema a
los alumnos, quienes, en general, se interesan por los juegos de azar. No obstante, creemos que
se aprecia una restriccion importante en el dominio de las aplicaciones de la probabilidad
mostradas al alumno.

Presentacion de la informacion

Los ejercicios y ejemplos se presentan, preferentemente en formato exclusivamente
verbal. También hay un peso importante de la presentacion por medio de tablas estadisticas con o
sin graficos asociados, asi como fotos, dibujos o ilustraciones.

Es practicamente inexistente el uso del diagrama en arbol, a pesar de la importancia que
se le ha atribuido en la ensefianza de la probabiidad y combinatoria por Fischbein (1975).

3.4. EXPERIMENTO ALEATORIO

3.4.1. TIPOLOGIA BASICA DE EJEMPLOS Y EJERCICIOS Y SU PRESENCIA EN LOS
LIBROS DE TEXTO

Una vez estudiada la distribucion global de los ejemplos y ejercicios respecto a las
variables basicas, analizaremos en esta seccion y en las siguientes de este capitulo las actividades
concretas pedidas al alumno, para cada uno de los conceptos que se trataron en el capitulo 2.
Consideramos que, ademas de analizar la presentacion de este tema a nivel conceptual (explicito
e implicito), se deben estudiar los ejemplos y ejercicios que, sobre el concepto, se proponen a los
alumnos.

Comenzamos analizando tedricamente las actividades consideradas como prototipicas o
elementos extensionales del significado del concepto y haciendo un estudio cualitativo de su
presencia o ausencia en todos los libros de la muestra. En la siguiente seccion haremos un estudio
estadistico comparativo detallado de las diferencias de estos ejemplos y ejercicios, en cuanto a las
variables basicas en dos de los libros de texto. Este mismo procedimiento se seguira en el resto
de las secciones del capitulo.

Las actividades basicas que pueden ser planteadas al alumno en relacion con la idea de
aleatoriedad y experimento aleatorio son las siguientes:

SEl: Discriminacion entre experimentos aleatorios y deterministas. Cuando se pide a
los alumnos decidir sobre el caracter aleatorio o no de algunos fenomenos descritos. Esta es una
actividad que consideramos muy importante para que el alumno comience a distinguir las
caracteristicas basicas de la aleatoriedad: 'El concepto de aleatoriedad es central para la
educacion estocastica por la simple razon de que este concepto, contrapuesto a otras
teorias y conceptos matemdticos, es la caracteristica especifica de la teoria de la
probabilidad" (Harten y Steinbring, 1983, p. 363). Sin embargo, pensamos que no es posible
adquirir este concepto solo con el estudio de su definicion sino que es necesario tratar de dilucidar
las situaciones en que puede o no puede aplicarse.

En el texto [G] encontramos el siguiente ejercicio, que podriamos encuadrar dentro de

esta categoria:
"267. Digase si es un experimento determinista lanzar un dado y leer su cara superior en reposo”
(Texto [G], p. 278).
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Ejercicios similares aparecen también en [G]: Ejercicio 268 (p. 278); en [E]: Ejercicio 1,
(p. 175) y en [H]: Ejercicio 6.16 a), (p. 189).

Un ejemplo ha sido encontrado en el texto [E], sobre el lanzamiento de una moneda al
aire (p. 174), donde se indica que no es un experimento determinista explicando las razones para
ello. Otros aparecen en el texto [A].

SE2: Proponer ejemplos de experimentos aleatorios y/o deterministas. Cuando se
pide a los alumnos ejemplos de experimentos aleatorios o deterministas. Esta actividad permitira
evaluar al profesor el grado de comprension que muestran sus alumnos de la idea de aleatoriedad.

En ningun texto aparecen ejercicios de este tipo, lo tnico que hemos encontrado han sido

ejemplos. En el texto [F], aparece el siguiente:
"Son experimentos aleatorios:
- La extraccion de una carta de la baraja
- El lanzamiento de un dado.
- La extraccion de una bola del bombo de la loteria.
- La tirada de una moneda al aire" (Texto [F], p. 222).

Ejemplos similares aparecen en los textos: [B]: Ejemplos 1y 2, (p. 27), implicitamente, ya
que sin mencionar la palabra experimento aleatorio, propone dos situaciones, una sobre las
posibles cuestiones de un examen y otra sobre el tiempo que habra en una ciudad en una
determinada época, “en que no es posible predecir si un determinado hecho se producira o
no”; [C]: Ejemplo, (p. 66); [D]: Ejemplos 1y 2, (p. 69) y ejemplos 1 y 2 (p. 70); [E]: Ejemplo,
(p. 174); [G]: Ejemplos 1y 2, (p. 191); [H]: Ejemplo 6.16, (p. 188); [1]: Ejemplos, pp. 227-228;
[J]: Ejemplo, (p. 292) y [K]: Ejemplo, (p. 397).

Tabla 3.4.1. Actividades sobre el concepto de experimento aleatorio en los textos

SEl SE2

[A] | Ejemplos

[B] Ejemplos
[C] Ejemplo
[D] Ejemplos
[E] [Ejercicioy Ejemplo

ejemplo
[F] Ejemplo

[G] | Ejercicios Ejemplos
[H] | Ejercicio Ejemplo

1 Ejemplos
[J] Ejemplo
[K] Ejemplo

Como resumen de las actividades propuestas presentamos la tabla 3.4.1. Puede verse en
ella que las actividades referidas a aleatoriedad y experimentos aleatorios apenas incluyen
ejercicios. Tan solo se muestran ejemplos de experimentos aleatorios y no aleatorios. En
consecuencia, creemos que no puede realizarse un aprendizaje verdaderamente constructivo de
esta nocion. El concepto se presenta acabado al alumno y no hay situaciones problematicas de las
cuales pueda verse la necesidad del mismo, por lo que pensamos que no se presta atencion
suficiente al concepto.

149



3.4.2. ESTUDIO COMPARATIVO DE LA DISTRIBUCION DE EJERCICIOS RESPECTO
A LAS VARIABLES BASICAS

Una vez analizadas & modo global el tipo de ejemplos y ejercicios en todos los textos,
dedicamos esta seccion a un estudio comparado de estas variables en el caso particular de que el
concepto puesto en juego sea el de aleatoriedad.

Son solo seis los ejemplos y ejercicios que hemos encontrado en relacion con el
experimento aleatorio y la aleatoriedad en los dos libros comparados, dos de ellos en el texto [I]
y cuatro en el [A]. Como podemos observar en la tabla 3.4.2. sobre tipo de actividad pedida al
alumno, no aparecen en estos dos libros ningun ejercicio relacionado con la aleatoriedad o el
experimento aleatorio, aunque se presentan algunos ejemplos: introductorios en el texto [A] y
posteriores a la definicion en el libro [I] analizado.

Tabla 3.4.2. Frecuencia y (porcentaje) del tipo de ejemplos y ejercicios sobre
experimento aleatorio en cada texto
Tipo de actividad Libro [I] | Libro [A] Total
Ejemplo introductorio 0(0) |[4(100,00) [ 4(66,67)
Ejemplo posterior 2 (100,00) 0(0) 2 (33,33)
Total 2(3333) | 4(66,67) |6(100,00)

Respecto a la actividad concreta a que se refieren estos ejemplos, observamos en la tabla
3.4.3. que aparecen los dos tipos que habiamos considerado en nuestro analisis de la seccion. En
el libro [I] se trata de discriminar entre experimentos aleatorios y deterministas, es decir, en el
mismo ejemplo se muestran situaciones de los dos tipos para hacer consciente al alumno de sus
diferencias. En el texto [A] se trata de poner ejemplos de experimentos aleatorios, sin otros
deterministas que le sirvan de contrapartida.

Tabla 3.4.3. Frecuencia y (porcentaje) de la actividad sobre experimento aleatorio en

cada texto
Actividad Libro [I] | Libro [A]| Total
Discriminar 0(0) 4 (100,00) | 4 (66,67)
Proponer ejemplos | 2 (100,00) 0 (0) 2 (33,33)
Total 2 (33,33) | 4(66,67) |6 (100,00)

La forma en que seria posible asignar las probabilidades en estos ejemplos sobre
experimentos aleatorios es bastante variada, a pesar de ser pocos los ejemplos sobre el tema. En
la tabla 3.4.4. observamos casos en que la asignacion de probabilidades seria laplaciana, a partir
de informacion estadistica e incluso mediante la realizacién de experimentos por el propio alumno.

Tabla 3.4.4. Frecuencia y (porcentaje) de asignacion de probabilidades en cada texto en
las actividades sobre experimento aleatorio

Asignacion Libro [I] | Libro [A]| Total
Regla de Laplace 0(0) 3(75,00) | 3(50,00)
Informacion estadistica | 1 (50,00) 0(0) 1(16,67)
Experimento 1(50,00) | 1(25,00) | 2(33,33)
Total 2(33,33) | 4(66,67) |6(100,00)
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Los contextos empleados para los ejemplos sobre experimento aleatorio se presentan en
la tabla 3.4.5. Son dos los contextos empleados, en los que los ejemplos se reparten en igual
numero: Juegos de azar y fisica. Sin duda ello se debe a que los juegos de azar proporcionan
situaciones en las que es facil para el alumno observar el cardcter aleatorio del experimento y la
fisica es un terreno apropiado para la busqueda de situaciones de tipo determinista. Aunque los
juegos de azar pueden ser adecuados, sobre todo desde el punto de vista de la motivacion del
alumno asi como su familiaridad con algunos juegos de mesa, el hecho de que el libro de texto
utilice s6lo o mayoritariamente este contexto, puede hacer que el alumno obtenga la impresion de
que la probabilidad solo se aplica a situaciones de juego. Hacemos notar que el texto [I] s6lo usa
el segundo contexto por lo que no hay verdadera discriminacion con los fendmenos deterministas.

Tabla 3.4.5. Frecuencia y (porcentaje) del contexto en cada libro en las actividades sobre
experimento aleatorio
Contexto | Libro [I] | Libro [A]| Total
Juego 0(0) 3(75,00) | 3 (50,00)
Fisica |2(100,00) | 1(25,00) | 3 (50,00)
Total 2(33,33) | 4(66,67) |6 (100,00)

En la tabla 3.4.6. observamos que los tipos de espacio muestral que aparecen en los
experimentos ejemplificados son infinitos (2 ejemplos) y finitos (4 ejemplos). En este ultimo caso
se trata de sucesos elementales equiprobables, salvo un ejemplo en el libro [A], que no usa
ejemplos de espacios muestrales infinitos. Por el contrario, este es el Unico tipo de espacio
muestral usado en los ejemplos sobre experimento aleatorio en el texto [I].

Tabla 3.4.6. Frecuencia y (porcentaje) del tipo de espacio muestral en cada texto en las
actividades sobre experimento aleatorio

Tipo espacio muestral Libro [I] | Libro [A] Total
Infinito 2 (100,00) 0 (0) 2(33,33)
Fnito 2 elementos equiprobables 0(0) 1(25,00) | 1(16,67)
Finito elementos equiprobables 0(0) 2(50,00) | 2(33,33)
Finito elementos no equiprobables 0(0) 1(25,00) | 1(16,67)
Total 2(33,33) | 4(66,67) | 6(100,00)

En la tabla 3.4.7. observamos que la informacion de estos ejemplos se presenta
exclusivamente en forma verbal, no habiendo diferencias entre los dos libros analizados, a pesar
de que tedricamente seria posible en los ejemplos asignar probabilidades usando informacion
estadistica, e incluso experimentacion.

Tabla 3.4.7. Frecuencia y (porcentaje) de la presentacion de informacion en cada texto
en las actividades sobre experimento aleatorio
Informacién | Libro [I] [ Libro [A] Total
Verbal |2 (100,00) | 4 (100,00) |6 (100,00)
Total 2(33,33) | 4(66,67) |6(100,00)
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3.4.3. CONCLUSIONES RESPECTO A LOS EJERCICIOS Y EJEMPLOS
RELACIONADOS CON LA IDEA DE EXPERIMENTO ALEATORIO

Respecto a las actividades presentadas, observamos un hueco importante en la falta de
ejercicios relacionados con la idea de aleatoriedad y experimento aleatorio. Como sefialan Harten
y Steinbring (1983) para desarrollar el pensamiento estocastico no es suficiente confrontar a los
individuos a situaciones estocasticas sencillas. Es necesario construir secuencias conectadas de
tareas en las que el grado de dificultad y el rango de las técnicas y conceptos matematicos sea
variado y que muestre el significado de las diversas aproximaciones para interpretar fendémenos
aleatorios reales.

Observamos que en el texto [I], se opta por la asignacién de probabilidades mediante la
informacion estadistica o la experimentacion, no haciendo uso en ninguna actividad de la regla de
Laplace, mientras que en el libro [A], la mayor parte de las actividades hace uso de dicha regla.

Los contextos mas utilizados como en la mayoria de los textos es el juego, seguido de la
fisica. Aunque puede parecer adecuado, sobre todo desde el punto de vista de la motivacion del
alumno asi como su familiaridad con algunos juegos de mesa, el hecho de que el libro de texto
utilice s6lo o mayoritariamente este contexto, puede hacer que el alumno obtenga la impresion de
que la probabilidad solo se aplica a situaciones de juego.

En relacion con los espacios muestrales indicar que el texto [I] solo utiliza el infinito,
mientras que el libro [A] utiliza todos los demas casos, es decir, finito con dos elementos
equiprobables, finito con mas de dos elementos equiprobables y finito con elementos no
equiprobables, no utilizando en ninguna actividad el espacio infinito, lo que parece adecuado a
este nivel.

Por ultimo, parece excesivo el uso que se hace de la presentacion de la informacion de
forma verbal, ya que a esta edad de 14 afios, que son los destinatarios de los textos parece mas
aconsejable utilizar la informacion estadistica asi como proponer la realizacion de experimentos.

3.5. ESPACIO MUESTRAL. SUCESOS, SUS TIPOS Y OPERACIONES

El segundo bloque de ejercicios que vamos a analizar se refiere a los conceptos de
espacio muestral, sucesos, sus tipos y operaciones. Como en el caso anterior comenzamos
analizando las clases de actividades que, desde nuestro punto de vista, dotarian de sentido a estos
conceptos para los alumnos. Seguidamente, haremos un estudio estadistico de la distribucion de
los ejercicios en los dos libros que hemos seleccionado.

3.5.1 TIPOLOGIA BASICA DE EJEMPLOS Y EJERCICIOS RELACIONADOS CON EL
ESPACIO MUESTRAL

Las actividades basicas que, respecto a la idea de espacio muestral hemos considerado, y
que constituirian los elementos extensionales del significado del concepto son las siguientes:

SEM1: Enumerar los elementos de un espacio muestral a partir de la descripcion del
experimento. En esta actividad se pide el listado de todos los sucesos elementales en un espacio
muestral, a partir de la descripcion del mismo, generalmente hecha en forma verbal. Este
problema es de naturaleza combinatoria, por lo tanto, si el experimento es complejo y el alumno
no posee una capacidad suficiente de enumeracion sistematica puede presentar ciertas
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dificultades, ya que en numerosas investigaciones como las de Fischbein y Gazit (1988) o
Batanero y cols. (1997 a) y b)) se han puesto de manifiesto las serias limitaciones de los alumnos
de secundaria sobre la combinatoria.

En el texto [A], hemos encontrado un ejercicio que podemos clasificar dentro de este
apartado, en el que el experimento se describe verbalmente y, ademas, se indica al alumno una
notacion para la representacion de los sucesos posibles en el experimento.

"56. Hallar el espacio muestral asociado al experimento aleatorio de sacar una moneda de un bolso

que contiene una moneda de cinco pesetas, una moneda de 25 pesetas y una moneda de 50

pesetas.(Representar las monedas por las letras a, b, c). Seguidamente enunciar los sucesos a U b, a
U cy(aub) Nn(auc)" (Texto [A], p. 54).

Ejercicios similares aparecen en el mismo texto [A]: 57, 58, 59, 60, 61 y 63, (p. 54); en
[F]: 1y 2, (p. 222), ejercicio 5 (p. 223) y ejercicios 1a) y 2a), (p. 233); en [G]: 269, 270 y 277,
(p. 279); en [H]: ejercicios 6.16 a), c) y 6.17 a), (p. 189); y en [K]: ejercicios 25.1 a), 25.2 a),
25.3 a),25.4 a), 25.7 y 25. 10 a) (p. 406).

Los ejemplos encontrados han sido numerosos en los textos analizados. En [A]: Ejemplo
(p-40)y 1,2y 3 (p. 41); en [D]: Ejemplo (p. 70); en [E]: Ejemplo (p. 174); en [F]: Ejemplos, (p.
222); en [G]: Ejemplo 3, (p. 192); en [H]: Ejemplo (p. 188); en [I]: Ejemplos, (p. 222); en [J]:
Ejemplo 1, (p. 292) y en [K]: Ejemplos 1, 2, 3 y 4 (p. 398).

SEM2: Calcular el numero de elementos de un espacio muestral haciendo uso de
razonamiento combinatorio. Esta actividad corresponde a un problema combinatorio de
recuento. El alumno debe calcular el nimero de elementos del espacio muestral sin enumerarlos,
bien identificando una operacion combinatoria o aplicando las reglas combinatorias bésicas de la
suma, producto y cociente. Aunque la actividad desarrollada por el alumno en los tipos de
actividades SEM1 y SEM2 son de naturaleza combinatoria mas que probabilistica, creemos que
son fundamentales para que el alumno adquiera la idea de espacio muestral. Ademas permite
establecer la conexion entre probabilidad y combinatoria, que es considerada fundamental por
autores como Heitele (1975) y Fichbein (1975). En el texto [H], encontramos el siguiente

ejercicio, que podemos incluir en esta categoria:
"6.16. c) Lanzamos dos dados y observamos la puntuacion obtenida en cada uno de ellos. ;Cudntos
elementos tiene el espacio muestral? Escribelos” (Texto [H], p. 189).

Ejercicios similares aparecen en el texto [H]: Ejercicio 6.18 e), (p. 190); en [F]: Ejercicio
1 b), (p. 233) y en [J]: Ejercicio 4, (p. 295). No aparece ningun ejemplo del calculo del numero
de elementos de un espacio muestral, utilizando razonamiento combinatorio, en los textos
analizados.

Como resumen de la tipologia de ejemplos y ejercicios relacionados con el espacio
muestral, presentamos la tabla 3.5.1. donde aparece el tratamiento dado a las actividades
relacionadas con estos conceptos en los textos analizados, dejandose en blanco cuando no se
trata. En ella destacamos la escasez de ejercicios relacionados con la idea de espacio muestral.
Esto puede ser una opcién del autor 16gica en los textos [B] e [I] en los que no se introduce el
concepto. En el resto de los manuales y al comparar con la presentacion teorica, que se analizd en
la seccion 2.3.1., observamos que en muchos casos se ha estudiado el tema tedricamente, pero
no se presentan ejercicios, lo que indica de nuevo un énfasis excesivo en la presentacion tedrica
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sin contrapartida con las actividades que den un significado mas completo a los conceptos.

Tabla 3.5.1. Actividades relacionadas con el concepto de espacio muestral

SEM1 SEM2
[A] Ejemplos y ejercicios
[B]
[€]
[D] Ejemplo
[E] Ejemplo
[F] Ejemplos y ejercicios Ejercicio
[G] Ejemplo y ejercicios
[H] Ejemplo y ejercicios Ejercicios
1] Ejemplos
[ Ejemplo Ejercicio
[K] Ejemplos y ejercicios

3.5.2. TIPOLOGIA DE EJEMPLOS Y EJERCICIOS RELACIONADOS CON LOS
SUCESOS Y SUS OPERACIONES

Una vez analizado el espacio muestral, pasamos a los sucesos y operaciones entre los
mismos que revisten gran importancia porque una correcta identificacion de los sucesos
implicados es necesaria para el calculo adecuado de sus probabilidades. Puesto que son
numerosos ls conceptos que incluimos en este apartado, aparece un mayor nimero de posibles
actividades. Hemos clasificado estas actividades en las siguientes situaciones prototipicas o
elementos extensionales del concepto:

SS1: Escribir todos los sucesos posibles ¢imples o compuestos) asociados a un
experimento. Se trata ahora de formar el conjunto de partes P(E), siendo E el espacio muestral
asociado a un experimento aleatorio, a partir o bien de la descripcion del experimento o del
espacio muestral, ya construido. Es también un problema de tipo combinatorio, donde el alumno
debe formar todas las combinaciones de elementos del espacio muestral tomados de uno en uno,

dos en dos, etc. En el texto [F], encontramos el siguiente ejercicio:
"3. El espacio muestral que resulta al lanzar dos monedas es E = {cc, cx, xc, xx}. Escribe los sucesos
posibles" (Texto [F], p. 223).

Ejercicios similares aparecen en el texto [F]: Ejercicio 4, (p. 223) y en [G]: Ejercicio 277
b), (p. 279), aunque en ellos, dado un determinado espacio muestral, piden cuantos sucesos hay.
Ejemplos de este tipo hemos encontrado en los textos [C]: Ejemplo (p. 68); [F]: Ejemplo (p.
223); en [1]: Ejemplo (p. 222) y en [K]: Ejemplos 1y 2, (p. 399).

SS2: Dados dos sucesos formar su union. En este caso el alumno debe identificar los
elementos que pertenecen al menos a uno de los conjuntos, y formar con ellos el suceso union,
que sera muy importante para el calculo de probabilidades de sucesos compuestos, conocidas las

probabilidades de sucesos simples. En el texto [G], hemos encontrado el siguiente ejercicio:
"273. Sobre una baraja de cincuenta y dos cartas se realiza la experiencia extraer un naipe al azary
ver cudl es. Sea el suceso A = obtener un as y el B = obtener corazones. ;De cudntos sucesos
elementales consta el suceso reunion AU B?" (Texto [G], p. 279).
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Ejercicios similares aparecen en [A]: Ejercicio 5.6 (p. 54); en [F]: Ejercicio 8, (p. 224);
en [H]: Ejercicio 6.18 f) (p. 190) y en [K]: Ejercicio 25.12, (p. 406). Ejemplos de este tipo
aparecen en los textos [A]: Ejemplo (p. 44); [C]: Ejemplo (p. 67) y ejemplo (p. 68); [D]: Ejemplo
(p. 73); [F]: Ejemplo (p. 224); [G]: Ejemplo 7, (p. 194) y en [K]: ejemplos 1, 2 y 3, (p. 402).
Consideramos importante que el alumno realice al menos una vez esta actividad puesto que el
término “‘uniéon” no tiene el mismo significado en la vida ordinaria y en el célculo de
probabilidades. Por la misma razon, consideramos importante realizar ejercicios referidos al resto
de operaciones con sucesos.

SS3: Dados dos sucesos formar su interseccion. Dentro de esta tarea, se deben
identificar los elementos comunes a los dos sucesos y formar con ellos el suceso interseccion. Esta
operacion sera utilizada tanto para el calculo de probabilidades condicionales, en el estudio de la
independencia entre sucesos y el calculo de probabilidades en experimentos compuestos. En el

texto [F], encontramos un ejercicio de este tipo:
"8. Consideremos el espacio muestral E = {1,2,3,4,5,6}. Sean el suceso A = {1,2,3,4} y el suceso B =
{4,5,6}.
Escribe el suceso A NBy el suceso AU B. ;Son A y B sucesos incompatibles?" (Texto [F], p. 224).

Ejercicios similares aparecen en [A]: Ejercicio 5.6 (p. 54); en [G]: Ejercicio 274, (p.
279); en [H]: Ejercicio 6.18 ) (p. 190) y en [K]: Ejercicio 25.12, (p. 406). Ejemplos de este tipo
aparecen en los textos [A]: Ejemplo (p. 44); [C]: Ejemplo (p. 67) y ejemplo (p. 68); [D]: Ejemplo
(p. 73); [F]: Ejemplo (p. 224); [G]: Ejemplo 8, (p. 195) y en [K]: Ejemplos 1, 2 y 3, (p. 402).

SS4: Dados dos sucesos formar su diferencia. Consiste en formar el suceso diferencia
con los elementos que pertenecen a uno de los sucesos y no al otro. Ejercicios y ejemplos de este
tipo no hemos encontrado en ninglin texto. Seria importante este tipo de ejercicios y comprobar
también que la diferencia no tiene la propiedad conmutativa.

SS5: Enumerar los elementos del complementario de un suceso dado. El alumno debe
identificar los sucesos elementales que no pertenecen al suceso dado y formar con ellos el suceso
complementario. Tanto esta operacion como la anterior son necesarias en algunos casos de
calculo de probabilidades. Ademas en el calculo de probabilidades encontramos muchos
ejemplos en el que resulta ventajoso calcular la probabilidad de un suceso restando de la unidad
la probabilidad de su suceso complementario. No hemos encontrado ningtin ejercicio de este tipo.
Los ejemplos encontrados han sido en los textos [C]: Ejemplo (p. 67) y ejemplo (p. 68); [D]:
Ejemplo (p. 175); [F]: Ejemplo (p. 225); [G]: Ejemplo 6, (p. 194) y en [K]: Ejemplos 1, 2, 3,4y
5 (p. 403).

SS6: Reconocer/discriminar/escribir ejemplos de sucesos simples y compuestos. Se

trata de discriminar sucesos simples y compuestos o proponer ejemplos de sucesos simples y

compuestos. Aunque esta actividad pueda parecer muy sencilla, la no discriminacion entre

sucesos simples y compuestos puede estar en el origen del sesgo de equiprobabilidad descrito

por Lecoutre (1988), por el que los alumnos consideran todos los sucesos equiprobables, con

independencia del niimero de casos favorables asociados a cada uno de ellos. En el tnico texto
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que hemos encontrado un ejercicio ha sido en el texto [A]:

"62. Expresar 5 sucesos del experimento aleatorio consistente en sacar 3 bolas de una urna en la que
hay 5 bolas rojas, 6 negrasy 8 blancas" (Texto [A], p. 54).

Asi mismo, han sido en los textos [C], p. 68 e [I], pp. 243-244, los tnicos ejemplos
hallados, de este tipo de actividad.

SS7:  Reconocer/discriminar/escribir ejemplos de sucesos complementarios/no
complementarios. Cuando se pide a alumno reconocer o proponer ejemplos de cuando dos
sucesos son complementarios y cuando no son complementarios. En el texto [J] hemos

encontrado un ejercicio de este tipo:
"3. Dos sucesos se llaman contrarios si son incompatibles, y ademds su union es el espacio muestral.
De acuerdo con esta definicion, si Q = {1,2,3,4,5}, ;cual es el suceso contrario de {1,2}? ;Y el
contrario de {4}? (Texto [J], p. 295).

Ejercicios similares aparecen en el texto [F]: Ejercicios 9, 10, 11, 12, 13 y 14 (p. 225);
en [G]: Ejercicios 272 y 276, (p. 279); en [H]: Ejercicio 6.17 d), e), f), g) y h), (p. 189) y
ejercicio 6.19 d), (p. 191); en [J]: Ejercicio 5, (p. 295) y en [K]: Ejercicios 25.9 y 25.11, (p.
406). Los ejemplos encontrados han sido en los textos [A]: Ejemplo (p. 42) y ejemplo b) (p. 43),
en [D]: Ejemplos 1y 2, (p. 71) y en [I]: Ejemplos, p. 245.

SS8: Reconocer/ discriminar/ escribir ejemplos de sucesos incompatibles. Se pide
reconocer o proponer ejemplos de sucesos que no tengan sucesos elementales comunes. Puesto
que algunos autores han descrito la confusion que muestran los alumnos entre sucesos
incompatibles y sucesos independientes, seria necesario la presencia de este tipo de actividades

para superar la confusion descrita. En el texto [F] hemos encontrado el siguiente ejercicio:

"7. Di dos sucesos incompatibles con el suceso sacar dos caras al tirar dos monedas" (Texto [F], p.
224).

Ejercicios similares aparecen en el mismo texto [F]: Ejercicio 8 (p. 224) y ejercicios 10 y
14 (p. 225); en [G]: Ejercicio 275 ¢), (p. 279); en [H]: Ejercicio 6.19 b) y c), (p. 191); en [J]:
Ejercicios 1y 5, (p. 295) y en [K]: Ejercicio 25.14, (p. 407). Ejemplos de este tipo aparecen en
los textos [A]: Ejemplo (p. 42) y ejemplo (p. 43); en [C]: Ejemplo (p. 67) y ejemplo (p. 68);en
[D]: Ejemplos 1y 2, (p. 71); en [F]: Ejemplo (p. 224), en [G]: Ejemplos 9 y 10, (p. 196) y en [I],
pp. 243-244.

SS9: Demostrar o comprobar propiedades de las operaciones con sucesos. Se pide a
los alumnos una demostracion de algunas propiedades de las operaciones con sucesos,
generalmente de tipo algebraico o bien comprobar estas propiedades en casos particulares. Esta
actividad no es muy frecuente y suele estar asociada a un mayor énfasis en la presentacion formal
del tema. En el texto [K], hemos encontrado el siguiente ejercicio, donde se pide comprobar las

propiedades del algebra de Boole, para determinados sucesos:

"25.13. Con los sucesos del ejercicio 25.10, comprueba todas las propiedades del Algebra de Boole"
(Texto [K], p. 406).

Un ejercicio similar aparece en el texto [F]: Ejercicio 6, (p. 224), aunque solo pide
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enunciar y escribir las propiedades de la union y de la interseccion de sucesos. Los tnicos
ejemplos encontrados de este tipo han sido también en el texto [K]: Ejemplos 1,2 y 3 (pp. 403-
404), ejemplos 1 y 2 del apartado 25.6.5 y ejemplo 1 del apartado 25.6.6 (p. 404).

Como resumen de la tipologia de actividades relacionadas con los sucesos, sus tipos y
operaciones, presentamos la tabla 3.5.2. donde se indica el tratamiento dado en los textos a las
actividades relacionadas con estos conceptos

Podemos observar la gran variabilidad en cuanto al rango de ejercicios relacionados con
los tipos de sucesos y sus operaciones. Nos encontramos desde casos como [B] que no hacen
mencion a este tema, hasta textos como [F], [G] y [K] con una gran variedad. También hay libros
en que solo se presentan ejemplos y no hay ningtin ejercicio relacionado con estas nociones.

Respecto a los ejercicios y ejemplos la variabilidad de los libros es muy grande, desde no
incluirlos hasta contemplar la mayoria de actividades considerada en nuestro analisis. Creemos
que ello implica una diferenciacion en el significado que de estos conceptos construiran los
alumnos que usen unos u otros manuales.

Tabla 3.5.2. Actividades presentadas en los textos relacionadas con los sucesos y sus

operaciones
SS1 SS2 SS3 S$4 SS5 SS6 SS7 SS8 SS9
[A] Ejemplo y | Ejemplo y Ejercicio | Ejemplos | Ejemplos
ejercicio | ejercicio
[B]
[C] Ejemplo | Ejemplos | Ejemplos Ejemplos | Ejemplo Fjemplos
[D] Ejemplo | Ejemplo Ejemplos Ejemplos | Ejemplos
[E]
[F] |Ejemploy | Ejemploy | Ejemploy Ejemplo Ejercicios | Ejemplo y| Ejercicio
ejercicios | ejercicio | ejercicio ejercicios
[G] | Ejercicio |Ejemploy | Ejemploy Ejemplo Ejercicios |Ejemplos y|
ejercicio | ejercicio ejercicio
[H] Ejercicio | Ejercicio Ejercicios | Ejercicio
[1] | Ejercicios Ejemplos | Ejemplos
[1] Ejercicios | Ejercicios
[K] | Ejemplos |Ejemplos y|Ejemplos y Ejemplos Ejercicios | Ejercicio [Ejemplos Y|
gjercicio | ejercicio ejercicio

3.5.3. ESTUDIO COMPARATIVO DE LA DISTRIBUCION DE EJERCICIOS Y
EJEMPLOS RELACIONADOS CON EL ESPACIO MUESTRAL Y SUCESOS

Puesto que el nimero de ejemplos y ejercicios relacionados con la idea de espacio
muestral, sucesos y operaciones entre sucesos es pequefio, hemos analizado conjuntamente la
distribucion de ejercicios relacionados a estos conceptos en los dos libros de texto. El total del
ejercicios y ejemplos sobre estos temas ha sido de 8 en el libro [I], y 29 en el texto [A], lo que,
como habiamos indicado anteriormente indica un mayor énfasis por el tema en éste ultimo (Tabla
3.5.3.). Teniendo en cuenta, ademds que el numero total de ejemplos y ejercicios es casi el triple
que en el texto [I], la importancia relativa de la idea de espacio muestral y sucesos se hace mayor
en el libro [A], propiciado por la presentacion del tema que estd muy apoyada en la teoria de
conjuntos. Este libro [A] es un buen ejemplo del énfasis dado al enfoque conjuntista para la
ensefianza de la probabilidad en la “corriente de la matematica moderna”, en la que se aceptaba la

idea de que la reconstruccion logica de los conceptos era posible a partir de un soporte formal.
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La probabilidad fue un campo considerado como un buen ejemplo para mostrar la utilidad de la
teoria de conjuntos y de la axiomatizacion dentro de esta corriente (Borovenik y Peard, 1996).

Destacamos también el hecho de que la mayor parte de actividades son ejemplos, al
contrario que en la distribucion global estudiada en la seccion 3.3. donde destacaban los
ejercicios posteriores a los conceptos. En este sentido, la idea de espacio muestral recibe una
menor atencion respecto al nimero de ejercicios propuestos en estos dos libros, que el resto de
los conceptos probabilisticos. Se observa también que mientras en el segundo libro los ejercicios
son posteriores al concepto en el primero suelen ser introductorios.

Tabla 3.5.3. Frecuencia y (porcentaje) del tipo de situacion en cada texto en relacion al
espacio muestral y sucesos

Tipo de actividad Libro [I] Libro [A] Total
Ejemplo introductorio 5(62,5) 18 (62,06) | 23 (62,16)
Ejemplo posterior 0(0) 7 (24,13) 7 (18,92)
Ejercicio introductorio 3 (37,5 0(0) 3(8,11)
Ejercicio posterior 0 (0) 4 (13,79) 4(10,81)
Total 8(21,62) | 29(78,38) | 37(100,00)

En la tabla 3.5.4. presentamos los diferentes tipos de actividad en que podemos clasificar
estos ejercicios, de acuerdo con el siguiente sistema de codificacion:
1. Enumerar los elementos de un espacio muestral a partir de la descripcion del experimento.
2. Calcular el nimero de elementos de un espacio muestral haciendo uso del razonamiento
combinatorio.
Escribir todos los sucesos (simples o compuestos) asociados a un experimento.
Dados dos sucesos formar su union.
Dados dos sucesos formar su interseccion.
Reconocer/discriminar/escribir ejemplos de sucesos simples y compuestos.
Reconocer/discriminar/escribir ejemplos de sucesos complementarios/ no complementarios.

e e Al e

Tabla 3.5.4. Frecuencia y (porcentaje) de la actividad pedida en cada texto en relacion al

espacio muestral y sucesos

Reconocer/discriminar/escribir ejemplos de sucesos incompatibles.
Demostrar o comprobar propiedades de las operaciones con sucesos.

Actividad Libro [I] | Libro [A] Total
1. Enumerar elementos 0(0) 8 (27,59) 8 (21,62)
2. Calcular numero de elementos 1(12,50) 0(0) 1(2,70)
3. Escribir todos los sucesos 3 (37,50) 2(6,90) 513,51
4. Dados 2 sucesos formar union 0 (0) 3(10,34) 3(8,11)
5. Dados 2 sucesos formar su interseccion 0(0) 2(6,90) 2(541)
8. Ejemplos de sucesos simples y compuestos | 2 (25,00) 7(24,14) 9(24,32)
9. Ejemplos de sucesos complementarios 2 (25,00) 2(6,90) 4 (10,81)
10. Ejemplos de sucesos incompatibles 0 (0) 3(10,34) 3(8,11)
11. Propiedades operaciones sucesos 0(0) 2(6,90) 2(541)
Total 8(21,62) | 29(78,38) | 37(100,00)

Como podemos ver las categorias mas frecuentes de actividades han sido la enumeracion
del espacio muestral (8 casos) o de todos los elementos de un suceso definido mediante
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comprension (5 casos) y obtener la diferencia de dos sucesos simples o compuestos (9 casos).
Observamos también que en el segundo de los libros aparecen practicamente todas las categorias
de actividades que hemos considerado en nuestro andlisis, lo cual confirma nuestra opinién de la
mayor importancia dada en este texto al algebra de sucesos.

En la tabla 3.5.5. se especifican los contextos utilizados en los ejercicios o ejemplos sobre
espacio muestral.

Tabla 3.5.5. Frecuencia y (porcentaje) del contexto en cada libro en relacion al espacio
muestral y sucesos

Contexto Libro [I] Libro [A] Total
1. Juego de azar 7(87,50) | 26(89,66) [ 33(89,19)
2. Experiencias cercanas alumno 1(12,50) 3(10,34) 4(10,81)
Total 8(21,62) | 29(78,38) | 37 (100,0)0

Respecto a los contextos asociados con este tipo de ejercicios yejemplos (tabla 3.5.5),
se limitan a los juegos de azar (categoria 1) y a ejemplos de experiencias cercanas al mundo del
nifio (categoria 6). Esta drastica reduccion del tipo de contexto se debe posiblemente a la mayor
facilidad de estos contextos para la enumeracion del espacio muestral asociado al experimento.
Sobre todo en el primer caso se trata, generalmente de espacios muestrales con un pequefio
numero de elementos, con los que el alumno se halla familiarizado y donde es sencillo definir
sucesos compuestos comprensibles para el alumno. Las proporciones de uno y otro tipo de
contexto son similares en los dos libros de texto, ya que practicamente el 90 por ciento de los
ejercicios y ejemplos se refieren al terreno de los juegos de azar.

En la tabla 3.5.6. presentamos el tipo de espacio muestral que aparece en los ejercicios o
ejemplos analizados.

Respecto a los espacios muestrales (tabla 3.5.6), la mayoria de los ejemplos y ejercicios
se refieren ahora a espacios muestrales finitos, con sucesos equiprobables y mas de dos
elementos. Ello concuerda con los contextos utilizados ya que, salvo el caso de la moneda (2
elementos) la mayoria de los generadores aleatorios usados en los juegos de azar (dados, loterias,
sorteos, ruletas, cartas) tienen mas de dos elementos diferentes También concuerda con el analisis
global de los ejercicios, realizado en la seccion 3.3. Las proporciones de los diferentes tipos de
espacio muestral se mantienen de nuevo en los dos libros. En el texto [A] aparece también un
caso en que no se especifica el espacio muestral. Se trataria de un ejercicio descontextualizado,
no relacionado con ningtin experimento particular en el que se pide al alumno simplemente realizar
una serie de operaciones conjuntistas con sucesos, que realmente estd poco relacionado con la
idea de probabilidad.

Tabla 3.5.6. Frecuencia y (porcentaje) del espacio muestral en cada texto en las
actividades sobre espacio muestral y sucesos

Espacio muestral Libro [I]  Libro [A] Total
1. Finito, suceso equiprobable con 2 elementos 2(25,00) 5(17,24) 7(18,92)
2. Finito, suceso equiprobable con mas de 2 6(75,00)  23(79,31) | 29(78,38)
elementos
3. Impreciso 0(0) 1(3,45) 1(2,70)
Total 8(21,62)  29(78,38) | 37 (100,00)
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En la tabla 3.5.7. incluimos las distintas formas de presentar la informacion en los
ejemplos y ejercicios relacionados con este concepto.

Tabla 3.5.7. Frecuencia y (porcentaje) de la informacion dada por cada libro de texto en
las actividades sobre espacio muestral y sucesos

Informacion Libro [I] Libro [A] Total
1. Verbal 6 (75,00) | 22(75,86) | 28 (75,68)
2. Tabla 0(0) 1.(3.45) 1(2,70)
3. Diagrama de arbol 0(0) 4(13,79) 4(10,81)
4. Fotos, dibujos, situaciones | 2 (25,00) 2 (6.90) 4(10,81)
Total 8(21,62) | 29(78,38) | 37 (100.00)

En este tipo de ejercicios y ejemplos, la informacion se presenta casi exclusivamente en
forma verbal, al igual que en el global de ejercicios, analizado en la seccion 3.3. y esto no varia en
los dos libros. Sin embargo, encontramos una mayor proporcion del uso de fotos o ilustraciones
en el libro [I], aunque como son solo dos los ejemplos donde esto ocurre, no tiene peso
estadistico en el total. En el texto [A], encontramos en algunos casos el uso del diagrama en arbol
(4 ejemplos o ejercicios) y el uso de tablas (1 caso donde la informacion se da a partir de una
tabla de contingencia).

3.5.4. CONCLUSIONES SOBRE LOS EJERCICIOS Y EJEMPLOS RELACIONADOS
CON EL ESPACIO MUESTRAL Y SUCESOS

Tanto en el analisis de los tipos de actividades relacionadas con estos conceptos, como en
el estudio de su distribucion en dos de los libros de texto hemos visto que, en general, el nimero
de actividades es escaso. Ello puede ser comprensible, por el menor énfasis que, a lo largo del
periodo se ha ido dando progresivamente a las estructuras axiomaticas y a la teoria de conjuntos
en relacion con la probabilidad.

Sin embargo, y a pesar de que actualmente prefiramos un enfoque mas intuitivo de la
ensefianza del tema, no podemos olvidar que las operaciones con sucesos son las que nos
posibilitan el calculo de probabilidades, mas alld de una simple asignacidn inicial a los sucesos
elementales. La simulacion proporciona hoy dia una herramienta alternativa de asignacion de
probabilidades a sucesos complejos. No obstante, no hay que olvidar que los valores obtenidos
con estas simulaciones son solo estimaciones y estan sujetos a las fluctuaciones aleatorias. Por
otro lado, la probabilidad empirica nunca proporciona una justificacion a los valores obtenidos,
incluso cuando la aproximacion fuese suficientemente precisa.

Por ello creemos que es necesaria conservar las actividades relacionadas con los sucesos
y sus operaciones, aunque se mantenga un lenguaje no técnico para las mismas. Idénticas
consideraciones hacemos para la idea de espacio muestral y para las actividades de enumeracion
de sus elementos, que permiten establecer un puente entre la combinatoria y probabilidad y
desarrollar el razonamiento combinatorio en nuestros alumnos.
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3.6. FRECUENCIAS RELATIVAS Y SUS PROPIEDADES

3.6.1. TIPOLOGIA BASICA DE EJEMPLOS Y EJERCICIOS PROPUESTOS Y SU
PRESENCIA EN LOS LIBROS DE TEXTO

En esta seccion analizamos los ejercicios y ejemplos que se relacionan con la idea de
frecuencia relativa, base intuitiva para la comprension de la probabilidad por parte de los alumnos.
Para analizar la forma en que los libros de texto presentan la convergencia estocastica de la
frecuencia relativa a la probabilidad, hemos tenido en cuenta los siguientes tipos de actividades
(elementos extensionales del significado de la frecuencia relativa) que Malara (1989) diferencia y
pueden proponerse a los alumnos, relacionados con el estudio de las frecuencias relativas y el
enfoque frecuencial de la probabilidad:

SF1: Calcular la frecuencia relativa de un suceso aplicando la definicion.

SF2: Comprobacion de propiedades basicas de la frecuencia relativa (que es un
numero comprendido entre 0y 1; que la frecuencia relativa del suceso seguro es la unidad).

SF3: Comprobacion sobre la frecuencia relativa del suceso contrario de uno dado.

SF4: Comprobacion de la frecuencia relativa de la union de sucesos (incompatibles
o compatibles).

SF5: Estudio de la frecuencia relativa de un suceso en una serie de experimentos,
cuando se conoce la probabilidad teorica de los mismos.

SF6: Analisis de la variacion de la frecuencia relativa al aumentar el numero de
experiencias.

SF7: Enunciado de la ley empirica de los grandes numeros y confrontacion con los
resultados obtenidos en experimentos realizados por el alumno.

SFE8: Atribucion de probabilidades a sucesos, sobre la base de la frecuencia relativa
de un gran numero de pruebas.

SF9: Presentacion de ejemplos del caracter aproximado de la asignacion de
probabilidades basada en las frecuencias relativas.

SF10: Presentacion de ejemplos de valoraciones experimentales de la probabilidad
a partir de series grandes de experimentos.

SF11: Reflexion sobre la inadecuacion de la valoracion clasica de la probabilidad de
un suceso cuando se puede obtener una mejor valoracion a partir del conocimiento de tipo
estadistico.

SF12: Presentacion de experimentos sencillos para los cuales no es posible estudiar
a priori la probabilidad de los sucesos.

Cada una de estas actividades podran dar lugar a practicas significativas en la
comprension de la idea de convergencia estocéstica. Indicaremos que hemos considerado todas
las actividades propuestas en los capitulos de probabilidad de los textos, y dentro de los capitulos
de estadistica, solo hemos tenido en cuenta los ejemplos y ejercicios sobre frecuencia relativa
pero referidos a experimentos aleatorios, porque los ejercicios y ejemplos sobre variables
estadisticas son muy numerosos y no son objeto del presente estudio. A continuacion analizamos
cada uno de estos apartados:
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SF1: Calcular la frecuencia relativa de un suceso aplicando la definicion.
Aunque a nivel tedrico se estudia en todos los textos las definiciones de frecuencia
absoluta y frecuencia relativa, bien sea en el capitulo de probabilidad o de estadistica, no ocurre

asi con las actividades propuestas. En el texto [A] encontramos el siguiente ejemplo:
“Si al realizar el experimento aleatorio
Lanzar una moneda al aire y observar el resultado:
Realizamos cinco pruebas y obtenemos el resultado c, ¢, f, c, f, la frecuencia absoluta del suceso c es,
en esta muestra, 3, y la frecuencia relativa de dicho suceso es:

fr(©) =§

“(Texto [A], p. 45).

En el mismo texto solo aparece otro ejemplo y ninguin ejercicio sobre este concepto. En el
texto [E], dentro del capitulo de estadistica aparece el siguiente ejercicio:

“Al lanzar un dado 30 veces, obtenemos los siguientes resultados:
3,526,1,424,52,136,4,53,251,3 5215461425

a) Forma la tabla de frecuencias (absolutas y relativas) de los 6 resultados posibles. Calcula la

suma de las frecuencias relativas.

b) Dibuja el diagrama de frecuencias” (Texto [E], p. 165).

Ejercicios similares hemos encontrado en los siguientes textos: [C]: 2, p. 77; [E]: 3,4y 5
de la p. 176; [F]: 15 y 16 de la p. 226; [H]: e) p. 197; [I]: 10, p. 233; 12, p. 238 y del 17 al 19
de la p. 239.

Ejemplos relacionados con este tipo de actividades aparecen en: [A]: p. 45; [C]: p. 69;
[D]: Ejemplos de las pp. 74, 75 y 76; [F]: p. 226; [G]: 12 y 13, p. 200; [1]: Ejemplo, p. 229; [J]:
Ejemplo, p. 226:[K]: Ejemplos pp. 409 y 410; 3, p. 427; a) p. 429 y ejemplo p. 432.

SF2: Comprobacion de propiedades basicas de la frecuencia relativa (que es un numero
comprendido entre 0 y 1; que la frecuencia relativa del suceso seguro es la unidad).

En relacion a esta actividad s6lo hemos encontrado un ejercicio en el texto [E]:
“l1. Demuestra que toda frecuencia relativa es un niumero comprendido entre 0y 1, y que la suma de
las frecuencias relativas vale 1" (Texto [E], p.173).

Ejemplos de este tipo no aparecen en ningun texto.

SF3: Comprobacion sobre la frecuencia relativa del suceso contrario de uno dado.
El tnico ejemplo, sobre el experimento consistente en extraer una carta entre un as, una
sota, un caballo y un rey, lo hemos encontrado en el texto [C]:
“Los sucesos {C, R} y {A, S} son complementarios. Sus frecuencias relativas sumardn 1.
fr({C,R}) =052
fr({C,R}) +fr({Ad,S}) =052+048=1
fir ({4, S}) = 0,48 (Texto [C], p.71).
No aparece ningtin ejercicio sobre esta propiedad en ninguno de los textos analizados.

SF4: Comprobacion de la propiedad sobre la frecuencia relativa de la union de
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sucesos (incompatibles o compatibles).

Solo hemos encontrado un ejercicio en el texto [FJ:
“17. Se ha lanzado una moneda quince veces y el suceso A: "salir cara" se ha realizado ocho veces.
Halla:
a) Frecuencia absoluta del suceso A y del suceso B "salir cruz"
b) Frecuencia relativa del suceso AUB” (Texto [F], p.227).

En el caso de los ejemplos ocurre lo mismo. S6lo hemos encontrado un ejemplo similar al
ejercicio anterior en el texto [F] en la p.227 y otro ejemplo en el texto [C] en la p. 71.

SFS: Estudio de la frecuencia relativa de un suceso en una serie de experimentos,
cuando se conoce la probabilidad teorica de los mismos.

Se trata de analizar la variacion de la frecuencia relativa en una serie de ensayos, en
relacion con la probabilidad tedrica del suceso, asignada por consideraciones de simetria. La
frecuencia relativa de un suceso en una serie de experimentos en una variable aleatoria y, como
tal, variard de una muestra a otra. Sin embargo, las variaciones dependen del tamafio de la
muestra y se van haciendo cada vez mas infrecuentes conforme aumenta éste. Esta actividad
origina practicas, como la recogida y andlisis de datos, que permitirdn confrontar los valores
esperados con los observados en un conjunto de datos, mostrando la variabilidad asociada a los
experimentos. Este aspecto es recogido en [I] y [K], p. 411. En [I], dedica una seccion completa
a las frecuencias absoluta y relativa y estudia la convergencia de la frecuencia relativa hacia la
probabilidad tedrica utilizando para ello la idea de distribucion esperada y distribucion empirica
(pp- 229-236).

En [I], en el apartado dedicado al estudio de la frecuencia absoluta y relativa, que
denomina "distribucion esperada y distribucion empirica” esta introduciendo implicitamente la
idea de variable estadistica y variable aleatoria por medio de un ejemplo de experimento aleatorio
de lanzar un dado. Introduce explicitamente las frecuencias relativas, la distribucion de frecuencias
y la representacion por diagramas de barras de las distribuciones de probabilidades (tedrica y
empirica) y las compara. Presenta la probabilidad de un suceso como el valor esperado de la
frecuencia relativa correspondiente a dicho suceso en la variable estadistica, frecuencia relativa del
suceso en una serie de experimentos. Es decir, usa la concepcion frecuencial de la probabilidad.

Va mostrando, a través de un ejemplo, la convergencia de la distribucién empirica segiin
aumenta el numero de experimentos hacia la distribucion tedrica (o esperada) (pp. 229-236).
Sefala que en algunos casos (dado sesgado) no poseemos la distribucion esperada y procedemos
al revés, obteniendo una distribucion empirica para un nimero grande de experimentos y haciendo
una estimacion de la distribucion esperada:

"Hay ocasiones en que la experiencia aleatoria que se va a realizar tiene unas condiciones de
regularidad tales que podemos tener, a priori (antes de hacer ninguna experiencia), la distribucion
esperada.

Esto es lo que ocurre con los lanzamientos de dados o monedas correctas y con las extracciones de
cartas en barajas completas. Posteriormente, la experimentacion nos lleva a resultados que se
parecen mucho a los esperados, tanto mas cuanto mayor es el numero de lanzamientos o de
extracciones.

Pero otras veces no hay ninguna referencia a priori. Salo la experimentacion nos permitird obtener
datos sobre el comportamiento de los distintos sucesos. Los datos obtenidos serdan tanto mejores
(tanto mas fiables) cuanto mas larga sea la experimentacion” (Texto [1], p. 231).
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Esta presentacion soslaya, sin embargo dos problemas importantes en la estimacion
empirica de probabilidades, esto es, en la aproximacion frecuencial. En primer lugar, no se insiste
suficientemente en las caracteristicas especificas de la convergencia aleatoria. Se sefala la
aproximacion gradual de los resultados empiricos a los observados, pero no se hace mencion a
las fluctuaciones esporadicas que acompaian a esta convergencia. Por tanto, no es exactamente
cierto que los resultados observados sean tanto mas parecidos a los esperados cuanto mayor sea
el numero de experimentos. Sin embargo, mas adelante diferencia entre distribucion esperada y
empirica, en donde implicitamente podra estar recogida esta propiedad.

Ademas, se obvia el hecho de que la idea de regularidad (el principio de indiferencia) es
un postulado tedrico, lo mismo que la independencia de sucesos, pensada también para aplicar las
leyes de limite (Rios, 1967). Como sefala Steinbring (1986), incluso en los dispositivos
aparentemente mas perfectos, como el aparato de Galton puede haber una pequefia dependencia
en los sucesivos experimentos. El resto de los libros no recoge este aspecto.

SF6: Andlisis de la variacion de la frecuencia relativa al aumentar el numero de
experiencias.

La variabilidad asociada a los experimentos aleatorios no puede suprimirse, pero si
reducirse al aumentar el tamafno de las muestras. Precisamente uno de los sesgos mas
insistentemente resaltados por autores como Kahneman y cols. (1982), Pérez Echeverria (1988)
o Shaughnessy (1992) es la falta de apreciacion del efecto del tamafio de la muestra sobre la
variabilidad aleatoria. Se ha descrito por estos autores la creencia en una “ley de los pequefios
numeros”, por la cual se espera una reproduccion de las caracteristicas de la poblacion, incluso en
muestras limitadas. Los “creyentes en la ley de los pequefios numeros™ confian demasiado en la
validez de sus estimaciones y en la replicabilidad de sus resultados (Kahneman y cols., 1982).

Incluso se ha dado el caso en investigaciones como la de Serrano (1993), en que se
encontraron alumnos que pensaban que al aumentar el tamafio de la muestra, la variabilidad
aleatoria aumenta, en lugar de dsminuir. Por ello creemos que este tipo de situaciones son muy
necesarias en la ensefianza para permitir a los alumnos confrontar sus creencias erroneas y
ayudarles a superarlas.

[1], a partir de un ejemplo sobre el lanzamiento de un dado, realiza un estudio sobre la

frecuencia relativa y afirma que:
"La distribucion de frecuencias relativas se parece tanto mds a la distribucion esperada
(distribucion tedrica) cuanto mayor sea el numero de lanzamientos. Y llega a ser casi idéntica si el
numero de lanzamientos es muy grande" (Texto [I], p. 230).

También se recoge en [G] (p. 202). El resto de los libros no recoge este estudio.

SE7: Enunciado de la ley empirica de los grandes nimeros y confrontamiento con
los resultados obtenidos en experimentos realizados por el alumno.

Respecto a la convergencia de la frecuencia relativa de un suceso hacia la
correspondiente probabilidad teodrica, Heitele (1975) sefiala que es preciso distinguir entre las
leyes empiricas de los grandes numeros y las correspondientes leyes matematicas. La primera es
observable en la realidad, por ejemplo, al contemplar como cae la lluvia sobre un pavimento. Una
regularidad global surge a partir de la aleatoriedad local, o, dicho de otro modo, existe una
libertad individual sujeta a una restriccion colectiva.
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Ello hace que las leyes matematicas de los grandes niimeros -los teoremas de limite- se
acepten como modelos matematicos adecuados a la descripcion de estos hechos empiricos. La
pregunta de interés didactico es si es posible separar el modelo de la realidad en un cierto nivel
cognitivo de los alumnos.

Heitele sugiere que las posibilidades didacticas que se deducen de las experiencias
empiricas son mas limitadas de los que sugieren los textos escolares. Las sucesiones aleatorias
obtenidas en clase convergen lentamente. Debido a su caracter aleatorio, puede ocurrir que no se
obtenga el resultado deseado cuando se quiere mostrar con una simulacién una cierta propiedad.
Esta misma opinioén es sostenida por Konold (1995), quien, a partir del estudio de un caso
muestra como los resultados de las simulaciones no fueron suficientes para cambiar sus propias
concepciones incorrectas sobre los resultados de un experimento y sélo con la demostracion
matematica de los mismos, llegd finalmente a comprobar su error.

En [I] se plantean situaciones para que los alumnos realicen experimentos y calculen las
frecuencias absolutas y relativas de los distintos sucesos, a partir de los datos recogidos, como el
ejemplo de la meta del principio del tema. En este ejemplo habla de proporciones para referirse a
las frecuencias relativas (p. 226).

En [K], a partir de un ejemplo consistente en lanzar una moneda cien veces y anotar el
resultado, define las frecuencias absoluta y relativa asi como las propiedades de ésta ultima.
Explica que, si aumenta el numero de lanzamientos, los resultados de las frecuencias relativas
"tenderan a '"estabilizarse" hacia el valor 0'50, que, como mds tarde veremos es la

probabilidad del suceso cara o del suceso cruz". Concluye afirmando que:
"Esta estabilizacion de las frecuencias relativas de un suceso se conoce con el nombre de
regularidad estadistica" (Texto [K], p. 411).

En [G] dedica un apartado a definir las frecuencias absoluta y relativa. Para comentar la
estabilidad de la frecuencia relativa, propone dos ejemplos. Uno es el lanzamiento de una moneda
(obtener cara) y otro el lanzamiento de un dado (obtener y leer dos puntos). Presentan a
continuacion dos tablas, una para cada experiencia, donde figuran tres columnas, la primera para
el nimero de pruebas, la segunda para las frecuencias absolutas y la tltima para las frecuencias

relativas. Indica que:
"Puede observarse que, a medida que se eleva el numero de prueban, las frecuencias, h, "tienden" a
estabilizarse alrededor de un valor determinado, que en el caso de las monedas es 0,5, y en el caso de
los dados, 1/6" (Texto [G], p. 202).

[D] concluye con un comentario sobre la importancia del concepto de la frecuencia
relativa y sobre el hecho observado de su estabilidad progresiva y después de un ejemplo,

encontramos:
"La importancia de la frecuencia relativa se deduce de esta ley del azar:
Al aumentar el numero de experiencias, la frecuencia relativa de un determinado suceso tiende a
estabilizarse alrededor de un numero que llamaremos probabilidad de dicho suceso"” (Texto [D], p.
76).

En [E], dentro del capitulo de la probabilidad no dedica ningun apartado al estudio de las
frecuencias absoluta y relativa, aunque se refiere a ésta ultima en algunos momentos. Por ejemplo,

en la segunda propiedad citada anteriormente para los experimentos aleatorios, aparece:
" b) Las frecuencias relativas de los distintos resultados tienden a estabilizarse, es decir, a adquirir un
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valor determinado, al aumentar el nimero de experiencias" (Texto [E], p. 174).

También la menciona en algunos ejercicios propuestos (p. 176), y en la introduccion de la
definicion de probabilidad (p. 177). El resto de los libros no recoge este aspecto.

SF8: Atribucion de probabilidades a sucesos, en base a la frecuencia relativa de un
gran numero de pruebas.

Se trata de usar la frecuencia relativa recogida a partir de una serie de experimentos
suficientemente elevada, para obtener una estimacion de la probabilidad de los sucesos de interés.
Llegamos a la interpretacion frecuencial de la probabilidad que, segiin Nagel (1968), se halla
implicita incluso en Aristoteles, aunque no ha llegado a ser relevante en estadistica hasta el siglo
pasado, posiblemente por no haber suficientes datos recogidos de una variedad de fenomenos
que llegase a hacer patentes las propiedades de las frecuencias relativas que darian paso a los
axiomas de probabilidad. La idea central en la aproximacion frecuencia es que la probabilidad de
un suceso se refiere a la frecuencia relativa del mismo.

La interpretacion frecuencial de la probabilidad incorpora la idea de frecuencia relativa,
que se omite en las acepciones clasica y subjetiva. Como consecuencia, la probabilidad viene
dada por una relacion analizable y material, para la que se necesita evidencia empirica. Aunque
este método de asignar probabilidades tiene sus dificultades filosoficas, que hemos analizado con
mas detalle en la seccidn 2.5, es el tnico plausible en muchas aplicaciones practicas, en las que no
podemos aplicar el principio de indiferencia.

En [J], no define explicitamente la frecuencia de un suceso, pero la utiliza implicitamente
para asignar probabilidades a los sucesos elementales en base a la frecuencia de ocurrencia.

Aunque la definicion que da de probabilidad es subjetiva, como grado de confianza, sin
embargo, propone una asignacion de probabilidad que sugiere una concepcion frecuencial

implicita como vemos en el siguiente parrafo:
"Observa que la zona roja ocupa la cuarta parte del total de la ruleta, y la blanca las tres cuartas
partes restantes. Es logico pensar que si repetimos el juego muchisimas veces, aproximadamente la
cuarta parte de ellas saldria Rojo, y las restantes Blanco. Por consiguiente la aplicacion frecuencial
puede ser la siguiente:

Rojo —— 9 I/
Blanco 3/4" (Texto [J], pp. 293/294).
—»

Incluso utiliza la palabra aplicacion frecuencial para referirse a esta asignacion de
probabilidades:

"Efectuamos un reparto proporcional del numero 1 entre todos los resultados posibles; a este reparto
le llamaremos aplicacion frecuencial” (Texto [J], p. 293).

En [H], después de la descripcion de una partida de ajedrez entre dos personas y el
estudio de los posibles resultados, concluye afirmando que hay dos formas de asignar la
probabilidad a un suceso: Una en el caso de que todos los resultados sean equiprobables y otro el
siguiente:

"2. Utilizando la frecuencia relativa del suceso en un numero elevado de experiencias. Esta

«

probabilidad requiere la realizacion del experimento. La denominaremos probabilidad “a
posteriori” (Texto [H], p. 197).

En el texto [A] hemos encontrado un ejercicio que implicitamente se refiere a este tipo de
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actividad:
“64. En un experimento aleatorio efectuado 100 veces, un cierto suceso se ha verificado 45 veces.
Calcular una aproximacion de la probabilidad de dicho suceso” (Texto [A], p. 55).

Ejercicios similares aparecen en: [H]:Ejercicios b),c) y d) p. 197; [I]: Ejercicio 17 p. 239.

Ejemplos de este tipo hemos encontrado los siguientes: en [B]: Ejemplos donde
implicitamente se asignan probabilidades de esta forma en pp. 29 y 30; [C]: Ejemplo p. 72; [I]:
Ejemplo p. 231.

El resto de los libros no recoge este aspecto, a pesar de la importancia que hemos
sefialado.

SF9: Presentacion de ejemplos del caracter aproximado de la asignacion de
probabilidades basada en las frecuencias relativas.

Mediante la frecuencia relativa solo obtenemos una estimacion de la probabilidad teorica
y nunca el valor exacto de la misma. Por otro lado, esta aproximacion presenta fluctuaciones
aleatorias, por lo que no podemos tampoco tener una seguridad total de la precision obtenida al
estimar la probabilidad a partir de la frecuencia relativa en una serie de ensayos.

En palabras de Ayer (1968) solo examinamos una muestra de la clase total de
acontecimientos que nos interesan. Si encontramos que la propiedad que nos interesa esta
distribuida en cierta proporcion en dicha muestra, inferimos que aproximadamente tendria la

misma distribucion en la clase total.
"En ningun caso se puede hacer una estimacion no trivial de la proximidad de la frecuencia a la
probabilidad con absoluta certeza, sino solamente con probabilidad menor que uno" (Kolmogorov,
1973, p. 280).

Este aspecto esta recogido en [I] al realizar la distincion entre distribucion esperada y
distribucion empirica, pues ello da la idea de que estas dos distribuciones no deben coincidir
exactamente, aunque si en forma aproximada. También se hace una reflexion explicita sobre el
caracter aproximado de estas valoraciones. [C] concluye ya en el siguiente apartado denominado

"Probabilidad" , comentando la estabilidad de las frecuencias de la siguiente forma:
"Segiin se ha visto, en un experimento aleatorio la frecuencia relativa de un suceso tiende a
estabilizarse, a oscilar cada vez menos bruscamente alrededor de un cierto valor. Este valor es
posible que lo conozcamos aproximadamente, pero nunca podremos saber su expresion exacta”
(Texto [C], p. 72).
El resto de los libros no recoge este aspecto.

SF10: Presentacion de ejemplos de valoraciones experimentales de la probabilidad
a partir de series grandes de experimentos.

Se trata de mostrar a los alumnos ejemplos de situaciones en los cuales sea util la
estimacion frecuencial de la probabilidad de un suceso y en los que se disponga de suficiente
informacion estadistica para hacer posible la estimacion. Para mayor claridad, [G] incluye una
grafica construida con el nimero de pruebas y las frecuencias relativas de ambos sucesos
(obtener cara en el lanzamiento de una moneda y obtener el dos al lanzar un dado), donde se

observa la estabilidad de las frecuencias relativas mencionadas anteriormente. Segun los autores:
"Esta tendencia constituye la ley del azar, que dice:
En series largas de pruebas, la frecuencia relativa de un suceso tiende a estabilizarse alrededor de
un numero" (Texto [G], p. 202).
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Ejemplos similares hemos encontrado en el texto [I] en la pagina 231.El resto de los libros
no presenta valoraciones experimentales de la probabilidad.

SF11: Reflexion sobre la inadecuacion de la valoracion clasica de la probabilidad de
un suceso cuando se puede obtener una mejor valoracion a partir del conocimiento de tipo
estadistico.

En el texto [H], aparece un ejemplo sobre los posibles resultados al jugar varias partidas

de ajedrez dos amigos, y en el que se reflexiona sobre este aspecto:
“Asi, suponiendo equiprobables los resultados de la partida de ajedrez, la probabilidad de acabar
en tablas es 1/3, es decir, cabe esperar que de cada tres partidas una finalice en tablas. Sin embargo,
después de 12 partidas la frecuencia relativa con que esto ha ocurrido es 2/12 = 1/6 es decir, solo en
una de cada seis se ha dado ese resultado” (Texto [H], p. 196).

Otro texto en el que aparecen dos ejemplos sobre esta reflexion es [I] en las paginas 231
y 233. No se hace este tipo de reflexion en el resto de los libros que hemos analizado, a pesar de
la importancia para la correcta comprension de la idea de convergencia y su aplicabilidad.

SF12: Presentacion de experimentos sencillos para los cuales no es posible estudiar
a priori la probabilidad de los sucesos.

Son muchos los casos en que no es posible asignar probabilidades usando la
aproximacion clésica, como cuando los espacios muestrales son infinitos o cuando no podemos
admitir la equiprobabilidad de los sucesos elementales. El unico ejemplo de este tipo que hemos
encontrado ha sido en el texto [I], donde en un apartado denominado revista matematica,

propone una experiencia consistente en lanzar chinchetas, advirtiendo:
"Ahora no hay simetria que te ayude. Lo que puedes hacer es dejar caer la chincheta 100 veces (o,
con menos trabajo, dejar caer 10 veces 10 de esas chinchetas) y contar las veces que ha caido con la
punta hacia arriba. Imaginate que han sido 30 veces. Podrias decir que la probabilidad
experimental de que la chincheta quede con la punta hacia arriba es 30/100 = 3/10" (Texto [1], p.
240).

Como resumen sobre la tipologia de ejercicios, presentamos la tabla 3.6.1. En ella se
recogen los elementos extensionales del significado de la frecuencia relativa en cada uno de los
textos utilizados en esta investigacion, indicando "Ejercicio" o “Ejemplo” cuando aparecen en un
libro determinado, y en blanco en caso contrario.

Observamos la limitacion del tipo de actividades relacionadas con el estudio de las
frecuencias relativas en los textos analizados, salvo raras excepciones, como los textos [I] y [G].
En general no se proponen actividades para que los alumnos recojan datos sobre las frecuencias y
en base a ello asignen probabilidades a sucesos. Tampoco hay un andlisis experimental del
fendmeno de la convergencia. Contrasta esta limitacion con la presentacion tedrica de los
elementos de significado Fi a Fs, descrita en la seccion 2.4. que es mucho mas general. En
consecuencia, s presenta tedricamente a los alumnos las propiedades de las frecuencias relativas,
pero no hay una contrapartida de situaciones problematicas a partir de las cuales ellos puedan
construir este conocimiento.
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Tabla 3.6.1. Tratamiento de las frecuencias en los libros analizados

[A] (B] € [D] [E] [F] [G] [H] (1] ] (K]
SF1 |Ejemplos Ejemplo |Ejemplos| Ejemplo Ejemplo (Ejemplos| Ejercicio | Ejemplo |Ejemplo [Ejemplos
y y y Y
ejercicio ejercicios ejercicios ejercicios
SF2 Ejercicio
SF3 Ejemplo
SF4 Ejemplo Ejemplo
y
Ejercicio
SF5 Ejemplos Ejemplo
y
ejercicios
SF6 Ejemplos Ejemplos
R
ejercicios
SF7 Ejemplo | Ejemplo Ejemplos Ejemplo Ejemplo
y y
ejercicios ejercicios
SF8 |Ejercicio |Ejemplos|Ejemplo Ejemplo y| Ejemplo [Ejemplo
ejercicios y
ejercicio
SF9 Ejemplo Ejemplo
SF10 Ejemplos Ejemplos
SF11 Ejemplo [Ejemplos
SF12 Ejemplo

3.6.2. ESTUDIO COMPARATIVO DE LA DISTRIBUCION DE EJERCICIOS RESPECTO
A LAS VARIABLES BASICAS
Una vez estudiados los tipos basicos de ejercicios y ejemplos referidos a la frecuencia
relativa y sus propiedades, haremos un estudio estadistico en dos de estos libros de texto, para
analizar como las variables basicas se relacionan con este tipo de ejercicios.
En la tabla 3.6.2 presentamos los tipos de actividad pedidas en cada uno de los libros,
relacionados con la idea de frecuencia relativa.

Tabla 3.6.2. Frecuencia y (porcentaje) de ejemplos y ejercicios sobre frecuencia relativa

por libro
Tipo de actividad Libro [I] Libro [A] Total
Ejemplo introductorio 7 (18,42) 3 (42,36) 10 (22,22)
Ejemplo posterior 6 (15,79) 2 (28,57) 8 (17,78)
Ejercicio introductorio 5(13,16) 1(14.28) 6 (13,33)
Ejercicio posterior 13 (34,21) 1 (14,28) 14 (31,11)
Fjercicio tras ejemplo 7(18,42) 0 (0,00) 7 (15,56)
Total 38 (84,44) 7 (15,56) 45 (100,00)
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En ella observamos que hay un total de 45 ejemplos y ejercicios relacionados con la idea
de frecuencia relativa en los libros de texto. Hemos encontrado un nimero mucho mayor en el
texto [I], lo que implica una mayor importancia dada al concepto de frecuencia relativa en este
libro. Es mucho mayor sobre todo el niimero de ejercicios en el texto [I], que en [A], donde solo
aparecen 7.

En la tabla 3.6.3. se encuentran la tipologia de ejercicios y ejemplos relacionados con la
frecuencia relativa, que aparecen en los dos textos analizados y donde los codigos tienen el
siguiente significado:

Tabla 3.6.3. Frecuencia y (porcentaje) segiin actividad sobre frecuencia relativa en cada
libro de texto.

Actividad Libro [I] Libro [A] Total
1. Estudio frecuencia relativa conocida probabilidad 2(5,26) 0(0) 2 (444)
tedrica
2. Analisis de la variacion de la frecuencia relativa al| 4 (10,53) 0(0) 4(8,89)
aumentar el numero de experiencias
3. Ley de los grandes numeros y confrontacion con lo§ 4 (10,53) 0(0) 4(8,89)
resultados

4. Atribucion de probabilidades a sucesos en base alal 3 (7,89) 1(14,29) 4(8,89)
frecuencia relativa.

5. Ejemplos del caracter aproximado de esta medida 2 (5,26) 0(0) 2 (4,44)
6. Ejemplos de valoraciones experimentales de| 1(2,63) 00 1(2,22)
probabilidad

7. Reflexion sobre la inadecuacion de la valoracion 1(2,63) 00 1(2,22)
clasica en algunos casos

8. Experimentos sencillos donde no es posible estudiary 1 (2,63) 0(0) 1(2,22)
a priori la probabilidad

9. Célculo de frecuencia relativa a partir de tablas de| 14 (36,84) 4 (57,14) 18 (40,00)
datos

10. Representacion grafica de frecuencia relativa 2 (5,26) 2(28,57) 4 (8,89)
11. Otros 4(10,53) 0(0) 4(8,89)
Total 38 (84,44) 7 (15,56) | 45 (100,00)

1. Estudio de la frecuencia relativa de un suceso en una serie de experimentos, cuando se
conoce la probabilidad tedrica de los mismos.

2. Andlisis de la variacion de la frecuencia relativa al aumentar el nimero de experiencias.

3. Enunciado de la ley empirica de los grandes niimeros y confrontacion con los resultados
obtenidos en experimentos realizados por el alumno.

4. Atribucion de probabilidades a sucesos, en base a la frecuencia relativa de un gran
numero de pruebas.

5. Presentacion de ejemplos del caracter aproximado de esta medida.

6. Presentacion de ejemplos de valoraciones experimentales de la probabilidad a partir de
series grandes de experimentos

7. Reflexion sobre la inadecuacion de la valoracion clasica de la probabilidad de un suceso
cuando se puede obtener una mejor valoracion a partir del conocimiento de tipo
estadistico.

8. Presentacion de experimentos sencillos para los cuales no es posible estudiar a priori la
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probabilidad de los sucesos.
9. Célculo de frecuencias relativas y relativas acumuladas a partir de tablas de datos.
10. Representacion grafica de frecuencias relativas.
11. Otros

En ella observamos que hay una gran variacion de actividades relacionadas con este

concepto en el texto [I], ya que en [A] hay 7 categorias sin ninguna actividad.
Destaca como actividad el calculo de frecuencias relativas a partir de tablas de datos (categoria
9), que supone el 40, 00% de ejemplos y ejercicios relacionados con el concepto. De ello
deducimos un gran énfasis en los aspectos algoritmicos, mas que en los aspectos interpretativos
de las frecuencias relativas y sus propiedades.

Observamos también una gran diferencia entre los dos libros. Por un lado, en el nimero
de gjercicios, que en el texto [A] es solo de 7, mientras que en el texto [I] sube a 38. El segundo
se limita a ejercicios y problemas de calculo de frecuencias relativas (categoria 9) o
representacion grafica de frecuencias relativas (categoria 10) y a sdlo un caso de atribucion de
probabilidades en base a las frecuencias relativas. En el texto [I], ademas de estas actividades
encontramos otras relacionadas con la variacion de la frecuencia relativa al aumentar el nimero de
experiencias (categoria 2), con la ley empirica de los grandes niimeros (categoria 3), atribucion de
probabilidad a los sucesos en base a la frecuencia relativa de los mismos (categoria 4) y con un
menor porcentaje el estudio de la frecuencia relativa de un suceso en una serie de experimentos,
cuando se conoce la probabilidad tedrica de los mismos (categoria 1), la presentacion de
ejemplos del caracter aproximado de esta medida (categoria 5) y la representacion grafica de
frecuencias relativas (categoria 10). En el resto de las categorias solo aparece un caso.

En la tabla 3.6.4.presentamos los contextos usados para estos ejercicios y ejemplos. De
nuevo el contexto mas frecuente son los juegos de azar, seguido por experiencias proximas a la
vida del alumno y biologia. Encontramos también algunos contextos en el campo de la fisica.

Tabla 3.6.4. Fre cuencia y (porcentaje) segiin contexto utilizado en las actividades sobre
frecuencia relativa en cada texto

Contexto Libro [I] Libro [A] Total
Juego 17.(44,74) | 4(57,14) 21 (46,67)
Biologia 9 (23,68) 1(14,29) 10 (22,22)
Fisica 1(2,63) 1(14.29) 2 (444)
Experiencia 11 (28,95) 1(14,29) 12 (26,67)
Total 38 (84,44) 7 (15,56) 45 (100,00)

En la tabla 3.6.5. presentamos el espacio muestral utilizado en los ejemplos y ejercicios
relacionados con este concepto. Los codigos utilizados son: infinito, finito con dos elementos
equiprobables, finito con mas de dos elementos equiprobables, finito con sucesos no
equiprobables e impreciso. En ella observamos que el espacio muestral preferentemente usado en
estos ejemplos y ejercicios es aquél cuyos sucesos son no equiprobables (categoria 4), 1o que sin
duda coincide con la finalidad de estos ejercicios. Observamos también una proporcion
importante de espacios muestrales infinitos (categoria 5), donde el enfoque frecuencial seria muy
adecuado en este nivel de ensefanza.
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Tabla 3.6.5. Frecuencia y (porcentaje) segiin espacio muestral de las actividades sobre
frecuencia relativa en cada texto

Espacio muestral Libro [I] Libro [A] | Total
Infinito 10(26,32)  1(14,29) 11 (24.44)
2 elementos equiprobables 4 (10,53) 1(14,29) 5(11,11)
Elementos equiprobables 10(2632)  3(42,86) 13 (28,89)
Elementos no equiprobables 12 (31,58)  2(28,57) 14 (31,11)
Impreciso 2 (5,26) 0(0) 2(444)
Total 38(84,44)  7(15,56) [45(100, 00)

Sin embargo, en una proporcion importante es finito, con mas de dos elementos y sucesos
equiprobables (categoria 3), donde realmente no seria necesaria una asignacion frecuencial de
probabilidades, ya que es posible aplicar el principio de indiferencia a los sucesos. Ello se explica
porque, como hemos visto con anterioridad, son pocos los ejemplos y ejercicios en que se pide al
alumno una asignacion frecuencial de probabilidades. Lo mismo podriamos decir del caso de
espacios muestrales con dos elementos equiprobables.

En la tabla 3.6.6. indicamos h forma en que se realiza la presentacion de la informacion
en los textos analizados. En este caso los codigos utilizados han sido: Verbal, tabla y fotos y
dibujos. En la mayor parte de los casos la informacion se da en forma de tablas estadisticas,
aunque también encontramos una presencia importante de ejemplos y ejercicios en que la
informacion sélo aparece en forma grafica. No se utilizan, en general, los graficos estadisticos,
aunque serian muy adecuados para este tipo de ejemplos y ejercicios.

Tabla 3.6.6. Frecuencia y (porcentaje) segiin presentacion de informacion en las
actividades sobre frecuencia relativa en cada texto

Informacion Libro [I] Libro [A] | Total
Verbal 9 (23,68) 4(57,14) 13 (28,39)
Tabla 26 (6842) | 2(28,57) 28 (62,22)
Fotos y dibujos | 3(7,89) 1.(14,29) 4 (8,89)
Total 38 (84,44) | 7(15,56) 45 (100,00)

Hay una diferencia en los libros en cuanto a la presentacion de la informacion, ya que en
el segundo de ellos, la informacion se presenta casi exclusivamente en forma verbal.

3.6.3. CONCLUSIONES SOBRE LOS EJERCICIOS Y EJEMPLOS RELACIONADOS
CON LA FRECUENCIA RELATIVA

En esta seccion hemos analizados los ejemplos y ejercicios relacionados con la idea de
frecuencia relativa. Aunque desde el punto de vista tedrico hemos obtenido una gran variedad de
posibles actividades que contribuyen a la comprension correcta del concepto, su presencia en los
libros de texto es mas bien escasa.

Hemos visto que la mayoria de los textos tratan este concepto a nivel teérico, pero hemos
comprobado en la tabla 3.6.1. cdbmo los ejercicios y ejemplos relacionados con la frecuencia
relativa son poco numerosos. Se da la definicion, las propiedades, en algunos casos con gran
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extension, pero luego no se refuerza con actividades adecuadas. En las actividades analizadas se
insiste mucho en los aspectos algoritmicos, pero muy poco en los aspectos interpretativos de la
frecuencia relativa, en la posibilidad de asignar probabilidades a los sucesos a partir de la misma,
en la convergencia estocastica de las frecuencias hacia la probabilidad, etc.

Del estudio estadistico de los ejemplos y ejercicios realizado en los textos [I] y [A],
podemos indicar las siguientes conclusiones:

El tratamiento realizado sobre este concepto por el texto [I], es mucho més amplio que el
realizado por el texto [A], lo que nos permite concluir que el primer libro concede una mayor
importancia a este concepto.

El niimero total de ejemplos y ejercicios en el texto [I] es de 38, muy superior al nimero
de [A] que es s6lo de 7. En el primer texto citado hay 13 ejemplos y 25 ejercicios, de los cuales
5 de ellos son introductorios, mientras que en el segundo texto, solo aparecen 5 ejemplos y 2
ejercicios.

En relacion a las actividades que aparecen, indicar que en el texto [I], estan cubiertas
todas las categorias analizadas, concediéndole gran importancia a los aspectos algoritmicos, como
el céalculo de frecuencias relativas y de frecuencias relativas acumuladas a partir de tablas
estadisticas (categoria 9), pero sin olvidar los aspectos interpretativos, sobre como varia la
frecuencia relativa con el aumento del nimero de experiencias (categoria 2), sobre la ley empirica
de los grandes niimeros (categoria 3), sobre la atribucion de probabilidades a los sucesos en base
a la frecuencia relativa de los mismos (categoria 4). Sin embargo, en el libro [A], aparecen 7
categorias de actividades vacias, tratando 4 ejercicios algoritmicos (categoria 9), 2 ejercicios
sobre representaciones graficas de la frecuencia relativa (categoria 10) y sélo un caso de
atribucion de probabilidades en base a las frecuencias relativas (categoria 4).

Respecto al contexto, los juegos de azar son los que mas aparecen en ambos libros,
seguidos de la experiencia personal del alumno (28,95%), de la biologia (23,68) y de la fisica
(2,63%) en el texto [I] y de la biologia, fisica y experiencia del alumno todos ellos con un 14,29
%.

El espacio muestral preferentemente usado en estos ejemplos y ejercicios es aquél cuyos
sucesos son no equiprobables (categoria 4), lo que sin duda coincide con la finalidad de estos
ejercicios. Observamos también una proporcion importante de espacios muestrales infinitos
(categoria 5), donde el enfoque frecuencial seria muy adecuado en este nivel de ensefianza.

Sin embargo, en una proporcion importante es finito, con mas de dos elementos y sucesos
equiprobables (categoria 3), donde realmente no seria necesaria una asignacion frecuencial de
probabilidades, ya que es posible aplicar el principio de indiferencia a los sucesos. Ello se explica
porque, como hemos visto con anterioridad, son pocos los ejemplos y ejercicios en que se pide al
alumno una asignacion frecuencial de probabilidades. Lo mismo podriamos decir del caso de
espacios muestrales con dos elementos equiprobables.

Con relacion a la presentacion de la informacion sobre este concepto, indicar que en la
mayoria de los casos la informacion se da en forma de tablas estadisticas, aunque también
encontramos una presencia importante de ejemplos y ejercicios en que la informacion solo se da
en forma grafica. No se utilizan, en general, los graficos estadisticos, aunque serian muy
adecuados para este tipo de ejemplos y ejercicios. Hay una diferencia en los libros en cuanto a la
presentacion de la informacion ya que en el segundo de ellos, la informacion se presenta casi
exclusivamente en forma verbal.
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3.7. NOCION DE PROBABILIDAD

3.7.1. INTRODUCCION

En esta seccion presentamos la tipologia de situaciones y actividades propuestas a los
alumnos, sobre el concepto de probabilidad. Con objeto de simplificar la descripcion de estas
actividades, en lo sucesivo denotaremos por "probabilidad" siempre que se solicita o propone al
alumno la medida, valoracion o cuantificacion de alguno de los siguientes conceptos:

« La mayor o menor verosimilitud o posibilidad de ocurrencia & uno o varios sucesos. Este
tipo de enunciado corresponderia a una concepcion clasica de probabilidad, ya que la
valoracion se efectia antes de realizar el experimento y sin tener en cuenta la informacion de
tipo subjetivo;

« la mayor o menor frecuencia esperada de aparicion de ciertos sucesos. En este caso se pone
en juego la concepcion frecuencial, ya que la valoracion se basa en consideraciones de la
frecuencia de aparicion de los sucesos en otros ensayos;

o el grado personal de confianza en la aparicion de los sucesos, que corresponderia a una
valoracion de la probabilidad, desde el punto de vista subjetivo.

A continuacion describimos la tipologia de situaciones o elementos extensionales del
significado del concepto, que hemos tratado de identificar en los libros de texto analizados. Esta
tipologia se ha clasificado en apartados. Solamente citamos, dentro de cada apartado, los textos
donde aparecen estas actividades.

La probabilidad como medida de la incertidumbre sobre un suceso
Este primer apartado se refiere al uso del término probabilidad sin llegar a la
cuantificacion numérica. Hemos diferenciado las siguientes categorias de actividades:

SP1: Valoracion cualitativa de probabilidades.

Cuando se pide al alumno valorar la probabilidad de un suceso asociado a un cierto
experimento aleatorio por medio de expresiones verbales, como "imposible", “muy probable”,
“poco probable” u otros similares. No se pide al alumno un valor numérico para dicha
probabilidad, aunque existe una cierta cuantificacion latente, ya que en el lenguaje ordinario nos
encontramos con la posibilidad de graduacion de las probabilidades. El siguiente ejercicio, que
corresponde a esta tipologia, ha sido tomado del texto [I]:

“Califica de casi seguro, probable, poco probable o casi imposible, cada uno de los siguientes
sucesos:

a) Que un equipo de primera division gane su encuentro de la semana;

b) Que ese mismo equipo gane algun encuentro de la temporada;

c¢) Acertar la loteria primitiva haciendo una unica apuesta;

d) Obtener doble 6 al lanzar dos dados" (Texto [1], p. 228).

Asi mismo este texto presenta ejercicios de este tipo como el 5 (p. 228) y el 16 (p. 239)
y un ejemplo sobre sacar calcetines de un cajon (p. 227). Ejemplos similares aparecen en el texto
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[K], (p. 408) y en el texto [A] (p. 39).

SP2: Comparacion cualitativa de probabilidades.

Dados dos sucesos, se pide elegir el que parece mas probable, sin llegar a tener que
asignar valor numérico Este tipo de actividades ha sido ampliamente utilizado en la investigacion
sobre cuantificacion de probabilidades por parte de los nifios y adolescentes, como las de Piaget
e Inhelder (1951), Fischbein y Gazit (1984), Caiiizares (1997), o Cafiizares y cols. (1997 a) y b)
). Estas investigaciones han mostrado que esta actividad no siempre es sencilla para los alumnos,
ya que, ademas de las dificultades ligadas a fallos en el razonamiento proporcional, los alumnos
manifiestan en ocasiones sesgos sistematicos o se ven afectados por factores de tipo subjetivo.
Por ello consideramos de interés que la ensefianza contemple este tipo de situaciones, aunque el

unico ejemplo de estas actividades ha sido encontrado en el texto [J], y es el siguiente:
"Por ejemplo, volvamos al caso del dado y consideremos dos sucesos: {2,3,4,5} y {1,6}. Si nos
preguntan cudl de ellos ocurrird, no podemos decidirnos por ninguno de los dos, pero tenemos mas

confianza en el primero que en el segundo, porque en el primero hay mas resultados posibles" (Texto
[9], p. 293).

SP3: Interpretacion de la probabilidad como medida del grado de incertidumbre
sobre un suceso.

Cuando se pide o se presenta al alumno una explicacion sobre el significado del término
de probabilidad en relacion con un suceso o cuando, dado el valor de la probabilidad se le pide
una interpretacion del grado de incertidumbre asociado al suceso. Esta actividad, aparentemente
trivial también muestra sus dificultades. Por ejemplo, las investigaciones de Konold (1989, 1991)
indican que algunos alumnos interpretan los enunciados de probabilidad en forma no
probabilistica, sino determinista. Estas dificultades también fueron encontradas en alumnos de 14
y 18 afios de nuestro entorno sociocultural en la investigacion de Serrano (1996). Sin embargo,
solamente en el texto [I] hemos encontrado un ejemplo de interpretacion de valores de la
probabilidad:

"Si el hombre del tiempo nos dijera que la probabilidad de que mafiana esté despejado es del 80 por
ciento, querria significar que, de 100 dias con las circunstancias meteorologicas observadas hoy, el
dia siguiente, en 80 de los 100 casos, se ha presentado despejado.

Como ves, no te quita las dudas de lo que vaya a pasar maiiana, pero no por eso la informacion deja

de serte util. Puedes preparar tu excursion con bastante confianza de que no serd pasada por agua"
(Texto [I], p. 222).

SP4: Reflexion sobre la diferencia/semejanza de la probabilidad como medida y
otros tipos de medidas.

La probabilidad, desde un punto de vista matematico formal es una medida, y como tal
tiene propiedades como la aditividad (siempre que los sucesos sean disjuntos), y el tomar un valor
positivo para cualquier suceso. Sin embargo, tiene unas propiedades que la diferencian de otras
medidas. Por ejemplo, es acotada. Ademas no disponemos de dispositivos fisicos de medicion.
En este apartado incluimos las posibles actividades de reflexion y discusion de estos aspectos. En
este apartado podemos citar el ejercicio 65 del texto [A]:

"La probabilidad de un suceso, ;puede ser superior a la unidad? ;Por qué?" (Texto [A], p. 55).

Ejercicio similar es el nimero 4 (p. 178) del texto [E].
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3.7.2. TIPOLOGIA DE EJEMPLOS Y EJERCICIOS RELACIONADOS CON LA
CONCEPCION CLASICA

Una vez estudiadas las actividades que se refieren a la idea de probabilidad, desde un
punto de vista cualitativo, analizaremos las diferentes concepciones, puesto que cada una de ellas
implican actividades diferenciadas que la dotan de un significado especifico. Comenzamos con la
concepcion clasica, de la cual hemos determinado las actividades que se describen a
continuacion.

SC1:Analisis de experimentos simples en los que puede aplicarse esta concepcion.

Cuando se solicitan o presentan explicita o implicitamente razones para justificar la
aplicacion de la regla de Laplace en un caso particular. A veces es posible evitar el acumular un
material estadistico innecesario si las probabilidades se pueden determinar convenientemente
mediante razonamientos de simetria fisica de los objetos, como en el caso de dados no sesgados,
extraccion de bolas en urnas, etc. En otros casos no tenemos motivos para preferir una alternativa
frente a otras plausibles, es decir, razonamos en base a la indiferencia. Kolmogorov (1973) da
ejemplo de estudios experimentales que apoyan la utilizacion del principio de simetria para asignar
probabilidades en estos casos. En el texto [I] he mos encontrado el siguiente ejemplo:

"Un dado es una figura muy simétrica, a no ser que esté preparado (cargado), hay las mismas
razones para esperar que, al lanzarlo al aire, salga el 5 que el 4. Si lo tiras 10 veces y sale 10 veces
el 4, mas vale que lo mires a fondo no vaya a ser que todas sus caras sean cuatros"” (Texto [I], p. 222).

También hay ejemplos en el texto [H], (Ejemplo 6.20, p. 192) y en el texto [K],
(ejemplo, p. 415). Ejercicios similares solo hemos encontrado los nimeros 6.25 a) y b) (p. 197)
del texto [H].

SC2: Andlisis de experimentos simples en los que no puede aplicarse esta
concepcion.

Cuando se piden razones o se muestran ejemplos para justificar por qué no puede
aplicarse la regla de Laplace en una situacion particular, por ejemplo, cuando sospechamos que
un dado ha sido trucado. En el texto [I] encontramos el siguiente ejemplo:

"Supon ahora que tienes una coleccion de chinchetas iguales de cabeza bien ancha y quieres
estudiar la probabilidad de que, al dejar caer una de ellas, se quede con la punta hacia arriba.
Ahora no hay simetria que te ayude.

Lo que puedes hacer es dejar caer la chincheta 100 veces (o, con menos trabajo, dejar caer 10 veces
10 de esas chinchetas), y contar las veces que ha caido con la punta hacia arriba.

Imaginate que han sido 30 veces. Podras decir que la probabilidad experimental de que la chincheta
quede con la punta hacia arriba es 30/100 = 3/10" (Texto [I], p. 241).

Otro ejemplo similar es el 6.24 encontrado en el texto [H], (p. 196). Asi mismo aparece
el ejercicio 6.25 ¢) d) (p. 197), también en el texto [H].

SC3: Asignacion de probabilidad a sucesos elementales usando la concepcion
clasica de probabilidad.

En este tipo de actividad el alumno precisa formar el espacio muestral asociado al
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experimento o al menos calcular el nimero de sucesos elementales. Puesto que podemos admitir
la equiprobabilidad de los sucesos elementales, la probabilidad de cada uno de estos sucesos se
calcula dividiendo la unidad por este nimero de sucesos. En el texto [C] encontramos el siguiente
ejemplo:
"Segiin este procedimiento, en el caso del dado P(1)= P(2)= P(3)= P(4)= P(5)= P(6)= 1/6" (Texto
[C],p. 73).

Ejemplos similares encontramos en los textos [A], (p. 48), (p. 55); en [B], p. 27; en [C],
(p. 74); en [D], (p. 77); en [H], (p. 193); en [I], (p. 243); y en [K], (p. 415). En el texto [F] la
regla de Laplace aparece como una propiedad deducida a partir de la idea de probabilidad
definida axiomaticamente. En €l hemos encontrado el gjercicio 18 (p. 229) que puede englobarse
en esta categoria. Ejercicios similares aparecen en los textos [H], ejercicio 10 a) (p. 199) y en [I],
ejercicios 1, 2,3 (p. 228).

SC4: Comparacion de probabilidad de sucesos compuestos.

La situacién consiste en comparar cual de dos sucesos tiene mayor probabilidad, sin
llegar a tener que calcular la probabilidad de cada uno de ellos, en el caso en que sea posible
asignar probabilidades con un enfoque clasico. Por ejemplo, si el nimero de casos favorables es
diferente y el nimero de casos desfavorables es el mismo, el alumno podria comparar las
probabilidades comparando solo el niimero de casos favorables. No seria preciso el calculo de la
probabilidad de los sucesos. No hemos encontrado en ningun texto ejercicios de este tipo.

SC5: Asignacion de probabilidad de sucesos compuestos.

Se trataria de asignar un valor numérico a este tipo de probabilidades usando la regla de
Laplace, como cociente entre los casos favorables y posibles. Puesto que se trata de sucesos
compuestos, el alumno debera ser capaz de usar un razonamiento combinatorio para enumerar los

casos favorables y posibles. En el texto [A] aparece el siguiente ejercicio:

"Si se arrojan dos dados, ;cudl es la probabilidad de obtener un total de 9 puntos?" (Texto [A], p.
55).

Este tipo de actividad es uno de los mas frecuentes, como veremos a continuacion.
Ejercicios similares aparecen en el texto [A], del 70 al 80, (p. 55); en [B], del 42 al 49, (p. 30);
en [C], ejercicios 3, 4, 6, 8, 9, 10, 11, 12, 13 y 14, (pp. 77-78); en [D], ejercicios 7.1 al 7.30,
(pp. 80-82); en [E], gjercicios 2, 3, 5, (p. 178), ejercicios 2 y 4, p. 182, ejercicios 9, 10, 11y
12, (p. 183); en [F], ejercicio 20, (p. 229), ejercicios y problemas 2, 3 4, 5y 6, (p. 233); en [G],
ejercicios 281 al 296, (pp. 280-281); en [H], ejercicio 6.21 b) ¢) d) e) f) (p. 193), ejercicios de
razonamiento: del 11 al 22 (pp. 199-200); en [I], ejercicios: del 1 al 7 (p. 246), del 10 al 13 (p.
251) y del 14 al 28 (pp. 252-253); [J], ejercicio 7 (p. 295); y por ultimo en [K], ejercicios 26.1 y
26.2 (p. 421) y ejercicios: del 26.5 al 26.6 (pp. 422-423).

En el texto [D] encontramos el siguiente ejemplo:

“2.;Cudal es la probabilidad de que en un lanzamiento de dos dados la suma sea 8?" (Texto [D], p.
78).

Ejemplos similares aparecen en [A]: Ejemplos (p. 50); en [B]: Ejemplo 1 (p. 27), ejemplo
bolsa con bolas (p. 29); en [C]: Ejemplos (pp. 73 y 75); en [E]: Ejemplos a) b) c) (p. 177); en
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[G]: Ejemplos 14, 15, 16 y 17 (pp. 205-206); en [H]: Ejemplo extraccion de una carta de una
baraja (p. 193); en [I]: Ejemplo (p. 244); en [K]: Ejemplo (p. 415), ejemplos 1, 2 (p. 416) y
ejemplos 3, 4 (p. 417).

3.7.3. TIPOLOGIA DE EJEMPLOS Y EJERCICIOS RELACIONADOS CON LA
CONCEPCION FRECUENCIAL

Respecto a la concepcion frecuencial de la probabilidad, hemos diferenciado los
siguientes tipos de actividades:

SF1: Analisis de experimentos simples en los que puede aplicarse esta concepcion.
Se trata de mostrar situaciones en la que se dispone de suficiente informacion de tipo
estadistico, para que una asignacion frecuencial de probabilidades a los sucesos permita una
buena aproximacion al valor teorico de la probabilidad. En el texto [E] hemos encontrado el
siguiente ejemplo:
"En el apartado anterior vimos que, al lanzar al aire una moneda, la frecuencia relativa del suceso
"salir cara" se aproxima a 1/2 a medida que aumenta el numero de tiradas. Si la moneda se
substituye por un dado, la frecuencia relativa del suceso {6} tiende a 1/6.
Los valores 1/2 y 1/6 son estimaciones teoricas de las frecuencias relativas de los sucesos

mencionados; esta estimacion teorica de la frecuencia relativa de un suceso es su probabilidad"
(Texto [E], p. 177).

Ejemplos similares aparecen en [C]: Ejemplo (p. 68), explicacion (p. 72); en [D]: Ejemplo
(p. 76); en [F]: habla de las frecuencias relativas y sus propiedades, pero no las utiliza para
asignar probabilidades (pp. 226-227); en [G]: Ejemplo (p. 201); en [H]: Ejemplo 6.24 (p. 196);
en [I]: Tres ejemplos (pp. 226,.231 y 234); y en [K]: Ejemplo (p. 411). Ejercicios sobre este
aspecto hemos encontrado en los textos [H]: Ejercicio 6.25 a) b) (p. 197) e [I]: Ejercicios 11, 12
(p. 238).

SF2: Analisis de experimentos simples en los que no puede aplicarse esta
concepcion.

Se trataria de mostrar situaciones donde no hay suficiente informacion estadistica
disponible sobre los sucesos de interés para permitir la aplicacion de la concepcion frecuencial de
un modo fiable. No aparecen en los textos ejercicios o ejemplos de este tipo a pesar de la
importancia que, desde nuestro punto de vista, tienen este tipo de actividades.

SF3: Asignacion de probabilidad a sucesos elementales o compuestos mediante
experimentacion.

Consideramos este tipo de actividad cuando se pide al alumno realizar un experimento un
numero dado de veces, calcular las frecuencias relativas de ciertos sucesos asociados al
experimento y a partir de ellas asignar la probabilidad. También incluimos aqui el caso en que se
dé al alumno una tabla con resultados experimentales y se muestre una asignacion probabilistica a
partir de las frecuercias relativas en una larga serie de experimentos. En el texto [H] hemos
encontrado el siguiente ejercicio:

"6.25 e) Se ha medido el grosor de 1.000 arandelas fabricadas por una mdaquina, obteniéndose la

siguiente tabla:
Grosorenmm 231 232 233 234 235 236 237 238 239
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N°de piezas 10 20 80 180 280 240 130 40 20
Calcula la frecuencia relativa de los diferentes valores obtenidos.
f) Calcula la probabilidad de que:
- el grosor de la siguiente pieza que fabrique la maquina sea de 234 mm
- el grosor de una pieza esté comprendido entre 234 y 236 mm, ambos incluidos" (Texto [H], p. 197).

Ejercicios similares aparecen en [A]: Ejercicio 64 (p. 55); en [I]: Ejercicio 17 (p. 239),
ejercicios 18, 19 (p. 252) y ejercicios 26, 27 (p. 253).

Ejemplos relacionados con este tipo encontramos en los textos [C]: Ejemplo a) (p. 72);
en [I]: Ejemplo (p. 231) y ejemplo sobre extraccién de bola de una bolsa (p. 245) y en [J]:
Ejemplo 1 (p. 293).

SF4: Reflexion sobre el caracter aproximado de esta asignacion.

El enfoque frecuencial de la probabilidad es muy atractivo, especialmente porque permite
establecer un puente entre la estadistica y la probabilidad. Asimismo, permite trabajar con
experimentos que son demasiado complejos para que los alumnos puedan asignar probabilidades
con un enfoque clasico. Sin embargo, nunca obtenemos el valor tedrico de las probabilidades,
sino sdlo una estimacion del mismo. Es importante concienciar al alumno de esta limitacion y
proponerle actividades de discusion sobre este caracter aproximado o comparacion de resultados
de otros compaifieros. A pesar de esta importancia, solamente en el texto [I] hemos encontrado
un ejemplo de discusion de este punto, a partir de una actividad sobre el lanzamiento de un dado
(p. 231).

Hemos visto que el tipo de actividades relacionadas con la concepcion frecuencial de la
probabilidad no es muy abundante en los textos analizados. Sin embargo, seria preciso afadir a
las descritas en esta seccion la siguiente lista de actividades ya estudadas para el caso de la
frecuencia relativa:

« Realizacion de experimentos cuya probabilidad se conoce y calculo de la frecuencia relativa,
comparandola con la probabilidad tedrica conocida previamente para el suceso.

« Realizacion de experimentos cuya probabiidad no se conoce y calculo de la frecuencia
relativa del mismo.

o Andlisis de la variacion de la frecuencia relativa al aumentar el nimero de pruebas.

o Analisis de la variacion de la frecuencia relativa en el mismo nimero de pruebas y diferentes
alumnos (o diferentes ensayos).

Estas actividades ya han sido discutidas en el apartado sobre frecuencia relativa y
remitimos al lector al apartado correspondiente para el estudio de nuestras conclusiones al
respecto.

3.7.4. TIPOLOGIA DE EJEMPLOS Y EJERCICIOS RELACIONADOS CON LA
CONCEPCION SUBJETIVA

A pesar de que las aproximaciones clasica y frecuencial cubren un amplio campo de
aplicaciones del concepto de probabilidad, todavia quedan fendmenos aleatorios de interés en los
que no es posible aplicar ninguna de estas concepciones. En otros casos, la informacion previa de
la persona que asigna las probabilidades, puede modificar substancialmente esta afirmacion. La
concepcion subjetiva de la probabilidad cubre estas aplicaciones. Hemos considerado los
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siguientes tipos de situaciones referidas a esta concepcion:

SS1: Analisis de experimentos simples en los que la asignacion de probabilidades
depende de la informacion de la persona que la asigna.

Se trataria de mostrar situaciones en que las probabilidades iniciales dependan en gran
medida de la informacion previa o cuando no se disponga de informacion estadistica y no sea
posible emplear el principio de indiferencia. No hemos encontrado ejemplos o ejercicios de este
tipo en los libros analizados.

SS2:  Asignacion de probabilidad a sucesos elementales. Comparacion de
asignaciones hechas por diferentes alumnos.

El caracter subjetivo de este tipo de asignacion a la probabilidad implica que distintas
personas podrian asignar probabilidades diferentes a los mismos sucesos en las mismas
condiciones, debido a su informacion previa o grado de creencia en el suceso. Esta es la principal
critica que se ha hecho a los seguidores de esta concepcion de la probabilidad, por lo que
pensamos puede ser de interés mostrar al alumno esta cracteristica. No aparecen en los textos
analizados ejercicios o ejemplos de este tipo.

8§83 Comparacion de probabilidad de sucesos compuestos.
Se trataria de comparar la probabilidad de dos sucesos en los que la unica asignacion
posible de probabilidades fuese de tipo subjetivo. En el texto [J] aparece el siguiente ejemplo:

"Por ejemplo, volvamos al ejemplo del dado y consideremos dos sucesos: {2,3,4,5} y {1,6}. Si nos
preguntan cudl de ellos ocurrird, no podemos decidirnos por ninguno de los dos, pero tenemos mds
confianza en el primero que en el segundo, porque en el primero hay mds resultados posibles" (Texto
[9], p. 293).

SS84: Asignacion de probabilidad de sucesos compuestos.

Se trataria de asignar probabilidades a los sucesos compuestos, siguiendo la concepcion
subjetiva de la probabilidad. No aparecen en los textos analizados ningun ejemplo o ejercicio de
este tipo.

3.7.5. TIPOLOGIA DE EJEMPLOS Y EJERCICIOS RELACIONADOS CON LA
CONCEPCION FORMAL

La controversia sobre el significado real de la probabilidad fue resuelta mediante la
axiomatizacion que consiguié una solucion satisfactoria, puesto que la probabilidad definida desde
un punto de vista formal engloba todas las concepciones anteriores. Desde este punto de vista, la
probabilidad es una medida normada definida sobre un espacio medible, lo que implica que deben
cumplirse unos axiomas dados. Estos axiomas se aceptan universalmente, puesto que reflejan las
probabilidades empiricas observadas en las frecuencias relativas. Las actividades que hemos
considerado, respecto a la concepcion formal de la probabilidad son las siguientes:

SAI: Reflexion sobre las propiedades que poseen las probabilidades asignadas a los
sucesos con alguno de los criterios anteriores.

Se propone a los alumnos la reflexion sobre algunos de los axiomas de la probabilidad y
cdmo se pueden aplicar a situaciones especificas. En el texto [F], en el apartado ejercicios y
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problemas so6lo aparece uno relacionado con esta concepcion, que es el siguiente:
"7. Sea el espacio muestral E={1,x,2}. Se define la funcion p de E del siguiente modo:
a) p({1})=p({x})=p({2})=1/3 b) p({1})=p({x})=1/2; p({2})=-1 ¢ p({1})=1/2; p({x})=1/4;
p({2})=1/4 d)p({1})=1/2; p({x})=1/2; p({2})=1/2 (En cudl de estos casos p es una funcion de
probabilidad?" (Texto [F], p. 233).

Ejercicios similares hemos encontrado en [J]: Ejercicios del 13 al 18 (p. 297) y en [K]:
Ejercicios 26.3 y 26.4 (p. 421). Ejemplos relacionados con este tipo hemos encontrado en los
textos [A]: Ejemplo, p. 47; en [F]: Ejemplos 1 y 2, (p. 28) y en [K]: Ejemplos 1, 2 (pp. 412-
413).

3.7.6. OTROS TIPOS DE EJERCICIOS RELACIONADOS CON LA IDEA DE
PROBABILIDAD
Probabilidades geométricas

Hemos analizado separadamente la asignacion de probabilidad usando principios
geométricos porque reviste caracteristicas diferenciadas respecto al resto de las actividades. Por
un lado, permite aplicar el concepto de fraccion en conexion con ideas geométricas previamente
adquiridas por los alumnos, por lo que conecta tres tipos de conceptos matematicos (fracciones,
geometria y probabilidad) en un mismo ejercicio o ejemplo. Por otro lado, son uno de los pocos
casos en que se presenta al alumno espacios muestrales infinitos, que podrian resultar mas
dificiles, ya que fueron estos espacios muestrales los que dieron origen a numerosas paradojas
dentro de la teoria de la probabilidad. Las situaciones que hemos analizado son las siguientes:

SG1: Andlisis de situaciones en las que es posible asignar probabilidades como
cociente de medidas geométricas (longitudes, areas, volumenes).

Se trataria de proponer al alumno una reflexion sobre las posibilidades de usar
consideraciones de tipo geométrico, cuando otro tipo de asignacion de probabilidad no es posible
o cuando este razonamiento simplifique la resolucion del problema. No aparecen en los textos
analizados ninguin ejemplo o ejercicio de este tipo.

SG2: Comparar probabilidades, basandose en consideraciones geométricas.
Se propondria al alumno comparar entre diferentes probabilidades usando criterios de
tipo geométrico. No hemos encontrado ejemplos o ejercicios de este tipo en los libros analizados.

SG3: Asignar probabilidades basandose en consideraciones geométricas.
Son actividades en las que el alumno asigna las probabilidades basandose en las
propiedades geométricas latentes en la situacion. En el texto [J] hemos encontrado un ejemplo

como el que sigue:

"Ejemplo 1:Si jugamos con una ruleta como la del grdfico, podemos obtener sélo dos resultados:
Rojo o Blanco.El espacio muestral es por consiguiente, 1 = {Rojo, Blanco}. ;Qué aplicacion
frecuencial podemos definir?

Observa que la zona roja ocupa la cuarta parte del total de la ruleta, y la blanca las tres cuartas
partes restantes. Es logico pensar que si repetimos el juego muchisimas veces, aproximadamente la
cuarta parte de ellas saldra Rojo, y las restantes Blanco. Por consiguiente la aplicacion frecuencial
puede ser la siguiente:

Rojo ——pb/4
Blanco ————3p/4 " (Texto [J], p. 293).
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Tabla 3.7.1. Actividades relacionadas con la nocion de probabilidad en los textos

ctividad

[A]

[B]

[C]

[D]

[E]

[F]

SP1

Ejemplo

SP2

SP3

SP4

Ejercicio

Ejercicio

SC1

SC2

SC3
SC4

Ejemplos

Ejemplo

Ejemplos

Ejemplo

Ejercicio

SC5

Ejercicios y
ejemplo

Ejercicios y
ejemplos

Ejercicios y
ejemplos

Ejemplo y
ejercicios

Ejercicios y
ejemplos

Ejercicios y
ejemplos

SF1

Ejemplo

Ejemplo

Ejemplo

Cita fr.

SE2

SF3

Ejercicio

Ejemplo

SF4

SS1

SS2

SS3

S34

SAl

Ejemplo

Ejemplos y
ejercicio

SG1

SG2

SG3

Tabla 3.7.2. Actividades relacionadas con la nocion de probabilidad en los textos

[G]

[H]

1

[J]

[K]

SP1

Ejemplo y ejercicios

Ejemplo

SP2

Ejemplo

SP3

Ejemplo

SP4

SC1

Ejemplo y ejercicio

Ejemplo

Ejemplo

SC2

Ejemplo y ejercicio

Ejemplo

SC3

Ejemplo y ejercicio

Ejercicios y ejemplo

Ejemplo

SC4

Ejercicio

SCS Ejemplos y ejercicios|Ejemplo y ejercicios

Ejemplo y ejercicios

Ejercicio

Ejemplos y ejercicios

SF1

Ejemplo

Ejemplo y ejercicio

Ejemplos y ejercicios

Ejemplo

SF2

SF3

Ejercicio

Ejemplos y ejercicios

Ejemplo

SF4

Ejemplo

SS1

SS2

SS3

Ejemplo

SS4

SA1

Ejercicios

Ejemplos y ejercicios

SG1

SG2

SG3

Ejemplos y ejercicios
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Ejemplos similares aparecen en el mismo texto: Ejemplos 2,3 (p. 294) y ejemplos 1, 3 (p.
296). También en el mismo texto aparecen ejercicios de este tipo: Ejercicio 6 (p. 295) y ejercicio
15 (p. 297).

Finalmente incluimos las tablas 3.7.1 y 3.7.2. como resumen de la presentacion de estas
actividades en los textos analizados. En ella se indica el tipo de actividad que aparece en cada uno
de los libros analizados, y en blanco cuando no se propone ninguna actividad. En estas tablas
podemos ver que muchas de las categorias previstas en nuestro andlisis han quedado vacias.
También podemos ver la variabilidad existente en cuanto al tipo de actividades en los diferentes
libros. Las actividades mas frecuentes son las relacionadas con la concepcion clasica de la
probabilidad.

3.7.7. ESTUDIO COMPARATIVO DE LA DISTRIBUCION DE EJERCICIOS RESPECTO
A LAS VARIABLES BASICAS

Una vez analizados los tipos de actividades relacionadas con la idea de probabilidad en
los diferentes textos, procedemos al estudio de su distribucion, segun las variables basicas en los

dos libros de texto. En primer lugar presentamos los tipos de situaciones.

Tabla 3.7.3. Frecuencia y (porcentaje) de ejemplos y ejercicios sobre probabilidad en

cada texto
Tipo de actividad Libro [I] Libro [A] Total
Ejemplo introductorio 6(11,32) 4 (26,66) 10(14,71)
Ejemplo después definicion 6(11,32) 5(33,33) 11(16,1)8
Problema introductorio 1(0,01) 0(0) 1(1,47)
Problema después definicion 39 (73,58) 6 (40,00) 45 (66,18)
Ejercicio dirigido 1(0,01) 0(0) 1(1,47)
Total 53(77.94) | 15(22,06) | 68 (100,00)

Tabla 3.7.4. Frecuencia y (porcentaje) de actividades sobre probabilidad en cada texto

Actividad Libro [I] Libro [A] Total
1. Valoracion cualitativa 6(11,32) 0 (0,00) 6 (8,82)
2. Medida del grado de incertidumbre 2(3,77) 2 (13,33) 4 (5,88)
3. Puede aplicarse concepcidn clasica 3 (5,66) 0(0,00) 3(441)
4. No puede aplicarse concepcion clasica 1(1,89) 0 (0,00) 1(1,47)
5. Asignacion probabilidad sucesos elementales 5(943) 1 (6,67) 6(8,82)
6. Comparacion de probabilidad sucesos compuestos 5(943) 0(0,00) 5(7,35)
7. Asignacion probabilidad sucesos compuestos incompatibles 4(7,55) 6 (40,00) 10 (14,71)
8. Puede aplicarse concepcion frecuencial 1(1,89) 0(0,00) 1(147)
9. Asignacion probabilidad mediante experimentacion 6(11,32) 0 (0,00) 6(8,82)
10. Reflexion sobre el cardcter aproximado de esta asignacion 3 (5,66) 0 (0,00) 3(441)
11. Asignacion probabilidad concepcion subjetiva 4(7,55) 0 (0,00) 4 (5,88)
12. Concepcion formal 23,77 3 (20,00) 5(7,35)
13. Probabilidad suceso contrario 9 (16,98) 1(6,67) 10 (14,71)
14. Probabilidad. Sucesos compuestos compatibles 1(1,89) 1(6,67) 2(2,94)
15. Razon de posibilidades 1(1,89) 0 (0,00) 1(1,47)
16. Otros 0 (0,00 1(6,67) 1(147)
Total 53 (77,94) 15(22,06) | 68 (100,00)
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De nuevo vemos que la actividad mas frecuente es la de ejercicios después de la
definicion, lo que indica una orientacion teoria-practica en los libros analizados y aumenta
respecto al global de los ejercicios, ya que aqui este tipo de actividades supone el 66.18%.
Disminuye en este caso la importancia relativa de ejemplos antes de la definicion, para aumentar el
peso de los ejemplos después de la definicion del concepto.

Respecto al tipo de actividad, hs principales categorias encontradas son las siguientes:
Valoracion cualitativa de probabilidades (8.82% de casos), asignacion de probabilidad a sucesos
simples usando la regla de Laplace (8.82% de casos), comparacion de probabilidad de sucesos
compuestos, por medio de la regla de Laplace (7.35% de casos), asignacion de probabilidades a
sucesos compuestos incompatibles, usando la regla de Laplace (14.71% de casos), asignacion de
probabilidades a sucesos elementales o compuestos mediante experimentacion (8,82 %),
reflexion sobre las propiedades que poseen las probabilidades asignadas a los sucesos basadas
en la concepcion formal, calculo de la probabilidad del suceso contrario (14,71%).

Observamos un 14.7% de ejemplos y ejercicios referidos a la probabilidad como medida
de incertidumbre de un suceso (categoria 1 y 2), un 36,76 % de ejercicios referidos a la
concepcion clasica (categorias 3 a 7), un 14,7 % respecto a la concepcion frecuencial (categorias
8 a 10), un 5,88 % sobre la concepcion subjetiva (categoria 11) y un 27,94 % que se refiere a la
concepcion formal (categorias 12 a 16).

En consecuencia, los ejercicios y ejemplos en su mayoria se refieren a la concepcion
clasica de la probabilidad, o a la concepcion formal y calculo de probabilidades usando las
propiedades de las operaciones de sucesos. En el resto de las concepciones, los ejemplos y
ejercicios son muy escasos. Asi las aclaraciones sobre cuando no se puede aplicar la concepcion
clasica, es decir en el caso de que los sucesos no sean equiprobables, son casi nulas, encontrando
una sola afirmacion en este sentido en el texto [I], lo que nos hace pensar que los alumnos
apliquen indiscriminadamente esta concepcion sin pensar en si es posible o no. Lo mismo ocurre
con la concepcion frecuencial y su cardcter aproximado, a lo que solo se hace referencia en el
texto [I], cuando su aplicacion en problemas reales es muy alta.

Las principales diferencias encontradas entre los dos libros, respecto al tipo de
actividades, son que en el texto [I], trabajan mas las valoraciones cualitativas, la concepcion
clésica, la frecuencial y la subjetiva, mientras que el texto [A] destaca mas la concepcion formal y
no aparecen ejercicios sobre concepcion frecuencial y subjetiva, lo que nos hace pensar que en
este ultimo caso se da un enfoque mas formal al estudio de la probabilidad, no adecuado a este
nivel.

Tabla 3.7.5. Frecuencia y (porcentaje) de asignacion de probabilidades en los ejercicios
de probabilidad en cada libro de texto

Asignacién probabilidad Libro [I] Libro [A] Total
Regla de Laplace 37 (71,15) 12 (80,00) 49 (73,13)
Informacion estadistica disponible 12 (23,08) 0 (0,00) 12 (17.91)
Realizacion simulacion experimentos 3(5,77) 3 (20,00) 6 (8,96)
Total 52 (77,61) 15(22,39) | 67(100,00)

El modo de asignar probabilidades a los sucesos es casi exclusivamente mediante la regla
de Laplace, lo que coincide con el gran peso dado a este enfoque, asi como al enfoque formal
matematico en este tipo de ejercicios. Encontramos también, en algunos casos la asignacion a
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partir de informacion estadistica disponible o a partir de realizacion o simulacion de experimentos
donde el alumno deba recoger sus propios datos.

En la tabla 3.7.5. observamos que el tratamiento dado a la asignacion de probabilidades
en ambos textos es bastante similar, excepto que la asignacion de probabilidades a partir de la
informacion estadistica solo aparece en el texto [I].

Los contextos empleados que aparecen en los libros analizados han sido principalmente
los juegos de azar, seguidos de la experiencia del alumno y con porcentajes mas bajos la biologia
y fisica.

Tabla 3.7.6. Frecuencia y (porcentaje) de contextos en los ejercicios de probabilidad
utilizados en cada libro de texto

Contexto Libro [I] Libro [A] Total
Juego 41(78,85) | 12(80,00) 53 (79,10)
Biologia 3(5,77) 0 (0,00) 3(448)
Fisica 1(1,92) 2 (13,33) 3(448)
Experiencia alumno 7 (13,46) 1 (6,67) 8 (11,94)
Total 52(77,61) | 15(22,39) | 67(100,00)

Observamos en la tabla anterior que en el texto [A], no aparece ningun ejercicio
relacionado con la biologia, y que el texto [I] da mucha mas importancia a los ejercicios donde se
apela a la experiencia del alumno. Consideramos que el gran numero de ejercicios dedicados al
juego aunque pueden tener un componente de motivacion para los alumnos de este nivel, puede
dar una imagen sesgada de la realidad, ya que el alumno puede tener la impresion de que la
probabilidad solo se aplica a los juegos de azar.

Los espacios muestrales de los ejercicios relacionados con la idea de probabilidad mas
utilizados son los finitos, formado por sucesos equiprobables con mas de dos elementos, seguidos
de los espacios finitos con sucesos no equiprobables, de los que no se precisan y los finitos
formados por sucesos equiprobables con dos elementos. En ninguno de los textos analizados
aparece el espacio muestral infinito, lo que parece adecuado a este nivel.

La diferencia mas significativa entre los dos textos analizados con relacion a los espacios
muestrales es que el texto [I], dedica un gran nimero de ejercicios donde aparecen espacios
muestrales formado por sucesos no equiprobables, lo que consideramos de gran interés didactico
debido al gran nimero de errores que cometen los alumnos al realizar ejercicios de probabilidad,
ya que suelen aplicar la Regla de Laplace sin comprobar si los sucesos son equiprobables o no.

Tabla 3.7.7. Frecuencia y (porcentaje) de espacio muestral en los ejercicios de
probabilidad en cada libro de texto

Espacio muestral Libro [I] Libro [A] Total
Finito, suceso equiprobable con dos elementos 5(9,62) 1(6,67) 6 (8,96)
Finito, suceso equiprobable con mis de dos elementos 32 (61,54) 11 (73,33) 43 (64,18)
Finito sucesos no equiprobables 10 (19,23) 1 (6,67) 11 (1642)
Impreciso 5(9,62) 2 (13,33) 7(1045)
Total 52(77,61) | 15(22,39) | 67(100,00)

Este hecho esta también relacionado con el gran numero de ejercicios donde se ha de
utilizar la concepcion clasica, y la escasa presencia de ejercicios relacionados con otros enfoques.
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La informacién se presenta generalmente a través de informacion verbal, y en un
porcentaje mucho mas bajo a través de fotos, dibujos y situaciones, encontrando solo un ejercicio

en el texto [I], donde aparece una tabla.

Tabla 3.7.8. Frecuencia y (porcentaje) de la presentacion de la informacion en los

ejercicios de probabilidad en cada libro de texto

Presentacion informacidn Libro [I] Libro [A] Total
Verbal 43 (82,69) | 11(73,33) 54 (80,60)
Tabla 1(1,92) 0 (0,00) 1(1,49)
Diagrama de arbol 0 (0,00) 3 (20,00) 3(4,48)
Fotos, dibujos, situaciones 8 (15,38) 1 (6,67) 9(13,43)
Total 52 (77,61) | 15(22,39) | 67(100,00)

En la tabla anterior se observa que en el texto [I], no aparecen los diagramas de arbol,
mientras que en el texto [A], no hay ninguna tabla. La principal diferencia entre ambos textos es
que en el libro [I], aparecen un gran numero de ejercicios ilustrados con fotos o dibujos.

3.7.8. CONCLUSIONES SOBRE LOS EJERCICIOS Y EJEMPLOS RELACIONADOS
CON EL CONCEPTO DE PROBABILIDAD

Respecto a las actividades propuestas, estas se reducen casi por completo, a las
relacionadas con la concepcion clasica de probabilidad. Dentro de ellas, son pocos los libros que
estudian los casos en que no puede aplicarse la regla de Laplace. Son excepciones los textos [I] y
[J]. Este ultimo presenta actividades y gemplos en todas las concepciones de probabilidad,
aunque son escasas y no recogen todos los apartados.

La actividad casi exclusivamente propuesta es la asignacion de probabilidades a sucesos
simples y compuestos aplicando la regla de Laplace. Esta actividad es mas que nada un refuerzo
del célculo combinatorio estudiado en temas anteriores que en el apartado de probabilidad
encuentra su justificacion.

Respecto a la probabilidad frecuencial, es el elemento extensional SF1, sobre el analisis
de experimentos simples en los que puede aplicarse esta concepcion, el que aparece mas veces
en los textos analizados, aunque en algunos casos s6lo con un ejemplo.

La presencia de ejercicios relacionados con la concepcion subjetiva, asi como las
situaciones donde aparecen probabilidades geométricas, es mas bien una excepcion. Solo
aparecen en el texto [J].

El texto [I] es el que presenta mayor rango de actividades, aunque ninguna referida a la
concepcion subjetiva, ni a la axiomatica. Este ultimo enfoque aparece en los textos [A], [F], [J]y
[K], y creemos que no es adecuado a este nivel, aunque comprendemos su inclusion, ya que
fueron utilizados durante una época donde la influencia de la matemética modema era muy
grande.

Contrasta esta limitacion de los ejercicios con la presentacion tedrica, en la que, la mayor
parte de los textos presentan mas de una concepcion de la probabilidad en el ambito declarativo y
las actividades y ejemplos propuestos, que se refieren casi exclusivamente a la concepcion
clasica. Consideramos asimismo que es escaso el numero de actividades dedicadas a los aspectos
interpretativos de la probabilidad, descritos en la seccion 2.5.6.1.

Respecto al estudio comparativo de la distribucion de ejercicios respecto a las variables
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consideradas, observamos que en relacion con la tipologia de las actividades, la actividad mas
frecuente es la de ejercicios después de la definicion, lo que indica una orientacion teoria-practica
en los libros analizados, siendo muy escasos los ejemplos o ejercicios introductorios.

En relacion con las actividades relacionadas con probabilidad, las principales categorias
encontradas son las siguientes: Valoracion cualitativa de probabilidades, asignacion de
probabilidad a sucesos simples usando la regla de Laplace, comparacion de probabilidad de
sucesos compuestos, por medio de la regla de Laplace, asignacion de probabilidades a sucesos
compuestos incompatibles, usando la regla de Laplace, asignacion de probabilidades a sucesos
elementales o compuestos mediante experimentacion, reflexion sobre las propiedades que poseen
las probabilidades asignadas a los sucesos basadas en la concepcion formal, calculo de la
probabilidad del suceso contrario.

El modo de asignar probabilidades a los sucesos es casi exclusivamente mediante la regla
de Laplace, lo que coincide con el gran peso dado a esta concepcion, asi como al enfoque formal
matematico en este tipo de ejercicios. Encontramos también, en algunos casos la asignacion a
partir de informacion estadistica disponible o a partir de la realizacion o simulacion de
experimentos donde el alumno deba recoger sus propios datos.

Los contextos que aparecen en los libros analizados han sido principalmente los juegos de
azar, seguidos de la experiencia del alumno y con porcentajes mas bajos la biologia y fisica.

Los espacios muestrales de los ejercicios relacionados con la idea de probabilidad mas
utilizados son los finitos, formado por sucesos equiprobables con mas de dos elementos, seguidos
de los espacios finitos con sucesos no equiprobables, de bs que no se precisan y los finitos
formados por sucesos equiprobables con dos elementos. En ninguno de los textos analizados
aparece el espacio muestral infinito, lo que parece adecuado a este nivel.

Los ejercicios se presentan generalmente a través de mformacion verbal, y en un
porcentaje mucho mas bajo a través de fotos, dibujos y situaciones.

3.8. PROBABILIDAD CONDICIONAL. DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA.
EXPERIMENTOS COMPUESTOS

3.8.1. TIPOLOGIA DE EJEMPLOS Y EJERCICIOS RELACIONADOS CON LA
PROBABILIDAD CONDICIONAL

Respecto a los tipos de actividades que podrian dar significado a la probabilidad
condicional, hemos considerado las siguientes:

SCOI: Evaluacion de probabilidades condicionales a partir de enumeracion en
experimentos simples. Cuando se pide calcular una probabilidad condicional, mediante
enumeracion directa, aplicando la definicion y no a partir de la formula, en experimentos simples.

En el texto [E] hemos encontrado el siguiente ejercicio:
“I. Se tira un dado. ;Cudl es la probabilidad de que salga el 6? Si se sabe que el resultado es par,
Jcudl sera ahora la probabilidad del suceso mencionado? (Texto [E], p. 182).

Un ejercicio y ejemplo similares aparecen en [E]: Ejercicio 2, p. 182; [F]: Ejemplo p.
272; [G]: Ejemplo 19, p. 210. Los demas textos no tratan este tipo de ejercicios.

SCO2: Evaluacion de probabilidades condicionales a partir de la formula en
experimentos simples. Cuando se pide el célculo de la probabilidad usando la férmula, a partir
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de la probabilidad de la interseccion de sucesos en experimentos simples. En el texto [A] hemos

encontrado el siguiente ejemplo:
“Hallar la probabilidad de obtener rey, condicionada al suceso obtener figura, al extraer una carta
de una baraja de cuarenta” (Texto [A], p. 52).

Un ejemplo similar aparece en [G]: Ejemplo 20, p. 212. En el resto de los textos no
aparecen ni ejemplos ni ejercicios similares.

SCO3: Evaluacion de probabilidades condicionales a partir de enumeracion en
experimentos compuestos. Cuando se pide calcular una probabilidad condicional, mediante
enumeracion directa, aplicando la definicion y no a partir de la férmula, en experimentos
compuestos. Hemos diferenciado los experimentos simples y compuestos, porque en el caso de
experimentos compuestos la probabilidad condicional depende de si los experimentos son
dependientes o independientes. En el texto [E] hemos encontrado el siguiente problema de
recapitulacion:

“Antonio tiene guardadas en una caja 13 monedas de 100 ptas., cuyo aspecto exterior es tal que son
indistinguibles unas de otras. Sin embargo 8 de las monedas son falsas.
a) Para saldar una deuda de 100 ptas. que Antonio tiene con Joaquin, convienen en que éste se

quedardad con 2 de las monedas de las cajas, elegidas al azar. Calcula la probabilidad de cada uno de
los siguientes sucesos: Joaquin no gana ni pierde, Joaquin gana y Joaquin pierde.

b) Supén que Joaquin averigua que una de las dos monedas que ha elegido es falsa. ;cudles seran
entonces las probabilidades de los sucesos anteriores? (Texto [E], p. 183).

En [A], hay un ejemplo pero referido a frecuencias relativas (p. 50). El resto de los textos
no tratan estos ejercicios.

SCO4: Evaluacion de probabilidades condicionales a partir de la formula en
experimentos compuestos. Cuando se pide el calculo de la probabilidad usando la formula, a
partir de la probabilidad de la interseccion de sucesos en experimentos compuestos. En el texto

[K], encontramos el siguiente ejemplo:

“1.Se extraen sucesivamente dos cartas de una baraja espariola. ;Cudl es la probabilidad de obtener
dosreyes?” (Texto [K], p. 419).

En el mismo texto aparece un ejemplo similar: Ejemplo 2, p. 419; y en [A]: 2. Ejercicio
dirigido (p. 53). En el resto de los textos no aparece este concepto.

Como resumen de las actividades sobre probabilidad condicional, presentamos la tabla
3.8.1. en la que aparecen los textos que tratan dichas actividades, indicando si son ejercicios o
ejemplos y en el caso de que no lo traten en blanco.

En general son muy escasas las actividades relacionadas con la probabilidad condicional,
tanto en el caso de experimentos simples y compuestos. Solamente aparecen en los textos [A],
[E], [F], [G] y [K], limitindose en estos casos solamente a algin ejemplo o ejercicio.
Consideramos que los autores han tenido en cuenta el nivel de los alumnos a los que van dirigidos
los textos, asi como la complicacion de estos conceptos, lo que nos parece adecuado.
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Tabla 3.8.1. Actividades sobre probabilidad condicional.
SCO1 SCO2 SCO3 SCO4
[A] Ejemplo | Ejemplo | Ejercicio
[B]
[€C]
[D]
[E] [ Ejercicios Problema
[F] | Ejemplos Ejemplos
[G] | Ejemplo | Ejemplo
[H]
1
[J]
K] Ejemplos

—

3.8.2. TIPOLOGIA DE EJEMPLOS Y EJERCICIOS RELACIONADOS CON LA
INDEPENDENCIA

A continuacion, para cada uno de los elementos del significado extensionales,
relacionados con este concepto, indicamos los ejemplos y ejercicios encontrados en los textos
analizados.

SIl: Analizar situaciones en las que aparezca clara la dependencia entre sucesos o
decidir si en la situacion dada dos sucesos son o no dependientes. Aunque no pidan
explicitamente que analicen la independencia o dependencia, se trata de situaciones donde se
aplican dichos conceptos.

En [A]: 2. Ejercicio, p. 53; [E]: Ejemplo b) p. 180; [F]: Ejemplo 1 y ejercicio 25 en p.
232, ejercicios 3, 4, 5y 6 p. 233, ejemplo, p. 273, ejercicio, p. 273; [G]: Ejemplo 23, p. 216,
ejemplo 26 p. 218, y ejercicios 283, 286, 287 de la p. 280 y ejercicios 292 y 295 de la p. 281;
[H]: Ejemplo 6, 23.2 ejercicio c) d) p. 195, ejercicio 11, p. 199, ejercicios 19, 20 y 21 de la p.
200; [1]: Ejemplo 2, p. 247, ejemplo 3, p. 248, ejemplo 2° p. 250, ejercicios 11, 12 de la p. 252
y 21 de la p. 253; [J]: Sin definir independencia ni dependencia, encontramos un ejemplo p. 297,
los ejercicios 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28 de la p. 299 y ejercicios 51 y 52 de la p. 301.

No tratan este concepto [B], [C], y [K].

SI12: Analizar situaciones en las que aparezca clara la independencia entre sucesos o
decidir si en la situacion dada dos sucesos son o no independientes.

Como en el caso anterior, aparecen los ejemplos y ejercicios de este tipo encontrados en
los libros analizados. En [E]: Ejemplo a) p. 180 y ejemplo ¢) p. 181; [F]: Ejemplos 2 y 3 en p.
232, ejercicios 2 y 9 p. 233, ejemplo, p. 273 y ejercicios, p. 273; [G]: Ejemplo 24, p. 216,
ejemplo 25, p. 217, ejemplo 27 p. 218, ejercicios 288, 289, 290 y 291 de la p. 280 y ejercicios
293 y 294 y 296 de la p. 281; [H]: Ejemplo 6.23.1, ejercicio a) d) p. 195, ejercicios 12, 14, 15y
18 p. 199, y ejercicio 22 de la p. 200; [I]: Ejemplo 1, p. 247, ejemplo 1° p. 250, ejercicios 8, 9,
10, 13 de la p. 251, ejercicios 15, 16, 17 y 19 de la p. 252 y ejercicios 22, 23, 24, 25, 26,27 y
28 de la p. 253; [J]: Sin definir independencia ni dependencia, encontramos los ejercicios 39, 40,
41,42 y 43 delap. 301 y ejercicios 44, 45, 47, 53, 54, 55 y 56 de la p. 301.

No tratan estas actividades [A], [B], [C] y [D].

SI3:  Analizar situaciones en las que aparezca clara la dependencia entre
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experimentos o decidir si en la situacion dada dos experimentos son o no dependientes.
Hemos encontrado en [K]: Ejemplo 1, 2° (p. 420) y ejercicios 26.8, 26.13, 26.17 p. 422
y 26.25 p. 423.
No tratan estas actividades el resto de los textos.

Sl4: Analizar situaciones en las que aparezca clara la independencia entre
experimentos o decidir si en la situacion dada dos experimentos son o no independientes.

Hemos hallado en [K]: Ejemplo 1, 1° (p. 420), ejemplos 1,2 p. 421 y ejercicios 26.12 a),
26.14,26.15a) b) 26.21 de lap. 422y 26.22, 26.24 y 26.26 de la p. 423.

No tratan estas actividades el resto de los textos.

SIS: Calculo de probabilidades aplicando el teorema de la probabilidad total.

El tnico ejercicio ha sido encontrado en el texto [A], pagina 55. El resto de los libros no
tratan estas actividades.

S16: Calculo de probabilidades aplicando el teorema de Bayes.

En el texto [A]: Hay dos ejemplos en la pagina 54. No tratan estas actividades el resto de
los textos.

Como resumen de las actividades sobre independencia, presentamos la tabla 3.8.2. en la
que aparecen los textos que tratan dichas actividades, indicando si son ejercicios o ejemplos y en
el caso de que no lo traten en blanco.

Tabla 3.8.2. Actividades sobre independencia

SI1 S12 SI3 S14 SI5 S16

[A] | Ejercicio Ejercicio Ejemplos
[B]
(€]
[D]
[E] Ejemplo Ejemplos
[F] | Ejemploy | Ejemplosy

ejercicios ejercicios
[G] | Ejemplosy [ Ejemplosy

ejercicios ejercicios
[H] | Ejemplosy [ Ejemplosy

ejercicios ejercicios
[1] | Ejemplosy | Ejemplosy

ejercicios ejercicios
[J] | Ejemploy | Ejercicios

ejercicios
[K] Ejemploy | Ejemplosy

ejercicios ejercicios

En ella observamos que el elemento extensional SIS sobre el teorema de la probabilidad
total, no aparece en ningin texto analizado, y los elementos SI3, SI4, sobre el andlisis de la
dependencia o independencia entre experimentos, salvo unos ejemplos y ejercicios en el texto
[K], no aparecen en el resto de los libros analizados. Los elementos SI1 y SI2 sobre el andlisis de
las situaciones donde aparezca clara la dependencia o independencia entre sucesos, la tratan
todos los textos analizados salvo [B], [C] y [D]. Destacan estos tres ultimos textos que no
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presentan ninguna actividad relacionada con la independencia.

3.8.3. TIPOLOGIA DE EJEMPLOS Y EJERCICIOS RELACIONADOS CON LA
PROBABILIDAD EN EXPERIMENTOS COMPUESTOS
SEC1: Enumerar el espacio muestral en experimentos compuestos. Consiste en
describir todos sus elementos, a partir de los espacios muestrales en los experimentos simples.
En [J], tiene un apartado de experiencias compuestas que se introducen mediante el

diagrama en arbol, con el siguiente ejemplo:
"Disponemos de dos urnas, con cierto numero de bolas blancas y negras en cada una de ellas.
Suponemos que en la A hay 2 blancas y 5 negras, y en urna B, 4 blancas y 1 negra. Realizamos la
siguiente experiencia aleatoria: Tiramos un dado; si sale multiplo de 3, sacamos una bola de la urna
A y si no sale multiplo de 3, sacamos una bola de la urna B.
Utiliza el diagrama del arbol para estudiar las posibilidades de combinacion” (Texto [J], p. 297).

Ademas propone los ejercicios 22, 25, p. 299 y 53 p. 301.
En [A], encontramos ejercicios similares: 57, 58, 59, 60, 61, 62 y 63 de la p. 54.
El resto de los textos no tratan actividades de este tipo.

SEC2: Calcular el numero de elementos de un espacio muestral compuesto.

Aunque no aparece explicitamente en el apartado de probabilidad, consideramos que este
tipo de problemas se trata en todos los libros, ya que en el capitulo de combinatoria se suele
incluir problemas relacionados con experimertos aleatorios. Otras veces se enumera un suceso,
como en [E], para calcular probabilidades en el caso de experimentos compuestos lo hace a

través de ejercicios como el que sigue:
“3. Se lanzan dos dados.

a) Halla los sucesos elementales que componen los sucesos siguientes: sumar 3, sumar 8, sumar mas
de 5, sumar menos de 7" (Texto [E], p. 178).

SEC3: Cdlculo de probabilidad de un suceso simple (experimento independiente).
En [K] no dedica ningtin apartado a los experimentos compuestos, pero si que aparecen

ejercicios relacionados con ellos, asi por ejemplo encontramos:
"26.5 Halla la probabilidad de que al lanzar un dado tres veces la suma de las caras visibles sea 18"
(Texto [K], p. 422).

En el mismo texto encontramos ejercicios similares: Ejercicios 26.12 a), 26.14, 26.15 a)
26.15b) y 26.21 de la p. 422.

En [G] el tratamiento es muy parecido al dado en el texto [K], encontrando ejercicios

resueltos relacionados con los experimentos compuestos, asi:
"Se lanza al aire una moneda trucada, diez veces consecutivas, de modo que la probabilidad de

obtener cara cada vez es 3/4. ;Qué probabilidad hay de obtener, al menos una vez, cruz?" (Texto [G],
p. 217).

Ejercicios y ejemplos similares encontramos en los textos siguientes: [A]: Ejercicio 74,1°,
75, 76,2° y 77 p. 55; [B]: Ejercicio 43 a), 46 de p. 30; [C]: Ejemplo a), p. 75 y ejercicio 8, p.
77; [D]: Ejemplo 1°, p. 77 y ejercicios 71 a), 72, 73, 79 a) d) p. 80; 7.10 a) c) y 7.22 a) p. 81;
[F]: Ejemplos 2 y 3 en p. 232, ejercicio 9, p. 233; [H]: Ejercicio a) p. 195.
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SEC4: Cdlculo de probabilidad de sucesos simples (experimentos dependientes).
En [A], no dedica ningtin apartado especifico a los experimentos compuestos, pero si los
trata en los ejercicios propuestos al final del capitulo, asi encontramos:

"70. ¢Cual es la probabilidad de sacar dos bolas nuevas de una urna que contiene 15 bolas blancas
v 15 negras, sin reintegrar las bolas extraidas? " (Texto [A], p. 55).

En el mismo texto encontramos un ejercicio similar: 76, 1°, (p. 55).
En [J], tiene un apartado de experiencias compuestas que se introducen mediante el
diagrama en érbol, con el siguiente ejemplo:

"Disponemos de dos urnas, con cierto numero de bolas blancas y negras en cada una de ellas.
Suponemos que en la A hay 2 blancas y 5 negras, y en urna B, 4 blancas y 1 negra. Realizamos la
siguiente experiencia aleatoria: Tiramos un dado, si sale multiplo de 3, sacamos una bola de la urna
A y si no sale multiplo de 3, sacamos una bola de la urna B.

Utiliza el diagrama del darbol para estudiar las posibilidades de combinacion, cada experiencia
parcial tiene una aplicacion frecuencial; escribimos las imdgenes en la rama correspondiente al
resultado.

2T Blanca

mdltipla
de 3

; i
'r.I 3 A LHEHF
443 - blancs

na ::1:1I|,i|}|u

de 3
IfE T negra

La aplicacion frecuencial de la experiencia compuesta se obtendrd asignando a cada resultado
posible el producto de las dos imdgenes que aparecen en la rama completa:
(multiplo de 3,blanca)-> 1/3.2/7 = 2/21
(multiplo de 3, negra) -> 1/3.5/7 = 5/21
(no multiplo de 3,blanca) -> 2/3.4/5 = 8/15
(no multiplo de 3, negra)-> 2/3.1/5 = 2/15
Comprobemos que la suma de todas las imdagenes es 1:
2/21 +5/21 +8/15 +2/15=1.
Definida la aplicacion frecuencial, podemos ya calcular la probabilidad de cualquier suceso de la
experiencia compuesta” (Texto [J], pp. 297/298).

En el mismo texto encontramos: Ejemplo 1, p. 299 y ejercicios 23, 24, 26 a) y 27 p. 300;
[B]: Ejercicio 42 a) b) p. 30. Observamos de nuevo el uso del término incorrecto "aplicacion
frecuencial" para la asignacion de probabilidades usando la regla de Laplace. En [C]: Ejemplo b)
p. 75; ejercicios 9 y 12 122% p. 78; [D]: Ejercicio 7.22 b) 7.25 de la p. 81; [K]: Ejercicios 26.8
y 26.13 a) de p. 422.

No tratan este tipo de actividades los textos: [E], [F], [G] y [H].

SECS:  Cadlculo de probabilidad de sucesos compuestos (experimentos
independientes).
Es el tipo de ejercicios mas numeroso, como vemos a continuacion. En [A]: Ejercicios 69,
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71, 72, 74,2° y 80 p. 55; [B]: Ejercicios 43 b) c), 44, 47 y 48 p. 30; [C]: Ejemplo 1, p. 76 y
ejercicios 4, 1°p. 77 y 10, 11, y 13 de p. 78; [D]: Ejemplo 2° p. 77, ejemplo 2 p. 78 y ejemplo
p. 79 y ejercicios: 7.1 b), 7.2 b), 7.4, 7.6, 7.7, 7.8, 7.9 b) ¢) p. 80; 7.10 b) d), 7.11, 7.12, 7.13,
7.15,7.16),7.17, 7.18, 7.20, 7.21, 7.23, 7.24, p. 81; 7.28, 7.30 p. 82. [E]: Ejemplo a) b) ¢) p.
177; ejercicios 2, 3y 5, p. 178; ejercicio 3; problemas 1, 2, 3, 4 a) p. 182 y problemas 10y 11
p. 183; [F]: Ejercicio 2 de p. 233; [G]: Ejemplo 24, p. 216, ejemplo 25, p. 217 y ejemplo 27 p.
218 y ejercicios 288, 289, 290 y 291 de la p. 280 y ejercicio 293 de la p. 281; [H]: Ejercicio b)
d) p. 195, ejercicios 12, 14, 15y 18 p. 199, y ejercicio 22 de la p. 200; [I]: Ejemplo 1, p. 247,
ejemplo 1° p. 250 y ejercicios 8, 9, 10, 13 de la p. 251 y ejercicios 15, 16, 17 y 19 de la p. 252
y ejercicios 22, 23, 24, 25, 26, 27 y 28 de la p. 253; [J]: dan definir independencia ni
dependencia, encontramos: Ejercicios 39, 40, 41, 42 y 43 de la p. 300 y ejercicios 44, 45, y 55
de la p. 301; [K]: Ejercicios 26.5, 26.6, 26.7, 26.9, 26.12 b), 26.15 ¢), 26.18 de p. 422 y
ejercicios 26.22,26.24 y 26.26 de p. 423.

SEC6: Cdlculo de probabilidad de sucesos compuestos (experimentos dependientes).

En [B], sin hacer mencion explicita a los experimentos compuestos, si expone algunos
ejercicios resueltos durante el desarrollo del apartado dedicado a probabilidad, y ofros

propuestos al final del capitulo relacionados con dicho experimento, como el que sigue:

"42. Se saca una carta de una baraja de 40 cartas. Se deja fuera y se saca otra. Probabilidad de que;
a) Ambas sean ases. b) Sean las dos del mismo palo. c¢) Sean de palo distinto" (Texto [B], p. 39).

Ejercicios similares aparecen en [A]: Ejercicio 67, p. 55; [B]: Ejemplo 2 p. 27 y ejercicios
42 ¢) y 49 de p. 30; [C]: Ejemplo 2, p. 76 y ejercicios 3, 4,2°, 5, 6 de p. 77; 12,3%, 14 p. 78;
[D]: 7.16 a), 7.19, 7.20 2° p. 81; 7.26, 7.29 p. 82; [E]: ejercicio 4 p. 182 y problemas 4 b) p.
182, 7 y 12 p. 183; [F]: Ejemplo 1 en p. 232, ejercicios 3, 4, 5y 6 p. 233; [G]: Ejemplo 23, p.
216, ejemplo 26 p. 218 y ejercicios 283, 286, 287 de la p. 280 y ejercicios 292 y 295 de la p.
281; [H]: Ejercicio ¢) d) p. 195, ejercicioll, p. 199, ejercicios 19, 20 y 21 de la p. 200; [I]:
Ejemplo 2, p. 247, ejemplo 3, p. 248, ejemplo 2° p. 250, ejercicios 11, 12 de la p. 252 y 21 de
la p. 253; [J]: sin definir independencia ni dependencia, encontramos: Ejercicios 26 b) c¢), 28 de la
p- 299 y ejercicios 51 y 52 de la p. 301; [K]: Ejercicios 26.13 b), 26.17 p. 422 y 26.25 p. 423.

Tabla 3.8.3.Actividades sobre experimentos compuestos

SEC1 |SEC2 SEC3 SEC4 SEC5 SEC6
[A]Ejercicios Ejercicios Ejercicios Ejercicios Ejercicio
[B] Ejercicios Ejercicios Ejercicios Ejemplo y ejercicios
[C] Ejemplo v ejercicio Ejercicios Ejemplo y ejercicio | Ejemplo y ejercicios
[D] Ejemplo vy ejercicios Ejercicios Ejemplos y ejercicios Ejercicios
[E] Ejemplo y ejercicio |Ejemplos y ejercicios|Ejercicio y problemas
[F] Ejemplos y ejercicios | Ejemplo y ejercicios Ejercicio Ejemplo y ejercicios
[G] Ejemplos y ejercicios| Ejemplos y ejercicios
[H] Ejercicio Ejemplos y ejercicios Ejercicios Ejercicios
[1] Ejemplos y ejercicios| Ejemplos y ejercicios
[J1|Ejemplo y Ejercicio Ejercicios Ejercicios
ejercicios
[K] Ejercicios Ejercicios Ejercicios
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Como resumen de las actividades sobre experimentos compuestos presentamos la tabla
3.8.3. donde se relacionan los textos que tratan dichas actividades indicando si son ejemplos o
ejercicios y en blanco si no las trata.

En ella observamos que el elemento de significado extensional SEC2 sobre el célculo del
numero de elementos de un espacio muestral compuesto, no aparece explicitamente en ninguno
de los textos analizados. El elemento SECI, sobre la enumeracion del espacio muestral en
experimentos compuestos solo aparece en los textos [A] y [J]. Puede ser debido a que no se
habla en la mayoria de los textos de cémo se forma el espacio muestral de los experimentos
compuestos ni de su calculo. Los elementos SEC5 y SEC6 sobre el calculo de probabilidad de
sucesos compuestos, experimentos independientes y dependientes, respectivamente aparecen en
todos los textos amlizados. El SEC4 sobre el calculo de probabilidad de sucesos simples
(experimentos dependientes) aparece en todos los textos excepto en [G], [I] y [K]. El SEC3
sobre el calculo de probabilidad de sucesos simples (experimentos independientes) aparece en
todos los textos excepto en [E], [G], [1], [J] y [K].

En general los textos analizados tratan los distintos elementos de significado excepto el
texto [1], que solo trata los elementos de significado SEC5 y SEC6 y el texto

3.8.4. ESTUDIO COMPARATIVO DE LA DISTRIBUCION DE EJERCICIOS RESPECTO
A LAS VARIABLES BASICAS

Los tipos de actividades mas usadas en relacién con la probabilidad condicional son los
ejemplos introductorios, con un 40%, seguidos de los problemas después de la definicion y los
ejemplos despwés de la definicion con un 17%. Las demas actividades tienen un porcentaje de
aparicion practicamente insignificante. Como resumen presentamos la tabla 3.8.4. en la que
aparecen los distintos tipos de actividades en cada uno de los libros analizados.

Tabla 3.8.4. Frecuencia y (porcentaje) de ejemplos y ejercicios en cada texto

Tipo de actividad Libro [I] | Libro [A] Total
Ejemplo introductorio 2(10,52) | 33(48,52) [ 35(40,23)
Ejemplo después de la definicion 2(10,52) | 15(22,05) | 17(19,54)
Problema después de la definicion 13 (6842) | 19 (27.94) | 32 (36,78)
Problema después de un ejemplo similar 2(10,52) 0 (0,00) 2(2,30)
Ejercicio dirigido 0 (0,00) 1(1,47) 1(1,15)
Total 19 (21,84) | 68 (78,16) | 87 (100,00)

Entre las diferencias mas significativas observamos que en el texto [A] son mucho mas
numerosas las actividades dedicadas a la probabilidad condicional, lo que puede ser debido a que
el texto [I] considera que este concepto en este nivel solo se introduce y en cursos posteriores se
desarrollara con mayor amplitud.

En el texto [A], dentro de cada uno de los tipos de actividades, excepto en los problemas
después de un ejemplo similar, dedica un nimero mucho mayor de actividades, destacando los
ejemplos introductorios, quizas teniendo en cuenta la dificultad de estos conceptos y el nivel de
los alumnos a los que va dirigido el texto.

Las actividades mas frecuentes son el calculo de probabilidades de un suceso simple
(experimentos repetidos) con un 15,52 %, el calculo de probabilidad de sucesos compuestos
(experimentos repetidos) con un 14,65 %; la evaluacion de probabilidades condicionales a partir
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de enumeracion en experimentos simples, con un 9,48 Le siguen el célculo de la probabilidad de
sucesos compuestos (experimentos dependientes) con un 9,48 %; h enumeracion del espacio
muestral en experimentos compuestos con un 7,75 %; el analisis de situaciones en las que aparece
claro la independencia entre experimentos o decidir si en la situacién dada dos experimentos son
o no independientes, con un 6,03 %:; y la evaluacion de probabilidades condicionales a partir de
la féormula en experimentos compuestos, con un 5,17 %. El resto de las actividades aparecen con
un porcentaje por debajo del 5 %. Como resumen, presentamos la tabla 3.8.5. sobre las
actividades de probabilidad condicional que aparecen en los textos analizados. Observamos que
igual que en el caso anterior el numero de actividades en el texto [A] es mucho mayor que en el
texto [I]. En todos los casos los porcentajes son mayores en el caso del manual [A], excepto en
el libro [I], que dedica un mayor numero de ejercicios al calculo de probabilidades aplicando el
teorema de la probabilidad total.

Tabla 3.8.5. Frecuencia y (porcentaje) de actividades sobre experimentos compuestos y

probabilidad condicional en cada texto

Actividad Libro [I] |Libro [A] Total
Evaluacion probabilidad condicional a partir de enumeracion en| 0(0,00) [11(18,33)[ 11(9,48)
experimentos simples
Evaluacion probabilidad condicional a partir de la formula en| 0(0,00) 1 (1,66) 1 (0,86)
experimentos simples
Evaluaciéon probabilidad condicional a partir de enumeracién en| 0(0,00) | 5(8,33) 54,31
experimentos compuestos
Evaluacion probabilidad condicional a partir de la formula en| 2(3,57) | 4(6,66) 6(5,17)
experimentos compuestos
Analizar situaciones en las que aparezca clara la dependencia entre| 0(0,00) 3 (5,00) 3(2,58)
sucesos

Analizar situaciones en las que aparezca clara la independencia entre| 0(0,00) 3(5,00) 3(2,58)
sucesos

Analizar situaciones en las que aparezca clara la dependencia entre| 1(1,78) 1 (1,66) 2(1,72)
experimentos

Analizar situaciones en las que aparezca clara la independencia entre| 0(0,00) |7 (11,66) | 7(6,03)
experimentos
Calculo de la probabilidad aplicando teorema de la probabilidad total 0(0,00) 1 (1,66) 1 (0,86)

Calculo de la probabilidad aplicando teorema de Bayes 0(0,00) 2 (3,33) 2 (1,72)

Enumerar el espacio muestral en experimentos compuestos 2(3,57) |7(01,66)| 9(7,75)

Célculo de la probabilidad de un suceso simple (experimentos| 14(25,00) | 4(6,66) | 18 (15,52)
repetidos)
Célculo de la probabilidad de un suceso simple (experimentos| 4(7,14) 3 (5,00) 7 (6,03)
independientes)
Célculo de la probabilidad de un suceso simple (experimentos| 8 (14,28) | 0(0,00) 8(6,89)
dependientes)
Célculo de probabilidad de sucesos compuestos (experimentos| 12(21,42) | 5(8,33) | 17 (14,65)
repetidos)
Célculo de probabilidad de sucesos compuestos (experimentos| 2(3,57) | 0(0,00) 2(1,72)
independientes)
Célculo de probabilidad de sucesos compuestos (experimentos| 10(17,85) | 1(1,66) 11(9,48)
dependientes)

Comparacion de probabilidades (experimentos independientes) 1(1,78) 0 (0,00) 1 (0,86)
Comparacion de probabilidades (experimentos compuestos) 0(0,00) 2(3.33) 2(1,72)
Total 56(48,27) |60 (51,72)| 116 (100,00)
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Los tipos de espacios muestrales mas utilizados son los finitos, con sucesos equiprobables
con mas de dos elementos, con un 58,62 %. A gran distancia con un 13,79 % estan los espacios
muestrales finitos con sucesos no equiprobables, y con un 8 % el resto de las categorias. Como
resumen de las actividades, presentamos la tabla 3.8.6. sobre los tipos de espacio muestral
utilizados en los textos analizados

Tabla 3.8.6. Frecuencia y (porcentaje) del tipo de espacio muestral en actividades sobre
experimentos compuestos y probabilidad condicional en cada texto

Tipo de espacio muestral Libro [I] Libro [A] Total

Infinito 8 (42,10) 0 (0,00) 8 (9,20)
Finito, sucesos equiprobables con dos| 0(0,00) 8(11,76) 8(9,20)
elementos

Finito,sucesos equiprobables, con mas de dos| 4 (21,05) 47 (69,11) 51(58,62)
elementos

Finito, sucesos no equiprobables 7 (36,84) 5(7,35) 12 (13,79)
Impreciso 0(0,00) 8 (11,76) 8 (9,20)
Total 19 (21,84) 68 (78,16) | 87(100,00)

Observamos que el texto [A] dedica un gran nimero de actividades donde aparece el
espacio muestral finito con sucesos equiprobables con mas de dos elementos, un 54,02 % frente
al 4,60 % del texto [I]. En las categorias 2 y 5, el texto [A] dedica un 8%, mientras que el texto
[1] aparece con un 0%. En la categoria 1 ocurre al contrario.

La asignacion de probabilidades mas utilizada en todas las actividades es la regla de
Laplace, con un 67,82 %; seguida de la informacion estadistica disponible con un 25,29 % y por
ultimo la realizacién o simulacion de experimentos con un 6,90 %. Estos datos aparecen en la
tabla 3.8.7. sobre la asignacion de probabilidades en los textos analizados.

Tabla 3.8.7. Frecuencia y (porcentaje) de la asignacion de probabilidades en actividades
sobre experimentos compuestos y probabilidad condicional en cada texto

Asignacion de probabilidades Libro [I] Libro [A] Total
Regla de Laplace 4(21,05) 55 (80,88) 59 (67.82)
Informacion estadistica disponible 13 (68,42) 9(13,23) 22 (25,29)
Realizacion o simulacién de experimentos 2(10,52) 4 (5,88) 6 (6,90)
Ejercicio dirigido 0(0,00) 1(147) 1 (1,15)
Total 19 (21,84) 68 (78,16) | 87(100,00)

Tabla 3.8.8. Frecuencia y (porcentaje) del contexto utilizado en actividades sobre

experimentos compuestos y probabilidad condicional en cada libro

Contexto Libro [I] Libro [A] Total
Juego 6 (31,57) 55(80,88) 61 (70,11)
Biologia 8 (42,10) 0(0,00) 8(9,20)
Fisica 0 (0,00) 4(5,88) 4 (4,60)
Experiencia alumno 5(26,31) 9(13,23) 14 (16,09)
Total 19 (21,84) 68 (78,16) 87 (100,00)

Asi mismo en el texto [A], se utiliza ampliamente la regla de Laplace para asignar
probabilidades, mientras que en el texto [I], se opta por un enfoque frecuencial.Los contextos
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mas utilizados son los juegos de azar con un 70,11 %, seguidos de aquellos en que se apela a la
experiencia del alumno con un 16,09 %.

Otros contextos son la biologia con un 9,20 % y la fisica con un 4,60 %. Aunque puede
ser adecuado por la edad de los alumnos el contexto del juego, por su posible motivacion, su
excesivo uso puede crear en ellos la imagen de que el calculo de probabilidades solo se utiliza
para los juegos. Como resumen presentamos la tabla 3.8.8. sobre los contextos utilizados en las
actividades propuestas en los textos analizados.

En el texto [I] se utiliza una mayor diversidad de contextos, haciendo un reparto mas
equilibrado entre el juego, la biologia y la experiencia del alumno. En cambio el libro [A] tiene un
mayor numero de actividades en las que utiliza el contexto del juego, apareciendo en las restantes,
la experiencia del alumno y & fisica, y ninguna relacionada con la biologia que suele ser un
contexto cercano al alumno.

La forma de presentacion de la informacion mas utilizada por los libros de texto es la
verbal con un 58,62 %, seguida de aquella que se presenta a través de tablas con un 26,44 %.
Con un porcentaje mucho menor se encuentran los diagramas de arbol con un 10,34 % y aquellas
que utilizan las fotos, dibujos y situaciones con un 4,60 %. Como resumen presentamos la tabla
3.8.9. sobre la forma de presentacion de la informacion en los textos analizados.

Tabla 3.8.9. Frecuencia y (porcentaje) de la presentacion de la informacion en
actividades sobre experimentos compuestos y probabilidad condicional en cada texto

Presentacidon informacién Libro [I] Libro[A] Total
Verbal 2(10,52) 49 (72,05) 51 (58,62)
Tabla 17 (89.47) 6(8.,82) 23 (26,44)
Diagrama del arbol 0 (0,00) 9 (13,23) 9 (10,34)
Fotos, dibujos, situaciones 0 (0,00) 4 (5,88) 4 (4,60)
Total 19 (21,84) 68 (78,16) | 87(100,00)

En el texto [I] se utiliza ampliamente las tablas, siendo la informacion verbal menos
frecuente, no utilizando en este apartado ni diagramas de arbol ni fotos o dibujos. Por el contrario
en el texto [A], destaca sobre las distintas formas, la expresion verbal, apareciendo con un menor
porcentaje todas las demas formas.

3.8.5. CONCLUSIONES SOBRE LOS EJEMPLOS Y EJERCICIOS RELACIONADOS
CON LA PROBABILIDAD CONDICIONAL, INDEPENDENCIA Y EXPERIMENTOS
COMPUESTOS

Probabilidad condicional

En general son muy escasas las actividades relacionadas con la probabilidad condicional,
tanto en el caso de experimentos simples y compuestos. Solamente aparecen en los textos [A],
[E], [F], [G] y [K], limitindose en estos casos solamente a algin ejemplo o ejercicio.
Consideramos que los autores han tenido en cuenta el nivel de los alumnos a los que van dirigidos
los textos, asi como la complicacion de estos conceptos, lo que nos parece adecuado.

Independencia/Dependencia.
En ella observamos que el elemento extensional SI5 sobre el teorema de la probabilidad
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total, solo aparece un ejercicio en el texto [A]. Del teorema de Bayes, elemento extensional SI6
s6lo hemos encontrado dos ejemplos también en el texto [A]. El resto de los textos no menciona
estos teoremas, posiblemente debido a su complejidad. Los elementos SI3, SI4, sobre el analisis
de la dependencia o independencia entre experimentos, salvo unos ejemplos y ejercicios en el
texto [K], no aparecen en el resto de los libros analizados. Los elementos SI1 y SI2 sobre el
analisis de las situaciones donde aparezca clara la dependencia o independencia entre sucesos, la
tratan todos los textos analizados salvo [B], [C] y [D]. Destacan estos tres ultimos textos que no
presentan ninguna actividad relacionada con la independencia.

Experimentos compuestos.

En ella observamos que el elemento de significado extensional SEC2 sobre el céalculo del
numero de elementos de un espacio muestral compuesto, no aparece explicitamente en ninguno
de los textos analizados. El elemento SECI, sobre la enumeracion del espacio muestral en
experimentos compuestos solo aparece en los textos [A] y [J]. Puede ser debido a que no se
habla en la mayoria de los textos de como se forma el espacio muestral de los experimentos
compuestos ni de su calculo. Los elementos SEC5 y SEC6 sobre el calculo de probabilidad de
sucesos compuestos, experimentos independientes y dependientes, respectivamente aparecen en
todos los textos analizados. El SEC4 sobre el calculo de probabilidad de sucesos simples
(experimentos dependientes) aparece en todos los textos excepto en [G], [I] y [K]. El SEC3
sobre el calculo de probabilidad de sucesos simples (experimentos independientes) aparece en
todos los textos excepto en [E], [G], [1], [J] y [K].

En general los textos analizados tratan los distintos elementos de significado excepto el
texto [I], que solo trata los elementos de significado SEC5 y SEC6 y el texto [K], que solo trata
los elementos de significado SEC3, SECS y SEC6.

Estudio comparativo de la distribucion de ejercicios respecto de las variables basicas.

Los tipos de actividades mas usadas en relacion con la probabilidad condicional son los
ejemplos introductorios, con un 40%, seguidos de los problemas después de la definicion y los
ejemplos después de la definicion con un 17%. Las demas actividades tienen un porcentaje de
aparicion practicamente insignificante.

Las actividades mas frecuentes son el calculo de probabilidades de un suceso simple
(experimentos repetidos) con un 15,52 %, el célculo de probabilidad de sucesos compuestos
(experimentos repetidos) con un 14,65 %; la evaluacion de probabilidades condicionales a partir
de enumeracion en experimentos simples, con un 9,48 %; y el calculo de la probabilidad de
sucesos compuestos (experimentos dependientes) con un 9,48 %; la enumeracion del espacio
muestral en experimentos compuestos con un 7,75 %; el andlisis de situaciones en las que aparece
claro la independencia entre experimentos o decidir si en la situacién dada dos experimentos son
o no independientes, con un 6,03 %; y la evaluacion de probabilidades condicionales a partir de
la férmula en experimentos compuestos, con un 5,17 %. El resto de las actividades aparecen con
un porcentaje por debajo del 5 %.

Los tipos de espacios muestrales mas utilizados son los finitos, con sucesos equiprobables
con mas de dos elementos, con un 58,62 %. A gran distancia con un 13,79 % estan los espacios
muestrales finitos con sucesos no equiprobables, y con un 8 % el resto de las categorias.

La asignacion de probabilidades mas utilizada en todas las actividades es la regla de

198



Laplace, con un 67,82 %,; seguida de la informacion estadistica disponible con un 22,59 % y por
ultimo la realizacion o simulacion de experimentos con un 6,90 %.

Los contextos mas utilizados son los juegos de azar con un 70,11 %, seguidos de
aquellos en que se apela a la experiencia del alumno con un 16,09 %. Otros contextos son la
biologia con un 9,20 % v la fisica con un 4,60 %. Aunque puede ser adecuado por la edad de los
alumnos el contexto del juego, por su posible motivacion, su excesivo uso puede crear en ellos la
imagen de que el calculo de probabilidades solo se utiliza para los juegos.

La forma de presentacion de la informacion mas utilizada por los libros de texto es la
verbal con un 58,62 %, seguida de aquella que se presenta a través de tablas con un 26,44 %.
Con un porcentaje mucho menor se encuentran los diagramas de arbol con un 10,34 % y aquellas
que utilizan las fotos, dibujos y situaciones con un 4,60 %.

3.9. VARIABLE ALEATORIA

3.9.1. TIPOLOGIA DE ACTIVIDADES

Una vez estudiados los elementos intensionales de significado que sobre las variables
aleatorias presentan los libros de nuestro estudio, hemos analizado los tipos de ejercicios y
ejemplos presentados sobre este concepto. Los elementos extensionales del significado que
hemos identificado son los siguientes:

SVAL: Determinar la distribucion de probabilidad de una variable aleatoria. Se
describe al alumno un experimento aleatorio y se define por intensién una variable aleatoria
asociada al mismo. Se trataria de determinar el conjunto de valores que toma dicha variable, junto
con las probabilidades asociadas.

En [A], p. 59, refiriéndose al experimento de lanzar un dado 10 veces y anotar los
resultados, aparece el siguiente ejemplo, en el que se muestra al alumno la distribucion de

probabilidad de una variable aleatoria:
"Las tablas I y II reciben, respectivamente, el nombre de tablas de distribucion de frecuencias
(relativas)y de probabilidad.

x |1 2 3 4 35

frx) | 0,2 0303 03 02

X I 2 3 4 5

px) | 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
“(Texto [A], p. 59).

Este ejemplo sirve también para comparar los conceptos de variable aleatoria y variable
estadistica, asi como los de distribucion de frecuencias y distribucion de probabilidad.

En otros libros, aunque no se habla explicitamente de distribucion de probabilidad,
aparece implicita esta nocién cuando se presentan las distribuciones de frecuencias relativas
obtenidas al repetir un nimero dado de veces ciertos experimentos aleatorios. Por ejemplo, en
[D], hay un ejemplo de distribucion de frecuencias relativas, cuando se hace referencia a las
frecuencias relativas de los valores 2 y 5 en experimento aleatorio consistente en lanzar un dado
1000 veces (p. 76). En [I] encontramos dos ejercicios de distribucion de frecuencias relativas: 17,
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18 (p. 239). En [J], utilizando el concepto de aplicacion frecuencial mencionado otras veces,
encontramos una referencia implicita a la variable aleatoria en el ejercicio 7 (p. 295). En [K],
ejemplo 2, aparece sin nombrarla una distribucion de frecuencias relativas correspondiente a un
experimento de lanzar un dado 100 veces y anotar el resultado (p. 410). En [F], aparece en la p.
249 el ejercicio 8, en el capitulo de estadistica. No tratan este concepto el resto de los textos
analizados.

SVA2. Determinar la probabilidad de que una variable aleatoria tome un valor
determinado. Se describe al alumno una cierta variable aleatoria, pidiéndole el calculo de la
probabilidad asociada a un cierto valor de dicha varable. El alumno debera identificar el conjunto
de sucesos elementales asociados a dicho valor y calcular la probabilidad del suceso compuesto
identificado.

En [G], dentro de los ejercicios correspondientes al capitulo 5.3 aparece el siguiente
ejemplo:

"En el lanzamiento de un dado, jcudl es la probabilidad asociada al resultado 5 de la variable
aleatoria puntos conseguidos? " (Texto [G], p. 286).

No tratan este concepto el resto de los textos analizados, aunque hay ejercicios en que
esta actividad aparece implicitamente en [I] (ejercicios 17 p. 257 y 24 de la p. 253).

SVA3. Dada una lista de variables aleatorias, decidir si son cualitativas o
cuantitativas y cuales son discretas y cudles continuas. Se trataria de diferenciar entre los
diferentes tipos de variables aleatorias, cuya importancia se debe a que los resumenes estadisticos
y tipos de graficos varian segun esta clasificacion, No hemos encontrado este tipo de ejercicio en
ninguno de los textos analizados.

SVAA4: Representar grdficamente la distribucion de probabilidad de una variable
aleatoria. Se trataria de elaborar un diagrama de barras u otra representacion grafica adecuada,
para representar graficamente la distribucion de probabilidad. Ademas de identificar el tipo de
variable aleatoria requeriria por parte del alumno un conocimiento sobre las representaciones
graficas correspondientes.

En el texto [A], hay un ejemplo de representacion grafica mediante un diagrama de barras
de la distribucion de probabilidad correspondiente a un experimento de lanzar un dado diez veces
y anotar los resultados (p. 60).

En [E], a partir de la propuesta a los alumnos de realizar un experimento de lanzar una
moneda 100 veces y anotar los resultados, encontramos un ejercicio en que se pide la
representacion grafica de la distribucion de frecuencias relativas observadas en dicho

experimento:
"Ahora vas a representar en un grdfico cartesiano los resultados del ejercicio anterior. En abscisas
pondras los respectivos numeros totales de tiradas (5, 10, 15,....., 100) y enordenadas las frecuencias

relativas. Haz un grdfico para las caras y otro para las cruces” (Texto [E], p. 176).

Un ejercicio similar, pero referido a un dado, es el 5 (Texto [E], p. 176). En [G],
encontramos un ejemplo de grafica con las distribuciones de frecuencias relativas
correspondientes a los experimentos de lanzar una moneda y lanzar un dado (p. 201). En [I], a
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partir del experimento consistente en lanzar un dado 120 veces, aparece un ejemplo con la grafica
de la distribucion esperada y la grafica de la distribucion empirica correspondiente a las
frecuencias absolutas de cada uno de los resultados (Texto [I], p. 229).

Mas adelante aparece otro grafico de la distribucion de las frecuencias relativas
correspondiente al lanzamiento de un dado 240 veces, de la que afirma que se "separa menos de
la distribucion esperada" (p. 229). A partir de una tabla con los resultados del experimento de
lanzar 20 veces 10 monedas, se pide lo siguiente:

b) Representa sobre papel cuadriculado (mejor, si tienes, sobre papel milimetrado) los resultados
anteriores mediante una grdfica. c) Calcula la diferencia entre frecuencia obtenida y frecuencia
esperada. Observa si tiende a aumentar"” (Texto [, p. 238).

Ejercicios similares sobre representaciones mediante diagramas de barras, de
distribuciones de frecuencias correspondientes a experimentos de lanzamiento de dados aparecen
en este mismo texto con los nimeros 10y 11 (texto [I], p. 189); 17 y 18 (texto [I], p. 204).

En [K], en el capitulo de estadistica descriptiva, sob se refiere a variables estadisticas, y
s6lo hemos encontrado un ejemplo en el apartado de representaciones graficas, en el que realiza
un diagrama de barras de una distribucion de frecuencias absolutas y absolutas acumuladas
expresadas en una tabla del experimento, consistente en el lanzamiento de un dado 100 veces
(Texto [K], p. 432). No tratan este concepto el resto de los textos analizados.

SVAS: A partir de la representacion grdfica, hallar la distribucion de probabilidad.
Seria la actividad inversa de la anterior y requiere, por parte del alumno, un conocimiento e
interpretacion correcta del grafico.

En [I], hemos encontrado un ejemplo de este tipo de actividad, referido a la distribucion
de frecuencias relativas, donde intenta explicar que tipo de @nclusiones se pueden obtener a
partir de las graficas (Texto [I], p. 229).

En [J], aparece implicitamente. Recordando que en este libro la probabilidad se define a
partir del concepto denominado por los autores "aplicacion frecuencial”, podemos considerar que
esta actividad se trata implicitamente en los ejemplos 1 (p. 293), 2 y 3 (p. 294). En ellos, a partir
de unos experimentos cuyos posibles resultados se representan en una ruleta, mediante un circulo
dividido en sectores, se pide cual serd la aplicacion frecuencial mas adecuada. Ejemplos similares
sonel 1 yel 3 (Texto [J], p. 296). Un ejercicio relacionado es el siguiente:

"6. Establece aplicaciones frecuenciales para las siguientes ruletas:

Figura 3.9.1.1.

“(Texto [J], p. 295).
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Otros ejercicios similares son: 15 (p. 297), 25 (p. 299). No tratan este concepto el resto
de los textos.

SVAG6: Obtener la funcion de distribucion dada la distribucion de probabilidad. A
partir de la distribucion de probabilidad dada, bien en forma numérica, bien en forma grafica,
obtener la tabla de valores o la representacion grafica de la funcion de distribucion. Esta actividad
estaria relacionada con los conceptos de estadistico de orden, mediana, cuartiles y percentiles.
No trata este tipo de actividad ninguno de los textos analizados.

SVAT: Obtener alguno de los valores de posicion central, media, mediana o moda o
de dispersion. Dada la distribucion de probabilidad de la variable, obtener alguno de los valores
centrales. Implicaria la idea de representar la variable aleatoria mediante un resumen numérico.
No aparecen ejemplos ni gjercicios ninguno de los textos analizados.

SVAS: Dada una distribucion de probabilidad comprobar si verifica los axiomas de
probabilidad. Una variable aleatoria induce una probabilidad sobre el conjunto de niimeros
reales. La probabilidad de que la variable tome un valor particular o un conjunto de valores debe
seguir los axiomas de probabilidad. No se hace alusion a esta caracteristica ni se proponen
ejercicios relacionados en ninguno de los textos analizados.

SVA9: Calcular el valor de la variable aleatoria al que corresponde una cierta
probabilidad. Es decir, calcular el valor de la variable al que corresponde un cierto valor de la
funcioén de distribucion.

En [I], implicitamente, aparece esta actividad en el ejercicio 25:

";Cudl es el minimo numero de dados que es necesario lanzar para que la probabilidad de obtener
al menos un 3 sea mayor que 0,5? (Texto [I], p. 253).

No hemos encontrado otros ejemplos o ejercicios en el resto de los textos analizados.

Como resumen de las actividades relacionadas con la idea de variable aleatoria,
presentamos la tabla 3.9.1. En ella observamos que algunas de las actividades previstas en
nuestro estudio no se incluyen en ninguno de los libros analizados. Asi ocurre en el caso de los
elementos extensionales SVA3, que consiste clasificar la variable en cualitativa o cuantitativa,
discreta o continua; SVAG6, sobre la obtencion de la funcion de distribucion; SVA7 relacionado
con los valores centrales y de dispersion de una distribucion de probabilidad dada y SVAS, en el
que dada una distribucion debemos comprobar si verifica los axiomas de probabilidad.

Los elementos SVAl y SVA4, que consisten en determinar la distribucion de
probabilidad de una variable aleatoria y en representar graficamente dicha distribucion,
respectivamente, son los que mas veces aparecen en los textos analizados, siendo esto logico ya
que son las actividades mas basicas y pueden ser consideradas adecuadas al nivel de los alumnos
a los que va dirigido.
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Tabla 3.9.1. Tipologia de actividades sobre variables aleatorias/estadisticas

SVAI1 SVA2 SVA3 SVA4 SVAS SVA6 | SVA7 | SVAS SVA9
[A] Ejemplo Ejemplo
[B]
[€]
[D] | Implicito
[E] Ejercicio
[F] Ejercicio
[G] Ejemplo Ejemplo
[H]
[1] Ejercicio Implicito Ejemplo Ejemplo Implicito
[J1] Implicito Implicito
[K] Implicito Implicito

En algunos libros tan solo hay un tratamiento implicito del tema. El texto [I] es donde
aparece una mayor variedad de ejemplos o ejercicios sobre la variable aleatoria, mientras que los
textos [B], [C] y [H] no tienen ninguna actividad relacionada con dicho concepto.

3.9.2. ESTUDIO COMPARATIVO DE LA DISTRIBUCION DE EJERCICIOS RESPECTO
A LAS VARIABLES BASICAS

Una vez realizado el estudio cualitativo, pasamos al analisis cuantitativo de las variables de
tarea de las actividades sobre variable aleatoria en dos libros de texto. En el texto [A] solo
aparecen ejemplos y en el [I] también hay ejercicios, todos ellos introductorios.

En la tabla 3.9.2. observamos que las actividades que mads aparecen en los textos
analizados relacionados con el concepto de variable aleatoria son aquellas en las que hay que
determinar la probabilidad de que una variable aleatoria tome un determinado valor, seguidas de
las representaciones graficas de las distribuciones de probabilidad. Menos frecuentes son las
actividades en que se pide determinar la distribucion de probabilidad de una variable aleatora o
calcular las medidas de centralizacion o de dispersion de dicha distribucion de probabilidad.

Tabla 3.9.2. Frecuencia y porcentaje de actividades sobre variable aleatoria en los
textos analizados

Actividades Libro [I] Libro [A] Total
Determinar la distribucion de probabilidad de unal 1(5.88) 1(16.70) 2 (8.70)
variable aleatoria
Determinar la probabilidad de que una variable aleatoria] 9 (52.94) 3 (50.00) 12 (52.10)
tome un valor determinado
Representar  graficamente la  distribucion  de| 2 (11.80) 2 (3.30) 4 (17.40)
probabilidad de una variable aleatoria

Obtener alguno de los valores de posicion central o de] 2 (11.80) 0 (0.00) 2 (8.70)
dispersién

Determinar la probabilidad de que una variable aleatoria] 1 (5.88) 0(0.00) 1(4.30)
tome uno u otro valor

Calcular un valor de un parametro de una variable 1(5.88) 0 (0.00) 1(4.30)
aleatoria para que se dé una cierta probabilidad

Otras 1(5.88) 0(0.00) 1(4.30)
Total 17 (73.91) 6(26.10) 23 (100.0)

En ella observamos que en el texto [I] son mads numerosas las actividades sobre este
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concepto que en el texto [A]. La actividad mas frecuente en ambos textos es calcular
probabilidades de valores asilados de la variable. Las actividades sobre la determinacion de la
probabilidad de que una variable aleatoria tome un determinado valor son mas frecuentes en el
libro [A], asi como las dedicadas a las representaciones graficas. El resto de las categorias solo
aparecen en el texto [I], por lo que consideramos que hace un tratamiento mas completo y
variado de las posibles actividades a realizar.

En relacion con el espacio muestral utilizado en estas actividades, indicaremos que los mas
utilizados han sido los espacios finitos, con sucesos equiprobables de mas de dos elementos con
un 91,30%, seguidos a una cierta distancia de los espacios finitos con sucesos no equiprobables
con solo un 8,70 %. No aparecen espacios muestrales infinitos, lo que indica que las variables
aleatorias presentadas son siempre discretas. Como resumen presentamos la tabla 3.9.3. sobre el
tipo de espacio muestral que aparece en las actividades sobre variable aleatoria en los textos
analizados.

En ella observamos que los espacios finitos con sucesos equiprobables con mas de dos
elementos son los tunicos utilizados por el texto [A], mientras que el texto [I], es el tinico que
utiliza en estas actividades espacios finitos con sucesos no equiprobables. Por tanto la gama de
aplicaciones mostradas sobre la variable aleatoria es mayor en este segundo texto.

Tabla 3.9.3. Frecuencia y (porcentaje) del tipo de espacio muestral utilizado en los
ejercicios sobre variable aleatoria en los textos analizados

Tipo de espacio muestral Libro [I] Libro [A] Total
Finito, sucesos equiprobables con| 15 (88.23) 6 (100.00) 21(91.30)
mas de dos elementos
Finito, sucesos no equiprobables 2 (11.77) 0(0.00) 2 (8.70)
Total 17 (73.90) 6(26.10) 23 (100.00)

La asignacion de probabilidades se realiza fundamentalmente mediante la regla de Laplace
(91,30 % de ejemplos y ejercicios), mientras que en el resto de las actividades, el 8,70 % se hace
uso de informacion estadistica. Como resumen presentamos la tabla 3.9.4. sobre la asignacion de
probabilidades en las actividades relacionadas con el concepto de variable aleatoria.

Tabla 3.9.4. Frecuencia y (porcentaje) de la asignacion de probabilidades en los
ejercicios sobre variable aleatoria en los textos analizados

Asignacion de probabilidad Libro [I] Libro[A] Total
Regla de Laplace 15 (88.20) 6 (100.00) 21 (91.30)
Informacion estadistica 2 (11.80) 0(0.00) 2 (88.70)
Total 17 (73.90) 6(26.10) 23 (100.00)

En ella observamos que la regla de Laplace es usada en las actividades del texto [I], en un
88,20 % de ellas, mientras que en el texto [A], aparece en todos los casos los casos. Actividades
en las que se asignan probabilidades mediante el uso de informacion estadistica disponible, solo lo
hace el texto [I], con el 11,80 % de actividades. No se presentan en estos dos libros, por tanto,
actividades sobre variables aleatorias cuya asignacion de probabilidad sea de tipo subjetivo.

El unico contexto que aparece en este tipo de actividades es el del juego, como puede
comprobarse en la tabla 3.9.5. sobre los contextos utilizados en las actividades sobre variable
aleatoria. No se hace pues referencia al uso de variables aleatorias en contextos de la actividad
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cotidiana diferentes al de los juegos de azar.

Tabla 3.9.5. Frecuencia y (porcentaje) de los contextos en los ejercicios sobre variable
aleatoria utilizados en los libros analizados

Contexto Libro [I] Libro [A] Total
Juego 17(100.00) [ 6(100.00) | 23 (100,00)
Total 17 (73.90) 6(26.10) 23 (100,00)

La forma mas utilizada de presentacion de la informacion es la verbal con un 73,90 % y el
resto (26,09 % de actividades), se hace mediante tablas. Como resumen presentamos la tabla
3.9.6. sobre la presentacion de la informacion en las actividades relacionadas con la variable
aleatoria.

Tabla 3.9.6. Frecuencia y (porcentaje) de la presentacion de la informacion en los
ejercicios sobre variable aleatoria en los textos analizados

Presentacion informacidn Libro [I] Libro [A] Total
Verbal 11 (82.60) 6 (100.00) 17 (73.90)
Tabla 6(17.40) 0 (0,00) 6(26.10)
Total 17 (73.90) 6(26.10) 23 (100.00)

En ella observamos que el texto [I], hace un reparto mas equilibrado de las distintas
formas de presentacion de la informacion. El texto [A] solo utiliza en las actividades la informacion
verbal.

3.9.3. CONCLUSIONES SOBRE LOS EJEMPLOS Y EJERCICIOS RELACIONADOS
CON LA VARIABLE ALEATORIA

Puesto que es escaso el tratamiento de las variables aleatorias en los libros analizados, no
es de extrafiar que las actividades que hemos encontrado respecto a las mismas sean limitadas.
Por ello, algunas de las actividades previstas en nuestro estudio tedrico no se incluyen en ninguno
de los libros analizados, aunque consideramos que nuestro analisis puede usarse en el disefio de
nuevas propuestas curriculares para la ensefianza de la probabilidad.

Asi ocurre en el caso de los elementos extensionales SVA3, que consiste en clasificar las
variables aleatorias en cualitativas o cuantitativas, discretas o continuas, analisis que consideramos
fundamental para el posterior estudio de los resumenes graficos y numéricos de las distribuciones
de probabilidad. Tampoco hemos encontrado actividades relacionadas con la obtencion de la
funcion de distribucion (SVA6), que permitira una comprension posterior de las ideas de
frecuencia acumulada, y estadisticos de orden (percentiles y rangos de percentiles).

Hemos echado en falta las actividades de tipo SVA7 relacionada con los valores
centrales y de dispersion de una distribucion de probabilidad dada y SVAS, en el que dada una
distribucién debemos comprobar si verifica los axiomas de probabilidad. La primera de ellas en
particular nos parece importante para introducir la idea de esperanza matematica que es una de
las ideas estocésticas fundamentales segtin Heitele (1975).

Los elementos SVAl y SVA4, que consisten en determinar la distribucion de
probabilidad de una variable aleatoria y en representar graficamente dicha distribucion,
respectivamente, son los que mas veces aparecen en los textos analizados, siendo esto logico ya
que son las actividades mas basicas y pueden ser consideradas adecuadas al nivel de los alumnos
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a los que va dirigido. Sefialamos, sin embargo que en algunos libros tan solo hay un tratamiento
implicito del tema.

Globalmente, hay una gran variedad en el tipo y cantidad de ejercicios relacionados con
las variables aleatorios, siendo el texto [I] es donde aparece una mayor variedad de ejemplos o
ejercicios sobre la variable aleatoria, mientras que los textos [B], [C] y [H] no tienen ninguna
actividad relacionada con dicho concepto. Creemos que ello influye sobre el significado que de la
variable aleatoria se presenta a los alumnos usuarios de estos libros de texto.

Estudio de las variables basicas.

Respecto a las variables de estos ejemplos y ejercicios, hemos encontrado en casi todas
ellas una distribucion muy limitada a algunas de las categorias posibles.

Las actividades que aparecen con mayor frecuencia en los dos textos analizados
relacionados con el concepto de variable aleatoria son que determinar la probabilidad de que una
variable aleatoria tome un determinado valor y representaciones graficas de las distribuciones de
probabilidad. Menos frecuentes son las actividades en que se pide determinar la distribucion de
probabilidad de una variable aleatoria o calcular las medidas de centralizacion o de dispersion.

En relacion con el espacio muestral utilizado en estas actividades s6lo hemos encontrado
espacios finitos, la mayor parte de las veces con sucesos equiprobables de mas de dos elementos.
La asignacion de probabilidades se realiza fundamentalmente mediante la regla de Laplace y en
algunos casos con uso de informacion estadistica. El unico contexto que aparece en este tipo de
actividades es el del juego. La forma mas utilizada de presentacion de la informacion es la verbal
con algunos casos en que aparecen tablas de datos.

En consecuencia, creemos que deberia prestarse mayor atencion al tema de la variable
aleatoria e incluir una mayor variedad de ejemplos y ejercicios que tengan en cuenta las variables
basicas de tarea de los mismos. So6lo de esta manera podremos llevar al alumno a construir un
significado de la variable aleatoria acorde con el significado institucional en este nivel de
ensefanza.

3. 10. CONCLUSIONES SOBRE LOS EJEMPLOS Y EJERCICIOS: ELEMENTOS
EXTENSIONALES DE LOS CONCEPTOS PROBABILISTICOS ELEMENTALES

En este capitulo hemos realizado un estudio de las actividades (ejemplos y ejercicios)
propuestas a los alumnos en los libros analizados. El estudio se ha realizado en dos niveles de
profundidad:

a) Un estudio tedrico de las actividades que, desde nuestro punto de vista, serian
necesarias para que el alumno construyese, a partir de ellas, las propiedades basicas de los
conceptos probabilisticos elementales. Es decir, un analisis teorico de los elementos extensionales
que, a nuestro juicio, implican los elementos intensionales correspondientes a los conceptos
probabilisticos elementales, para el nivel de ensefianza fijado.

El trabajo es complementado con el andlisis cualitativo de la presencia de los elementos
identificados en el total de los libros de la muestra. Cada una de las actividades identificadas se
describe detalladamente, mostrando ejemplos de las mismas presentes en los textos y discutiendo
su importancia para la formacion del alumno. Como consecuencia se presentan unas tablas
resumen de la presencia o ausencia de las diversas actividades en los libros y se deducen las
diferencias entre los mismos, respecto al tipo de actividades propuestas.
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b) Un andlisis de las principales variables de tarea de las actividades previamente
descritas, asi como un estudio estadistico de su distribucion en los ejercicios y ejemplos, en los
dos textos analizados. Determinar el tipo de actividad no es suficiente, puesto que los valores
posibles de las variables de tarea aportan matices especificos al significado de los conceptos
probabilisticos que, a partir de ella podrian construir los alumnos.

Presentamos a continuacion un resumen de las conclusiones obtenidas en estos dos tipos
de andlisis.

Analisis teorico de las actividades

Se muestra en general, una falta de correspondencia entre las actividades propuestas y los
conceptos presentados en el d&mbito tedrico, para mucho de los cuales no hay una cantidad ni
variedad suficiente de ejercicios o ejemplos.

En los ejercicios analizados, los conceptos mas frecuentes son el experimento compuesto,
la probabilidad y las frecuencias relativas, aunque también aparecen las operaciones con sucesos,
asi como la variable aleatoria. Hay pocos ejercicios sobre espacio muestral, experimento
aleatorio, probabilidad condicional, dependencia e independencia, conceptos todos ellos basicos
y que merecian mayor atencion dentro de los libros.

Creemos, como Hawkins y cols. (1992) que el experimento aleatorio es uno de los
conceptos basicos en estadistica y que los libros de texto no le dedican la atencién que se
debiera, lo que se muestra también en nuestro caso. Respecto al concepto de ndependencia,
numerosos autores como Steinbring (1986) y Truran y Truran (1997) han sefialado la dificultad
de comprension de este concepto, que es mayor precisamente desde el punto de vista de su
aplicacion, que desde el punto de vista tedrico. Por ello creemos que los libros de texto debieran
dedicar mayor proporcion de ejercicios a este punto, donde se mostrara al alumno ejemplos de
experimentos dependientes e independientes.

El numero de actividades relacionadas con el espacio muestral y sucesos es escaso. Ello
puede ser comprensible, por el menor énfasis que, a lo largo del periodo estudiado se ha ido
dando progresivamente a las estructuras axiomaticas y a la teoria de conjuntos en relacion con la
probabilidad. Sin embargo, no podemos olvidar que las operaciones con sucesos son las que nos
posibilitan el célculo de probabilidades, mas alla de una simple asignacion inicial a los sucesos
elementales, usando la simulacion. Por otro lado, la probabilidad empirica nunca proporciona una
justificacion a los valores obtenidos, incluso cuando la aproximacion fuese suficientemente precisa.
Por ello mismo creemos que es necesaria conservar las actividades relacionadas con los sucesos
y sus operaciones, aunque se mantenga un lenguaje no técnico para las mismas.

La mayoria de los textos tratan el concepto de frecuencia relativa en el ambito tedrico,
pero los ejercicios y ejemplos relacionados con la frecuencia relativa son poco numerosos. En las
actividades analizadas se insiste mucho en los aspectos algoritmicos, pero muy poco en los
aspectos interpretativos de la frecuencia relativa, en la posibilidad de asignar probabilidades a los
sucesos a partir de la misma, en la convergencia estocastica de las frecuencias hacia la
probabilidad, etc.

La mayor parte de las actividades propuestas estan relacionadas con la concepcion
clasica de probabilidad, siendo pocos los libros que estudian los casos en que no puede aplicarse
la regla de Laplace. Son excepciones los textos [I] y [J]. Este tltimo presenta actividades y
ejemplos en todas las concepciones de probabilidad, aunque son escasas y no recogen todos los
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apartados.

La actividad casi exclusivamente propuesta es la asignacion de probabilidades a sucesos
simples y compuestos aplicando la regla de Laplace. Esta actividad es mas que nada un refuerzo
del célculo combinatorio estudiado en temas anteriores que en el apartado de probabilidad
encuentra su justificacion.

Analisis de las variables de tarea

Hemos identificado como variables basicas de las actividades propuestas, el tipo de
espacio muestral, la forma en que se asignan probabilidades, el contexto empleado y la
presentacion de la informacion

Respecto al espacio muestral, la mayoria de los ejemplos y ejercicios se limitan a
espacios muestrales finitos con mas de dos elementos, donde se puede aplicar la regla de
Laplace, nos indica que la concepcion predominante de probabilidad en los ejemplos y ejercicios
es la laplaciana. Contrasta ello con la presentacion teodrica del concepto de probabilidad que,
practicamente en todos los libros incluye la concepcion frecuencial de probabilidad, concepcion
que se presenta en el ambito tedrico, pero no practico.

La regla de Laplace es la forma mas frecuente de asignar probabilidades a los sucesos en
las actividades, lo que implica que los alumnos deben manejar adecuadamente el calculo
combinatorio. Este calculo, no obstante, no siempre es asequible al alumno, como se ha mostrado
en las investigaciones de Navarro-Pelayo (1994) y en Batanero y cols. (1997 a) y (1997 b). En
un 20 % de casos la asignacion de probabilidades se hace a partir de informacion estadistica
presentada al alumno lo que puede servir para establecer un puente entre estadistica y
probabilidad.

Sin embargo, apenas aparecen actividades de experimentacion por lo que no hay un
verdadero enfoque frecuencial de la probabilidad. Son también casi inexistentes los ejercicios
basados en la concepcion subjetiva de la probabilidad o probabilidades geométricas.

Los contextos mas frecuentes utilizados en los ejemplos y ejercicios son bs juegos de
azar, la biologia asi como los relativos a la experiencia del alumno. El gran predominio del
contexto relativo a juegos de azar se relaciona, por un lado, con los tipos de espacios muestrales
(sucesos equiprobables) y la asignacion de probabilidades (laplaciana) y por otro, con el intento
de hacer mas interesante el tema a los alumnos, quienes, en general, se interesan por los juegos de
azar. No obstante, creemos que se aprecia una restriccion importante en el dominio de las
aplicaciones de la probabilidad mostradas al alumno.

La expresion verbal es la forma mas utilizada de presentar la informacion en los ejercicios
y ejemplos analizados. Otra forma de expresion con un peso importante es por medio de tablas
estadisticas con o sin graficos asociados, asi como fotos, dibujos o ilustraciones. A pesar
de la importancia que se le ha atribuido en la ensefianza de la probabilidad y combinatoria por
Fischbein (1975), es practicamente inexistente el uso del diagrama en arbol.

Analisis estadistico de la distribucion de ejercicios en dos libros de texto

Aun a partir del analisis de sélo dos textos podemos destacar la diferencia de orientacion
y, en consecuencia, del significado presentado en los libros de texto. El numero y variedad de
ejercicios y ejemplos relacionados con los conceptos probabilisticos elementales, que aparecen
en el libro [I], es muy superior a los que aparecen en el texto [A], de donde se deduce, que el
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primero ha adoptado un enfoque constructivista, basado en la resolucion de problemas por parte
del alumno y ha concedido mayor importancia a las aplicaciones, frente al aspecto tedrico.

El tratamiento dado a la frecuencia relativa por el texto [I], es mucho mas amplio y
completo que el realizado por el texto [A], lo que nos permite concluir que el primer libro
concede una mayor importancia a este concepto, destacando la relacién entre estadistica y
probabilidad. Las actividades que aparecen en el texto [I] cubren todas las categorias analizadas,
concediéndole gran importancia a los aspectos algoritmicos, pero sin olvidar los aspectos
interpretativos. Sin embargo en el libro [A], aparecen 7 categorias de actividades vacias, y solo
un caso de atribucion de probabilidades en base a las frecuencias relativas. En el texto [A], por el
contrario, se da mads peso a las actividades sobre espacio muestral y sucesos, debido al enfoque
formal del tema en el mismo. Son también mas numerosos y mas variados los ejercicios
relacionados con los experimentos compuestos, dependencia e independencia.

209






CAPITULO IV
ELEMENTOS REPRESENTACIONALES DEL SIGNIFICADO DE
CONCEPTOS PROBABILISTICOS

4.1. INTRODUCCION

En este capitulo analizamos el lenguaje, notaciones simbolicas, graficos, dibujos,
diagramas, esquemas, fotografias, etc., -en general objetos ostensivos- que se utilizan en el
estudio de los conceptos probabilisticos elementales, en dos libros de texto. Estos libros han sido
seleccionados de la muestra de manuales escolares objeto de nuestra investigacion, segiin unos
criterios que detallaremos en la seccion 4.3. en el apartado dedicado a metodologia. Los
conceptos probabilisticos estudiados han sido los ya fijados en los capitulos 1 y 2: Experimento
aleatorio; espacio muestral; sucesos, sus tipos y operaciones; frecuencia relativa; probabilidad en
sus diferentes acepciones; probabilidad condicional, dependencia e independencia; experimentos
compuestos y variable aleatoria.

Como hemos descrito en el marco tedrico, el significado de un objeto matematico es una
entidad compleja, una de cuyas componentes son las expresiones utilizadas, las notaciones
simbolicas, los graficos, dibujos, diagramas, esquemas, fotografias, etc. que es lo que
denominamos elementos representacionales del objeto matematico estudiado. Este tipo de
elementos de significado de un objeto matematico tiene un cardcter ostensivo y sirven para
representar a los elementos intensionales y extensionales del significado de dicho objeto. Tanto las
generalidades (entidades intensionales) como las situaciones-problema (elementos extensionales)
vienen dadas por sistemas notacionales que describen sus caracteristicas y le dan corporeidad. En
la terminologia que Vergnaud (1982) utiliza para describir un concepto, seria el conjunto de
representaciones simbdlicas usadas para representar un concepto, sus propiedades y las
situaciones a las que se refiere.

La importancia del lenguaje asi como de las notaciones simbolicas y representaciones
graficas en el trabajo matematico ha sido resaltada por numerosos autores como Pimm (1990),
Orton (1990), Dickson y cols. (1991), Tall (1993), Sanz (1990), etc. que detallaremos mas
adelante en los siguientes apartados. Desde el marco tedrico de nuestro estudio su importancia se
debe a que en el trabajo matematico usamos normalmente unos objetos concretos (las
representaciones) en funcion o representacion de los objetos abstractos o de las situaciones en las
que intervienen, existiendo una correspondencia semiotica entre el objeto representante y el
objeto representado.
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Creemos que el estudio realizado en dichos textos nos puede permitir obtener una
aproximacion de los recursos mas utilizados en el estudio de la probabilidad, en relacion con los
elementos representacionales. El analisis que hacemos de los elementos del significado nos
pueden permitir analizar dros libros de texto, asi como obtener instrumentos de evaluacion del
conocimiento probabilistico de los alumnos. Asi mismo nos proporciona informacion sobre cuales
son los recursos del lenguaje matematico que deben ser tenidos en cuenta en una clase de
probabilidad, para que los alumnos alcancen realmente la comprension de dicho concepto.

4.2. OBJETIVOS Y METODOLOGIA DEL ANALISIS
Nuestro estudio pone de manifiesto que los libros de texto, en el tema de probabilidad,

ademas de los conceptos tedricos, los ejercicios y ejemplos, generalmente utilizan abundantes

recursos verbales, notaciones simbdlicas y graficos. Los objetivos que nos hemos planteado en
relacion con estos elementos representacionales del significado de los conceptos probabilisticos
elementales estudiados son los siguientes:

1)  Comprobar experimentalmente si en los textos estudiados aparecen todos los recursos que
tedricamente son aconsejables en el estudio del tema.

2)  Mostrar la riqueza de lenguaje, notaciones simbdlicas, graficos, diagramas, etc. que puede
ser utilizada en el tema de la probabilidad y estudiar las consecuencias posibles sobre el
tipo de enseflanza que reciben los lectores de estos libros de texto.

3)  Detectar las diferencias que consideremos importantes, desde el punto de vista didactico,
sobre los tipos de expresiones, notaciones, graficos, diagramas, etc. que utilizan los
diferentes manuales escolares.

4)  Confeccionar una parrilla de analisis de las expresiones, notaciones, graficos, dibujos, etc.
que oriente la practica docente y la evaluacion del conocimiento de los alumnos sobre
probabilidad.

Metodologia del analisis

Para realizar el analisis del lenguaje matematico en el tema de probabilidad, s6lo hemos
analizado dos de los libros de la muestra, los mismos que se eligieron para el analisis de los
ejercicios y ejemplos.

Ello ha sido debido a que se ha preferido un estudio mas exhaustivo y con detenimiento,
aunque se limite el tamafio de la muestra. Se trata de un estudio de casos que es suficiente para
nuestro propdsito pues los fendmenos que queremos describir y ejemplificar no precisan de una
muestra mas amplia.

Como en el capitulo anterior, hemos elegido para el analisis con detenimiento los textos
[A] e [I], pues estos libros ya habian sido seleccionados para el analisis de ejercicios por los
motivos explicados anteriormente. El proceso seguido ha consistido en ir estudiando qué tipo de
expresiones, notaciones, graficos, tablas, dibujos, etc. se utiliza en cada uno de los textos para los
conceptos probabilisticos elementales siguientes: Experimento aleatorio; espacio muestral;
sucesos, sus tipos y operaciones; frecuencia relativa; probabilidad en sus diferentes acepciones;
probabilidad condicional, dependencia e independencia; experimentos compuestos y variable
aleatoria. En cada caso hemos elaborado una tabla con la lista de palabras, notaciones, dibujos,
tablas, fotografias, etc. utilizadas, (ordenadas alfabéticamente), donde se aprecian claramente las
diferencias y se muestra la gran riqueza del vocabulario, de graficos y diagramas, sobre todo en
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uno de ellos, referido a la probabilidad. Este estudio ha sido completado con el analisis de los
usos dados a estas notaciones en los libros analizados.

Hemos diferenciado tres componentes en nuestro analisis que son los siguientes: lenguaje
probabilistico, notaciones simbolicas y otras representaciones.

4.3. EL LENGUAJE PROBABILISTICO

4.3.1. INTRODUCCION

El primer componente analizado es el lenguaje, es decir el conjunto de palabras y
expresiones empleadas en los libros para denotar los conceptos probabilisticos que se trata de
estudiar. Segun Orton (1990) hay muchos aspectos del lenguaje que pueden afectar al
aprendizaje de las matematicas. Es facil hallar ejemplos de chicos que no entienden los términos
que empleamos y ello nos plantea el tema del vocabulario matematico. Puede que surjan
problemas incluso cuando el vocabulario sea apropiado, porque a veces los alumnos le atribuyen
un significado no acorde con el que pretendemos darle en la clase de matematicas. Lo que reviste
un problema no son los términos especificos sino los conceptos y procesos subyacentes que se
estan comunicando y el significado que transmiten.

Por otro lado, Pimm (1987) también indica que hay problemas adicionales cuando
palabras especificas conllevan una significacion matematica que es diferente del significado
habitual cotidiano, lo cual puede ocurrir en el caso de los términos probabilisticos. Sin embargo,
también considera que la analogia (la metafora) en el uso cotidiano de la palabra, parece muy
importante para la construccion del significado matematico.

Dickson y cols (1991) presentan un resumen de diversas teorias que sefialan la
importancia del lenguaje en el desarrollo del pensamiento matematico, desde la tradicion
conductista americana que consideraba el pensamiento como "habla no vocalizada" hasta el
constructivismo de Piaget quien consideraba el pensamiento como "acciones internalizadas", por
lo que para ¢€l, el lenguaje solamente podra reflejar y no determinar el desarrollo cognitivo. Este
autor opina que la adquisicion del leguaje y los conceptos subyacentes es en modo alguno pasivo.
La comprension del lenguaje y su uso por el nifio depende de su implicacion en las situaciones en
que se utiliza. Por ello considera esencial que el nifio y el maestro analicen los diversos
significados e interpretaciones de las palabras, de manera que cada uno sepa claramente lo que el
otro quiere decir al usar determinadas formas lingtiisticas.

Todas estas consideraciones nos han llevado a analizar el lenguaje empleado en los dos
libros de texto seleccionados. Los objetivos concretos pretendidos son los siguientes:

a) Mostrar la riqueza de los medios expresivos probabilisticos en los libros de texto, incluso
cuando se trata de unidades pensadas para una primera introduccion al ema. Tras esta
riqueza de medios expresivos subyace una riqueza conceptual que apunta, por un lado, a la
complejidad de los significados de los conceptos matematicos subyacentes, y por otro, a sus
multiples interrelaciones y a la rica fenomenologia de lo aleatorio.

b) Mostrar las diferencias de medios expresivos en los textos analizados, para ejemplificar
como, para un mismo nivel de ensefianza y unos mismos conceptos, es posible una gama de
significados a presentar a los alumnos, en funcion del lenguaje empleado y al modo en que se
usa este lenguaje.
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Estos dos puntos sirven de nuevo para mostrar el importante papel de los escritores de
libros de texto que marcan un nuevo nivel en la transposicion didactica del tema, al fijar y
concretar lo establecido en los disefios curriculares, asi como del profesor que, finalmente en el
aula decide no s6lo el libro de texto que recomienda a sus alumnos sino las partes de éste a usar
en la ensefianza y los recursos con que debe ser complementado.

Rotherry (1980) diferencia tres amplias categorias de palabras usadas en la ensefianza de
las matematicas:

a) Palabras que son especificas de las matematicas y que, normalmente no forman parte del
lenguaje cotidiano. Una de las caracteristicas distintivas del discurso sobre las matematicas es
el uso generalizado del vocabulario técnico. Los matematicos han desarrollado una serie de
términos especificos para comunicarse entre si, que pueden causar problemas en las clases de
matematicas en caso de que los alumnos no lleguen a dominarlo (Pmm, 1987).

b) Palabras que aparecen en las matematicas y en el lenguaje ordinario, aunque no siempre con
el mismo significado en los dos contextos. Pimm (1987) indica que la mayor parte de las
clases de matematicas se desarrollan en una mezcla de lenguaje corriente y lenguaje
matematico (es decir usando términos ordinarios del lenguaje con un sentido matematico). A
causa de interpretaciones lingiiisticas diferentes se producen innumerables confusiones cuando
el profesor emplea términos “del dialecto matematico”y los alumnos lo interpretan de acuerdo
al lenguaje ordinario.

c) Palabras que tienen significados iguales 0 muy proximos en ambos contextos.

Como veremos en el caso de la probabilidad la mayoria de los vocablos pertenecen a las
dos ultimas categorias, aunque, si el nifio no estd muy familiarizado por el uso, muchas palabras de
la categoria c) se convertiran en términos de la categoria b), lo que podra crear dificultades de
comunicacion en el aula.

4.3.2. EXPERIMENTO ALEATORIO

En primer lugar hemos analizado el concepto de experimento aleatorio y las palabras y
expresiones empleadas para referirse a este concepto, y a la idea de aleatoriedad. En la tabla
4.3.1. recogemos este lenguaje, alfabetizado para cada uno de los dos libros analizados.
Podemos clasificar estas palabras y expresiones en los siguientes grupos diferenciados:
a) Expresiones referidas a la aleatoriedad
b) Expresiones referidas a la idea de experimento aleatorio o sus resultados
¢) Vocablos relacionados con los dispositivos generadores de resultados aleatorios

a) Expresiones referidas a la aleatoriedad:
Son las que evocan este concepto, sirven para definirlo o precisar sus caracteristicas, que

fueron analizadas en la seccion 2.2. Hemos encontrado entre ellas substantivos como azar:
"El azar es considerado como lo mds opuesto al orden, cualquier regla, a toda prevision. ;Como poner
leyes a algo imprevisible?” (Texto [I], p. 234).

Otros vocablos utilizados para caracterizar estas situaciones aleatorias son
incertidumbre, inseguridad: 'Estos ejemplos te dan la clave fundamental para empezar a
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poner numeros a la incertidumbre; para manejarte bien a pesar de la inseguridad” (Texto
[1], p. 223). Asimismo se hace referencia a que "No se puede predecir el resultado” (Texto [A],
p. 40). Esta es una caracteristica que sirve para discriminar experimentos aleatorios y no
aleatorios:
"Fijate en que cada vez que realizas los experimentos a), b) y d) no puedes predecir el resultado, ya
que en a) puede ser cara o cruz; en b) puede salir 1,2,3,4,5 o 6, etc. En cambio, en el experimento c)
si puedes predecir el resultado: el trozo de plomo no flota en el agua. Por ello decimos que los

experimentos a), b) y d) son aleatorios y que el experimento c) no es aleatorio” (Texto [A],
p. 40).

Tabla 4.3.1. Lenguaje utilizado en relacion con el experimento aleatorio

Texto [I] Texto [A]
Aleatoria (experiencia) Bolas en urnas
Azar Dado
Azaroso Experimento aleatorio

Baraja, espafiola, francesa
Bolsa (con bolas)
Cargado, correcto (dado)
Carta

Chincheta

Dado (caras, trucado, irregular
Extraer (una bola)
Extraccion

Ficha

Funcién Random
Imprevisible
Incertidumbre, incierto
Inseguridad

Fichas numeradas

Impredecible

Juegos de azar

Lanzar (dados, moneda)

Moneda

Observar (un resultado)

Obtener (un resultado)

Predecir (un resultado)

Proceso (define un)

Resultado

Rifas (con numeros premiados)

Sacar (una carta, una moneda, Bolas de urnas)
Sucesion de elementos (permite obtener una)

Juegos de azar: ganar/ perder, Jugada
Lanzar (un dado, moneda)

Moneda

Numeros aleatorios

Resultado

Ruleta

Sacar (una carta

Secuencia (de resultados aleatorios)
simétrica (simetria)

Sondeo

Suerte

Tirar (un dado, moneda)

A veces encontramos adjetivos que se emplean para calificar este tipo de experiencias,
resultados o situaciones y para describir sus caracteristicas, como en el siguiente ejemplo en las
que se atribuye este caracter como azaroso o imprevisible: "La palabra azaroso se utiliza
como sinonimo de imprevisible” (Texto [I], p. 234). Otro término mas técnico es el de
aleatoria, aleatorio: "Los acontecimientos cuya realizacion depende del azar se llaman
sucesos aleatorios" (Texto [I], p. 227). Sin embargo, en otras ocasiones la palabra azar no se
emplea como sustantivo, sino como adjetivo para calificar una situacion, especialmente, en lo
referido a los juegos: "Se empezo con juegos de azar" (Texto [I], p. 222). Estos juegos se
describen en la siguiente forma en el texto [A], p. 39:
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"Una de las caracteristicas de los llamados "juegos de azar" consiste en que sus resultados estan
substancialmente de acuerdo con las probabilidades “a priori” (Texto [A], p. 39).

Con una connotacion de control del azar o bien de resultado inesperado, aparece a veces
la idea de suerte. De este modo, y coincidiendo con lo expuesto por Hawkins y cols.(1992), se
diferencia entre aleatoriedad que es no controlable y la suerte que podria ser controlable o podria

favorecer o perjudicar a una persona:
"Tuve una tarde de suerte: tiré el dado 180 veces y salio el 6 en 84 ocasiones"” (Texto [I], p. 234).

b) Expresiones referidas a la idea de experimento aleatorios o sus resultados

Ya hemos indicado que son pocos los libros en que se sugiere a los alumnos realizar
experimentos aleatorios y observar sus resultados. La introduccion de la idea de aleatoriedad se
hace preferentemente de un modo descriptivo. Las caracteristicas atribuidas a los resultados de
estos experimentos se describen con palabras como imprevisible, incierto, cuyo significado no
suele clarificarse. También la palabra aleatorio se usa como calificativo, por ejemplo numero
aleatorio (Texto [I], p. 230), a pesar de no haberse dado una definicion explicita del mismo.

Algunos verbos evocan tipos caracteristicos de experimentos considerados aleatorios,
como extraer (una bola), lanzar (un dado, moneda), sacar (una carta), tirar (un dado, moneda).

Asimismo encontramos referencias a "obtener un resultado" y "observar un resultado":
“a) Lanzar una moneda al aire y observar el resultado” (Texto [A], p. 40).

Estos verbos evocan una serie de acciones familiares a la experiencia del nifio con los
mismos, a la vez que generalmente unos convenios implicitos. Por ejemplo, tiramos o lanzamos un
dado, para estudiar el numero que resulta en la cara superior, pero no nos preocupamos de su
color y suponemos que no cae de canto. Sacamos o extraemos una carta de la baraja, habiendo
barajado esta previamente y sin hacer trampas, etc. Solo hemos encontrado en el texto [A], una

mencion a la posibilidad de no considerar algunos de los resultados:
“Lanzar al aire el dado de la figura 11 y observar el resultado. Supongamos que hay solo seis

resultados posibles (prescindimos de la posibilidad de que el dado quede apoyado en una arista o
en un vertice)” (Texto [A], p. 46).

Otro caso en que aparecen convenios implicitos es la referencia a sondeo:

"Hacen un sondeo y averiguan que el 40% de los hombres y el 30% de las mujeres estaria dispuesto
a ser trasladado" (Texto [I], p. 251).

Esta palabra implica la idea de una poblacion subyacente de la que se ha tomado una
muestra, de modo que esta sea representativa de dicha poblacion, es decir, donde se supone los
elementos de la muestra han sido elegidos de alguna forma aleatoria que impide la inclusion de
sesgos respecto a los resultados obtenidos. Aunque "sondeo" es un término técnico, su uso se
estd incorporando progresivamente al lenguaje ordinario, debido al uso creciente de encuestas y
sondeos de opinion, especialmente por parte de la prensa, por lo que creemos debe resultar
familiar a los alumnos a los que van dirigidos los libros.

En el caso de los juegos de azar nos referimos a juegos en que interviene un elemento
aleatorio que nos impide tener la seguridad de ganar siguiendo una estrategia dada y también
encontramos vocablos especificos asociados a este tipo de juegos, como ganar, perder, jugada.
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Otra expresion caracteristica es la de secuencia (de resultados aleatorios) que evoca una
serie de resultados obtenidos al repetir en las mismas condiciones un experimento aleatorio un
numero dado de veces y que potencialmente podemos continuar e las mismas condiciones

iniciales:
"Con un programa adecuado se pueden obtener en muy pocos minutos los resultados de una
supuesta secuencia de miles de tiradas de dado con la misma eficacia que si, realmente, se efectuaran
los lanzamientos" (Texto [I], p. 230).

También hemos encontrado para referirse a los resultados de un experimento aleatorio, la
palabra sucesion, utilizada en el mismo sentido que la de secuencia:

“En el capitulo anterior has estudiado los fenomenos aleatorios. Cada uno de éstos define un
proceso que permite obtener una sucesion de elementos” (Texto [A], p. 58).

¢) Vocablos relacionados con los dispositivos generadores de resultados aleatorios.

En el andlisis efectuado del concepto de aleatoriedad desde el punto de vista tedrico,
indicamos que en esta idea podemos separar los resultados o secuencias de resultados, del
experimento en si mismo o bien del dispositivo experimental que produce los resultados
aleatorios. En los libros hemos encontrado gran variedad de vocablos que se refieren a los
dispositivos que generan resultados aleatorios. La riqueza de este tipo de vocabulario implica la
consideracion de ejemplos variados de experimentos aleatorios, que no siempre son isomorfos y
que segun Truran (1994 a) pueden ser considerados como no equivalentes por los nifios, incluso
en el caso de ser isomorfos.

En primer lugar, nos encontramos con los dispositivos fisicos productores de resultados
aleatorios, que son suficientemente conocidos por los alumnos a través de sus experiencias con
juegos de azar, muy extendidos en nuestra cultura. Entre otros, en los textos se hace referencia a
la baraja (espariola y francesa), bolsa (con bolas), chincheta, dado, ficha, moneda, ruleta.
Una moneda o un dado pueden ser similares para el alumno, con la dferencia del niimero de
sucesos del espacio muestral implicado, puesto que en ambos casos hay un conjunto discreto de
resultados determinados por la posicion fisica del objeto (moneda o dado) al caer después de un
lanzamiento. En estos casos, tanto como en la extraccion de bolas en urnas es mas facil visualizar
la relacion parte-parte en el calculo de probabilidades, lo que hace que en ocasiones los alumnos
no lleguen a usar fracciones sino a comparar los valores absolutos de casos favorables y
desfavorables para asignar probabilidades.

Una ruleta visualiza mejor la relacion parte-todo y por tanto la regla de Laplace v,
ademas, permite al alumno utilizar consideraciones de tipo geométrico. Tanto este caso como la
chincheta permite proponer ejemplos de sucesos no equiprobables. La baraja o la bolsa con
bolas permite trabajar situaciones de muestreo sin reemplazamiento que no es facil ejemplificar
con los dispositivos anteriores.

Otras veces se usan contextos de tipo cotidiano para ejemplificar experimentos aleatorios
como "sacar una moneda de un bolso que contiene una moneda de 5 pesetas, una moderna
de 25 pesetas y una moneda de 50 pesetas" (Texto [A], p. 54).

O problemas relacionados con el trafico, como en el ejemplo siguiente:
"Los expertos de trdfico, sin conocer las intenciones personales de cada conductor, prevén con
mucha precision qué flujo de coches va a haber en cada carretera a cada hora de la semana. Y lo que
es mds sorprendente, vaticinan con tino el numero de accidentes que se van a producir. Estos no son
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mas que algunos de los muchisimos ejemplos que se pueden dar sobre regularidades en situaciones
completamente aleatorias" (Texto [1], p. 234).

Incluso se menciona la funcion random de un microordenador, que es un dispositivo
determinista que permite obtener resultados que a efectos practicos pueden ser tomados como

aleatorios:
"Los microordenadores tienen una funcion (RANDOM) con la que se pueden conseguir numeros
aleatorios. Con un programa adecuado se pueden obtener en muy pocos minutos los resultados de
una supuesta secuencia de miles de tiradas de un dado"(Texto [I], p. 230).

Otras veces se especifican las condiciones que deben seguir estos generadores para ser
considerados como aleatorios, introduciendo, por ejemplo, la idea de dado correcto o moneda
indistinguible que hace referencia implicita a la equiprobabilidad de sus diferentes resultados,

aunque explicitamente no se analizan estas propiedades:
"Hemos calculado y representado en los siguientes diagramas, las frecuencias relativas de los
resultados de lanzar un dado correcto” (Texto [I], p. 229).
“3. El espacio muestral asociado al experimento aleatorio “lanzar al aire dos monedas
indistinguibles y observar el resultado” es:

E={(cc), (c). (f.c) (1)} " (Texto [A], p. 41).

La equiprobabilidad de los distintos resultados se conceptualiza también mediante el
término simétrico (simetria), que implica que es posible aplicar el principio de indiferencia,
debido a las propiedades fisicas del objeto. o, por el contrario, se introducen adjetivos como
cargado para indicar los dispositivos que no cumplen estos requisitos. Estas palabras del lenguaje

ordinario adquieren asi un significado especifico dentro del tema de probabilidad.
"Un dado es una figura muy simétrica, a menos que esté preparado (cargado). Hay las mismas
razones para esperar que, al lanzarlo al aire, salga el 5 que el 4" (Texto [1], p. 222).

A veces este término es sustituido por irregular, como en el siguiente ejemplo:
"Vamos a jugar con un dado, pero sospechamo s que es irregular” (Texto [1] p. 252).

Conclusiones

El vocabulario usado con relacion a la idea de aleatoriedad sirve para precisar las
caracteristicas atribuidas a este concepto, asi como a la idea de experimento aleatorio y para
describir diferentes generadores de resultados aleatorios.

Del andlisis detallado de la tabla 4.3.1 observamos una mayor riqueza del lenguaje
empleado para referirse a la aleatoriedad en el texto [I]. Por un lado, es mucho mas variada la
gama de adjetivos y expresiones usadas para describir este concepto. Por otro aparecen
ejemplos de generadores aleatorios, como la chincheta, para cuyos resultados no puede aplicarse
la regla de Laplace y que estan, por tanto asociados a una concepcion frecuencial de la
probabilidad. Aunque en ninguno de los dos libros se introducen tablas de numeros aleatorios, el
texto [I] se hace referencia a este concepto y se habla de la funcion random de los
microordenadores.

Todo ello apunta a un mayor énfasis en este libro del concepto de aleatoriedad y
experimento aleatorio, asi como por la fenomenologia del azar que en el texto [A].
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4.3.3. SUCESOS, SUS TIPOS Y OPERACIONES

En segundo lugar hemos analizado el lenguaje especifico sobre los sucesos y sus tipos, asi
como las operaciones entre los mismos, que se analizaron, desde el punto de vista tedrico en la
seccion 2.3. y respecto a las actividades relacionadas con los mismos, en la seccion 3.5.

La palabra suceso, calificado a veces como aleatorio para referirse a resultados posibles
en los experimentos aleatorios, se encuentra en los libros de texto, aunque es sustituida a veces
por otros sindbnimos como acontecimientos o resultados, que se usan también con el mismo
significado:

"La vida cotidiana estd plagada de acontecimientos cuya realizacion es incierta"” (Texto [1], p. 227).

Se habla también de obtener un suceso o de la realizacion del mismo, para destacar el
hecho de que su ocurrencia no siempre es cierta, ya que esta es la principal caracteristica de los

sucesos aleatorios:
";Cudl es la probabilidad de obtener 5 al lanzar un dado?" (Texto [I], p. 239).

En la seccion 2.3. analizamos cdmo, para introducir el algebra de sucesos, se realizan
diferentes clasificaciones de los mismos. Para diferenciar los tipos de sucesos encontramos
diferentes términos, como elementales o sencillos, que hace referencia a los sucesos que

constan de un unico elemento:
"Una vez que se tienen la probabilidad de sucesos sencillos, elementales" (Texto [1], p. 223).

Tabla 4.3.2. Lenguaje utilizado en relacion con los sucesos aleatorios
Texto [1] Texto [A]

Sucesos aleatorios
Sucesos contrarios
Sucesos elementales
Sucesos equiprobables
Suceso raro

Sucesos sencillos

Acontecimientos Acaecimiento (de un suceso)
Realizacion (de un suceso) Conjunto

Resultados favorables Conjunto complementario
Resultados posibles Conjunto universal

Obtener (un resultado) Elemento de un conjunto
Sucesos Espacio muestral

Espacio de sucesos

Espacio de sucesos elementales
Interseccion de conjuntos
Interseccion de sucesos
Pertenecer (0 no) a un conjunto
Presentado (un suceso)
Resultados (de un juego)
Subconjunto

Subconjuntos unitarios

Suceso

Sucesos contrarios

Suceso elemental

Suceso imposible

Sucesos incompatibles

Suceso seguro

Unidn de conjuntos

Unidn de sucesos

Verificarse (un suceso)
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El conjunto de todos los sucesos elementales constituye el espacio muestral. Este
término es introducido en el texto [A], y equiparado a la idea de conjunto que es también otro

vocablo asociado al espacio muestral:

"De esta forma, a cada experimento aleatorio viene asociado un conjunto bdsico de sucesos
elementales al que se llama su espacio muestral, que se representa por la letra E" (Texto [A], p. 40).

Considerado el espacio muestral como un conjunto, se emplea la idea de subconjunto
para designar a los sucesos, como parte del espacio muestral, lo que permitira después aplicar las

operaciones de conjuntos y sus propiedades al algebra de sucesos:
"Si E es el espacio muestral asociado a un experimento aleatorio todo subconjunto M de E es un
suceso” (Texto [A], p. 41).

Otros términos asociados a los sucesos, con relacion al calculo de probabilidades son los
de "favorables", "posibles". Estos términos los encontramos al estudiar la asignacion de
probabilidades mediante la regla de Laplace y el primero de ellos se refiere a los sucesos
elementales que componen el suceso cuya probabilidad queremos calcular, mientras el segundo
indica todos los componentes del espacio muestral.

En el caso del texto [A] que corresponde al inicio del periodo de implantacion de la Ley
del 70, y donde la influencia de la teoria de conjuntos es manifiesta, se incluye también la
terminologia conjuntista que es utilizada para la introduccion del algebra de sucesos. Asi

encontramos al principio del tema la siguiente revision en que se recuerda esta tema:
"Sean dos conjuntos A y B, subconjuntos de un conjunto E universal.
Se llama union de A y B al conjunto formado por todos los elementos que pertenecen a A o a B o a
ambos. Se representa por A UB, y se lee: "A union B".
Se llama interseccion de los conjuntos A y B al conjunto formado por todos los elementos que
pertenecen a A y (simultaneamente) a B. Se representa por A N By se lee "A Interseccion con B".
Se llama complementario de A respecto a E (universal) al conjunto formado por todos los elementos
de E que no pertenecen a A. Se representa por Cr A, o bien por A" (Texto [A], p. 40).

Asimismo se introducen las ideas de suceso seguro, imposible, sucesos incompatibles
y contrarios:

"Sea E el espacio muestral asociado a un experimento aleatorio; el suceso definido por E
(considerado como subconjunto de si mismo) se llama suceso seguro.

Sea E el espacio muestral asociado a un experimento aleatorio; y sea M un suceso de E; se llama
suceso contrario de M al que estd formado por todos los sucesos elementales que no son de M.

Sea E el espacio muestral asociado a un experimento aleatorio y A, B dos sucesos; si al realizar una
prueba es imposible que se obtengan simultdneamente ambos, se dice que son sucesos incompatibles.
El suceso contrario d suceso seguro E es un suceso imposible o suceso que nunca se verifica al
realizar un experimento aleatorio"” (Texto [A], p. 42).

Conclusiones

Como consecuencia del analisis, observamos una mayor riqueza de vocabulario en la
referencia a los sucesos sus tipos y operaciones en el texto [A] debido a que en €l se introduce la
idea de conjunto y sus operaciones y se utiliza esta idea en la definicion de espacio muestral,
sucesos, sus tipos y operaciones.

Resaltamos el hecho de que el tipo de vocabulario que anade el texto [A] sobre el
existente en el libro [I] indica, por un lado, un mayor nivel de abstraccion en la presentacion del
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tema, por el énfasis que se hace en la teoria de conjuntos y los aspectos estructurales del calculo
de probabilidades.

Por otro lado, muchos de estos vocablos son también usados en la vida ordinaria aunque
con un significado no totalmente acorde al que se le da en el tema de probabilidad, lo que podria
significar una dificultad afadida para los alumnos que usan estos libros de texto.

4.3.4. FRECUENCIA RELATIVA. DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS

Los vocablos relacionados con este concepto son muy numerosos y podemos
clasificarlos en varios tipos, segiin se refieran a su calculo, los diferentes tipos de frecuencias o la
convergencia de la frecuencia a la probabilidad.

En este apartado analizamos las expresiones referidas a la idea de frecuencia, la diferencia
entre frecuencia absoluta y relativa y el calculo de ellas. Se describe la idea de frecuencia
absoluta comenzando por la de colectivo o poblacion de objetos bajo estudio sobre el cual
tomamos datos (observaciones) sobre la presencia o ausencia de una cierta caracteristica:

"Se ha observado la presencia (SI) o ausencia (NO) de la caracteristica buscada" (Texto [I], p. 233).

A partir de la frecuencia absoluta obtenemos las frecuencias relativas:

"Calcula la frecuencia relativa con la que aparece la caracteristica bdsica buscada, acumulando los
datos de las sucesivas cosechas" (Texto [I], p. 225).

También se sustituye a veces el término frecuencia por el de proporcion:
“7Qué proporcion de empleados cumple estos dos requisitos?” (Texto [I], p. 225).

Tabla 4.3.3. Lenguaje utilizado en relacion con las frecuencias relativas

Texto [I] Texto [A]
Acumular (las frecuencias) Distribucion de frecuencias relativas
Amortiguacion (de las oscilaciones de las frecuencias) Frecuencia
Aproximar, aproximacion Frecuencia absoluta
Caracteristica (presencia, ausencia) Frecuencia acumulada
Colectivo Frecuencia relativa

Dato

Diagrama (de frecuencias)
Distribucion de frecuencias relativas
Estadistico (estudio)

Frecuencia absoluta

Frecuencia esperada

Frecuencia o btenida
Frecuenciarelativa

Frecuente (poco)

Leyes del azar

Ley de los grandes nimeros
Oscilaciones (de la frecuencia)
Porcentaje

Proporcion

Regularidad (condiciones de la experiencia, tendencias)
Representar (las frecuencias)
Separarse (de la distribucion esperada)
Sucesivas (pruebas)

Tablas de frecuencias relativas
Tendencias
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a) ldea de frecuencia, su calculo y sus tipos:
Otro valor deducido de las frecuencias es el porcentaje, aunque ahora se precisan
célculos intermedios:
";Qué porcentaje hay en el cajon de calcetines de cada color?” (Texto [I], p. 239).

Hablamos también de distribucion de frecuencias relativas para el conjunto de valores
obtenidos en una variable estadistica, junto con sus frecuencias relativas respectivas. Estas

distribuciones las representamos en diagramas o expresamos mediante tablas:

"Haz wuna tabla de frecuencias relativas" (Texto [I], p. 239). "Haz la distribucion de frecuencias
relativas” (Texto [1], p. 239).

En el texto [A], dentro del capitulo de probabilidad, solo aparecen algunos ejemplos y las
definiciones de frecuencia absoluta y de frecuencia relativa, asi como las propiedades de ésta
ultima. Observamos que aunque en los calculos utiliza la férmula de las frecuencias relativas, al
enunciar las propiedades solo habla de frecuencias, sin diferenciar entre frecuencia absoluta y
relativa. Se preocupa también mds por las propiedades formales de la frecuencia que por el
método de calculo en aplicaciones practicas:

“La frecuencia de la union de dos o mas sucesos incompatibles es igual a la suma de las frecuencias
de esos sucesos” (Texto [A], p. 46).

Es en el capitulo siguiente denominado ‘““‘Variable estadistica. Medidas de posicion
central. Medidas de dispersion”, donde se menciona la distribucion de frecuencias relativas y se

define la frecuencia acumulada:

“El conjunto de valores que toma una variable estadistica, con sus respectivas frecuencias relativas,
se llama una distribucion de frecuencias” (Texto [A], p. 59).

b) Convergencia de la frecuencia a la probabilidad

Un segundo grupo de términos se relaciona con la convergencia de la frecuencia a la
probabilidad. Asi se hace mencioén a que en la frecuencia relativa se producen oscilaciones. A
partir de sucesivas pruebasy acumulando sus resultados se observa una amortiguacion de
estas oscilaciones, como se expresa en el siguiente parrafo:

"Las observaciones anteriores (amortiguacion progresiva de las oscilaciones en cada curva y su
tendencia de todas ellas hacia el valor 1/6) se aprecian ahora con mayor claridad" (Texto [I], p. 236).

En la repeticion de un experimento aleatorio un numero suficientemente grande de veces,
puede aparecer unas condiciones de regularidad de las experiencias: "regularidades en
situaciones completamente aleatorias" (Texto [I], p. 234), condiciones de regularidad que

quedan implicitas sin que lleguen a especificarse:
"Hay ocasiones en que la experiencia aleatoria que se va a realizar tiene unas condiciones de

regularidad tales que podemos tener a priori (antes de hacer ninguna experiencia) la distribucion
esperada” (Texto [1], p. 231).

La ley del azar o ley de los grandes numeros establece esta aproximacion.
Diferenciamos las frecuencias esperadas y las frecuencias obtenidas, que se separan, aunque no

excesivamente de las primeras:

"La frecuencia relativa de un suceso se va aproximando mds y mas a la frecuencia relativa esperada
(su probabilidad)” (Texto [1], p. 237).
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"Observa que la distribucion de 240 lanzamientos se separa menos de la distribucion esperada"
(Texto [I], p. 229).

Finalmente hemos observado el adjetivo frecuente usado en algunas ocasiones para

calificar la ocurrencia de un cierto suceso:
"Es un suceso raro, poco frecuente" (Texto [1], p. 227).

En el texto [A], en el capitulo de estadistica, menciona la posibilidad de repetir
indefinidamente un experimento aleatorio, para definir poblacién y muestra, pero no menciona
nada sobre la convergencia de las frecuencias relativas:

“Puesto que el experimento aleatorio se puede prolongar indefinidamente, la poblacion, P, es, en
este caso, infinita” (Texto [A], p. 58).

Conclusiones

Es notable la diferencia de vocabulario especifico sobre las frecuencias relativas en los
dos libros de texto analizados, que sugiere un significado muy diferente del concepto presentado
al alumno.

La explicacion esta en que el texto [A] no hace un estudio explicito de la convergencia de
la frecuencia relativa a la probabilidad, puesto que las Unicas concepciones presentadas de la
probabilidad explicitamente son la laplaciana y la formal. Hay en este libro una desconexion total
entre estadistica y probabilidad, a pesar de que se indica en la introduccion que los resultados de
los juegos de azar estan sustancialmente de acuerdo con las probabilidades a priori, es decir, se
hace una alusion implicita a la probabilidad como modelo matematico que representa
adecuadamente los fenomenos estadisticos.

Es notable también que en este libro de texto se hace un estudio muy detallado, tanto de
la frecuencia relativa y sus propiedades (seccion 4.5), excluida la convergencia, como de los
axiomas de probabilidad y sus consecuencias (secciones 4.6 y 4.7). Vemos que estas secciones
son consecutivas. Las propiedades de las frecuencias relativas se demuestran con todo detalle.
Sin embargo la probabilidad se introduce de forma axiomatica y no se indica la razén por la cual
se toman estos axiomas (paralelos a las propiedades de las frecuencias) y no otros.

4.3.5. PROBABILIDAD
Hemos encontrado, asimismo, una gran variedad en el vocabulario usado para referirse a
la idea de probabilidad y su asignacion a los sucesos, para graduar las probabilidades de distintos

sucesos o para referirse a diferentes tipos de probabilidades. Este vocabulario se presenta en la
tabla 4.3.4.

a) Concepto, interpretacion, tipos de probabilidad, concepciones

Un primer grupo de vocablos y expresiones se refiere al concepto de probabilidad y a su
interpretacion, que reviste diversos matices que indican la concepcion de probabilidad
subyacente. Hemos encontrado, por ejemplo, una acepcion de probabilidad como confianza

personal en la realizacidon de un suceso, que se ajustaria a la concepcion subjetiva de la
probabilidad:

"Si el hombre del tiempo nos dijera que la probabilidad de que marniana esté despejado es del 80 por
ciento, querria significar que, de 100 dias con las circunstancias meteorologicas observadas hoy, el
dia siguiente, en 80 de los 100 casos, se ha presentado despejado.
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Como ves, no te quita las dudas de lo que vaya a pasar maiiana, pero no por eso la informacion deja
de serte util. Puedes preparar tu excursion con bastante confianza de que no sera pasada por agua"

(Texto[I], p. 222).

Tabla 4.3.4. Lenguaje utilizado en relacion con la probabilidad

Texto [1]

Texto [A]

"A priori"

Asignar (probabilidad)
Apuestas (acertar)

Célculo (de la probabilidad)
Casi seguro

Chances

Combinatoria, combinatorio
Confianza

Grado de incertidumbre
Grado de inseguridad
Equiprobable

Estimar

Igualmente probables
Imposible (casi imposible)
Ley de Laplace

Medir (la probabilidad)
Odds

Permutacion

Probable (muy, muy poco, poco, medianamente)
Probabilidad

Probabilidad experimental
Probabilidad tedrica
Probabilistico (conocimiento, estudio)
Posibilidad (mayor, menor)
Seguro, asegurarnos
Simetria

Suceso raro (muy)
Triangulo combinatorio

Aplicacion

"a priori"

Asignamos (probabilidad)
Célculo matematico (de la probabilidad)
Ganar (probabilidad de)
Grado de confianza
Igualmente posibles

Igual probabilidad

Juicio de credibilidad
Juicio de probabilidad
Numero no negativo
Posible (resultado)
Probabilidad

Probable

En otros casos, la probabilidad se interpreta como gado de incertidumbre o
inseguridad, aunque esta vez no queda claro si este es un grado subjetivo (dependiente de cada

persona en particular) u objetivo (asociado al suceso en cuestion):

"El grado de incertidumbre es mayor o menor en cada caso" (Texto [I], p. 227) o grado de
inseguridad: "La probabilidad es la parte de las matemdticas que trata de manejar con numeros la
incertidumbre (grado de inseguridad)" (Texto [1], p. 223).

En la definicion anterior se hace referencia al caracter numérico de la probabilidad. El texto
[A], al introducir la definicion axiomatica de la probabilidad, utiliza los numeros para definirla de
la siguiente forma:

“l. A cualquier suceso B se le puede asociar un numero no negativo p(S) que se llama
probabilidad de dicho suceso” (Texto [A], p. 47).

La palabra probabilidad se toma también como sinonimo de posibilidad (mayor,

menor), aunque matematicamente estos dos términos no son estrictamente equivalentes:
“¢cComo se mide la mayor o menor posibilidad de que ocurra algo que no es seguro?” (Texto [I], p.

27).
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Por otro lado, se diferencia entre probabilidad teorica o "a priori”, que s la que viene
dada por el calculo matematico de probabilidades y probabilidad experimental, que es la

obtenida a partir de las frecuencias relativas de resultados experimentales:

"Podras decir que la probabilidad experimental de que la chincheta quede con la punta hacia
arriba es 30/100" (Texto [1], p. 241).

En el texto [A] incluso se menciona explicitamente estas diversas interpretaciones del
término "Probabilidad":

"Sin embargo, en cada caso nos referimos a un tipo diferente de juicios de "probabilidad". Asi, el
primero es un ejemplo de lo que podriamos llamar juicio de probabilidades "a priori" y esta
relacionado con el cdalculo matematico de probabilidades; el segundo es un ejemplo de lo que, a
falta de mejor expresion, llamariamos un juicio de credibilidad, y es una medida del grado de
confianza que tenemos en la verdad de un cierta afirmacion o en el acaecimiento de determinado
suceso" (Texto [A], p. 39).

Otro termino introducido en el texto [I] que guarda relacion con el concepto de
probabilidad es el de odds o chances, que no suele ser muy utilizado en los libros de texto, por lo
que posiblemente el autor ha preferido no traducir esta palabra al castellano, donde podria usarse

“posibilidades” para estos términos:
“En el mundo anglosajon, tal vez wr la aficion de las apuestas, en lugar de hablar de la
probabilidad de un suceso A, hablan muy a menudo de las "odss in favour of A", que expresaremos en
castellano, para evitar confusiones con probabilidad, aunque tal vez de un modo no muy ortodoxo,
las chances a favor de A” (Texto [1], p. 254).

En el texto [A], hemos encontrado un ejercicio donde se propone un juego y se pregunta

cual es la probabilidad que tiene un jugador de ganar:
“81. Ay B juegan a cara y cruz con las siguientes condiciones: Si la primera vez sale cara gana A;
mas si esto no sucede, se juegan otras dos, y si en las dos sale cara, gana A también. ;Cual es la
probabilidad que tiene B de ganar? (Texto [A], p. 54).

Por ultimo, los textos emplean también el adjetivo probabilistico para calificar las

situaciones en que se emplea el calculo de probabilidades:
"Pero incluso el conocimiento fisico de los ultimos elementos constituyentes de la materia es también
probabilistico” (Texto [I], p. 224).

b) La probabilidad como funcion y asignacion de sus valores

En el apartado anterior hemos analizado los términos que aluden a la probabilidad como
valor numérico, como medida, con diversas variantes. Donde aparece claramente el concepto de
probabilidad como funcion es en el texto [A], que concluye la definicion axiomatica de la
probabilidad asi:

“El conjunto formado por el espacio muestral E, el conjunto de sucesos y la aplicacion p se llama
espacio probabilistico y se representa por (E, B, p) ” (Texto [A], p. 47).

Ademas de los términos que se refieren al concepto, hemos encontrado un vocabulario
bastante variado en lo que se refiere a la forma de asignar o calcular probabilidades. Se usan a
veces como sinonimos palabras que podrian tener un significado diferenciado, como asignar
(probabilidad), calcular o medir. Por otro lado este ultimo término tiene un caracter ambiguo que
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podria llevar al alumno a confusion, debido a la diferencia que toma respecto al significado de

“medir” en otros contextos, donde implica una accion fisica empleando instrumentos de medida:
"Asigna tu mismo la probabilidad" (Texto [I], p. 241), cdlculo (de la probabilidad), medir (la

probabilidad): "Vamos a intentar medir la probabilidad de algunos sucesos al lanzar un dado" (Texto
(11, p. 243).

El procedimiento empleado para realizar estos calculos puede basarse en la
combinatoria, o ser de tipo combinatorio, o emplear el triangulo combinatorio. Se hace

también referencia, como método de célculo a la ley de Laplace:
"Esta formula de calculo, llamada "Ley de Laplace" se suele expresar asi” (Texto [1], p. 244).

Para poder aplicar esta formula se exigen condiciones de simetria:
"En el dado, en la moneda, en la ruleta,..., la simetria de la situacion nos conduce a un calculo
directo de la probabilidad teorica de los sucesos correspondientes” (Texto [1], p. 241).

Todos estos vocablos evocan el enfoque clasico de la probabilidad. En otros casos se
alude a que los sucesos son "igualmente posibles":

"Enumerar los casos igualmente posibles del experimento aleatorio que consiste en tirar dos dados a
la vez" (Texto [A], p. 54).

En caso de emplear una aproximacion frecuencial, se habla de estimar la probabilidad:
"Al final estimamos que la probabilidad de cada suceso elemental es" (Texto [1], p. 252).

Finalmente el término apuestas puede evocar una asignacion de tipo subjetiva:

"Las primeras consideraciones matemdticas profundas a proposito de los juegos de azar y de las
apuestas" (Texto [1], p. 223).

¢) Graduacion de probabilidades

Los libros de texto emplean diferentes vocablos para expresar de modo cualitativo una
graduacion de la probabilidad de los diferentes sucesos. De este modo, hemos encontrado los
siguientes vocablos, que hemos ordenado segiin la mayor o menor probabilidad implicada:
Seguro, asegurarnos, casi seguro, probable (muy, muy poco, poco, medianamente),
equiprobable, igualmente probables, suceso raro (muy), imposible (casi imposible):

"La probabilidad es el numero de resultados favorables m, dividido por el numero de resultados
posibles n, supuesto que éstos sean equiprobables” (Texto [I], p. 222).

La tnica mencion que hemos encontrado en el texto [A] sobre este aspecto la realiza en

la introduccion, donde afirma:
“En el lenguaje ordinario se usan palabras como probabilidad, probables, ..., al referirnos a
determinados sucesos. Ast, por ejemplo, se habla de la probabilidad de obtener dos seises al lanzar
sobre una mesa dos dados. De que es probable que determinado pais consiga la medalla de oro en
la prueba de los 100 metros masculinos, en las proximas Olimpiadas” (Texto [A], p. 39).

Conclusiones

De nuevo la riqueza de vocabulario es mucho mayor en el texto [I]. En el texto [A] no
aparecen gradaciones cualitativas de las probabilidades de los sucesos, sino simplemente valores
numéricos de las mismas. Se aisla asi el trabajo de probabilidades realizado en el aula del uso del
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mismo en la vida diaria donde con frecuencias hacemos valoraciones del tipo "muy probable",
"bastante posible", etc. para referirnos a la verosimilitud de un cierto suceso aleatorio.

No hay tampoco alusion a modos diferentes de obtener los valores de probabilidad,
diferentes del "calculo matematico", puesto que las concepciones subjetivas y frecuencial de la
probabilidad no se presentan en el texto. Por consiguiente, no hay referencia a la "estimacion" o
"asignacion subjetiva" de probabilidades. Tampoco se presenta la distincion entre "probabilidades
tedricas" y "experimentales", confirmando la falta de conexion entre este tema y el estudio de la
estadistica. Finalmente, no hemos encontrado tampoco conexion con el tema de combinatoria,
puesto que, a pesar de que la mayor parte de los problemas se deben resolver usando conceptos
combinatorios, no hay referencias explicitas ni vocabulario o notacion que indique esta conexion.

4.3.6. PROBABILIDAD CONDICIONAL, DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA,
EXPERIMENTOS COMPUESTOS

Debido a la menor profundidad y extensién con que son tratados estos conceptos en los
libros de texto, el vocabulario encontrado ha sido mucho mas limitado. Presentamos el
vocabulario encontrado en la tabla 4.3.5.

a) Experimentos compuestos
En los libros hemos encontrado la expresion de composicion de experimentos para
referirse al experimento compuesto y se habla también de experiencias compuestas para

referirse al producto de exp erimentos.
"En una experiencia compuesta, /jserd mdas facil calcular las probabilidades estudiando por
separado las distintas experiencias de que se compone?” (Texto [1], p. 247) o composicion (de
experimentos)”’: Podemos considerar este experimento como la composicion de otros dos" (Texto [1],
p.-247).

Para construir estos experimentos compuestos se establecen diferentes condiciones,

como devolver (a la bolsa):
"Sacamos una bola al azar. La miramos y la devolvemos a la bolsa" (Texto [1], p. 250).

O bien realizar los dos experimentos simultaneamente:
"Sacamos simultaneamente cuatro naipes de una baraja" (Texto [I], p. 251).

Sobre estas experiencias calcularemos las probabilidades compuestas o probabilidades
de los sucesos resultantes en el nuevo espacio muestral del experimento compuesto. El célculo se
simplifica con frecuencia con ayuda del diagrama en arbol:

"Los diagramas en arbol, que ya estudiamos en combinatoria, son muy utiles para el calculo de
probabilidades compuestas" (Texto [I], p. 248).

Queremos también indicar que en el texto [A], aunque aparecen ejemplos y ejercicios
similares, no se menciona la expresion experimento compuesto.
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Tabla 4.3.5. Lenguaje utilizado en relacion con la probabilidad condicional, experimentos
compuestos, dependencia e independencia

Texto [1] Texto [A]
Composicion (de experimentos) Dependiente (suceso)
Dependiente (experiencias, sucesos) Frecuencia condicionada
Devolver (a la bolsa) Formula de Bayes
Diagrama en arbol Independiente (suceso)
Experiencias compuestas Probabilidad condicionada
Independiente (suceso, experiencia) Probabilidad compuesta (formula)
Probabilidades compuestas Suceso condicionado
Simultaneamente

Dependencia/independencia
Es muy limitado el vocabulario que hace referencia a la idea de dependencia o
independencia, lo que indica el escaso papel que a este concepto se da en los libros analizados.

Los textos diferencian entre experiencias, o sucesos dependientes o independientes:
“También son experiencias dependientes el extraer tres cartas de una baraja" (Texto [I], p. 250).
"Naturalmente la responsabilidad y la competencia son independientes del sexo" (Texto [I], p. 225).

Probabilidad condicional

Otra parte del vocabulario esta relacionado con la idea de probabilidad condicional,
donde hemos encontrado los términos de frecuencia condicionada, la formula de Bayes e
incluso un término incorrecto que es el de suceso condicionado que, como vemos de la
definicion que se ofrece no se diferencia de la interseccion de sucesos:

"Entonces, al suceso consistente en que se cumpla B (obtener bola blanca) habiéndose cumplido A,
se llama suceso B condicionado a la verificacion del suceso A, y se escribe: B/A" (Texto [A], p. 51).

Conclusiones

El vocabulario referido a estos conceptos es mucho menos rico que en los casos
anteriores, y similar en su extension en los dos libros analizados. A pesar de ello hemos
encontrado diferencias entre los dos libros analizados.

En el texto [A] aparecen referencias explicitas a la probabilidad condicionada, la
frecuencia relativa condicionada e incluso a una supuesta operacion entre sucesos que daria lugar
al "suceso condicionado", término inexistente en la teoria matematica formal de probabilidades.
También se hace referencia al teorema de Bayes, aunque se pierde la ocasion de hablar de la
diferencia entre probabilidades a priori y a posteriori, dentro del marco bayesiano.

Por su parte, en el texto [I] se menciona explicitamente la composicion de experimentos o
experiencias compuestas. Aunque en ambos libros de habla de probabilidades compuestas so6lo el
primero indica su conexion con el experimento compuesto.

Vemos por tanto que el conjunto del vocabulario incluido en los dos libros comparados
cubre todos los conceptos que hemos incluido en este apartado, excepto el torema de la
probabilidad total. Sin embargo, cada uno de ellos presenta una parte del mismo, que
corresponde a un significado parcial de este grupo de conceptos.
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4.3.7. VARIABLE ALEATORIA. DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD
Debido a la escasa presencia de este concepto en los libros, el vocabulario encontrado ha
sido muy limitado. Presentamos este vocabulario en la Tabla 3.3.6.

Tabla 4.3.6. Lenguaje utilizado en relacion con la variable aleatoria
Texto [I] Texto [A]
Distribucion (esperada, empirica) Distribucion de probabilidad
Esperar (un resultado)
Reparto equitativo
Reparto justo
Término medio

Hablamos de la distribucion de la variable como el conjunto de sus valores con sus
probabilidades respectivas, diferenciandose entre distribucion esperada y empirica. La primera
hace referencia a la distribucion de la variable aleatoria y la segunda a la de la variable estadistica
asociada.

El texto [A], dentro del capitulo de estadistica, es el tnico que utiliza explicitamente la
expresion variable aleatoria, y en un ejemplo consistente en lanzar un dado diez veces y anotar los

resultados, concluye generalizando de la siguiente forma:
“El conjunto de valores que puede tomar una variable aleatoria, juntamente con sus probabilidades
respectivas, se llama una distribucion de probabilidad” (Texto [A], p. 60).

Observamos que dicho texto no distingue entre variable estadistica y variable aleatoria, sino
que las utiliza indistintamente.
El concepto de media aparece reflejado en palabras como esperar (un resultado),

reparto equitativo, o0 reparto justo:
";Como repartir de un modo justo y equitativo las 20.000 pts? ” (Texto [I], p. 223).

También hemos encontrado la expresion término medio:
"Ocurre, por término medio, una de cada seis veces que se intenta" (Texto [I], p. 227).

Conclusiones

Como hemos explicado anteriormente, en general en todos los textos es escasa la
presencia de vocabulario relacionado con este concepto, aunque en el texto [I] de forma implicita,
se hace un estudio amplio cuando se refiere a la distribucion teorica y empirica. En el texto [A],
como hemos indicado es el unico que hace una mencion explicita a variable aleatoria, pero lo hace
en el capitulo de estadistica y lo usa indistintamente con el concepto de variable estadistica, sin
explicar claramente la diferencia existente entre estos dos conceptos.

4.4. NOTACIONES SIMBOLICAS EMPLEADAS

El segundo tipo de representaciones analizadas en los libros son las notaciones simbdlicas
empleadas, que revisten gran importancia, desde nuestro punto de vista, por tratarse de un
elemento caracteristico del lenguaje matematico. Segiin Socas y cols. (1984), para algunos
autores la matematica es vista como un lenguaje, aunque no para otros. Pero si esta admitido con
generalidad que la matematica ha desarrollado una sintaxis y un vocabulario propios, aunque sus
simbolos y terminologia no sean exclusivos de la matematica.
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Las notaciones no solo se emplean para representar los conceptos sino para realizar
operaciones con los mismos o razonamientos empleados para la resolucion de los problemas.
Rothery (1980) afirma que el rasgo mas caracteristico y llamativo del lenguaje matematico son los
simbolos, que constituyen una forma abreviada y precisa para denotar conceptos o
proposiciones. El simbolismo juega un papel potente, porque permite una comunicacion
comprimida entre individuos que pueden dar un significado a los simbolos. La necesidad de
trabajar a un alto nivel de complejidad s6lo puede resolverse mediante una compresion del
conocimiento en la que el simbolismo juega un papel central (Tall, 1993). La habilidad de algunos
simbolos para trabajar dualmente, evocando bien un proceso de calculo de un resultado, o un
objeto que puede manejarse en un ambito superior es particularmente adecuado para reducir el
esfuerzo cognitivo. Este uso ambiguo del simbolo como proceso y objeto permite al experto saltar
de una cognicion a otra. Pero puede causar una gran dificultad al estudiante en sus primeras
etapas. Asi el informe Cockroft (1985), considera que las matematicas constituyen un poderoso
medio de comunicacion, para lo cual necesita hacer uso de la notacién simbolica, pero esto
“puede también hacer las matematicas dificiles de entender y usar” (p. 4).

Skemp (1980) diferencia las siguientes funciones de los simbolos matematicos:
Comunicacion, registro del conocimiento, formacion de nuevos conceptos, confeccion de
clasificaciones multiples correctas, explicacion, facilitar la actividad reflexiva, mostrar estructuras
matematicas, automatizar las manipulaciones rutinarias, recuperar informacion de la memoria y
actividad creativa.

Puesto que un concepto no puede observarse directamente, usamos medios audibles o
visibles -palabras habladas o escritas o simbolos- conectados mentalmente a una idea, que es el
significado del simbolo. Una vez que el mismo concepto estd conectado al mismo simbolo en la
mente de dos personas, la expresion por una de ellas del simbolo, puede evocar en la otra el
concepto dado. Sin embargo, a veces el significado de un simbolo no es compartido por las
personas, lo que dificulta la comunicacion de las ideas.

En el caso de la ensefianza de un concepto matematico, los alumnos pueden desconocer a
qué nos referimos cuando usamos determinados simbolos. Por ello, deberiamos elegir nuestros
simbolos con cuidado y precision, a fin de no producir dificultad o errores en la comunicacion de
las ideas. Esta funcion de comunicacion es enfatizada en los estandares del N.C.T.M. (1989)
donde se indica que la comunicacion juega un papel fundamental al permitir a los alumnos
construir vinculos entre sus nociones intuitivas y el lenguaje abstracto y simbolico de las
matematicas. Cumple también una funcion clave en el establecimiento de conexiones entre las
representaciones fisicas, pictoricas, graficas simbolicas, verbales y mentales de las ideas
matematicas.

Otro fin muy importante de los simbolos es automatizar las manipulaciones rutinarias. Si
hemos de progresar en matematicas, los procesos elementales deben automatizarse para poder
concentrar la atencion en lo que se esta aprendiendo. Esto se hace, segtin Mialaret separando los
simbolos de sus conceptos asociados y manipuldndolos de acuerdo con habitos adquiridos, sin
atender a sus significados. Aunque, en cualquier momento, podemos volver a reasignar
significados a los simbolos.

Sin embargo, el uso apropiado de la notacion matematica reviste especial dificultad. Los
significados de estos simbolos suelen variar seguin su disposicion espacial, lo que suele representar
un problema para los nifios porque no son siempre usados consistentemente. Otro problema es
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que la lectura del simbolismo matematico no siempre procede de izquierda a derecha (Dickson y
cols., 1991). Si el lenguaje matematico es un instrumento indispensable y precioso para el adulto,
constituye uno de los obstaculos importantes para el razonamiento del principiante y estas
dificultades tienen repercusiones tanto en el plano de la inteligencia como en el afectivo, segin
Mialaret (1977). Las investigaciones didacticas sefialan claramente la disociacion que existe entre
el reconocimiento de la palabra y su utilizacion correcta. Esta distincion corresponde a lo que
Mialaret denomina comprension pasiva (reconocimiento) y comprension activa (evocacion y
utilizacion) del lenguaje matematico.

A continuacion describimos los diferentes tipos de notaciones encontrados en el tema de
probabilidad en los dos libros analizados que contribuyen a mostrar la complejidad y riqueza de
los elementos notacionales de los conceptos probabilisticos elementales, asi como la variabilidad
observada en los textos analizados.

Letras

El uso de letras como variables es caracteristico de la actividad algebraica, dentro de las
ecuaciones como incognitas y como parametros o variables en las funciones matematicas. Este
uso algebraico de las letras permite operar con ellas en un sentido general, en lugar de restringirse
a valores particulares de las operaciones que se realizan con estos simbolos.

En nuestro estudio hemos encontrado un uso caracteristico de las letras en el tema de
probabilidad para representar sucesos o elementos del espacio muestral, lo que luego permitira

aplicar a las mismas las operaciones conjuntistas, como en el caso siguiente
"Cuando varias experiencias aleatorias son independientes, la probabilidad de que ocurra el suceso
S; en la primera experienciay S, en la segunda y,...y S, en la n-€ésima es:

P81y S2y . yS)=p(S).p (Sy). p(S) " (Texto [1], p. 249).

En el texto [A], suele utilizar letras mayusculas para designar los sucesos:

“Llamando a dichos sucesos A, B, C, D, ... tenemos asi el espacio de sucesos, al que denominaremos
B (ver figura 18). B={4, B, C, D, ....}” (Texto [A], p. 45)

En otros casos utiliza letras minisculas también para designar sucesos:
“El obtener una cara y una cruz o una cruz y una cara es el suceso M formado por los sucesos

elementales (c, f), (f, ¢): M = {(c, /), (f, )}’ (Texto [A], p. 41)

También se usan las letras simplemente para designar abreviadamente palabras, lo que
podria inducir a una confusion con los sucesos correspondientes. Sin embargo Pimm (1987)
indica que es bastante usual en la notacion algebraica elegir la letra que se utiliza como simbolo,
de modo que no sdlo sirve de enlace con el objeto que representa, sino con la palabra misma que
designa el objeto, por lo que suele elegirse la inicial de la palabra. Asi, en el siguiente ejemplo, se

emplean letras para representar los colores de las bolas contenidos en las bolsas:
"Un juego: tenemos dos bolsas cada una con 100 bolas entre blancas B, negras Ny rojas R
bolsa 1: 7By 3N
bolsa 2: 1B, 2Ny 7R" (Texto [1], p. 223).

Fracciones
La notacion de fraccion es ampliamente usada, como fraccion numérica para representar
valores de probabilidad. Esta representacion no solo indica el valor numérico del resultado, sino
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que remite a la formula & célculo empleada en su obtencion y sirve para reforzar en el alumno

estaregla:
"La probabilidad de que salga cara es 1/2" (Texto [, p. 224).

En otros casos se usan fracciones para expresar formulas de célculo de probabilidades
genéricas, lo que es muy frecuente al aplicar la regla de Laplace. Dentro de estas formulas
encontramos dos variantes. En un caso se usa el lenguaje ordinario o abreviado para referirse a

los términos de la fraccion, como en el ejemplo siguiente:
" Es decir,

) ] Jfrecuencia absoluta de A
frecuencia relativa de A = (Texto [A],p.45).

n° total de pruebas

En otros casos los términos de la fraccion son indicados mediante expresiones simbolicas:

n + n2 nl I’l2
"fr (AUB)=———=—+-== [ (A)+ f, (B)" (Texto [A],p.46).
N N N

Notacion decimal
Es también muy frecuente la notacion decimal para expresar valores de las
probabilidades, puesto que éstas varian entre 0 y 1. Destaca este uso en especial para denotar los

resultados del calculo de frecuencias relativas diversas o aproximaciones frecuenciales a la

probabilidad:
" £ (negra)=0.09= 0.9/10" (Texto [], p. 245).

En el texto [A] como hemos comentado en el apartado anterior, se utiliza generalmente
las fracciones para expresar el resultado de la probabilidad de un suceso. Solo hemos encontrado

un ejemplo en el que utiliza decimales para expresar dicho resultado:
“Sea A; el suceso dia sin niebla y A, el suceso dia con niebla y B el suceso ocurrir accidente (Figura
25 ¢).
Se tiene:

18 12
pA)=—=06  p(dy)=—=04 "(Texto [4] p.54).
30 30
Otro simbolo habitualmente empleado en los libros es % para referirse al porcentaje

"En una empresa hay un 65% de hombres y un 35% de mujeres" (Texto [I], p. 251).

Subindices y superindices

En conexion con las tablas estadisticas es generalizado el empleo de subindices, para
designar una serie de valores de una variable estadistica discreta y sus correspondientes
frecuencias absolutas o relativas. El empleo del subindice estd indicando, implicitamente, la
existencia de una correspondencia entre cada valor de la variable y su frecuencia, o bien de cada
numero natural (o un subconjunto de niimeros naturales) y un par de valores (el valor de la
variable estadistica y su frecuencia), lo que puede resultar dificil al alumno si no esta
acostumbrado a esta notacion que es principalmente usada en el estudio de las sucesiones
numéricas. Como ejemplo, mostramos la siguiente tabla del texto [I], p. 229):
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A
14
16
18
29
20
3

120
En el texto [A], son también frecuentes los subindices acompafiando tanto a letras

minusculas como mayusculas:
“El experimento aleatorio considerado da lugar a seis sucesos elementales incompatibles dos a dos, y
tales que:
E={a),a,, as,a4,as,a4}” (Texto [A], p. 48).

=

() WV, I SNV I (S

En el mismo texto en el enunciado de la formula de Bayes, también aparecen subindices:
“Sean A;, A, A, tres sucesos incompatibles asociados a un experimento aleatorio, tales que A; U A,

U A3 = E, siendo E el espacio muestral o suceso seguro, y sea B un suceso cualquiera.” (Texto [A], p.
53).

Estos subindices son a veces dobles, en el contexto de las operaciones combinatorias, lo
que aumenta la dificultad, pues el alumno debe diferenciar las funciones de cada uno de los
subindices, lo que en general no siempre ocurre, como Navarro-Pelayo (1994) puso de
manifiesto en su investigacion con alumnos incluso después del estudio de la combinatoria:

Y 4039
C40,2 = T (Texto [I], p.247)
Otras veces, se emplean subindices combinados con superindices, para denotar las

operaciones combinatorias:
"6. Calcula la probabilidad de obtener cuatro cruces al lanzar cuatro monedas.(Para el numero de
casos posibles recuerda, de combinatoria la férmula de VR",)” (Texto [1], p. 246).

En el texto [A], aunque se trata la combinatoria en los primeros capitulos, no aparece
ninguna mencion en la parte tedrica ni en los ejemplos al uso de la combinatoria. Por otro lado, no
siempre hay consistencia en este uso de la notacion y se emplean también subindices para

distinguir, por ejemplo, entre frecuencia relativa y absoluta:
" Sien 120 tiradas, el 6 ha salido 23 veces, la frecuencia relativa es
fo=23/100 = 0.192" (Texto [ 1], p. 229).

Finalmente, hemos encontrado también superindices para referirse a la operacion de
exponenciacion:
"Ahora estds en condiciones de calcular la probabilidad de, al tirar 10 dados obtener 6 en los 10.

Comprueba, ayuddandote de tu calculadora que es del orden de 1,7 x 10 (Texto [I], p. 251).

En el texto [A], no aparecen superindices.
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Tabla 4.4.1. Notaciones empleadas en el tema de probabilidad en dos libros de texto

Texto [I] Texto [A]
Decimales Aplicacion
Desigualdades Decimales
Fracciones numéricas Desigualdades

Fracciones (formulas)

Letras (notacion algebraica)

Letra “O”, representando union

Letra "Y", representando interseccion
Letras (representando sucesos)
Letras (p alabras abreviadas)
Notacion funcional

Pares ordenados

Simbolo / como condicional

Simbolo % como porcentaje

Fracciones numéricas

Fracciones (formulas)

Letras (notacion algebraica)

Letra “O”, representando union

Letra "Y", representando interseccion
Letras (representando sucesos)
Notacion de aplicacion

Notacidn conjuntista

Notacion funcional

Pares ordenados

Subindices Simbolo / como condicional
Subindices dobles Subindices

Subindices con superindices

Superindices

Notacion funcional

La notacion funcional es practica comuin para referenciar la probabilidad de un suceso o
un valor de una variable aleatoria, puesto que en ambos casos estamos manejando funciones,
aunque no funciones de variable real, sino funciones definidas sobre el algebra de sucesos que
toman valores reales. También en este caso encontramos diferentes graduaciones de abstraccion
en la notacion. Asi, en el texto [I], p. 243 encontramos "p(3)", "p(as de bastos)", "p(as)" ¢
incluso "p(no as)" o "p(no roja)"”, que, en realidad denotaria una funcidon compuesta, puesto
que, en primer lugar habia que aplicar la operacion de complementacion a los sucesos

considerados y posteriormente calcular su probabilidad:
“Vamos a intentar medir la probabilidad de algunos sucesosal lanzar un dado:

Sacar un 3 p(3)
Sacar par p(par)
No sacar 3 p(no 3)
Sacar 304 p(3064)
O al extrae una carta de una baraja:
p(as de bastos)
p(as)
p(bastos)
p(no as)
O al sacar una bola de una bolsa en la que hay 3 bolas rojas, 2 blancas y 5 negras:
p(roja)
p(no roja)

¢ Qué razonamientos podemos hacer para calcular las probabilidades anteriores? ;Y si el dado fuera
incorrecto? ;Y si a la baraja le faltaran varias cartas (sin saber cudles)? ;Y si no conociéramos la
composicion de la bolsa?” (Texto [I], p. 243).

Notacion de aplicacion
Esta es también una notacion empleada en relacion con las funciones, con la particularidad
de que incorpora una nueva informacién que consiste en el conjunto original y final al que se
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refiere la aplicacion. Hemos encontrado esta notacion en el texto [A], como se muestra en el
ejemplo siguiente:

"Sea el experimento aleatorio considerado en el apartado A de esta pregunta
La aplicacion  p:B — [0; 1] cumple p (E)=1" (p. 47).

Desigualdades

Pimm (1987) denomina logogramas a los simbolos especiales que no se utilizan fuera del
contexto matematico. Ademas de los simbolos de las operaciones aritméticas hemos encontrado
otros logogramas, como las desigualdades y la notacion conjuntista. En relacion con la

comparacion de probabilidades hemos encontrado a veces el simbolo >:
La probabilidad de perder es:

“Nuestro objetivo es ahora definir una aplicacion del conjunto B en el conjunto de los niimeros

7 8
p(perder) =1—- p(ganan =1 - —=—
8§ 7 15 15

Como — ) — resulta mds probable perder que ganar (Texto [I], pg.249)

15 15

comprendidos entre 0 y 1, de forma que a cada elemento de B le asigne un niimero x (0<x <1)”
(Texto [A], p. 47).

Condicionamiento
El simbolo "/", se emplea en el contexto probabilistico para denotar el condicionamiento.
Adquiere asi un significado diferente del habitual en matematicas, donde suele referirse a la
operacion de division. Aparece ademas un problema asociado, puesto que se suele incluir dentro
del paréntesis que engloba el simbolo de probabilidad p. De este modo, se produce a veces la
confusion de que el condicionamiento se refiere al suceso del aal se calcula la probabilidad
(simple) y no a la probabilidad en si misma:
"Ahora las extracciones no son independientes, pues cada vez las bolas cambia su composicion
p(1°By2°Ry3°V)=p (1°B). p( 2° R/ siendo la 1°B). p (3° V/ siendo las anteriores By R)" (Texto
1], p. 251).

Este simbolo es utilizado también por el texto [A].

Notacion conjuntista
La hemos encontrado en el texto [A] donde es una de las que mas aparecen, por el
enfoque del tema excesivamente ligado a la teoria de conjuntos. Los siguientes ejemplos muestran

esta presencia de la notacion conjuntista a lo largo del tema:

"Considera los sucesos: A={2,4,6} (obtener un numero par).
B={3,6} (obtener un multiplo de 3).

El suceso uniones A UB = {2, 3, 4, 6} (obtener un nuumero p ar o multiplo de 3)
El suceso interseccion es AN B = {6} (obtener un numero par y multiplo de 3" (Texto [A], p. 44).

"Todos los posibles subconjuntos de E constituyen el espacio de sucesos al que designamos por B ; B
={4, B, C,..}" (Texto [A], p. 46).

La interseccion de sucesos se suele indicar mediante la letra "Y"

"Cuando varias experiencias aleatorias son independientes, la probabilidad de que ocurra el suceso
S; en la primera experiencia y S,en la segunda y,...,.y S, enlan-sima es:
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Py S;y ..y S)=p(S).pS) ..p6S,)" (Texto [I], p. 249).

Para la union de sucesos se emplea la palabra “O”, como se muestra en el siguiente
ejemplo:

“En el experimento aleatorio:
Sacar una carta de una baraja espanola y observar el resultado, considera los sucesos:
A: obtener una carta de oros; B: obtener un caballo
El suceso “obtener una carta de oros o una carta de caballo” es, por definicion, el suceso union de
los sucesos A y B; se representa por A UB” (Texto [A], p. 43).

Conclusiones

La breve muestra de ejemplos mostrados sefala la variedad de notaciones empleadas
dentro del tema de probabilidad, con frecuencia mezcladas en un mismo enunciado. El alumno
debera dominar estas diferentes notaciones para poder comprender a qué se refiere el profesor
cuando enuncia una propiedad, plantea o resuelve un problema usando esta notacion.

El aprendizaje de los conceptos implica el aprendizaje de los simbolos que usamos para
representarlos, pues estos son objetos ostensivos y solo con ellos podemos evocar los conceptos
en las mentes de los alumnos.

Ahora bien, vemos que la notacion es muy compleja, por su variedad, porque con
frecuencia remite a otros conceptos que podrian no ser totalmente dominados por los alumnos y,
sobre todo, porque la notacion no siempre se usa consistente y adecuadamente.

La ambigiiedad de la notacion se suma a la ambigiiedad del lenguaje, como hemos visto
en el caso del condicionamiento.

Asimismo, se observa la diversidad de la notacion entre los dos libros analizados, que
podria contribuir a presentar a los alumnos un significado diferenciado para un mismo concepto y
unos mismos objetivos educativos fijados en las directrices curriculares.

4.5. REPRESENTACIONES TABULARES, GRAFICAS E ICONICAS

Ademas del lenguaje y los simbolos, aparecen con frecuencia representaciones de tipo
diverso, que analizamos en este apartado. Sanz (1990) denomina con el término "expresiones
graficas" los pictogramas, fotografias, esquemas o diagramas usados en los libros de texto, es
decir todo lo que no sea expresion verbal o expresion simbolica especifica del lenguaje
matematico. Sefiala, sin embargo que a veces es dificil trazar los limites entre "expresion grafica" y
"expresion simbolica especifica”.

Para Fischbein (1975) la visualizaciéon es el principal factor que contribuye a la
produccion del efecto de inmediatez, caracteristico de las intuiciones. Este papel es tan importante
que, con frecuencia, se identifica el conocimiento intuitivo con representacion visual. Al considerar
el papel de las imagenes en la estructuracion de las intuiciones, hay que tener en cuenta que las
representaciones visuales no son en si mismas conocimiento intuitivo. Solo la percepcion del
esquema de un dispositivo fisico no implica que se comprenda su funcionamiento. Mas aun, las
imagenes y modelos pueden imbuir propiedades inexistentes en la estructura conceptual que se
trata de mostrar. Sin embargo, la visualizacion, incluida en una actividad cognitiva adecuada,
supone un factor esencial para la comprension intuitiva seguin Fischbein.

Otte (1983) enfatiza el equilibrio entre texto e imagenes en el texto matematico y el
contraste entre la proporcion de texto y material visual en los libros de texto escolares y los
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escritos para el nivel universitario. La diversidad de imdgenes en estos ultimos es muy grande:
tablas y graficos, diagramas y fotografias. En esta diversidad de imagenes hay latente una variedad
de intenciones y formas de trabajo implicitas y explicitas, convenciones y claves. Por ejemplo se
pueden codificar secuencias temporales y causales.

Tabla 4.4.2. Otras representaciones de los conceptos probabilisticos en dos libros de

texto

Texto [1] Texto [A]
Diagrama de arbol Diagrama de arbol
Diagramas de barras Diagramas de flechas
Fotografias Diagramas de Venn
Graficos de lineas [lustraciones
Graficos cartesianos Tablas cruzadas (no estadisticas)
[ustraciones
Tablas estadisticas de una variable
Tablas estadisticas cruzadas
Otros tipos de disposiciones tabulares

Diagramas de Venn

Segun Fischbein (1975) los diagramas son representaciones de fenomenos y relaciones
entre los mismos. Cita los diagramas de Venn, los diagramas en arbol y los histogramas u otros
graficos estadisticos como ejemplos de diagramas. El diagrama se construye artificialmente para
representar o modelar un sistema original existente en la realidad. Un diagrama puede funcionar
como modelo heuristico, es decir, como instrumento de resolucion de problemas, debido a la
correspondencia isomorfica con el fendémeno original y su autonomia respecto al mismo. Uno
traduce la situacion A planteada en el problema al diagrama B, resuelve el problema por medio de
B y traduce la solucion a la situacion original. Los diagramas son modelos simbolicos, en la
terminologia de Bruner, pero poseen la extraordinaria cualidad de transmitir un mensaje en forma
iconica estructurada y ello les confiere una gran potencialidad intuitiva (Fischbein, 1975).

Los diagramas son frecuentes en los libros de texto de matematicas y se usan con
frecuencia como elemento heuristico en la resolucion de problemas (Love y Pimm, 1996). Uno de
los fines del diagrama es estabilizar el pensamiento y enfocar la atencion del lector. Sin embargo, y
debido a su naturaleza icdnica, se olvida con frecuencia que es preciso saber “leer” el diagrama.

Un diagrama puede expresar directamente ciertas relaciones de la situacién que son en
¢ésta directamente perceptibles. Pero ello no implica que la imagen respectiva produzca
intuitivamente la imagen de la realidad que se supone debe reflejar.

Un diagrama posee importantes caracteristicas intuitivas. Primero, ofrece una
representacion global, sinoptica de una estructura o un proceso y ello contribuye a la globalidad
de su comprension. Segundo, un diagrama es un punto ideal entre la interpretacion conceptual y la
expresion practica de una cierta realidad. Sin embargo, es preciso establecer ciertas convenciones
que no se deducen de una simple inspeccion de las imagenes, como el hecho de que si A es un
subconjunto de B, todos los elementos de A comparten las propiedades de los elementos de B.
Esto podria no ser claro para los nifios que podrian pensar, por ejemplo, que el conjunto A esta
compuesto de dos clases mutuamente excluyentes A y no A. Ciertamente ¢l no asumira
espontaneamente que, en algunos casos A puede coincidir con B (un conjunto esta incluido en si
mismo): Por ejemplo, el uso de diagramas de Venn, si no es convenientemente preparado, puede
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complicar la comprension activa de los conceptos sobre conjuntos y sus relaciones, seguin
Fischbein (1975).

En los diagramas de Venn relaciones como la inclusion e igualdad, operaciones como la
union e interseccion y sus propiedades basicas reciben representaciones visuales que directamente
sugieren estas relaciones y propiedades.

Como estudiamos en el apartado anterior, es el texto [A] el que hace un gran uso de este
recurso didactico. Mostramos en la siguiente figura del citado texto, pagina 43, un ejemplo:

Figura 4.4.1

E

Diagrama en arbol

Fischbein (1975) subraya el papel que los modelos intuitivos tienen en el proceso de
razonamiento matematico y en el aprendizaje y la resolucion de problemas. Por ello analiza la
influencia que los modelos figurativos, como el diagrama en arbol, pueden tener en la aceleracion
del desarrollo hacia niveles cognitivos superiores. Comparte los supuestos de Bruner de que una
estructura matematica puede ser concretizada en tres modos de representacion -enactiva, iconica
y simbdlica- sin cambiar sus caracteristicas esenciales. Solo usando medios adecuados de
representacion es posible preparar el desarrollo hacia el nuevo estadio.

El diagrama en arbol es presentado por Fischbein como un modelo generativo que
permite sugerir e inculcar la generalizacion iterativa (extension de una cierta propiedad a cualquier
numero de elementos en modo iterativo), que es la base de la induccion matematica. También
posibilita la generalizacion constructiva, es decir la adaptacion de un problema a otros derivados
de ¢l: 'Un estudiante que comprende el proposito del diagrama en arbol para resolver
problemas combinatorios, es capaz de adaptar el modelo adecuadamente, cuando se
cambia de un problema combinatorio a otro" (Fischbein y cols., 1990). A partir del diagrama
en arbol los alumnos pueden asimilar el principio constructivo de las configuraciones
combinatorias, captando su significado intuitivo global, lo que es la base para la comprension de
estos conceptos. Por medio del diagrama, es posible encontrar las formulas pertinentes, por lo
que no supone un algoritmo ciego de construccion. Siendo la construccion del diagrama en arbol
el producto de una actividad consciente, la férmula obtenida mantiene una relacion productiva,
por una parte con la adquisicion intuitiva y por otra con la definicion formal de las operaciones
combinatorias (Fischbein y Gazit, 1988).

Hemos encontrado el uso del diagrama en arbol con relacion a los experimentos
compuestos, donde sirven, por un lado, para representar esquematicamente las posibilidades a
favor y en contra del suceso de interés en cada paso o en cada componente de un experimento,
como se muestra en el siguiente ejemplo del texto [I], pagina 248, donde se recuerda al alumno
que el diagrama en arbol ya se habia estudiado en el tema de combinatoria:
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Figura 4.4.2.
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Ohserva que en cada bifurcacion la suma de las probabilidades !
de ser 1

En este ejemplo se emplea ademas el color, para diferenciar entre los sucesos favorables

y desfavorables al enunciado del problema y se hacen ver al alumno las siguientes propiedades:
“a) En cada bifurcacion, la suma de las probabilidades ha de ser 1
b) Las probabilidades finales se obtienen multiplicando las probabilidades de cada bifurcacion que
conducen a ellas” (Texto [1], p. 248).

En el texto [A], solo aparece un diagrama de este tipo, que se utiliza para ilustrar un
ejemplo. (p. 41)

Diagramas de flechas
Este tipo de diagrama se usa abundantemente en el texto [A], especialmente para
visualizar aplicaciones, como se muestra en el siguiente ejemplo del citado texto, pagina 47:
Figura 4.4.3.

Tablas

Las tablas estadisticas son un soporte usado con frecuencia en el tema de probabilidad
para presentar a los alumnos datos empiricos obtenidos de los experimentos aleatorios. Las tablas
matematicas ofrecen una estructuracion particular del espacio, una estructura soporte de
relaciones, presentando una parrilla no de niimeros en si mismos, sino de las relaciones entre las
diferentes entradas en la tabla. Por otro lado las tablas tienen caracteristicas tanto numéricas
como geométricas y algebraicas (Love y Pimm, 1996). En unos casos la tabla se da completa al
alumno. En otros, como el siguiente ejemplo del texto [I] se presentan al alumno los datos basicos
(valores de la variable y frecuencias absolutas) y es el alumno el que debe completar las

frecuencias relativas y obtener alguna conclusion de los datos:
"Tiramos dos dados cien veces y anotamos la suma de los puntos. Obtenemos los siguientes
resultados:
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a) Haz la distribucion de frecuencias relativas;
b) A la vista de estos resultados, ;qué suma te parece mas probable?" (Texto [I], p. 239).

Ademas de las tablas

de

frecuencia, hemos

encontrado diferente tipos de

representaciones tabulares. En el siguiente ejemplo, tomado del texto [I], pagina 225, se usa una
disposicion tabular de doble entrada para representar la variacion de datos estadisticos a lo largo
de una serie de experimentos (sucesivas cosechas de un cierto producto). Podemos considerar
este ejemplo un caso especial de tabla de contingencia, donde una de las variables es dicotomica

(presencia o ausencia de una cierta caracteristica) y la otra representa un eje temporal.
“2. Estamos estudiando una nueva variedad de planta tomatera con la que pretendemos conseguir
tomates con una cierta caracteristica. Se han analizado ejemplares de sucesivas cosechas y se ha
observado la presencia (SI) o ausencia (NO) de la caracteristica buscada:

I’COSECHA | 2 COSECHA | 3*COSECHA | 4 COSECHA [ 5 COSECHA
si 99 133 181 246 473
NO 228 278 354 495 907
TOTAL 327 411 535 741 1380

Calcula la frecuencia relativa con la que aparece la caracteristica buscada acumulando los datos
de las sucesivas cosechas” (Texto [1], p. 225).

En otros ejercicios el objeto de las disposiciones tabulares es suministrar un soporte para
la realizacion de célculos en diferentes ejercicios, como es el caso del siguiente ejemplo del texto

[1]:
“Resuelve ahora en tu cuaderno los siguientes casos:
META | NUMERODE | NUMERODE | NUMERODE | PROPORCION | PROPORCION
TIRADAS CARAS CRUCES CARAS CRUCES
Norte 23
Sur 49
Norte 105
Sur 197

Observa que, cuanto mds se tarda en alcanzar una de las metas, mds se aproximan a 0,5 las
proporciones.;Qué pasaria si las metas estuvieran a 10 pasos en vez de a 7?;Y si estuvieran a 20
pasos? ;Y a 50? jNo crees que tarde o temprano se acabaria llegando a una de ellas?” (Texto [I], p.

226).

Es frecuente también el uso de tablas de doble entrada para representar los elementos
del espacio muestral en el experimento compuesto, como en el siguiente ejemplo, del texto [I],
pagina 247:
“Al lanzar dos dados, los sucesos elementales son los 36 que aparecen en la tabla adjunta. Solo hay

un caso favorable al suceso dos unos, por tanto la probabilidad es:
p(dos unos) = 1/36

1 2 3 4 5 6
1 1,1 12 |13 1.4 1.5 1,6
2 21 122 |23 [ 24| 25 | 26
3 3.1 32 [ 33 [ 34 [ 35| 36
4 41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46
5 5.1 52 [ 53 [ 54 [ 55| 56
6 6,1 62 | 63 [ 64 [ 65 | 6,6

” (Texto [1] p. 247).
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En el texto [A], como sustitucion del diagrama de Venn, dentro del capitulo de
probabilidad, hemos encontrado tres tablas, una en el apartado de las propiedades de las
frecuencias y otras dos en el apartado de probabilidad condicional, como se ve en el siguiente
ejemplo, de la pagina 46:

Figura 4.4.4.
i
B n, n,

Graficos estadisticos

Al analizar los graficos estadisticos nos hemos limitado a los que aparecen concretamente
en el tema de probabilidad o bien se usan para describir la distribucion de una variable aleatoria
en el tema de estadistica. No hemos considerado la variedad de graficos que se presentan en el
tema de estadistica con relacion a las variables estadisticas que es mucho mayor.

Un primer tipo de grafico encontrado es el diagrama de barras. Este tipo de gréaficos es
usado tanto en relacion con las frecuencias relativas o con las probabilidades, como en el caso
siguiente del texto [I], pagina 229:

.
Figura 4.4.5.
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Vemos en este ejemplo que, sin embargo, los graficos presentados podrian inducir a
confusion al alumno. En este ejemplo no esta claro si se trata de un grafico de barras o un
histograma, puesto que las barras no guardan separacion. Puesto que la variable es discreta, los
valores intermedios entre las diferentes puntuaciones del dado no pueden aparecer, mientras que
la grafica podria inducir a pensar en tal posibilidad.

También hemos encontrado grdficos de lineas en conexion con la representacion de la
frecuencia relativa y su variabilidad en una serie acumulada de experimentos, como se muestra en
el siguiente ejemplo del texto [I], pagina 235, en el que este grafico se emplea para destacar la
idea de convergencia de la frecuencia relativa a la probabilidad tedrica, asi como las oscilaciones
de esta frecuencia alrededor de este valor tedrico de la probabilidad.
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En el texto [A], dentro del capitulo de estadistica, pero relacionado con la variable
aleatoria, aparecen dos diagramas de barras, uno para representar la distribucion de frecuencias
relativas y otro para representar la distribucion de probabilidad, como se muestra en el siguiente

ejemplo:
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Figura 4.4.7.

Fotografias e ilustraciones
Los libros de texto incorporan con frecuencia fotografias e ilustraciones que hagan mas

atractivo su contenido a los alumnos. Love y Pimm (1996) indican que el énfasis creciente en el
material fotografico en los libros puede ser debido a razones comerciales. La fotografia se refiere
siempre a un objeto real, que ha tenido existencia, lo que a veces hace que no se distinga la
fotografia de su referente. Podemos clasificarlos en diferentes tipos:
Las fotografias de matematicos o estadisticos relacionados con el célculo de
probabilidades o bien de retratos de los mismos, generalmente acompafiando a una breve reseiia
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historica en que se indique la contribucion de dicha persona al tema que se esta trabajando. Por
ejemplo en el texto [I], pagina 223, encontramos la siguiente referencia al trabajo de Pascal, junto
con la ilustracion que reproducimos a continuacion:

"En 1654 Blas Pascal, un matemdtico francés sobre cuya vida puedes leer algo en la pagina
siguiente, hacia un viaje en comparia de un jugador mas o menos profesional: el caballero de Meré.
Este propuso entonces un problema que a Pascal le interesé mucho. Sin que ninguno e los dos lo
supiera era esencialmente el mismo problema que habia interesado tanto a Pacioli, Tartaglia y

Cardano un siglo antes.

Figura 4.4.8.

Sigue a continuacion una version simplificada del problema, junto con la referencia a
Fermat y a la contribucién de ambos al nacimiento del calculo de probabilidades.

Otras fotografias se usan para contextualizar los enunciados de problemas, o descripcion
de propiedades de conceptos matematicos o de sus aplicaciones, aunque no son estrictamente
necesarias, pero sin duda pretende evocar la situacion en la imaginacion del alumno, como en el
siguiente ejemplo del texto [I], pagina 255, que se incluye cuando se describen las "chances"
(posibilidades) de un suceso, y se situa su utilidad especialmente en el mundo de las apuestas.

Figura 4.4.9.

Las ilustraciones presentadas suelen usarse para evocar una situacion propuesta en un
ejemplo o ejercicio, como en el caso siguiente en el texto [I], pagina 227:
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Figura 4.4.10.

O bien sirve para proponer una actividad practica, como en el tablero presentado para un
juego en el texto [I], pagina 242:
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Figura 4.4.11.
En el texto [A], no aparece ninguna fotografia ni ilustracion.

Conclusiones

De la comparacion del contenido de la tabla 4.4.2 observamos, en primer lugar, una
variedad de representaciones empleadas en los libros de texto con diversas finalidades:
Representar conceptos, proporcionar o registrar datos; herramienta heuristica o de calculo para
resolver problemas o herramienta didactica para mostrar propiedades de los conceptos.

Estas representaciones tienen, sin embargo, convenios implicitos de construccion e
interpretacion que el alumno debe conocer. Por un lado, esto podria llevar a un "deslizamiento
metadidactico", si el estudio de tales representaciones (especialmente las que no tienen un uso
inmediato en la practica matematica) constituye un fin en si mismo, quitando tiempo al estudio de
los mismos conceptos y de sus aplicaciones. Por otro lado, no hay que olvidar que las
investigaciones de Curcio (1987) muestran la dificultad generalizada de los estudiantes para
interpretar los graficos estadisticos a un nivel mas alla de la pura lectura literal de los datos.

Las diferencias entre los dos textos son de nuevo visibles. Es notable como el texto [A]
no presenta graficos o tablas estadisticas dentro del tema de la probabilidad. Sin embargo, no es
sorprendente, pues ya hemos analizado la separacion que hace de estos dos temas y la no
presencia de la concepcidn frecuencial de la probabilidad en este libro de texto.

Es muy escaso también el uso que se hace del diagrama en arbol (aunque si esta presente)
en ambos libros. En el caso del texto [A] ademas se pierde la ocasion del conectar el diagrama en
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arbol con el célculo de probabilidades en experimentos compuestos, aunque si se hace con el
espacio muestral de dicho experimento. Ahora bien, pensamos que es una pena no aprovechar
esta herramienta didactica que permite visualizar la estructura del experimento compuesto y dota
al alumno de una herramienta heuristica de resolucion de problemas de probabilidad compuesta, a
la vez que contribuye a reforzar su razonamiento combinatorio.

4.6. CONCLUSIONES SOBRE LOS ELEMENTOS DE SIGNIFICADO
REPRESENTACIONALES EN LOS DOS LIBROS DE TEXTO ANALIZADOS

En este capitulo hemos analizado los recursos notacionales empleados en dos de los
libros de texto para evocar en el alumno los conceptos y la fenomenologia asociada a los mismos,
o como instrumento de célculo. Hemos dividido el analisis en tres apartados. A continuacion
destacamos las principales conclusiones en cada uno de ellos.

Vocabulario empleado

Hemos analizado las palabras y expresiones usadas en los libros para denotar cada uno
de los conceptos estudiados, asi como las situaciones problematicas asociadas.

Una primera consecuencia es la riqueza de este vocabulario, que se pone de manifiesto en
las tablas incluidas en la seccion 4.3. Asi mismo se aprecia una clara diferencia en la variedad de
vocabulario en ambos libros, siendo mucho mayor en el texto [I] en todos los conceptos, salvo en
el de espacio muestral y sucesos. Observamos también una mayor presencia de términos formales
en el texto [A]. Estos son palabras o expresiones que no suelen utilizarse en el lenguaje ordinario
y que son introducidos con la finalidad especifica de referenciar conceptos abstractos. Como

29 C¢ 2% ¢

ejemplos citamos los términos, “aleatorio”, “espacio de sucesos”, “subconjunto”, o “distribucion
de probabilidad”.

Sin embargo, estas palabras y expresiones especificas son minoria siendo lo mas
frecuente que se use el vocabulario ya conocido por el alumno, dotdndole ahora de nuevo
significado. Este significado especifico, no obstante queda implicito la mayoria de las veces,
pudiendo dar lugar a interpretaciones inadecuadas por parte de los alumnos.

Notacion simbdlica

La notacion simbolica empleada en el tema de probabilidad es muy variada e incluso
compleja con relacion al nivel de ensefianza. Hemos identificado entre otros el uso de fracciones y
decimales, notacion algebraica y funcional, notacion conjuntista, mres ordenados, subindices y
superindices.

Esta notacion se mezcla con frecuencia en un mismo enunciado o se usa en forma
inconsistente. En otro caso la notacion simbolica sirve para recordar procedimientos de célculo,
tal como la regla de Laplace. El alumno debera dominar estas diferentes notaciones para poder
comprender a qué se refiere el profesor cuando enuncia una propiedad, plantea o resuelve un
problema usando esta notacion.

El aprendizaje de los conceptos implica el aprendizaje de los simbolos que usamos para
representarlos, pues estos son objetos ostensivos y sélo con ellos podemos evocar los conceptos
en las mentes de los alumnos.
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Ahora bien, vemos que la notacién es muy compleja, por su variedad, porque con
frecuencia remite a otros conceptos que podrian no ser totalmente dominados por los alumnos vy,
sobre todo, porque la notacion no siempre se usa consistente y adecuadamente.

La ambigiiedad de la notacion se suma a la ambigiiedad del lenguaje, como hemos visto
en el caso del condicionamiento.

Asimismo se observa la diversidad de la notacion entre los dos libros analizados, que
podria contribuir a presentar a los alumnos un significado diferenciado para un mismo concepto y
unos mismos objetivos educativos fijados en las directrices curriculares.

Otras representaciones

Ademas del vocabulario y la notacion simbolica aparecen en los libros representaciones
tabulares, graficas e iconicas, asi como fotografias e ilustraciones que se emplean para evocar
conceptos abstractos o situaciones problematicas. También sirven para mostrar los pasos
necesarios en la resolucion de un problema y realizarlos efectivamente.

De la comparacion del contenido de la tabla 4.4.2 observamos en primer lugar, una
variedad de representaciones empleadas en los libros de texto con diversas finalidades:
Representar conceptos, proporcionar o registrar datos; herramienta heuristica y operatoria para
resolver problemas o herramienta didactica para mostrar propiedades de los conceptos.

Estas representaciones tienen, sin embargo, convenios implicitos de construccion e
interpretacion que el alumno debe conocer. Por un lado, esto podria llevar a un "deslizamiento
metadidactico”, si el estudio de tales representaciones (especialmente las que no tienen un uso
inmediato en la practica matematica) constituye un fin en si mismo, quitando tiempo al estudio de
los mismos conceptos y de sus aplicaciones. Por otro lado, no hay que olvidar que las
investigaciones de Curcio (1987) muestran la dificultad generalizada de los estudiantes para
interpretar los graficos estadisticos a un nivel mas alla de la pura lectura literal de los datos.

Las diferencias entre los dos textos son de nuevo visibles. Es notable como el texto [A]
no presenta graficos o tablas estadisticas dentro del tema de la probabilidad. Sin embargo, no es
sorprendente, pues ya hemos comentado la separacion que hace de estos dos temas y la no
presencia de la concepcion frecuencial de la probabilidad en este libro de texto.

Es muy escaso también el uso que se hace del diagrama en arbol (aunque si esta presente)
en ambos libros. En el caso del texto [A] ademas se pierde la ocasion del conectar el diagrama en
arbol con el calculo de probabilidades en experimentos compuestos, aunque si se hace con el
espacio muestral de dicho experimento. Ahora bien, pensamos que es una pena no aprovechar
esta herramienta didactica que permite visualizar la estructura del experimento compuesto y dota
al alumno de una herramienta heuristica de resolucion de problemas de probabilidad compuesta, a
la vez que contribuye a reforzar su razonamiento combinatorio.
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CONCLUSIONES GENERALES

En esta investigacion hemos abordado el estudio de la presentacion de los conceptos
probabilisticos elementales en los textos de bachillerato, desde un doble punto de vista tedrico y
experimental.

Desde el punto de vista teorico, nuestro trabajo pretende contribuir a mostrar un ejemplo
de aplicacion de la teorizacion de Godino y Batanero (1994; 1997) sobre el caracter sistémico
del significado de los conceptos matematicos, y los tipos de elementos que lo componen, asi
como sobre las dimensiones institucional y personal del conocimiento. El analisis de las tipologias
de elementos de significado para cada uno de los conceptos analizados, la comparacion de su
presencia o ausencia en los libros de texto o de los matices especificos con que se presentan
permite mostrar la diversidad de significados que, sobre un mismo concepto, presentan diferentes
libros de texto, incluso en un mismo nivel de ensefianza.

Desde el punto & vista experimental, hemos llevado a cabo un andlisis detallado de la
presentacion del tema de probabilidad en una muestra de libros de texto que consideramos
representativa de los textos de bachillerato publicados en el periodo 1975-1991. El estudio se ha
llevado a cabo a dos niveles: Un primer andlisis de tipo cualitativo se ha realizado en el total de
libros en la muestra sobre los elementos intensionales y extensionales del significado identificados
en el estudio tedrico. Posteriormente se complementa con un estudio cuantitativo de las variables
de tarea en los ejercicios y ejemplos en dos de los libros de texto, asi como un estudio cualitativo
de los elementos de significado representacionales incluidos en estos dos libros de texto.

En lo que sigue presentamos una sintesis de las principales conclusiones, que han sido
discutidas con detalle a lo largo de los capitulos, asi como las principales aportaciones de nuestro
estudio y sus implicaciones educativas, asi como lineas de investigacion abiertas.

Aportaciones del estudio

Como hemos indicado una primera finalidad del estudio era analizar los conceptos teoricos
presentados por Godino y Batanero (1994; 1997) y estudiar su posible aplicabilidad al analisis de
libros de textos. Una primera aportacion del estudio es precisamente este estudio de tipo tedrico,
asi como la lista de elementos de significado, en sus diversas tipologias que se han identificado
para cada uno de los conceptos probabilisticos elementales.

Esta categorizacion de los elementos de significado ha sido la base para la categorizacion
de las unidades de andlisis de los textos, base del método de andlisis empleado en la tesis
doctoral. Por otra parte creemos que puede tener una aplicacion directa como guia en el analisis
de otros libros de €xto, en la construccion de instrumentos de evaluacion del razonamiento
probabilistico y en el disefio de unidades didacticas para la ensefianza de los mencionados
conceptos.

También el estudio empirico realizado de los libros de texto proporciona datos sobre el
significado institucional presentado en el nivel dado de ensefianza y su variabilidad. En este sentido
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contribuye a caracterizar el resultado de la transposicion didactica de los conceptos
probabilisticos para la ensefianza secundaria. Nuestro estudio pone de relieve los puntos que han
sido tratados en forma mas completa, asi como aquellos otros en los que se ponen de manifiesto
sesgos y limitaciones en su presentacion.

La caracterizacion de las variables de tarea en los problemas probabilisticos elementales,
asi como de sus posibles valores puede ser la base para la iniciacion de trabajos de investigacion
sobre resolucién de problemas en el campo de la probabilidad. El estudio empirico de la
distribucion de estas variables en los diversos tipos de probkmas y su comparacion en dos libros
de texto es un nuevo elemento que permite comparar el significado del tema presentado a los
alumnos con el que, a nuestro juicio, seria deseable para este nivel de ensefianza y edades de los
alumnos.

El estudio realizado sobre los libros de texto es el principal foco de interés de nuestro
trabajo, por la importancia que a los libros de texto se ha dado dentro de la ensefianza, en
general, y de la enseflanza de la matematica en particular. En este sentido, nuestro estado de la
cuestion sobre investigaciones en torno al libro de texto es otro resultado del trabajo que puede
contribuir a interesar a otros investigadores por la problematica del analisis de los libros de texto.

Asimismo el analisis del marco curricular en el que se desarrolla la ensefianza secundaria
en el periodo estudiado, asi como de las corrientes de reforma previas en las que se apoya y las
que aparecen a lo largo del periodo y producen su paso a una nueva etapa en la historia educativa
de nuestro pais, pueden ser de utilidad para futuras investigaciones. Finalmente resaltamos la
aportacion metodologica que suponen las variables utilizadas y el proceso seguido en el analisis de
los libros de texto.

Discusion de las hipétesis de investigacion

En la Seccion 1.5, dedicada a la presentacion de la metodologia discutiamos las hipétesis
de investigacion (Seccion 1.5.5.), entendiendo como tales las expectativas iniciales de nuestro
trabajo. Un segundo punto de reflexion lo constituye las conclusiones obtenidas respecto a las
citadas hipotesis. La primera de ellas hacia referencia a la complejidad del significado de los
conceptos presentados a los alumnos de bachillerato, incluso aunque los textos se dirigen a
alumnos que inician su aprendizaje de la probabilidad.

HI: El significado de los conceptos probabilisticos elementales mostrado en los libros de
texto tiene un caracter complejo, debido a la interrelacion entre los diferentes conceptos, lo
que hace dificil la secuenciacion de su ensefianza.

Creemos que nuestro estudio aporta datos suficientes para avalar esta expectativa. Por un
lado, las listas de elementos de significado intensionales, extensionales y representacionales
producidas en nuestro trabajo ponen de manifiesto la complejidad que implica la comprension o
captacion de cada uno de estos elementos, asi como de sus relaciones mutuas. Es dificil, por otro
lado, seleccionar cudles de estos elementos deben ser introducidos en primer lugar, asi como
disenar actividades adecuadas para la (re) construccion de los mismos por parte de los alumnos y
secuenciarlas adecuadamente.

En consecuencia, nuestro analisis pone de manifiesto la dificultad de la tarea de desarrollo
curricular y planificacion de la accion didéctica en este campo especifico. Creemos necesaria una
mayor labor de investigacion y de cooperacion con los equipos de profesores por parte de los
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investigadores en educacion estadistica.
A continuacion discutimos el resto de las hipétesis que tienen un caracter mas especifico.

H2: Hay una gran variabilidad en el significado que, para los diferentes conceptos
probabilisticos, presentan los libros de texto de un mismo nivel de ensenianza.

Esta hipotesis se ha visto apoyada por los resultados de cada uno de los capitulos y el
andlisis de cada uno de los conceptos elementales. A lo largo de la tesis hemos venido
presentando datos detallados, tanto cuantitativos como cualitativos, que indican la diferencia en la
presentacion teorica, practica, ¢ incluso en los sistemas de representacion empleados para los
diversos conceptos. Puesto que seria muy detallado volver a enumerar aqui todas las diferencias
encontradas, remitimos al lector a las conclusiones parciales de las diferentes secciones de los
capitulos 2, 3 y 4.

H3: Aunque las diversas concepciones de la probabilidad se presentan desde un
punto de vista intensional, las actividades propuestas a los alumnos se orientan casi
exclusivamente a la concepcion laplaciana y formal de este concepto.

Esta hipdtesis se ha visto confirmada sélo parcialmente. En el andlisis de la presentacion
tedrica del concepto de probabilidad han sido dos las concepciones de probabilidad que se
presentan con generalidad en todos los libros de texto. Son la concepcion clasica (regla de
Laplace) y la concepcion frecuencial (la probabilidad como limite de las frecuencias relativas).
Tan solo en algunos casos se presenta la concepcion subjetiva de la probabilidad y también en
una parte importante de los libros de texto incluye la definicion axiomatica o concepcion formal de
la probabilidad.

Desde el punto de vista practico, sin embargo, la inica concepcion presentada, salvo muy
raros ejemplos en alguin libro, es la concepcion laplaciana. Se propone como actividad casi
exclusiva el calculo en experimentos aleatorios donde sea aplicable el principio de indiferencia y
en donde deba emplearse un razonamiento combinatorio. En los pocos casos en que propone a
los alumnos la recogida de datos experimentales para obtener una estimacion frecuencial de la
probabilidad, seria posible aplicar la regla de laplace. No constituyen estas actividades, por
tanto, verdaderas situaciones que hagan necesaria la concepcion frecuencial de la probabilidad.
Lo mismo ocurre con la concepcion subjetiva y tampoco hay un analisis de los casos en que se
pueda o no se pueda aplicar las diferentes concepciones.

H4: La fenomenologia de la probabilidad presentada al alumno en los textos esta sesgada
hacia el campo de los juegos de azar, sin mostrar la relevancia y aplicabilidad real del
tema.

Esta hipdtesis se ve especialmente confirmada en el analisis de los ejemplos y ejercicios.
El principal contexto empleado es el de juegos de azar, y s6lo aparecen escasos ejemplos de
aplicacion en biologia, fisica y otros contextos. Asimismo los espacios muestrales usados se
restringen a experimentos aleatorios con un numero finito e sucesos equiprobables, que son
prototipicos de los juegos de azar.

H5: Existen convenios implicitos en el vocabulario usado en la presentacion del tema de
probabilidad a los alumnos
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En el capitulo 4 hemos amlizado el vocabulario especifico asociado a los diversos
conceptos probabilisticos en los libros de texto, asi como los matices especificos dados a
términos del lenguaje cotidiano, cuando se emplean en el estudio de la probabilidad. Hemos
mostrado también la existencia de convenios implicitos para su interpretacion, lo que podria
constituir una dificultad para la comprension de los conceptos por parte del alumno.

H6: La notacion empleada en el trabajo con conceptos probabilisticos no siempre es
consistente con la notacion empleada por los alumnos en otras ramas de las matematicas

En el capitulo 4 hemos encontrado una notacion muy variada en el tema de probabilidad,
que incluye la notacion decimal, desigualdades, fracciones numéricas y algebraicas, letras,
simbologia conjuntista, notacion cartesiana, subindices y superindices, parametros y notacion
funcional. Sin embargo la notaciéon no siempre se usa consistentemente con la empleada en otros
temas, y ni siquiera dentro de la misma unidad didéctica. Consideramos que ello amplia la
dificultad del tema para el alumno.

H7: En el tema de probabilidad se incluye una variedad de representaciones tabulares
graficas e icomicas cuya interpretacion requiere con frecuencia de conocimientos no
especificos del tema, por parte de los alumnos.

Finalmente, en el mismo capitulo hemos mostrado la variedad de representaciones
graficas, tabulares e iconicas de los libros en el tema de probabilidad. Algunos de los graficos o
tablas requieren un conocimiento, por parte del alumno de los convenios de construccion o de
conceptos asociados que no son explicitados. Por otro lado, se emplean representaciones
aparentemente similares para fines diferentes. Por ejemplo una tabla de formato parecido puede
servir como tabla de frecuencias, tabla de datos o tabla auxiliar de calculo. En consecuencia se
muestra de nuevo la complejidad del significado de los conceptos probabilisticos para el nivel de
ensenanza dado.

Implicaciones didacticas

Las principales implicaciones para la ensefianza se derivan de las conclusiones obtenidas
respecto a las hipdtesis de investigacion. Los conceptos probabilisticos presentan una gran
complejidad incluso para un nivel introductorio. Para cada uno de ellos hemos identificado
diferentes propiedades intensionales que el alumno debiera adquirir gradualmente, asi como una
serie de actividades que posibilitarian dicha construccion. Es necesaria una gran labor de disefio
curricular para planificar una secuencia graduada de tales actividades que lleven progresivamente
a la construccion de los conceptos. Asimismo serd necesario presentar escalonadamente el
lenguaje, notacion y representaciones diversas de estos conceptos.

En consecuencia, la principal conclusion didactica es la necesidad de graduar a lo largo
del tiempo la introduccion y aprendizaje de la probabilidad. Seria preciso comenzar la ensefianza
desde una edad temprana y prolongarla a lo largo de toda la etapa secundaria, para poder
estudiar los diversos conceptos sucesivamente, con niveles crecientes de complejidad, siguiendo
la idea de curriculum en espiral.

Otro aspecto puesto de manifiesto es la dificultad de la tarea de evaluacion, que deberia
tener en cuenta los diversos elementos del significado de los conceptos. Es importante también
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que la investigacion didéctica contribuya a facilitar esta tarea del profesor, proporcionandoles
instrumentos adecuados o al menos criterios para su construccion.

Algunas lineas de investigacion abiertas

Nuestro trabajo muestra el interés de continuar la investigacion sobre los libros de texto
de matematicas. El analisis del significado presentado en los libros de texto para diferentes niveles
educativos y distintos conceptos puede ser continuado, siguiendo el modelo metodoldgico y
tedrico usado en nuestra investigacion.

En primer lugar, nuestro estudio se centra unicamente en un tema (la probabilidad), un
nivel escolar (primer curso de bachillerato), y un periodo de tiempo (1975-91). Es claro que cada
uno de estos parametros puede ser cambiado y dar lugar a un estudio complementario del
nuestro. Ademas, sobre los mismos libros y contenido, podria ampliarse el estudio incluyendo
aspectos tales, como la estructura del texto, la estructura del tema, la relacion que guarda con
otros temas, extension que se dedica al mismo, etc.

Podriamos completar el estudio estadistico comparativo de los dos textos, con el de otros
del mismo nivel y plan de estudio o bien realizar una comparacion entre niveles o entre periodos
historicos. En particular la lista de elementos de significado elaborada puede servir de base para la
evaluacion de los libros de texto producidos para la nueva reforma educativa y para la
comparacion del cambio realmente producido con los objetivos pretendidos por la reforma. Por
supuesto es de esperar que otras investigacio nes amplien la lista de dichos elementos, teniendo en
cuenta la presencia en los nuevos libros de texto de actividades basadas en las nuevas
tecnologias.
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ANEXO I: TEXTOS EMPLEADOS EN EL ESTUDIO

[A]:Valdés, J. y Marsinyach, S. (1975). Matematicas Bachillerato 1° Ed.Brufio. Madrid
[B]: Pérez, J. M. (1977). Matematicas BUP 1. Ed. Everest. Leon.

[C]: Etayo, J. y Colera, J. (1978). Matematicas 1°. Ed. Anaya. Salamanca.

[D]: Lazcano, I. y Barolo, P. (1980). Matematicas 1° BUP. Ed. Edelvives. Zaragoza

[E]: Pefia, J. y Taniguchi, P. (1981). Matematicas Bachillerato 1°. Ed. Magisterio Espafiol.
Coslada, Madrid.

[F]: Caruncho, J.; Gutiérrez, M. y Gil, J. (1985). Matematicas . BUP 1°. Ed. Santillana. Madrid.

[G]: Negro, A. y Pérez, S. (1986). Matematicas, 1° BUP. Ed. Alhambra. Madrid. Reimpresion
1986.

[H]: Compostela, B.; Gonzalez, A. y otros. (1987). Matematicas 1° BUP. Ed. AKAL. Madrid.

[I]: Guzman, M.; Colera, J. y Salvador, A. (1988). Matematicas, Bachillerato 1°, Ed. Anaya.
Madrid.

[J]: Alvarez, F.y Garcia, C. (1990, 1° Ed.). FACTOR- 1. BUP 1° Ed. Vicens- Vives.
Barcelona.

[K]: Vizmanos, J. R.; Anzola, M. y Primo, A. (1991): FUNCIONES 1. MATEMATICAS 1°
BUP. Ed. SM. Madrid.
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