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Resumen

Este trabajo es la base de una posterior tesis, que se halla ya en estado avanzado,
que aborda el analisis de libros de texto y de comprension por parte de los estudiantes
de las medidas de dispersion. Este trabajo analiza las diferentes definiciones existentes
sobre variabilidad aleatoria, plantea un breve resumen del marco teérico a utilizar en la
tesis y trata de resumir las principales investigaciones realizadas en el campo de la
variabilidad aleatoria estadistica.

Abstract

This work is the basis of a later Ph. D. thesis, which is already in an advanced
state, and it deals with the analysis of textbooks and students' understanding of spread
measurements. This work analyzes the different existing definitions of statistical
variability, presents a summary of the theoretical framework to be used in the thesis and

tries to summarize the main research carried out in the field of statistical variability.



Introduccion

Las ideas de variabilidad y dispersion revisten una gran importancia en la
estadistica, pues dotan a esta ciencia de su razon de ser y pueden ser abordadas, tanto
desde la estadistica descriptiva, como de la probabilidad y la inferencia. Tanto Wild y
Pfannkuch (1999), como Moore (1990) incluyen la percepcion de la variabilidad

aleatoria como componentes esenciales del razonamiento estadistico.

Las medidas de dispersion son, ademas, esenciales en una distribucion de datos,
complementando a las de posicion central, al caracterizar la variabilidad de los datos
respecto a las mismas. Como sugieren Batanero, Gonzalez- Ruiz, Lopez-Martin y
Contreras (2015), es importante que los estudiantes las comprendan y diferencien las
relacionadas con la distribucién de datos, la distribucion de probabilidad y la

distribucién muestral.

A pesar de su importancia, la investigacion didactica sobre la comprensién de la
variabilidad y la dispersion es relativamente escasa, en comparacion con la existente
respecto a las ideas de centro y medidas de posicion central. Por este motivo me interesé
en comenzar una linea de investigacion al respecto, que desembocara en un estudio del
tema en los libros de texto y otro estudio de evaluacion amplio de la comprension de

estas ideas en estudiantes de educacién secundaria y se concretara en una tesis doctoral.

La finalidad del este trabajo fin de Master es realizar una sintesis de la
investigacion didactica relacionada con este tema, que sirva de fundamento para la
futura tesis doctoral, ya avanzada. Para llevarla a cabo se ha realizado una extensa
consulta, estudio, andlisis y sintesis de dicha investigacion, clasificandola vy

resumiéndola en esta memoria, que se organiza en los siguientes capitulos:

En el primero de ellos se comienza justificando el interés de realizar este trabajo
de sintesis, se presenta una sintesis de la evolucion historica de estos conceptos, se
analizan los contenidos curriculares relacionados con las ideas de variabilidad y

dispersion y se presentan los objetivos del trabajo.

El segundo capitulo expone en forma resumida algunas ideas de nuestro marco
tedrico que es el enfoque ontosemidtico que consideramos de interés para nuestro

trabajo actual y nuestra futura tesis doctoral.

En el tercer capitulo se presenta el trabajo de sintesis de la investigacion previa

que se organiza a través de los significados de la dispersion, aportando a su vez estudios
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sobre la percepcion y las concepciones de estudiantes y futuros profesores de las
medidas de dispersion.

Agradecimientos: Este trabajo se financia con el proyecto EDU2016-74848-P.



Capitulo 1. El problema de investigacién

1.1. Introduccién

En este capitulo vamos a describir nuestro objeto de estudio, la dispersion y la
forma en la que la medimos, lo que haremos desde varias perspectivas, semantica,
historica y social. En consecuencia, estudiaremos los significados institucionales, tanto
de referencia como pretendido en la ensefianza, haciendo unos breves apuntes en ambos
y entendidos en el sentido de nuestro marco tedrico que se describe en el capitulo 2.
Finalmente plantearemos los objetivos e hipotesis de investigacion y la metodologia que

utilizaremos.

1.2. El objeto de estudio

En primer lugar, vamos a analizar el concepto de dispersion desde dos
perspectivas, una dependiente de su significado en el lenguaje ordinario y en estadistica
y otra dependiente de su evolucion historica.

Pero antes de entrar en ese andlisis haremos una introduccion general sobre el
concepto. La dispersién se relaciona y a veces se toma como sinénimo en la literatura
con los conceptos de desviacion y variacion. Esto aporta matices sobre el analisis que
haremos a continuacién. Ademas, podemos encontrarla en varios ambitos, como error
intrinseco en un proceso de medida, como variacion con respecto a la media en una
muestra estadistica 0 como variacion con respecto a la media en una distribucion de
probabilidad.

1.2.1. Las nociones de variabilidad estadistica y dispersion

Comenzamos analizando el significado habitual de los términos que atafien a
nuestro analisis. Para ello indicamos los significados que nos da el diccionario de la
R.A.E. que difieren algo del sentido matematico. Por ejemplo, en estadistica un
conjunto de elementos seria una muestra y la variacion seria una propiedad de ella; en

concreto la diferencia entre sus elementos.

Dispersion: 1. f. Mat. Distribucién estadistica de un conjunto de valores.

Variacién: 1. f. Mat. Cada uno de los subconjuntos del mismo nimero de elementos de un
conjunto dado, que difieren entre si por algin elemento o por el orden de estos.

Desviacion: 1. f. Mat. Diferencia entre la medida de una magnitud y el valor de referencia.
(«Real Academia Espafiola de la Lengua», 2015)



Vemos que tenemos tres términos diferentes en espafiol para estos conceptos que
son diferentes, sin embargo, en gran parte de la literatura anglosajona se manejan como
equivalentes, aunque matematicamente los podemos diferenciar. La variaciéon es el
concepto méas amplio, pues se puede referir a las diferencias existentes entre los valores
de una variable determinista en analisis; es decir, no es exclusiva de la estadistica,
mientras si lo son los de desviacién y dispersion. Por medio de la desviacion
entendemos la variacién de un valor particular (es decir, la diferencia entre un dato y su
media o la diferencia de un punto respecto a la recta de regresion); mientras que por
dispersion entendemos la variabilidad respecto a una medida de posicién central (o
respecto a un modelo, en general) de una distribucion de datos o de probabilidad.

Para buscar los diferentes significados en inglés, vamos a analizar el significado
de los términos ingleses spread, deviation y variation en el diccionario OXFORD.

Spread (dispersién): 1. Rango de variacion de algo, por ejemplo, “amplia dispersién de edades”
Deviation (desviacién): La cantidad que difiere el valor de una medida individual de un valor
fijo llamado media.

Variation (variacién): Un cambio en el valor de una funcién debido a pequefios cambios en el
argumento o argumentos de esta (Simpson y Weiner, 2016).

Por tanto, en inglés los términos “deviation” y *“variation” coinciden con el
significado matematico que hemos descrito, mientras puede haber algo de confusién
con el término “spread” que podria hacer referencia al rango, aunque su significado es
mas amplio, pues el rango es sélo una medida especifica de dispersion.

Existen otras definiciones en la literatura que podemos emplear, por ejemplo,
podemos definir la desviacion como “la diferencia entre el valor observado y el
verdadero valor del fendmeno en cuestion” (Hald, 1998, p.33). Ademas, en la literatura
de educacion estadistica se utilizan otros términos como “variability” que analizo a

continuacion y tampoco es exclusivo de la estadistica:

Variability (variabilidad):1. El hecho de que algo puede variar. Ej. La variabilidad del clima o un
grado de variabilidad en el tipo de cambio (Simpson y Weiner, 2016).

El uso de estos términos en la bibliografia de educacion estadistica no esta claro
y varios autores toman posiciones diferentes que se han intentado clarificar a lo largo
del tiempo en diferentes articulos. En espafiol esta diferencia no es tan significativa, de
esta manera nos indican Estepa y Ortega (2006) “podemos decir, sin creer
equivocarnos, que el uso indistinto de “variabilidad”, “dispersion” y “variacion” es
también una constante en la literatura en espafiol.” (p. 174) Lo mismo sucede en lengua

inglesa, produciéndose un abuso como nos indican Ben-Zvi y Garfield, (2004a).
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En la literatura espafiola e inglesa se intercambian los significados de estos
conceptos, lo que es incorrecto. Como nos indican Makar y Confrey (2005), el término
variacion “en los estudios de investigacion se considera como evidente, con un
significado de sentido comun, y se deja sin definir” (p. 28).

Reading y Shaughnessy (2004) nos dan una primera definicion de ambos
términos, “variaciéon es un nombre usado para describir el acto de variar o de condicién
cambiante, y variabilidad es una forma nominal del adjetivo variable, lo que significa
que algo es propenso o tendente a variar o cambiar” (p. 201), profundizando maés
adelante, “el término variabilidad serd entendido como la caracteristica de una entidad
que es observable, y el término variacion para referirse a la descripcion o medida de
esta caracteristica” (Reading y Shaughnessy, 2004, p.202).

Una de las definiciones que preferimos es la de Phatak y Robinson (2005),
“usamos la palabra variabilidad para describir una situacion en la cual las observaciones
o0 las medidas deberian ser las mismas, pero no lo son” ( p. 1).

Respecto a la dispersion, en inglés existe una discusion de indole léxica acerca
de los vocablos que serian equivalentes, que son “spread” y “dispersion.” En Kaplan,
Fisher y Rogness (2009) y Kaplan, Rogness y Fisher (2012) se analiza este hecho,
especialmente en el segundo donde nos dan las siguientes tres razones para el abandono

del término “spread” como sinénimo de “variability”,

(1) “spread” ya tiene una multiplicidad de significados y sélo algunos de ellos relacionados con
la dispersion; (2) el conocimiento previo del estudiante de la palabra “spread” estd unida més
cercanamente a significados que producen malentendidos y conceptos erréneos; y (3) los
estudiantes no demuestran comprender la palabra “spread” al final de un curso estadistico de un
semestre (p. 57).

Los motivos aducidos son: la polisemia ya que el término “spread” cuenta con al
menos 25 significados en el diccionario Oxford (Kaplan et al., 2012), los conocimientos
previos y la persistencia de esos conocimientos previos. El autor sugiere que la mejor
salida para evitar posibles problemas de comprension por parte del alumnado es el
empleo del término “variability” como sin6nimo de los términos “spread” vy
“dispersion” Puesto que en castellano no tenemos este problema de polisemia,
diferenciamos en lo que sigue la dispersion como concepto estadistico, de la
variabilidad que es mas amplia que el anterior pues puede ser determinista y aleatoria.



1.2.2. Evolucion a lo largo de la historia

Una vez analizados los posibles matices y significados que nos encontramos y
fijado un punto de partida lo primero que nos podemos preguntar es ;,cOmo y cuando
comienza el hombre el estudio matematico de los conceptos de variabilidad aleatoria y
dispersion? Eso quizé es sencillo de contestar, pero no lo es tanto si preguntamos ¢y
coémo decidi6 cuantificarlo? A estas preguntas trataremos de dar respuesta durante este
apartado.

Los primeros que se encontraron con este problema son los babilonios hace 2300
afios, en sus estudios de la noche estrellada, cuando trataban de posicionar algunos
objetos celestes. Puede que se encontraran antes con este problema muy posiblemente
en la agrimensura también, al no ser las herramientas de medida homogéneas y no
existir un patrén, personas diferentes o una misma persona tomaria medidas diferentes y
tendrian que buscar un criterio para resolver estas disputas, pero esto no esta
documentado y quiza s6lo sean suposiciones de quien esto escribe.

Por otra parte, entre los afios 500 y 300 a.C. los astronomos babilonios
desarrollaron teorias que predecian el movimiento del sol y otros astros, pero para los
parametros basicos necesitaban una correlacion entre observacion y prediccion y aqui
surge el problema del estudio de la variabilidad. En Pearson, Kendall y Plackett, (1970)
se analiza como de este problema surge la media, pero derivado del problema de la
media surge el concepto de dispersién, ya que es necesario calcular la media cuando
tenemos diversas medidas de un mismo hecho que no dan el mismo valor. De los
babilonios s6lo sabemos que se encontraron con el problema, pero la historia que nos
llega de ellos a través de las piedras con escritura cuneiforme no nos da informacion
acerca de como lo resolvieron.

En el mismo articulo nos presentan también el caso de Hiparco, que investigaba
el paso del Sol por un punto durante el solsticio y descubri6 desigualdades y entonces se
cuestiono sobre si el afio tropical es constante o no. Sin embargo, él tenia en cuenta su
error en la medida, que cuantific6 como 1/4 de dia; para esto utilizé el semi — rango de
sus observaciones, en las que él fijaba una variacion maxima de un cuarto de dia
(Pearson et al.,, 1970). Como podemos ver utilizd una medida de la dispersion para
caracterizar su error, ya que se percaté de que no obtenia la misma medida en cada
ocasion y que esto no dependia en si del hecho de que el Sol no pasase por el mismo
punto, sino de la inexactitud de sus herramientas de medida.



Sin embargo, no es hasta el afio 1600, en el que Galileo (1564 — 1642) hace la
primera descripcién matematica del error, en la que describe la distribucion del error

como simétrica, como nos indica Salinero (2006).

La principal contribucién de Galileo a la teoria de la probabilidad fue la creacién de la teoria de
la medida de errores. Segun Galileo, los errores de medida son inevitables y los clasificd en dos
tipos: los errores ‘sistematicos’, debidos a los métodos y las herramientas de medida; y los
errores ‘aleatorios’, que varian impredeciblemente de una medida a otra. (p. 2)

Ademas, Galileo supuso que estos valores se agrupaban alrededor de un “valor
verdadero” en el que ya se intuye el concepto de media, por lo que se puede considerar
que Galileo puso la primera piedra para la construccion de la estadistica. Asi pues,
Galileo fue quien nos dio la primera discusion seria acerca del error; como resumen de

esta discusion plantea las siguientes propiedades del error aleatorio:

La distancia de una estrella desde el centro de la Tierra es descrita por un solo nimero, la
distancia real.

Todas las observaciones son sensibles al error debido al observador, a los instrumentos y a las
condiciones de la observacion.

Las observaciones estan distribuidas simétricamente alrededor del verdadero valor, que es el
cero de la distribucion simétrica de errores.

Los errores pequefios son mas frecuentes que los grandes.

Los errores aleatorios de las observaciones nos llevan a errores aleatorios de una funcion de las
observaciones que pueden ser grandes, incluso si los errores de observacion son pequefios

(Hald, 1998, p. 33).

Galileo no especificé ninguna ley de errores, pero de lo anterior se infiere que

existe una cota superior del error. En la misma obra nos informa acerca de dicha cota:

El modelo de medida de errores es un modelo biparamétrico que envuelve un pardmetro

localizado, el valor verdadero, y un pardmetro de escala. Analizando la distribucion de la media

de errores los primeros probabilistas normalmente asumian que la cota superior del error es
conocida, esto significa que el pardmetro de escala es conocido. La asuncién de una cota finita
para el error cred numerosas dificultades para el anélisis matematico de la distribucion de la

media (Hald, 1998, p.34).

Maés tarde, en 1720, de Moivre (1667 — 1754) derivé la funcién normal a partir
de la binomial (Hart, 1983) y trabajé en el calculo del error profundamente en el libro
“La doctrina de la probabilidad” publicado dos afios antes. En él desarrolla el primer
método para calcular la probabilidad de un error de un tamafio determinado, cuando el
error se expresa en términos de la variabilidad de la distribucién como una unidad, y la
primera definicion de la probabilidad del error de un célculo.

En 1722 se publicd pdstumamente la obra de Roger Cotes (1682 — 1716) “Opera
Miscellanea” que contiene un articulo con un método para determinar el resultado méas
probable de un nimero de observaciones; esta es la primera obra en la que se considera

formalmente la teoria de errores. Mas tarde, en 1755 (aunque la publicacién de los
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resultados fue en 1756), Simpson (1710 — 1761) publicé los axiomas que indican que
los errores positivos y negativos son equiprobables y da una distribucion de
probabilidad del error que estd acotada. En 1780 Daniel Bernouilli (1700 — 1782)
propuso una distribucion circular para la ley de errores y comenzd sus trabajos en
minimos cuadrados, aunque fue Legendre (1752 — 1833) quien publicé en 1805
definitivamente el método de los minimos cuadrados. Sin embargo, fue Laplace (1749 —
1827) quien propuso en 1780 una distribucion de la probabilidad normal, con centro en
0, simétrica en el eje Y, asintotica en infinito y con superficie total 1.

En 1810 se produjeron numerosos avances, Adrain (1775 — 1843) demostrd la
distribucion de error de Laplace, y present6 el método de los minimos cuadrados a partir
del trabajo de Legendre. Durante el mismo afio Gauss (1777 — 1855) definié una nueva
distribucion del error en la que definia la distribucion como una gaussiana y la densidad

1 -y I , ;.
de error como h =5 También presentd un método de minimos cuadrados y

establecio que la ecuacion de la desviacion estandar con respecto a la media es igual que
la desviacién estandar de una distribucién dividida por la raiz cuadrada del niamero de
datos (Hart, 1983). Mas tarde en 1815 adopt6 el termino de error probable, pero no fue
el primero en utilizar este término, ya que Bessel (1784 — 1846) también publicé las

tablas de error dadas en términos de % y utilizd la desviacion media como medida

alternativa de la dispersion.

En 1820 Laplace demostrd la ley normal y el método de minimos cuadrados,
ademaés derivd el teorema central del limite y propuso la media aritmética como un
estimador “natural” del valor verdadero (Hald, 1998). Diez afios mas tarde en 1830,
Encke (1791 — 1865) a través de sus estudios en astronomia trabajé en mejoras para el
método de los minimos cuadrados (Busto y Escribano, 2006) y derivd varios errores
estandar, contribuyendo asi mismo al calculo del error probable.

En la siguiente década De Morgan (1806 — 1871) propuso varias medidas para la

Y. desviaciones

dispersion como el balance medio que definié como 0 el error medio que

Y. Valor numérico de las desviaciones
N

se obtiene de la siguiente expresion y utilizo el error

estandar.
Cerca de 1860, Airy (1801 — 1892) que tenia por profesion la de astrénomo

ademés de la de matematico (es muy llamativo que hasta el momento la mayoria de
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evoluciones de la teoria de errores y de la dispersion viene de mano de astronomos y

debido a la observacidn celeste) introdujo los siguientes conceptos:

o

Modulo: C =

S

R C
Error medio: -

. C?
Cuadrado medio: -~ = o?

Y (error aparente)?
N-1
Y (error aparente)?
N(N-1)

Error cuadratico medio de la medida:

Error cuadratico medio de la media:
(Hart, 1983).

Y en 1870 Chebysev (1821 - 1894) publicé su famosa desigualdad

1
k2

P(X —u| > ko) < que establece una cota inferior a la probabilidad P de que el

valor de una variable aleatoria X con varianza c esté a una distancia de la media p.

En esta etapa son tres los autores que generan un cambio en la forma de aplicar
la estadistica, Edgeworth, Galton y Pearson, que propusieron un método empirico que
sustituye los experimentos en las ciencias donde no es posible realizarlos y que ya se
habia empleado anteriormente con éxito en la Psicologia. Cada uno de ellos trabajo en
un area, Edgeworth era economista y matematico autodidacta (estudié derecho) y aplicd
el nuevo método a la economia, Galton trabajo en antropologia y Pearson en filosofia de
la ciencia.

En 1885 Edgeworth (1845 — 1926) compar0 medidas de dispersion para
diferentes distribuciones y enuncié una serie que lleva su nombre. Estas series
aproximan una distribucion de probabilidad a través de cumulantes, que son una
alternativa a los momentos, se calculan de forma parecida y tienen propiedades

similares. También trabajo en una version del teorema central del limite que

establece, en lineas generales, que bajo ciertas condiciones, un promedio muestral sigue
aproximadamente la ley probabilistica normal, sin importar que comportamiento probabilistico
tiene la poblacién de donde provienen las observaciones, si el nimero de observaciones es
grande (Galbiati, 2002, p.2).

Cinco afios antes, Galton (1822 — 1909) ajusté estadisticamente datos acerca de
genética, mas exactamente, estudid la transmision de la inteligencia. Entre algunos de
sus logros en la estadistica son la invencién de la linea de regresion y de la maquina
Quincunx para demostrar la ley del error. También fue pionero en el uso de la
distribucion normal y en 1888 introdujo el concepto de correlacion que es su trabajo
mas conocido y que mas tarde nuestro siguiente protagonista, Pearson, desarrollé.

Karl Pearson (1857 — 1936) fue el padre de la Bioestadistica, trabajé como

hemos dicho en la cuantificacion de la correlacion en forma de coeficiente e introdujo la
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ji-cuadrado para comparar dos tablas de frecuencias con el objetivo de probar el ajuste
de un conjunto de datos de un experimento a una ley probabilistica. También fue el
primero en utilizar la desviacidn estandar y la calcul6 para numerosas distribuciones, de
esta manera entramos en el siglo XX (Galbiati, 2002).

Ese mismo afo, 1900, Yule (1871- 1951) introdujo junto a Pearson, del que era
colaborador la correlacion y su gran aporte es el de relacionar la regresion con el
método de minimos cuadrados, ademas fue el primero en introducir el concepto de error
estandar.

Poco mas tarde, en 1905, Gosset (1876 — 1937) bajo el pseudonimo de Student
publico “El error probable de una media” en Biometrika, revista fundada por Pearson.
Més tarde introdujo la distribucién t como alternativa a la distribucion normal para
muestras pequefias. Gosset fue amigo de Pearson y de Fisher (1890 — 1962). Este ultimo
introdujo la inferencia estadistica maximizando la funcién de verosimilitud, la
aleatorizacion y otras numerosas herramientas del test de hipétesis y la creacion de
experimentos a través de sus trabajos en el sector agricola, ademas fue el primero en
emplear el término varianza.

Posteriormente se desarrollaron los ordenadores y con ellos el calculo moderno,
aunque la estadistica sigue progresando estamos en el momento de entender con mas
profundidad todos los conceptos desarrollados hasta el momento, para poder romper los
limites impuestos por el clculo convencional y aprovechar al maximo las herramientas
que esta época nos ha dado. Asi vemos como el inicio de la dispersion y de la
estadistica en si comenzo en el estudio de lo mas grande que conocemos, las estrellas
(mediante la astronomia) para estar centrado actualmente en lo mas pequefio

(microchips).

1.2.3. Concepto de variabilidad

Anteriormente hemos analizado las nociones de variabilidad (estadistica) y
dispersion semanticamente y su desarrollo histdrico a través de la teoria de errores; en
esta seccion vamos a analizar estos conceptos con méas profundidad. En un primer lugar
dimos como definicién de variabilidad de Hald “la diferencia entre el valor observado y
el verdadero valor del fendbmeno en cuestion” (Hald, 1998, p. 33). Sin embargo,
podemos obtener una revision mas profunda en el articulo de Wild y Pfannkuch, (1999),
que nos dan tres caracteristicas fundamentales de la variabilidad:
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Omnipresencia: la variabilidad estd presente en todos los actos de la vida cotidiana,
es decir, no existen dos medidas iguales de un evento ni dos productos iguales
obtenidos de un procedimiento mecanico, ademas de endémica del sistema la
dispersion puede ser inducida en la recogida de datos a través de la medida, de la

muestra o accidentalmente, como se muestra en la figura 1.

Figura 1. Fuentes de la variacion en una recogida de datos (Wild y Pfannkuch, 1999, p. 236)
Tiene consecuencias practicas: a causa de la dispersion es dificil establecer modelos

predictivos, para ello tenemos que crear modelos estadisticos basados en el principio
de erradicar el “ruido” creado por la dispersion.
La estadistica nos da una forma de entender la dispersion. Y a continuacion define
los tres tipos de respuesta que podemos dar a la dispersion:
Ignorarla: efectivamente, podemos hacer como que la variabilidad no existe. Esto se
puede hacer en ciertos ambitos, por ejemplo, en las tallas de ropa o en las de
zapatos, existe una cierta variabilidad, pero la ignoramos.
Permitirla: si la consideramos y permitimos en nuestro sistema nos da la posibilidad
de anticipar el disefio de nuestros sistemas, productos, etc., ... para que se vean lo
menos afectados posibles por ella.
Cambiar el patron (controlarla): se pueden buscar relaciones entre variables de
manera que controlemos la variabilidad, si esto no es posible podemos estimar el
grado de variabilidad y trabajar con ello.

Como hemos indicado antes, una de las caracteristicas de la variabilidad es que

la Estadistica nos da una forma de entenderla, esto es, de modelarla. Una de las grandes

habilidades humanas es encontrar patrones, de hecho, descifrar patrones es lo que nos

lleva a modelar la variabilidad. EIl principal problema que nos presenta esto es que

podemos ver patrones donde no los hay, por ello hay que apoyarse en la Estadistica para

modelizar atendiendo a tres cuestiones: en primer lugar, que el modelo nos proporciona
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un marco en el que el problema tiene sentido, en segundo lugar, construir un modelo
adecuado a nuestro problema y por Gltimo comprender como se comporta el azar.

Para resumir, debemos tener en cuenta que la variabilidad es una realidad
observable, que algunas veces puede ser explicada y para otras no tenemos el
conocimiento suficiente aun. La variabilidad que no puede ser explicada viene de la
variabilidad aleatoria ya que no podemos modelizarla, teniendo en cuenta que llamamos
aleatoriedad a una construccion humana que no podemos “patronizar” (Wild vy
Pfannkuch, 1999).

1.2.4. Dispersion y medidas de dispersion

La idea de dispersion suele quedar implicita en los textos y se utiliza sobre todo
para analizar la variabilidad de un conjunto de datos o de una distribucion de
probabilidad respecto a un valor central. Es decir, el grado en que una variable se
extiende alrededor del centro o promedio de la distribucion.

Después de haber definido la dispersién, lo adecuado es estudiar como la
cuantificamos, para ello utilizamos las medidas de dispersion, que podemos definir de la

siguiente manera.

Una medida de dispersion permite describir un conjunto de datos concerniente a una variable
particular, dando una indicacién de la variabilidad de los valores dentro de la coleccién de datos.
La medida de la dispersién completa la descripcion dada por una medida de tendencia central de
una distribucion (Dodge, 2008, p.341).

Asi pues, una medida de dispersion no s6lo cuantifica la variabilidad de un
conjunto de datos o de una distribucion, sino que también es necesaria para completar la
descripcion de éstos. Por tanto, diferentes medidas de dispersion la cuantificaran de
manera distinta y completaran la descripcion o el resumen de un conjunto de datos de
forma complementaria. De la misma manera que diferentes medidas de centro (como la
media, la mediana o la moda) nos dan informaciones complementarias. Las principales
medidas de dispersidn se muestran en la tabla 1.

Como hemos dicho, cada una de ellas aporta una informacion diferente e
interesa para segun que coleccion de datos, lo que hace mas complicada la comprension

del fendmeno de la dispersion.
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Tabla 1. Resumen de las medidas de dispersion, su significado y expresion

Medida de dispersion Significado Expresion
Rango Amplitud en la que varian los R = Max - Min
datos.
Cuartil El cuartil k-esimo sera el valor
de la wvariable que deja
menores o iguales que él kN/4
valores de la variable.
Rango intercuartilico Diferencia entre el tercer y el R;=Q3- Q.
primer cuartil
Coeficiente de variacion Relacion entre el tamafio de la o
media y la variabilidad de la C, —X

Varianza

Desviacion tipica

Desviacién absoluta

variable

La varianza mide la dispersion
de los valores en torno a la
media

La varianza engloba el uso de
las unidades cuadradas, por
tanto, no queda expresada en
la misma unidad que la media,
por ello podemos utilizar su
raiz

Es la media de los valores
absolutos de la dispersion con
respecto a la media

1¢, o
D., =Ni§\xi -X

1.2.5. Interés social de la comprension de la dispersién y sus medidas

Vivimos en la época del “Big Data”, es decir, del manejo de conjuntos de datos

muy grandes. La estadistica nos rodea, en la prensa, en la television, encuestas sobre el

paro, sobre las preocupaciones de los espafioles, la tasa de jovenes que emigran. Pero en

muchas ocasiones esos datos se presentan de manera tendenciosa que a 0jos de personas

gue no tengan cierta cultura estadistica pueden dar impresiones falsas. Como indican

Batanero, Diaz, Contreras, y Roa (2013).

La importancia que actualmente recibe la ensefianza de la estadistica se debe a la necesidad,
reclamada por la UNESCO vy otras instituciones de proporcionar una cultura estadistica que
permita al ciudadano participar en la sociedad de la informacién. Dicha cultura es necesaria en
actividades tan habituales como la lectura de la prensa o la interpretacion de informacion en
Internet, la participacién en encuestas o elecciones o la interpretacion de un diagnéstico médico.
El término “statistical literacy” ha ido surgiendo de forma espontanea entre los estadisticos y
educadores estadisticos, para resaltar el hecho de que la estadistica se considera hoy dia como
parte de la herencia cultural necesaria para el ciudadano educado (p. 8).

Dentro de la Estadistica, la comprensién del fenémeno de la dispersion y como

cuantificarlo es fundamental, tal y como nos hace Ballman, que haciendo referencia a

otros articulos desde 1988, se hace eco de la recomendacién de estos de dar un especial

énfasis a la comprension y modelado de la dispersién (Ballman, 1997). La misma

opinion podemos ver en Ben —Zvi y Garfield que incluso nos dicen que “la educacion
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en estadistica proporciona herramientas que los ciudadanos informados necesitan para
reaccionar inteligentemente a la informacion cuantitativa en el mundo alrededor de
ellos” (Ben-Zvi y Garfield, 2004b) Incluso el famoso escritor H.G. Wells tiene una cita
al respecto “el pensamiento estadistico serd algun dia tan necesario para el ciudadano
competente como la habilidad de leer y escribir.”* (Wilks, 1951, p. 5) Ese dia, creo
firmemente que ha llegado.

1.3. Significado de la variabilidad estadistica y dispersion en el curriculo

Como hemos dicho anteriormente la variabilidad aleatoria tiene omnipresencia
en la vida cotidiana. Pero més concretamente, en cuanto se comienza el estudio de lo
aleatorio, ya estamos en contacto con la variabilidad, en consecuencia, podriamos decir
que su estudio se comienza en la escuela elemental.

Por otro lado, de acuerdo a Batanero, Gonzalez-Ruiz, Loépez-Martin, y
Contreras, (2015) la dispersion se encuentra implicitamente a lo largo de todo el
curriculo, tanto en el estudio de la correlacion y regresién en primer curso de
Bachillerato, como en el estudio de la probabilidad, especialmente de las variables
aleatorias y su distribucién, y en el estudio de la inferencia. Remitimos al lector a este
articulo para un analisis de la dispersion en estos apartados del curriculo.

Si nos centramos en la estadistica descriptiva, aparentemente, en el curriculum
actual, el tema se concreta en el estudio de las medidas de dispersion, por consiguiente,
podemos decir que comienza en la ESO. Asi en el RD 1105/2014 en el bloque de
contenido de Estadistica y probabilidad, para 3° de la ESO incluye: “Parametros de
dispersion. Diagrama de caja y bigotes. Interpretacion conjunta de la media y la
desviacién tipica.” (MECD, 2015, p. 394) y para 4° de ESO “Medidas de centralizacion
y dispersion: interpretacion, andlisis y utilizacion. Comparacién de distribuciones
mediante el uso conjunto de medidas de posicién y dispersién. Construccion e
interpretacion de diagramas de dispersion. Introduccion a la correlacién” (MECD, 2015,
p. 398) Ademaés, en el Bachillerato, en la asignatura “Mateméticas aplicadas a las
Ciencias sociales 17, en el bloque teméatico de Probabilidad y estadistica, el anterior

! Esta frase literal no es de H.G. Wells, la cita pertenece al estadistico Samuel S. Wilks en su discurso de
posesion presidencial de la Asociacion Americana de Estadistica (JASA, vol. 46, N ° 253., p. 1-18). Wilks
estaba parafraseando la obra “La humanidad en el hacer” de H. G. Wells.
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decreto 1467/2007 indicaba “Parametros estadisticos de localizacion, de dispersion y de
posicion” (MEC, 2007, p. 45475), pero en el actual decreto lo han eliminado.

1.3.1. Significado institucional de referencia

En relacion a nuestro marco tedrico descrito en el Capitulo 2 podemos fijar tres
significados a las medidas de dispersion. En primer lugar, el significado institucional de
referencia, que en nuestro caso sera el referente a la institucion estadistica, en segundo,
el significado institucional pretendido en la educacion no universitaria, que lo
obtendremos en la planificacion de la ensefianza, teniendo en cuenta muchas veces los
libros de texto y por ultimo el significado personal, que es el que los estudiantes
adquieren a través de los dos anteriores. En esta seccion analizaremos el significado
institucional de referencia y una propuesta general del significado institucional
pretendido en la ensefianza no universitaria. En el Capitulo 3 estudiaremos el
significado personal que diversas investigaciones han descrito de la dispersion y sus
medidas.

Estepa y Ortega (2006) describen el significado institucional de varias medidas
de dispersion, que son: rango, rango intercuartilico, desviacion tipica, varianza,
coeficiente de variacion y desviacion media. Para ello abordan a través de una muestra
de quince libros de texto universitarios la identificacion los elementos de significado o
elementos primarios de las medidas de dispersion (Godino, Batanero, y Font, 2007).

e Situaciones: es decir, problemas, ejercicios y aplicaciones que generan actividad
matematica. Entre los encontrados en la bibliografia los autores destacan los
siguientes.

1. Encontrar el error maximo de un conjunto o subconjunto de observaciones.
Consiste en encontrar el rango de la medida.

2. Dar un indice de dispersion que complete la informacién obtenida con una
medida de tendencia central. Normalmente una medida de tendencia central no
da mucha informacién sobre cémo es una distribucién de datos, por tanto, una
medida de dispersion completa mejor dicha informacion.

3. Comparar la dispersién de dos o mas distribuciones medidas en la misma
magnitud y unidad. Comparar solo la media de dos distribuciones no nos hace
saber como de parecidas son realmente, para ello debemos comparar dos
medidas de tendencia central y sus medidas de dispersién. De esta manera
podemos caracterizar mejor las diferencias de dos distribuciones diferentes.
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4. Comparar la dispersion de dos o mas distribuciones medidas en distintas
magnitudes. Es un caso parecido al anterior, pero deberemos usar medidas de la
dispersion que sean independientes de la unidad de medida como el coeficiente
de variacion que ya definimos previamente.

5. Detectar e interpretar valores atipicos. Es bastante importante, como
comentamos en el ejemplo de importancia de la ensefianza de la dispersion.

6. Comparar la posicion relativa de datos en diferentes distribuciones. Consiste en
comparar valores con el centro de su distribucion a través de la medida de la
dispersion.

7. Generar datos con ciertos requisitos sobre su variabilidad. Es el problema
inverso al que estamos acostumbrados a realizar y se presenta frecuentemente en

la vida real, ademas sirve para mejorar la percepcién de la dispersion.

Acciones del sujeto ante tareas matematicas: son las operaciones, procedimientos y
técnicas que emplea el sujeto para resolver el problema, con el entrenamiento se
automatizan y se suele ensefiar. En el trabajo citado se identificaron las siguientes:

1. Calcular medidas de dispersion de una serie de datos sin tabular. Se suelen
pedir las medidas de dispersidon mas comunes como la varianza o la desviacion
tipica, pero se pueden pedir otras. Este tipo de actividad se da principalmente en
la ESO.

2. Calcular medidas de dispersion de datos aislados tabulados no agrupados. Para
esto es necesario manejar las ecuaciones de la medida de la dispersion con
frecuencias, lo que hace que el alumno deba conocer el manejo de las
frecuencias.

3. Calcular las medidas de dispersion de datos tabulados agrupados en intervalos.
Ademas de lo realizado anteriormente hay que calcular las marcas de clase y en
ocasiones los extremos pueden ser no definidos.

4. Calcular medidas de dispersion con calculadora y/o computador. Es muy Util
ensefar a los alumnos las funciones stat de su calculadora, también se puede
utilizar software comun como el Excel.

5. Calcular medidas de dispersion de datos transformados. Utilizar los cambios de
escala o de origen para facilitar los calculos.

6. Calcular medidas de dispersion de datos presentados graficamente (en
histogramas, diagramas de barra, poligonos de frecuencias relativas o
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10.

11.

12.

acumuladas, de gréafico de caja, ...). La representacion grafica, como ocurre en la
Fisica o la Quimica es fundamental en muchos campos para entender
correctamente un problema. En Estadistica sucede lo mismo, con la ventaja de
poder obtener mas informacion de estas graficas que solo con los datos escritos
sobre papel.

Calcular la dispersion de datos separados en subpoblaciones (Calculo
ponderado de la dispersion). Es una actividad enfocada a nivel universitario, y
los autores del articulo sélo la encontraron desarrollada teéricamente.

Calcular medidas de dispersion sin los datos (a partir de informacion basada en
propiedades, definiciones, formulas, etc., ...) Este ejercicio también es de nivel
superior al de secundaria, menos el calculo de la desviacion tipica a partir de la
varianza. Este tipo de problemas es frecuente encontrarlo en textos
universitarios.

Realizar calculos inversos con medidas de dispersion. Esta tarea tampoco
aparece en los manuales de ESO debido a la dificultad que entrafa.

Calcular e interpretara el intervalo (x — ko, x + ko) y el porcentaje de datos
que contiene. Este ejercicio es fundamental a nivel de comprension de la
variabilidad, ya que les permite conocer la importancia del intervalo de
Chebychev.

Representar graficos que contengan informacién sobre dispersion. Como ya
indicamos en el punto anterior la construccion grafica es fundamental para la
comprension (y la mejora de ésta) de algunas propiedades e informacién
estadistica.

Tipificar datos. Este tipo de actividad, al permitir expresar los datos en unidades

de dispersion consigue mejorar la comprensién de la variabilidad.

Lenguaje: en el lenguaje intervienen las formulas, las ecuaciones, las notaciones que

empleamos y también los elementos graficos que introduzcamos. Lo podemos

considerar en las siguientes categorias:

1.

Palabras y expresiones verbales. Se podria hacer una lista infinita con respecto a
este tema, pero podemos destacar: dispersion, desviacion variacion, desviacion
tipica, varianza, cuartil, desviacion estandar, rango, rango intercuartilico,

error, representatividad, grafico de caja, coeficiente de dispersion, ...
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2. Notaciones y férmulas. En el apartado en el que describo las diferentes medidas
de dispersion aparecen diversas formulas, mediante transformaciones o debido a
que se apliquen a datos tabulados o sin tabular pueden sufrir cambios, aungue su
significado sea siempre el mismo. De hecho Estepa y Ortega (2005) hicieron un
profundo estudio acerca de las diferentes formas en las que se pueden expresar
las diferentes medidas de dispersion y encontraron 19 expresiones para la
varianza y 20 para la desviacion tipica, siendo ésta una de las principales
dificultades a la hora de la ensefianza:

Hemos encontrado 19 para la varianza y 20 para la desviacion tipica, lo que es un indice de
dificultad, ya que, en realidad, con cuatro férmulas para cada medida seria suficiente, ya que el
resto son equivalentes a estas cuatro formulas” (Estepa y Ortega, 2005, p. 11).

Como vemos, cuando un alumno se encuentra todas estas formulas suele tener
un colapso de informacion y es el docente el que debera hacer el filtrado de
dicha informacién.

3. Tablas. En Estadistica las tablas son fundamentales, ya sea como tablas de
frecuencias, para facilitar el calculo o para organizar datos que aparecen en toda
la bibliografia.

4. Gréficos. Ya hemos hablado de su importancia a lo largo del resto de elementos,
entre los distintos tipos de graficos que podemos encontrar tenemos: poligonos
de frecuencias, pictogramas, grafico de cajas, histograma, grafico de sectores,
etc.

Conceptos: “son nociones o0 ideas matematicas utilizadas en la préctica
matematica.” (Estepa y Ortega, 2006, p. 170). Entre los diferentes conceptos que
podemos encontrar tenemos: rango o0 recorrido, desviacion media, varianza,
desviacion tipica, coeficiente de variacion de Pearson o el rango intercuartilico. En
Estepa y Ortega (2006) se encuentra las diferentes definiciones a estos conceptos.
Propiedades: Las propiedades de un objeto lo relacionan con los demas dando
matices y modificando el significado, una de las tareas en la planificacion de la
ensefianza es elegir las propiedades que es adecuado ensefiar a un cierto nivel.
Tenemos varios tipos de propiedades.

1. Propiedades numericas. Referentes al conjunto de datos.

2. Propiedades algebraicas. Referentes a las operaciones.

3. Propiedades estadisticas. Referentes al significado estadistico.
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e Argumentos: Son los razonamientos sobre los que se apoyan los célculos y que
relacionan los distintos conceptos, propiedades, etc., ...

Con todos los elementos que hemos analizado se ha descrito el significado
institucional de referencia que muestran los libros de Estadistica Descriptiva y
orientados a la enseflanza universitaria en primeros cursos de algunas carreras. Aungue
ya hemos evidenciado algun problema como el tener muchas férmulas que describen
una misma medida de la dispersién. En general hemos visto que las medidas de

dispersion son conceptualmente un tema complejo y diverso.

1.3.2. Significado institucional pretendido

Para evaluar el significado pretendido es necesario hacer la misma reflexion que
hemos hecho para el significado institucional, pero con los libros de texto de secundaria.
Este trabajo lo realizaron Ortega y Estepa (2006).

Asi pues, analizan las situaciones, acciones, lenguaje, conceptos, propiedades y
argumentos presentes en los libros de secundaria. Estudian a cudles se les ha dado méas
importancia y a cudles menos y cuales aparecen en todos los manuales. De esta manera
podremos ver los matices del significado institucional que se transmiten, es decir, cual
es el significado pretendido para las medidas de dispersion en secundaria.

Para ello se eligen de la misma manera que antes varias medidas de dispersion y
12 libros de texto de referencia, en este caso los mas usuales en secundaria como
Anaya, Santillana, McGraw Hill, SM, etc., ... de 3°y 4° de E.S.O.

e Situaciones: Se analizan cinco situaciones, que son,

- El estudio de la variabilidad de un conjunto de datos mediante rangos.

- El estudio de la variabilidad de un conjunto de datos mediante desviaciones de
un valor central.

- La comparacion de dos distribuciones (esta situacion se divide en dos, en un
caso tienen las mismas unidades y en el otro no).

- Comparacion local externa. Comparar la posicion relativa de los datos en
diferentes distribuciones.

- Problemas inversos, es decir, determinar un conjunto de datos con una medida
de dispersion dada.

En este estudio las tres primeras situaciones aparecen en todos los manuales en
bastantes ocasiones (de la tercera situacion en especial el primer caso) mientras que las
dos dltimas apenas aparecen (de hecho, la cuarta s6lo parece en un manual).
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Acciones: Se analizan 11 acciones, que son,

N o a bk~ wn e

10.
11.

El calculo de las medidas de dispersion de una serie de datos.

El célculo de las medidas de dispersion de datos tabulados sin agrupar.
El calculo de las medidas de dispersion de datos tabulados agrupados

El célculo de las medidas de dispersion con calculadora y ordenador.

El calculo de las medidas de dispersion de datos transformados.

El célculo de las medidas de dispersion de datos mostrados graficamente.
El célculo de las medidas de dispersion sin datos (a través de informacion dada
por formulas, definiciones o propiedades).

Realizar el célculo inverso.

Calcular e interpretar el intervalo de Chebychev.

Representacion grafica con informacion acerca de la dispersion.
Estandarizacion de datos.

Las acciones uno a cuatro y las acciones seis y nueve son las que mas aparecen

en los manuales siendo la méas frecuente la accion uno, apareciendo en los manuales

hasta tres veces mas que la siguiente, el resto de acciones apenas aparecen en la

bibliografia.

Lenguaje: se encuentran numerosas expresiones y representaciones, a modo de

resumen en cuanto a elementos linguisticos puros (palabras, simbolos y formulas).

Conceptos: no aparecen todas las definiciones, solo las méas comunes, las que méas

aparecen son,

- Dispersion: variacion alrededor de la media.

- Rango: valor maximo — valor minimo.

- Desviacion media: media de las desviaciones absolutas.

- Varianza: media de desviaciones cuadradas con respecto a la media.
- Desviacion estandar: raiz cuadrada de la varianza.

Ademas de estas definiciones aparecen las de rango intercuartilico y coeficiente

de variacion, pero los libros apenas les dan importancia alguna.

Propiedades: en este caso cabe resaltar tres propiedades, cada una de tipo a la que se

les prima,

- Numérica: Los rangos, la desviacion media y la desviacion estdndar estan
medidas en las mismas unidades que los datos. La varianza estd media en
unidades cuadradas. El coeficiente de variacion es adimensional.

- Algebraica: Propiedad sobre la transformacion lineal.

23



- Estadistica: Un mayor valor de la medida de la dispersién implica una mayor
dispersion.

Aparecen otras propiedades, pero estas son las que priman en los manuales de

secundaria.

e Argumentos: Hay dos tipos de argumentos empiricos y deductivos en todos los
manuales destacan claramente los primeros. Finalmente, realizando una recopilacion
del significado pretendido tenemos que:

- A pesar de que las técnicas numéricas estan bien desarrolladas existe una
carencia de representacion grafica. Esto redunda en que cuando tengamos el
significado personal del alumno este aspecto no estara bien desarrollado.

- Los diferentes conceptos y términos estas expresados de manera confusa y
ello puede llevar a un error en el alumno al obtener su significado personal.

- Hay medidas de la dispersién como el rango intercuartilico y el coeficiente
de variacion que apenas aparecen en un manual o dos, esto conlleva a una
limitacion de la problematica como la comparacion de dispersiones en
diferentes unidades, debido al desconocimiento del coeficiente de dispersion.

- Existe una priorizacion de lo empirico sobre lo deductivo, menoscabando la
posibilidad de que el alumno tenga mas recursos para argumentar sus
respuestas.

1.4. Objetivos e hipotesis de la investigacion

Teniendo en cuenta los expuesto en la introduccidn y en las secciones anteriores,
los objetivos de este trabajo fin de master son los siguientes,

O1. Describir el significado de referencia y el pretendido en la educacion
secundaria de los conceptos que se emplean en estadistica para el estudio de la
dispersion. La importancia de este objetivo se debe a que nos permitira en el futuro
organizar nuestro trabajo de tesis doctoral. Este objetivo se organiza en cuatro objetivos
parciales que hemos tratado de completar en este primer capitulo:

O1.1. Estudiar la diferencia de significado de dichos conceptos en el lenguaje

castellano e ingles.

01.2. Analizar la evolucidn historica del concepto de dispersion.

01.3. Estudiar el significado institucional de referencia de las medidas de
dispersion en la estadistica universitaria.

O1.4. Estudiar el significado institucional pretendido de las medidas de
dispersion en el curriculo de secundaria.
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O2. Describir el marco tedrico que se va a emplear en la elaboracion de la
tesis. La importancia de este objetivo es que fundamentara tanto el estudio bibliogréfico
realizado en el trabajo fin de méster, como la futura tesis doctoral. En el capitulo 2 se
describen los principales elementos del marco tedrico utilizados en este trabajo.

0O3. Realizar la revision de la bibliografia existente sobre la dispersién y sus
medidas con la finalidad de sustentar la tesis. Este es el principal objetivo del trabajo
fin de master y se lleva a cabo en el capitulo 3. Su interés es completar el estado de la
cuestion sobre el razonamiento y aprendizaje de las medidas de dispersion que permitan
igualmente fundamentar la futura tesis doctoral. Permitira también recoger items que
puedan utilizarse en el futuro estudio de evaluacion.

Para estos objetivos corresponden las siguientes hipdtesis, entendidas como
expectativas de lo que se espera encontrar,

H1. Se espera encontrar una variedad de significados otorgada a la definicion de
los términos a emplear para la dispersion y sus medidas.

H2. Se espera encontrar dificultades en la comprension de las medidas de
dispersion por parte de los estudiantes al revisar la bibliografia, pero también mostrar
que la investigacion sobre el tema es méas escasa que la referida a las medidas de

posicién central.
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Capitulo 2. Marco tedrico.

2.1. Introduccion

En este capitulo se van a abordar los elementos que constituyen nuestro marco
tedrico, que se centran en dos componentes basicos. En primer lugar, el papel de la
cultura, el razonamiento y el sentido estadistico, por el papel que la comprension de la
dispersion y sus medidas tiene en los mismos. En segundo lugar, describimos algunos
elementos de interés del Enfoque Ontosemidtico, que serda marco tedrico principal que

se utilice en mi tesis doctoral.

2.2. Cultura, razonamiento y sentido estadistico
Comenzamos analizando los modelos que en educacion estadistica describen los
conocimientos y competencias requeridos del ciudadano en la era de la informacion y

gue han recibido diferentes denominaciones.

2.2.1. Cultura estadistica

El término cultura estadistica es una traduccion del inglés statistical literacy que
se puede traducir mas literalmente como alfabetismo estadistico. Se va a tomar la
traduccion que realizan Batanero, Diaz, Contrerasy Roa (2013) y que es la de cultura

estadistica, que en palabras de Gal (2004) se define como la

Concepcion de la alfabetizacion estadistica que se refiere a lo que se espera de los adultos (en
oposicion a los estudiantes que aprenden activamente Estadistica), en particular los que viven en
las sociedades industrializadas. En este contexto, el término alfabetismo estadistico se refiere
ampliamente a dos componentes interrelacionados, principalmente (a) la capacidad de las
personas para interpretar y evaluar criticamente la informacion estadistica, los argumentos
relacionados con los datos o los fendmenos estocésticos, que pueden encontrar en diversos
contextos (b) su capacidad para debatir o comunicar sus reacciones a dicha informacién
estadistica, tales como su comprension del significado de la informacion, sus opiniones sobre las
implicaciones de esta informacién, o sus preocupaciones con respecto a la aceptabilidad de las
conclusiones dadas (p.49).

Por tanto, son dos ideas las que se destacan en la definicion. Por una parte, la de
que la cultura estadistica esta relacionada con las herramientas que tenemos para
interpretar y evaluar todo lo que nos rodea que esta relacionado con la estadistica, y por
otra parte la capacidad comunicativa, que permite formar una opinion a partir de la
informacion estadistica y defenderla o criticarla.

Este concepto ha ido tomando fuerza en los Gltimo 15-20 afios y diferentes

autores como Watson (2006), Garfield o Franklin et al. (2007) han ido confeccionando
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partes del todo que puede ser una definicion de cultura estadistica, por ejemplo
Franklin et al. (2007) indican

La cultura estadistica es necesaria para las elecciones personales diarias... La cultura estadistica
implica una dosis saludable de escepticismo acerca de los hallazgos "cientificos” ... La cultura
estadistica es esencial en nuestras vidas personales como consumidores, ciudadanos y
profesionales. Las estadisticas juegan un papel en nuestra salud y felicidad. Las soélidas
habilidades de razonamiento estadistico tardan mucho tiempo en desarrollarse... Pero el disefio
de la recopilacion de datos, la exploracion de datos y la interpretacion de los resultados deben
enfatizarse en la educacion estadistica para la cultura estadistica (pp. 2-9).

Otra definicion es la que da Watson (2006) indicando que la cultura estadistica
no quedaba completamente definida por los aspectos que sefialaba Gal (2004) y que se

indican unas lineas mas arriba. Para ella la cultura estadistica debe incluir

En particular la interpretacion de gréficos y de tablas, ademés con la apreciacion de porcentajes y
medias dentro de la alfabetizacidn cualitativa... La cultura estadistica es ademas el punto de
encuentro del curriculum basado en datos y el de probabilidad... (pp.10-11).

Esta opinién ya la expresaba Garfield (1999), que daba especial énfasis a la
interpretacion de tablas y gréficos. Por su parte la profesora Batanero etal. (2013)

sintetizaban la opinion de Watson (2006) en tres puntos de la siguiente manera,

(a) El desarrollo del conocimiento bésico de los conceptos estadisticos y probabilisticos; (b) La
comprension de los razonamientos y argumentos estadisticos cuando se presentan dentro de un
contexto mas amplio de algun informe en los medios de comunicacién o en el trabajo; (c) Una
actitud critica que se asume al cuestionar argumentos que estén basados en evidencia estadistica

(p-9).

Watson (2006) ademas expone la figura 2 para sintetizar los retos que hay por

delante para conseguir alcanzar una formacion que trabaje la cultura estadistica.

Figura 2. Retos para alcanzar la cultura estadistica. (Watson, 2006, p.viii)

2.2.2. Razonamiento estadistico
En segundo lugar, se tiene la nocion de razonamiento estadistico, que es un

concepto que se define como "la encarnacién estadistica del <<sentido comun>>" (Wild
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y Pfannkuch, 1999, p.223) Para el desarrollo de este sentido comdn Wild y Pfannkuch
apuestan por integrar los proyectos.
Otra definicion interesante es la de Garfield y Ben-Zvi (2008),

El razonamiento estadistico es la forma en que la gente razona con las ideas estadisticas y le da
sentido a la informacion estadistica [...] puede involucrar conexiones de un concepto a otro (por
ejemplo, medidas de tendencia central y dispersion) o combinar ideas acerca de datos y azar. El
razonamiento estadistico también significa entender y ser capaz de explicar procesos estadisticos
y de interpretar sus resultados (p.34).

Wild y Pfannkuch (1999) indican que el razonamiento estadistico incluye cinco
tipos de pensamiento fundamentales que se observan en la figura 3, entre los cuales
destaca uno relacionado con la variacion, y que son,

e Reconocer la necesidad de los datos. Es decir, reconocer que la
experiencia o las anécdotas no sirven para tomar decisiones.

e Transnumeracion. Es decir, convertir los datos en otras formas de
expresion, como tablas o graficos, que nos permitan analizar mejor la
situacion.

e Considerar la variacién. Tener en cuenta, como se indicaba en el
capitulo 1 que la variabilidad aleatoria estd presente en todos los
ambitos, saber reconocerla y predecir sus efectos.

e Uso de modelos estadisticos. Los modelos son fundamentales en muchos
aspectos de las matematicas, en estadistica también, ya que al aparecer la
aleatoriedad se hacen imprescindibles.

e Conocimiento del contexto, sobre estadistica y de sintesis.

Incluso Garfield (2002) ahonda mas en este concepto y dice que un correcto

razonamiento estadistico debe incluir,

Entender por qué las medidas de centro, dispersién y posicién dicen cosas diferentes sobre un
conjunto de datos; Saber cuéales son los mejores medidas de cada tipo que se deben usar bajo
diferentes condiciones, y por queé representan o no a un conjunto de datos; Saber por qué el uso
de resimenes para predicciones serd mas preciso para muestras grandes que para muestras
pequefias; Sabiendo por qué un buen resumen de los datos incluye una medida de centro, asi
como una medida de dispersion y por qué los resimenes de centro y dispersion puede ser Util
para comparar conjuntos de datos (Apt. 3, parr. 11).
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Figura 3. Tipos de pensamiento estadistico. (Wild y Pfannkuch, 1999, p.226)

Por tanto, se debe entender que como se indicaba en el capitulo 1, las medidas
de dispersion son necesarias y complementan a las de tendencia central y Garfield
(2002) sitta esta idea como uno de los puntos mas importantes sobre el razonamiento
estadistico.

Dentro de los estudios acerca del razonamiento estadistico, una serie de los mas
importantes son los que tratan sobre los heuristicos. Se puede definir el término como
un método para buscar una solucién a un problema que no es exhaustivo, pero da buen
resultado. El problema es que se generan reglas sobre problemas basadas en la
experiencia, que se verifica la mayoria de las veces, pero que es falible. Es decir,
proporcionan soluciones a problemas, que se basan en la experiencia y no en los datos,
que en ocasiones funcionan, que se utilizan por rapidez o economia, pero que al no
basarse en datos pueden fallar. Esto genera lo que se conoce como sesgo.

Tversky y Kahneman (1975) indican que cuando necesitamos sacar conclusiones
0 hacer juicios sobre conjuntos de datos en los que hay variabilidad, no se usan métodos
formales, sino reglas heuristicas, lo que genera sesgos.

Algunos sesgos de los méas conocidos son los siguientes:

a) Ideas errdneas sobre la media. Las personas tienden a ignorar la posibilidad

de la existencia de valores atipicos y piensan que, para encontrar el centro de

un conjunto de datos, siempre hay que sumar todos los nimeros y dividir por
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b)

d)

el numero de valores de datos. Esto implica que no tienen en cuenta la
variabilidad (Meletiou, 2000).

La orientacién hacia los resultados. Este enfoque fue identificado por
Konold (1989) que se dio cuenta de que las personas tienden a interpretar los
fendmenos aleatorios en términos deterministas. Por ejemplo, una
probabilidad del 50% se asigna a menudo cuando no hay prediccion
razonable posible. Por lo tanto, para las personas que adoptan el enfoque de
resultados, la informacion de que hay una probabilidad del 50% de que
mafana llueva no les sirve, una probabilidad del 30% implica que no hay
posibilidad de lluvia, mientras que una probabilidad del 70% significa que
definitivamente llovera.

Las buenas muestras deben representar un alto porcentaje de la poblacion.
Implicito en la concepcidén de multiplicacion de la muestra y el muestreo
estan las nociones de representatividad de la muestra, la idea de que una
muestra tendra caracteristicas similares a las de la poblacion y la variabilidad
de la muestra da la idea de que las muestras no son todas idénticas y por lo
tanto no coinciden con la poblacion exactamente. Para mostrar la concepcion
de multiplicacién, las ideas de la representatividad de la muestra y la
variabilidad de la muestra deben estar en equilibrio, lo que significa que un
individuo reconoce implicitamente que una muestra representativa debe
producir estadisticas similares a los parametros de poblacion y las diferentes
muestras deberian estar compuestas por los valores de diferentes
observaciones y (probablemente) tienen diferentes estadisticas resumen
(Peters, 2009).

La ley de los nimeros pequefios. La gente tiende a pensar que las muestras
pequefias se asemejan a las poblaciones de las que se extraen y las usan
como base para la inferencia y la generalizacion Tversky y Kahneman,
(1975). El problema es que erroneamente aplican la "ley de los grandes
nimeros" para muestras pequefias y muestran una confianza injustificada en
la validez de las conclusiones extraidas a partir de muestras pequefias. Como
Shaughnessy (1992) sefiala, para la gente estadisticamente ingenua, el efecto
del tamafio de la muestra sobre la variacion no es un factor a tener en cuenta.
Para ellos, no es evidente que los resultados extremos son mas probables en

los tamarios pequefios.
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e) La idea errdnea de la representatividad. Existe el pensamiento extendido de
gue una muestra al azar cumple con todas las caracteristicas de la poblacion
general, es decir, que es muy representativa (Kahneman y Tversky, 1972).

f) El sesgo de equiprobabilidad. Consiste en pensar que si en una caja tenemos
dos fichas rojas y una blanca existe la misma probabilidad de sacar dos rojas
gue una blanca (Lecoutre, 1992).

2.2.3. Sentido estadistico

Una vez definidos lo que son el razonamiento y la cultura estadistica, es
pertinente definir lo que es el sentido estadistico, que la profesora Batanero et al. (2013)
describen como “unidn de la cultura estadistica y el razonamiento estadistico” (p.8)

Ademas de la nocion de sentido estadistico la profesora Batanero et al. (2013)
plantea una serie de ideas que son fundamentales en la estadistica, que son las
siguientes:

e Datos.

e Gréficos.

e Variabilidad aleatoria.

e Distribucién.

e Asociacion y correlacion.

e Probabilidad. (Los tres enfoques, clasico, frecuencial y subjetivo)
e Muestreo e inferencia.

Por tanto, el sistema educativo deberia, en consecuencia, programar el
curriculum, y las editoriales, los libros, como extension del curriculum, para que
fomenten y desarrollen la cultura y el razonamiento estadistico. De esta manera, la
forma de ensefar los diferentes significados de la dispersién y sus medidas deben estar
encaminadas a favorecer el desarrollo del sentido estadistico. Para desarrollarlo tenemos

dos opciones, una es, como propone Batanero (2000):

Si queremos que el alumno valore el papel de la probabilidad y estadistica, es importante que los
ejemplos que mostramos en la clase hagan ver de la forma més amplia posible esta
fenomenologia, e incluyan aplicaciones de su mundo bioldgico, fisico, social y politico, como las
descritas en Tanur (1989). Sin renunciar a los juegos de azar, aplicaciones como las
caracteristicas genéticas, la prevision atmosférica, el resultado de las elecciones, el crecimiento
de la poblacién, la extincion de las especies, el efecto del tabaco o drogas sobre la salud, la
extension de epidemias, los resultados deportivos, el indice de precios o el censo de la poblacién
son cercanas a los intereses de los alumnos (p.9).
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Otra es, como sugieren Wild y Pfannkuch (1999) o Batanero y Diaz, (2004)
trabajar por proyectos. En este sentido Batanero y Diaz, (2011) han desarrollado un
libro de proyectos que se puede encontrar en
http://www.ugr.es/~batanero/pages/ARTICULOS/Libroproyectos.pdf

2.3. Elementos del enfoque ontosemiotico
En este apartado se van a presentar algunos de los elementos que caracterizan el
Enfoque Ontosemiotico (Godino, Batanero y Font, 2007; Godino y Font, 2007),
haciendo hincapié en los objetos y significados que este marco tedrico define, ya que

seran de gran utilidad en el futuro trabajo de investigacion a realizar.

2.3.1. Planteamiento del EOS

Dentro de las posibles formas que hay de enfocar el EOS y de los posibles
elementos que se podian traer a colacion se han escogido los imprescindibles para poder
realizar el trabajo posterior de tesis. En dicho trabajo se presentara este marco de una
forma mas amplia. Para este trabajo se han elegido los sistemas de practicas y los
objetos y significados, asi como sus tipologias y atributos.

2.3.2. Sistema de practicas

En el trabajo o el aprendizaje de las matematicas hay dos tipos de préacticas
asociadas a la resolucién de problemas: una practica operativa que consiste en el trabajo
con los objetos matematicos, y en la resolucion de problemas; y, principalmente, una
practica discursiva que consiste en reflexionar sobre la practica operativa, asi como en
los argumentos orales o escritos involucrados. En este primer nivel del anlisis se
deben identificar las préacticas realizadas.

Godino y Batanero (1994) definen objeto matematico de una manera previa de la

siguiente manera

Los objetos matematicos deben ser considerados como simbolos de unidades culturales,
emergentes de un sistema de usos ligados a las actividades de resolucién de problemas que
realizan ciertos grupos de personas y que van evolucionando con el tiempo. En nuestra
concepcion, es el hecho de que en el seno de ciertas instituciones se realizan determinados tipos
de précticas lo que determina la emergencia progresiva de los "objetos matematicos" y el que el
“significado™ de estos objetos esté intimamente ligado a los problemas y a la actividad realizada
para su resolucion, no pudiéndose reducir este significado del objeto a su mera definicion
matematica. (p. 330)
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Se ira desarrollando el apartado de manera que se pueda definir mediante el uso

el significado de los objetos matematicos.

Antes que Godino, Chevallard, (1991) definié objeto matematico como

Un emergente de un sistema de précticas donde son manipulados objetos materiales que se
desglosan en diferentes registros semidticos: registro de lo oral, palabras o expresiones
pronunciadas; registro de lo gestual; dominio de la inscripcion, lo que se escribe o dibuja
(grafismos, formulismos, célculos, etc.), es decir, registro de lo escrito (p. 8).

Sin embargo, el concepto importante para Chevallard no es la nocion de objeto

matematico sino la relacién al objeto. Para estudiar los tipos de relaciones a los objetos

antes se necesitan comprender algunas ideas previas:

Problema: Godino se apoya en las definiciones de Lester o Simon para describir
lo que se entiende por problema que se podria definir como una situacion en la
que hay que realizar una tarea que no tiene una solucion sencilla y para la que se
necesita un algoritmo, pero que se sabe reconocer cuando acaba con algun tipo
de mecanismo. Al mecanismo de la resolucion de un problema le Ilama
Freudenthal matematizar, aungue este autor lo lleva mas alla “matematizar es un
proceso que continda tanto tiempo como el que la realidad cambia, ampliando y
profundizando bajo multitud de influencias, incluyendo las matematicas, que a
su vez son absorbidas por la realidad cambiante” (Freudenthal, 1991, p.30)
Godino, sin embargo, propone introducir el concepto de practica para resumir
las caracteristicas de la actividad de matematizacion.

Practica: “Llamamos practica a toda actuacion o manifestacion (lingiistica o no)
realizada por alguien para resolver problemas matematicos, comunicar a otros la
solucién, validar la solucién y generalizarla a otros contextos y problemas.”
(Godino y Batanero, 1994, p.333) A esto es a lo que Chevallard llamaba
praxema y que define como “objetos materiales ligados a las practicas”
(Chevallard, 1991, p.8).

Mientras que Chevallard se interesa solo por las instituciones, en el EOS para

cada persona se pueden asociar un sistema de practicas caracteristicas. Como se ha

mostrado antes la nocion de préctica esta relacionada con la de problema, normalmente

una persona cuando trata de resolver un problema no lo hace linealmente, sino que

utiliza el método de ensayo error, dando lugar a procedimientos que no llevan a la

solucién y que, por tanto, se abandonan, asi surge la necesidad de definir las practicas

significativas:
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Diremos que una practica personal es significativa (o que tiene sentido) si, para la persona, esta
practica desempefia una funcidn para la consecucién del objetivo en los procesos de resolucion
de un problema, o bien para comunicar a otro la solucién, validar la solucién y generalizarla a
otros contextos y problemas” (Godino y Batanero, 1994, p.334).

Esta definicion de préctica significativa exige organizacion, es decir, una
practica es significativa cuando se realiza para conseguir un fin determinado y se hace
conscientemente.

En la figura 4 se muestra la emergencia de una préctica caracteristica significativa.

Figura 4. Préctica prototipica significativa (Godino y Batanero, 1994, p.334)

Muchas practicas matematicas son compartidas por grupos de personas que
tienen interés en resolver los mismos problemas matematicos y que la sociedad los
reconoce como institucion. Sin embargo, las matematicas no son sélo personales, sino
también sociales, en el aspecto de que normalmente se aprenden en grupo y cuando se
investiga o resuelven problemas se comparten los resultados con los demas.

Godino y Batanero (1994) nos proponen la siguiente definicion de institucion,

una institucion (1) estd constituida por las personas involucradas en una misma clase de
situaciones probleméticas. EI compromiso mutuo con la misma problemética conlleva la
realizacién de unas précticas sociales compartidas, las cuales estdn, asimismo, ligadas a la
institucion a cuya caracterizacion contribuyen (p. 334).

Como ejemplos de instituciones matemaéticas se pueden citar a las personas
comprometidas con la resolucion de problemas, profesores de matematicas o los
matematicos, también es una institucion bajo esta definicion una clase de matematicas,
donde todos, profesor y alumnos, estan involucrados en una tarea comun de ensefianza —
aprendizaje de matematicas. Asi dentro de cada institucién las practicas son diferentes
para conseguir la resolucion del campo de problemas en cuestién. Esto da pie a definir
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lo que es un sistema de practicas institucional asociado a un campo de problemas, asi
seglin Godino y Batanero, (1994) este sistema “esta constituido por las practicas
consideradas como significativas para resolver un campo de problemas C y compartidas
en el seno de la institucion 1.” (p. 335).

Ejemplos de estos sistemas de précticas son representaciones simbdlicas,

definiciones, argumentaciones, demostraciones, etc., ...

2.3.3. Objetos institucionales y personales

Como consecuencia de las practicas realizadas en la resolucion de problemas
emergen los objetos. Godino y Batanero (1994) plantean un ejemplo de problema del
que surge el objeto media. Consiste en medir una cantidad desconocida, debido al error
de medida intrinseco del aparato (por ejemplo, un goniémetro que se mueve X° tendra
un error X, por lo tanto, la medida sera X + x ©) tendra una dispersion de medidas, pero,
¢cudl es la correcta? No hay nada que indigue que una es mejor que otra, asi emerge el
concepto de media, que no sera mas que la suma de todas las medidas divididas por el
numero de estas. Este objeto, segun indican Godino y Batanero (1994):

Emerge progresivamente del sistema de précticas socialmente compartidas, ligadas a la
resolucion de cierto campo de problemas matematicos. De acuerdo con Morin (1977), la nocién
de emergencia significa que los productos globales de las actividades que forman un sistema
disponen de cualidades propias, las cuales retro actian sobre las actividades mismas del sistema
del que se vuelven inseparables (p. 335).

Como se ha advertido anteriormente, las practicas son caracteristicas de la
institucidn, asi pues, los objetos tendran esa misma cualidad también ya que emergen de
un sistema de précticas concreto. Por tanto, el objeto serd relativo a una institucion y
Godino y Batanero (1994) lo define de la siguiente manera: “es un emergente del
sistema de préacticas sociales asociadas a un campo de problemas, esto es, un emergente
de Py(C). Los elementos de este sistema son los indicadores empiricos de O,” (p. 336).

Los objetos institucionales emergen progresivamente y se van haciendo un lugar
en la institucion. Una vez que lo han conseguido no se queda asi, van evolucionando de
manera que también se va ampliando su campo de problemas. De esta manera el objeto
media cada vez ha ido respondiendo a méas problemas de distinta indole. Cuando un
objeto institucional surge en una institucion matematica el objeto entonces recibira el
nombre de objeto matematico.

Pero no solo existen objetos institucionales, ya que en muchas ocasiones es un

sujeto, una persona individual quien esta aprendiendo y quien crea un nuevo concepto,
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por tanto y en relacion al sujeto se puede definir paralelamente un sistema de practicas

personal que

esta constituido por las practicas prototipicas que una persona realiza en su intento de resolver un
campo de problemas C. Representamos este sistema por la notacion P,(C)” y un objeto personal
gue “es un emergente del sistema de practicas personales significativas asociadas a un campo de
problemas, esto es, un emergente de P,(C) (Godino y Batanero, 1994, p. 337).

2.3.4. Significado institucional y personal de un objeto

Como se ha mostrado hasta ahora, el objeto emerge de un sistema de préacticas
determinado, y la descripcion del objeto que se hace mediante esas practicas se puede
considerar su descripcion. Hay que recordar que al inicio de este apartado se dijo que se
consideraria el aspecto pragmatico del significado. Asi lo muestran Godino y Batanero
(1994) apoyandose en Vergnaud y mas tarde lo especifican mas claramente
“coincidimos con este autor en que el significado de los objetos matematicos debe estar
referido a la accion (interiorizada o no) que realiza un sujeto en relacion con dichos
objetos” (p. 337).

Es decir, el significado parece emerger también del sistema de practicas, no sélo
el objeto. De esta manera si un objeto podia ser institucional o personal, es l6gico
pensar que lo mismo ocurra con su significado, se puede estudiar si esto pasa con un
objeto. Si se elige el objeto media se observa que segun la institucion donde se analice
tendra un significado u otro, por ejemplo en un aula de primaria no tendra el mismo
significado que en una de secundaria, y por supuesto sera mucho mas profundo en un
aula de la licenciatura de Estadistica y en la vida diaria tendra unas connotaciones
diferentes.

Por tanto, parece que su significado depende en gran medida de la institucién en
la que se use, por tanto, cabe definir el significado de un objeto institucional como “el
sistema de préacticas institucionales asociadas al campo de problemas de las que emerge
O, en un momento dado” (Godino y Batanero, 1994, p.338). Como se puede ver, al
definirlo de esta manera se hace que el significado dependa de la institucion; si esta
institucién es una institucibn matematica (M), entonces se habla del significado
matematico de un objeto. Ademas, se puede equiparar el significado institucional de un
objeto al sistema de précticas institucional del cual emerge el susodicho objeto.

De la misma manera que se hacia con el objeto definiendo paralelamente un
objeto institucional y otro personal, dependiendo de si emergia de una institucion o de
un sujeto, se puede hacer también con su significado, siendo la definicion paralela a la
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anterior. Por tanto, se dice que el significado de un objeto personal es “el sistema de
practicas personales de una persona p para resolver el campo de problemas del que
emerge el objeto O, en un momento dado” (Godino y Batanero, 1994, p. 338). Teniendo

la misma implicacion que la definicién institucional, pero en el marco personal.

2.3.5. Tipologia y atributos de los objetos

Por ahora no se ha hablado de la clase de objetos que se pueden encontrar, pero
el EOS amplia la distincion clasica que se realiza en el curriculum de concepto-
procedimiento-actitud con el objetivo de describir mejor los objetos, asi pues, Font y
Godino, (2006) proponen la siguiente tipologia de objetos matematicos primarios:

e Elementos lingisticos: son cualquier tipo de expresion oral o no con la que
transmitimos algo (notaciones, expresiones, etc.)

e Situaciones — problema: se refiere a cualquier problema, ejercicio o tarea que se
realiza.

e Conceptos — definicién: como su propio nombre indica es cualquier definicién
que se introduce (de un objeto, por ejemplo, recta, punto, media, dispersion, etc.)
ya sea mediante una definicion o una descripcion.

e Acciones o procedimientos: es la forma de hacer o trabajar un concepto o una
demostracién, etc., ...

e Proposiciones: son enunciados que se realizan sobre los objetos, en los cuales se
puede, por ejemplo, definir propiedades de los mismos.

e Argumentos: con ellos se justifican las deducciones o resultados que se
alcanzan.

Si asi se describen mejor los objetos, se puede decir también que estos tienen
una funcionalidad. Por ello, se les pueden dar unos atributos contextuales duales que
ayuden a entender estas funciones, y Font y Godino (2006) introducen las siguientes
dimensiones duales para considerarlos:

e Personal — institucional: Este atributo depende de si el sistema de practicas es
compartido en el seno de una institucion, cuando diremos que el objeto es
institucional, mientras que si el sistema es una persona el objeto es personal.
Ambas facetas son necesarias ya que, aunque a través de la ensefianza o de
compartir experiencias en una institucién, también se da un proceso de

comprension personal al enfrentarse a un problema o en el seno de una
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institucion. De esta manera si no se consideran ambas facetas no se esta teniendo
la vision completa del objeto.

Ostensivo — no ostensivo: Un objeto ostensivo es un objeto publico, que puede
ser mostrado, aunque normalmente los objetos son no ostensivos, es decir, no se
perciben por si mismos, pero se pueden asociar a estos objetos otros que sean
ostensivos como gréaficos, notaciones, etc., ... Sin embargo, la distincion entre
ostensivo y no ostensivos no esta claramente delimitada ya que un objeto no
ostensivo puede ser imaginado o estar implicito en el discurso matematico.
Expresidn — contenido: Los objetos pueden ser antecedentes y/o consecuentes de
una funcion semidtica. Los objetos estan relacionados entre si, no son entidades
aisladas, la relacion es mediante funciones semidticas que consiste en una
relacion de una expresion (antecedente) con un contenido (consecuente)
establecida por una persona o institucion con respecto algun criterio de
correspondencia.

Extensivo — intensivo: Es la relacion que se da entre una expresion y su
generalizacién, por ejemplo, la derivada de 3x es 3, que es el caso particular, y
la derivada de mx es m que es el caso general, de esta manera se hace posible
generalizar.

Unitario — sistémico: los objetos pueden ser estudiados como entidades unitarias
0 que deban ser descompuestas. Los objetos unitarios se suponen previamente
conocidos mientras que los sistémicos deben ser descompuestos para ser

analizados.

2.3.6. Tipos de significados institucionales y personales

En consecuencia, como el significado institucional, varia de una institucién a

otra, el significado personal variard de una persona a otra, e incluso, en la misma

persona dependiendo de su evolucion en la apropiacién del significado de un

determinado objeto matematico. Podemos definir varios tipos de significado

institucional y personal que nos permita relacionar ambos (Godino y Font, 2007).

Los tipos de significados institucionales que se pueden encontrar son:
Referencial: es el sistema de practica que se utiliza como referencia para

elaborar un significado.
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Pretendido: son todos los sistemas de précticas incluidos en la planificacion de
la ensefianza.

Implementado: es el sistema de practicas que, como dice el propio tipo,
implementa el docente.

Evaluado: es el subsistema de practicas que se emplea para evaluar el

aprendizaje.

Los tipos de significados personales propuestos en el EOS son:

Global: corresponde a todos los sistemas de practicas personales que el sujeto es
capaz de situar en relacién a un objeto matematico.

Declarado: son las practicas que expresa el sujeto sean correctas o no desde el
punto de vista institucional.

Logrado: son las practicas que manifiesta el sujeto y son acordes a las

institucionales.

La relacion entre estos significados se sintetiza en la figura 5.

Figura 5. Tipos de significados institucionales y personales.(Godino et al., 2006, p.7)
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Capitulo 3. Sintesis de la investigacion sobre variabilidad estadistica y

dispersion.

3.1. Introduccién.

Una de las dificultades que se puede encontrar al realizar una revision

bibliografica es como categorizar o clasificar todos los estudios previos.

Tabla 2. Significados diferenciados de la dispersion (Batanero et al. 2015, p.17)

Descriptivo Descriptivo Probabilistico Inferencial
univariante bivariante

Situaciones Analisis de Estudiar relacion Analisis de Precision de una

problemas variabilidad entre  variables. variabilidad estimacion.
producida en los Analizar la bon- probable en un Riesgo de error
datos. dad de ajuste de modelo. en un contraste

un modelo.

Lenguaje Graficos Graficos Representacion Representacion
estadisticos estadisticos grafica de de distribuciones
univariantes bivariantes distribuciones. muestrales.
Simbolos: X, S.  Simbolos: r; S,y Tablas de Simbolos:

o ph
dI,StI’IbUCIf)neS. N, )
Simbolos: o, &, N
(4, 0)

Conceptos Reslimenes Covarianza, Distribuciones de Distribucién
estadisticos Correlacion, probabilidad muestral,
descriptivos Coeficiente  de Parametro estimacion,

determinacion intervalo de
confianza, error
tipolyll

Propiedades La suma de la Particion de la Desigualdad de Insesgadez (de un
distancia de varianza en parte Tchebycheff estimador)
datos a la media explicada y no Relacion  entre
es cero. explicada por la confianza,

Las medidas de regresion precision y
dispersion tamafio de la
siempre son muestra
positivas

Procedimientos Calculo Minimos Caélculo de Muestreo
numeérico de cuadrados probabilidades Contraste de
estadisticos Otros modelos de  Simulacién hip6tesis

ajuste Simulacion

Argumentos Similares a otras Similares a otras Incluyen Incluyen
ramas de la ramas de la expresiones de expresiones de
matematica matematica probabilidad probabilidad.

No simétricos

(en el rechazo o
aceptacion de una
hip6tesis)

Tras realizar el anélisis

describe en capitulos anteriores,

lingtistico, curricular y del marco tedrico que se

se ha pensado que la mejor manera de organizar la
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investigacion previa es bajo los diferentes significados de la dispersion que aparecen en
el curriculo y que muestran Batanero, Gonzalez-Ruiz, Lopez-Martiny Contreras, (2015)
y que sintetizan en la tabla 2.

Por tanto, las investigaciones existentes se organizaran bajo estos significados;
dispersion en conjuntos de datos, probabilistico y en situaciones de muestreo, afiadiendo
ademas un apartado fundamental, sobre concepciones de la dispersion en estudiantes
que configuran de cierta manera el significado personal de las medidas de dispersion de
estos.

3.2. Comprension de la dispersion por parte de los estudiantes y futuros
profesores.
3.2.1. Lavariabilidad y dispersion en conjuntos de datos.

Una cita de hace 35 afios de la profesora Hart (1983) es muy llamativa “el
concepto fundamental de desviacidn estandar es de la primeras areas de dificultad que
un estudiante de estadistica encuentra” (p.16). Sin embargo, como indican Garfield
(1995) y Garfield y Ben-Zvi (2007) los profesores suelen subestimar la dificultad de
estos conceptos.

Efectivamente, cuando se intenta formalizar el como se mide la dispersion
surgen una serie de problemas. Cuando un estudiante se plantea cémo medir cuén
dispersos estdn unos datos en torno a una medida de tendencia central, por ejemplo, la
media, la primera consideracion que puede tener es la de sumar todas las distancias de
estos datos a la medida, pero encontrara que se compensan y que sale cero.

Por tanto, una nueva idea que surge es utilizar un operador que convierta todas
las distancias en positivas, por ejemplo, en este caso se utiliza el valor absoluto, como
interesa la distancia promedio, se realiza la media. De esta forma se obtiene la
desviacion absoluta media. Pero cuando se trata de operar con esa formula surgen
algunas dificultades de manipulacion, debido al uso del valor absoluto, que no es
derivable, entre otros problemas, por lo tanto, se acude a otro operador que convierte
todas las diferencias en positivas, elevar al cuadrado. La nueva situacion continta
siendo problematica, ya que la varianza estd expresada en unidades de medida al
cuadrado, y es interesante para comparar que la medida de dispersion y la medida de
tendencia central estén en las mismas unidades, con lo cual se recurre a realizar la raiz
cuadrada positiva. Y asi es como se obtiene la desviacidn tipica o desviacion estandar
(Yap, 2008).
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Para los alumnos de secundaria todos estos pasos no son evidentes. Al principio
no entienden la necesidad de medir la dispersion, ya que consideran las medidas de
tendencia central como absolutas.(Shaughnessy, 2006) Cuando posteriormente
entienden esta necesidad, el uso de diferentes unidades o los problemas del valor
absoluto y ventajas de elevar al cuadrado son dificilmente entendidas (Hart, 1983). Por
tanto, como indicaba esta autora, la desviacion estandar es una nocion que genera
grandes dificultades cuando los estudiantes se enfrentan por primera vez a ella.

Sobre la desviacién absoluta media se han llevado a cabo algunos estudios para
relacionarla, aunque sea por sus limites, con la desviacion estandar. Sobre este
estadistico puede destacarse el trabajo de Boyd, (1985) pero la mayor parte de los
trabajos se centran fundamentalmente en dos temas, la desviacion estandar y su relacion
con la media.

Sobre la desviacion tipica existen dos tipos de trabajos, los que son mas
matematicos que didacticos, aunque se aborden desde los dos ambitos, y los que son
sobre la ensefianza y concepciones del alumnado. Centrandonos en el primer foco, uno
de los mas antiguos es el de Harding (1996), donde a partir de un error que percibid
dando clases extrajo la relacion entre el rango y la desviacidn tipica.

También podemos destacar los trabajos de Yap (2008) que describe la
desviacién tipica, como surge y cémo se enfrentan a ellos algunos ejercicios, ademas
diferencia entre la desviacion tipica de una poblacion y la de una muestra, como ya se
indicaba previamente en la tabla 2.

En otro articulo, Pingel (1993) valora la adecuacién de la desviacion tipica para
ser una buena medida de la dispersion en todos los casos. En dicho articulo se concluye
que la desviacion tipica no es un buen estimador de la dispersion cuando la distribucion
de datos no es simétrica y centrada con respecto a la media, siendo otras medidas de
dispersion como el rango, el recorrido intercuartilico o la desviacion absoluta mejores
estimadores. Ademas, indicaba que los alumnos deberian comprender que la dispersion
no se puede medir con un solo parametro como es la desviacion tipica, sino que existen
diferentes medidas que, dependiendo de la situacion, pueden medir de una forma mas
adecuada la dispersion.

Otro trabajo destacable es el de Jones y Scariano (2014) en el que analizan dos
formas de medir la dispersion. Una de ellas con la media de las diferencias cuadradas
entre los datos, y otra con la varianza (diferencias cuadradas con respecto a la media)

42



demostrando que ambas medidas son cuantitativamente idénticas, indicando que ambas
perspectivas pueden ser Utiles para la ensefianza de como cuantificar la dispersion.

En el segundo tipo de estudios, lo conveniente es remontarse a los trabajos de
Hart (1984) y Loosen, Lioeny Lacante (1985) en los que se analiza la desviacion tipica,
su ensefianza y como explicarla de manera intuitiva. En el primero de ellos, Hart (1984)
se plantea por qué los alumnos relacionan la desviacién tipica con la “medida de la
dispersion” y no sucede esto con la desviacién absoluta, por ejemplo. Plantea varias
posibilidades, una de ellas es que la varianza es un estimador util y que se emplea en
otros célculos estadisticos como la distribucion normal, el otro es que las calculadoras
ayudan a su obtencién cuando no la dan directamente. La alternativa que propone Hart
(1984) es la de “enfatizar la desviacion absoluta como introduccién a la desviacion
estandar, apuntando las ventajas y desventajas relativas” (p.24) Loosen et al. (1985)
parten de las premisas de Hart (1984) indicando que ellos son ain mas pesimistas que
Hart y que creen que los estudiantes no entienden lo especifica que es la desviacion

tipica como medida de dispersion.

Nuestra duda ha sido inducida por la forma en que muchos libros de texto introducen el concepto
de dispersion. La mayoria de las introducciones ponen un mayor énfasis en la heterogeneidad
entre las observaciones que en sus desviaciones de la tendencia central (Loosen et al., 1985, p.2).

Asi pues, partiendo de como los libros de texto introducen el concepto, exponen
los dos puntos de vista que para ellos son aconsejables para ensefiar la desviacion tipica,
poniendo el énfasis en la heterogeneidad de las medidas, o en la heterogeneidad de las
desviaciones. Para ello realizaron un experimento con 154 alumnos de la carrera de
psicologia sin formacion especifica en dispersion, en las que le pedian que del grafico
de la figura 6 identificaran cuales era menos diferentes, en primer lugar, en los graficos

AyB,yluegoentre CyD.

Figura 6. Test de heterogeneidad con barras. (Loosen et al., 1985, p.3)

43



El resultado del experimento mostré que los alumnos ponian el foco en las
medidas y no en las diferencias, al no darse cuenta de cuando la desviacion tipica era la
misma, ya que para ellos la desviacion tipica era mayor cuando las diferencias entre
medidas eran mayores. Sin embargo, no consideraban la desviacion tipica como la
diferencia a un punto comdan.

A pesar de esto, si los graficos se mostraban de la forma en las que se hace en la
figura 7, si que veian rapidamente la desviacion tipica. Concluyen que, en su opinién,
deben separarse dos ideas, por una parte, la idea intuitiva de dispersion y por otra el

concepto de desviacion tipica.

Figura 7. Test de heterogeneidad con puntos. (Loosen et al., 1985, p.4)

Concluyen que, en su opinion, deben separarse dos ideas, por una parte, la idea
intuitiva de dispersién y por otra el concepto de desviacion tipica.

Mas tarde Batanero, Godino, Vallecillos, Greeny Holmes (1994) y Shaughnessy
(1997) analizaban los puntos débiles y carencias de la ensefianza estadistica.
Shaughnessy (1997) las llamaba oportunidades perdidas, una de ellas es la
investigacion sobre la variabilidad aleatoria, indicaba que apenas existia y que lo poco
que habia es lo que se ha mostrado en los articulos presentados unos parrafos antes. El
aportaba su opinion al respecto,

Una razo6n es que los estadisticos han estado tradicionalmente muy enamorados de la desviacion
estdndar como medida de la dispersién o variabilidad, y los profesores y los desarrolladores del
plan de estudios a menudo evitaban lidiar con la dispersion porque sentian que no podian hacerlo
sin introducir una desviacion estandar. La desviacion estandar no es solo operacionalmente
dificultosa, sino que es dificil de explicar por qué es una buena opcion para medir la dispersion,
especialmente con los estudiantes novatos. Otra razon para la falta de atencién a la dispersion es
que las medidas de tendencia central o promedios se utilizan a menudo para predecir lo que
sucederd en el futuro, o para comparar dos grupos diferentes - no siempre se utiliza
correctamente a este respecto, por supuesto, pero sin embargo se utiliza. La incorporacion de
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dispersiones o variacion en estos procesos de prediccion o comparacién solo confunde la
capacidad de las personas para hacer predicciones o comparaciones limpias (Shaughnessy, 1997,

p.11).

Batanero etal. (1994) también hacian una revision de lo que habia sido la
investigacion en estadistica en general y de la variabilidad en uno de sus apartados,

sefialando que,

a) la estadistica ha recibido hasta la fecha menos atencién que otras ramas de las matematicas;

b) la mayor parte de la investigacion se ha llevado a cabo en situaciones experimentales, en lugar
de en situaciones escolares;

¢) muchos estudios se centran en nifios muy pequefios o en estudiantes de universidad, siendo
escasa la investigacion en las edades 11 a 16 afios;

d) las primeras investigaciones en el campo han sido efectuadas por psicélogos en lugar de por
educadores matematicos, aunque este aspecto estd empezando a cambiar (p. 528).

Otro trabajo interesante es el realizado por Clark, Kraut, Mathews y Wimbish
(2007) en el que analizaban la comprension de estudiantes de cursos de estadistica de
tres conceptos, la media, la desviacion tipica y el teorema central del limite. Para el
estudio seleccionaron a 17 estudiantes de cuatro campus diferentes que habian obtenido
una calificacion de A (la mas alta) en un curso de estadistica elemental, utilizaron un
sistema de entrevistas para ello. En este trabajo repetian el trabajo de Mathews y Clark
(2007) que realizaron con 7 alumnos utilizando el mismo mecanismo de seleccion y
trabajo. En este primer articulo concluian que los alumnos no comprendian que
significaba la desviacion tipica, a pesar de haber obtenido sobresaliente en un curso
introductorio de probabilidad y estadistica.

La conclusion de Clark et al. (2007) era la siguiente,

Con respecto a la desviacién estdndar, los resultados de este estudio sugieren que las
desalentadoras interpretaciones cognitivas de los estudiantes de nivel "A" observadas en
(Mathews y Clark, 2007) pueden, de hecho, ser representativas de los resultados de la mayoria
de los cursos tradicionales a nivel nacional. Mas de un tercio de los estudiantes en ambos
estudios no habian progresado mas alld de las concepciones de accion de la desviacion estandar,
y en algunos casos estas concepciones de accidn no se demostraron en las entrevistas, sino que
solo se dedujo del éxito de los estudiantes en sus cursos (p.11).

Por tanto, en estos dos estudios se observa que, a pesar de ser alumnos
sobresalientes en cursos especificos de estadistica, las dificultades para comprender y
manejar el concepto de desviacion estandar son persistentes.

Poco se sabe, sin embargo, acerca de la comprension de los estudiantes de las
medidas de dispersion, como se desarrolla esta comprensién, o como los estudiantes
pueden aplicar su comprension para hacer comparaciones de la variacion entre dos o

mas distribuciones.... Una comprension incompleta de la desviacion estandar puede
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limitar la comprension de los estudiantes de estos temas mas avanzados (delMas y Liu,
2005).

En dicho articulo también apuntan dos ideas o conceptos fundamentales para la
comprension del concepto de desviacidn tipica, el primer concepto es el de distribucion
de datos, como ya se indicaba en la introduccion de este apartado, sobre la otra indican,

Un segundo concepto fundamental es el de la media aritmética. Una comprension conceptual de
la desviacion estandar requiere més que el conocimiento de un procedimiento para calcular la
media, ya sea en forma de procedimiento o simbdlica (por ejemplo, Xx/n). Las imagenes que
metaféricamente consideran que la media se comporta como un punto de apoyo autoajustable en
un equilibrio se acerca a la concepcion necesaria (delMas y Liu, 2005, p.56).

Para trabajar estos conceptos desarrollaron un programa en java que compilaron
para Macintosh, donde se podian visualizar los conceptos fundamentales que
intervienen en la desviacion tipica y modificarlos para tratar de predecir sus cambios, el
resultado se puede ver en la figura 8, donde se puede observar una distribucion en la que

se analiza qué sucede si desplazamos varios datos.

Figura 8. Representacion grafica de la desviacion tipica y sus conceptos relacionados. (delMas y Liu, 2005, p.57)

Para estudiar las concepciones de los estudiantes seleccionaron 129 alumnos de
cuatro secciones de un curso introductorio de estadistica. Tres de estos grupos
trabajaron con un profesor que tenia un master en educacion matematica y cuatro afios
de experiencia, la otra seccién trabajo con un profesor que era estudiante de doctorado
en educacion matematica, con mencién en estadistica, y tenia un afio de experiencia.
Finalmente, de los 129 estudiantes 27 participaron voluntariamente en el estudio y 13
accedieron a la entrevista final. La formacion era especifica “con respecto a la
desviacién estandar, los estudiantes habian participado en una actividad que exploraba
factores que afectaban el tamafio de la desviacion estandar” (delMas y Liu, 2005, p.59).
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La formacion consistio en jugar con el software, moviendo de diferentes
maneras las barras de la distribucion, para ser conscientes de cbmo cambia la desviacion
tipica al mover los diferentes datos. De esta manera se mezcla la instruccion directa con
el aprendizaje por descubrimiento que permite facilitar el cambio conceptual, haciendo

que los alumnos presten atencidn a aspectos que, por algin motivo, antes obviaban.

Se promovié una concepcion centrada en la media de la desviacion estandar, llamando la
atencion sobre los valores de las desviaciones, preguntando a los estudiantes cdmo los
movimientos hipotéticos de las barras podrian afectar la media y entrevistdndolos acerca del
modelo de razonamiento sobre cémo afect6 la distribucién de las desviaciones a los valores de la
media y la desviacion estandar. El segundo objetivo era promover una comprension sobre cdmo
la forma de distribucion esté relacionada con el tamafio de la desviacion estandar. Se les pidi6 a
los estudiantes que predijesen como la media y la desviacion estandar estarian afectadas por las
distribuciones en forma de campana y asimétricas de los mismos conjuntos de barras (delMas y
Liu, 2005, p.60).

En la fase de test se cuestion6 a los alumnos acerca de la desviacion tipica de
pares de histogramas y tenian que indicar cual de los dos tenia mayor desviacion
estandar, la propuesta se puede ver en la figura 9 y a continuacion se dara informacion
sobre lo que pretende cada item.

El item 1 buscaba que los estudiantes se diesen cuenta que ambos graficos tenian
las mismas barras en diferentes lugares. Los items 2 y 3 probaron la sensibilidad de los
estudiantes a la densidad de valores alrededor de la media. El item 4 fue disefiado
especificamente para ver si los estudiantes comprendian que, con las mismas
frecuencias y rango, una distribucién con un sesgo mas fuerte tiende a tener una mayor
desviacion estandar. El item 6 muestra dos distribuciones que son un reflejo especular.
Los items de prueba 5 y 7 buscaban una percepcion sobre la agrupacion, estos dos items
fueron disefiados para identificar estudiantes que pudieran prestar atencion solo al orden
de las barras y no a la densidad relativa de desviaciones de la media. El par de graficos
en los items 8, 9 y 10 no tenian las barras idénticas y tampoco tenia los mismos valores
representados en cada grafico. Los items de prueba 8 y 10 fueron disefiados para
desafiar la creencia de que una distribucién perfectamente simétrica y en forma de
campana siempre tendré una desviacion estdndar menor (delMas y Liu, 2005).
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Figura 9. Test sobre desviacion tipica (delMas y Liu, 2005, p.62)

Debido a que fue un estudio exploratorio no se realizan consideraciones sobre
que la instruccion se puede mejorar, aunque hace algunas propuestas, sin embargo, a la
hora de analizar las respuestas de los alumnos, aunque hay cierta mejoria siguen
persistiendo ciertos problemas.
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Esto sugiere que los estudiantes tienden a adoptar un enfoque de reconocimiento de patrones
basado en reglas al comparar distribuciones. Si este es el caso, es necesario abordar dos
preguntas. ¢ Qué tipo de experiencias se requieren para que los estudiantes pasen de un enfoque
basado en reglas a un entendimiento mé&s integral que se pueda generalizar a una variedad de
contextos? Ademas de la experiencia interactiva presentada en el presente estudio, ¢necesitan los
estudiantes un apoyo adicional para reflexionar sobre las relaciones entre los diferentes factores
y para atender y coordinar los cambios relacionados? Un enfoque de reconocimiento de patrones
basado en reglas es consistente con el objetivo de encontrar la respuesta correcta al darse cuenta
de las caracteristicas que diferencian una distribucion de otra y percatandose de la
correspondencia con el tamafio de la desviacién estandar [...] Se podrian introducir varios
cambios en el programa para apoyar la construccion de modelos y estudiar cdmo afecta a la
comprension de la desviacién estandar. El software actualmente Ilama la atencién a una sola
barra en lugar de enfatizar visualmente cémo cambian las caracteristicas simultdneamente. Una
segunda visualizacion sobre el area grafica del histograma que presenta barras de desviacion
horizontales coloreadas para coincidir con los correspondientes colores de barra de frecuencia
verticales puede facilitar la coordinacién de cambios simulténeos de valores, la media, las
desviaciones y la desviacion estandar (delMas y Liu, 2005, p.80).

Otro trabajo interesante sobre las medidas de dispersion en general y sobre la
desviacién tipica en general es Garfield, DelMas y Chance (2007), donde indican que

La comprension de la variabilidad tiene aspectos informales y formales, desde la comprension de
que los datos varian (por ejemplo, las diferencias en los valores de los datos) hasta la
comprension e interpretacién de las medidas formales de variabilidad (por ejemplo, rango,
desviacion tipica) (p.118).

En este trabajo se afianza el uso del vocabulario en el sentido de Reading y
Shaughnessy (2004) en el que variability hacia referencia al fenémeno de la dispersion
y variation a como se mide, siendo el concepto measures of variability equivalente a
variation. Durante el trabajo indican que la forma en la que estd distribuido el
curriculum afecta a como se ensefian estos conceptos y a como se aborda el trabajo

sobre razonamiento estadistico.

Luego se introducen medidas de variabilidad (o dispersion), y los estudiantes aprenden a
calcularlas y a interpretarlas brevemente. Normalmente, sélo se ensefia la nocién formal de
variabilidad medida por tres estadisticos diferentes (es decir, el rango, el intervalo intercuartilico
y la desviacidn estandar) (Garfield, DelMas y Chance, 2007, p.119).

Indicaban que los cuatro motivos por los que no se desarrolla un razonamiento
estadistico son: mismo contenido y estructuracién en todos los cursos, clases basadas en
lectura del libro y ejercicios, uso de la tecnologia solo en escasas demostraciones sin
que los alumnos lo manipulen, y ausencia de evaluacion formativa, ya que la Unica
evaluacion que se realiza es la final.

Para paliar estos problemas desarrollaron un estudio de lecciones japonesas que
consistia en la entrega de un CD con pequefias conferencias, videos breves en los que se
explica como se utilizan los conceptos estadisticos de la leccion en contextos reales,

herramientas de simulacion o applets interactivos, actividades que utilizan el software
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DataDesk para analizar datos y ejercicios de revision / evaluacion. El libro utilizado fue
Practica Estadistica Activa de Moore (1997), ademas se empled una metodologia
colaborativa donde los alumnos trabajaban a menudo en grupo.

Se realizaron tres experimentos de ensefianza o lecciones, y al final de cada uno
se hacia una pequefia evaluacion que marcaba el ritmo y tipo de trabajo del siguiente.
En el primer experimento de ensefianza, que se realiz6 mediante el trabajo de conjuntos
de datos sin agrupar, el resultado no fue el esperado y los alumnos seguian presentando
bastantes problemas para manejarse con la interpretacion de la dispersion y sus
medidas, con lo que cambiaron el trabajo a datos agrupados para un segundo
experimento de enseflanza. Tras este segundo intento hubo una mejora, en la que los
alumnos identificaban mejor la desviacion tipica y el rango, pero obviaban el recorrido
intercuartilico.

Garfield, DelMas y Chance (2007) lo achacan a que los estudiantes lo relacionan
con los diagramas de caja. En el tercero propusieron tras mucho meditarlo una tarea
compleja, donde debian comparar tres medidas de dispersion, rango, desviacion
estandar y recorrido intercuartilico de diferentes variables a través de histogramas y
diagramas de caja, donde debian de ordenar los graficos de mayor a menor medida de
cada uno de los tres estadisticos. Sin embargo, la mejoria no se not6 hasta el final, como
ellos mismo indican, “es quizas sorprendente observar que, a pesar de las multiples
lecciones sobre las medidas de dispersion, la mayoria de los estudiantes no demostraron
una comprensién conceptual de estas ideas hasta el final del curso” (Garfield, DelMas y
Chance, 2007, p.141).

Finalmente realizan una propuesta de trayectoria didactica o de aprendizaje, una

forma de cronograma de cémo presentar los diferentes conceptos,

« Comience con la comprension basica de los estudiantes de que los datos varian.

« Investigar por qué las mediciones varian y los procesos que conducen a la variacién en los
datos.

e Examinar las representaciones gréficas de la dispersion; Utilizar graficos para comparar la
dispersion de més de un conjunto de datos.

 Enfocarse en las diferencias que aparecen en algunos gréaficos y lo que indican acerca de la
dispersion en el medio de un conjunto de datos.

« Promover la toma de conciencia tanto de la extension general como de la distribucion de la
mayoria de los datos.

» Examinar las medidas del centro y cémo las medidas de dispersion se basan en las diferencias
desde el centro, reconociendo como las medidas de dispersion son méas informativas en el
contexto de una medida de centro.

« Determinar las caracteristicas relativas (por ejemplo, resistencia) de diferentes medidas de
dispersion para diferentes tipos de distribuciones, y cuando tiene sentido usar medidas
particulares como resimenes de dispersion para distribuciones particulares (Garfield, DelMasy
Chance, 2007, p.142).
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3.2.2. Coordinacion de medidas de posicion central y dispersion

Como se observa en las sugerencias de estos autores, relacionar la desviacion
tipica con la media es un camino a una mejor comprension de este tipo de medida de
dispersion, siguiendo esta linea los siguientes trabajos que se van a presentar abordan
este tipo de ideas, es decir, la interaccion entre la desviacion tipica y la media.

Uno de los primeros textos que se pueden presentar en este sentido es el que
propone Gordon (1986) donde se plantea si la media y la desviacién tipica son
conceptos ligados, y trata de demostrar a un compafiero que no lo son. Lo hace
reportando el mismo resultado que se mostraba al inicio del sub apartado anterior por
Jones y Scariano (2014) donde se manifestaba que es equivalente calcular la varianza (y
por ende la desviacion tipica) con la diferencias cuadradas entre todos los datos entre si,
y las diferencias cuadradas entre los datos y la media. Por tanto, una primera conclusién
es que se puede utilizar este doble enfoque para ensefiar a trabajar con estas dos
medidas de dispersion. Sin embargo, en la ensefianza tradicional siempre se tiende a
ensefar la varianza y la desviacion tipica como resultado de operar con las diferencias
cuadradas de los datos con respecto a la media.

Un articulo muy interesante es el de Lee y Lee (2011) donde hacen una revision
de la coordinacién entre las medidas de tendencia central y las de dispersion, y ademas
hacen una propuesta de materiales curriculares para trabajar estas ideas tanto en analisis
de datos como en muestreo. Parten de las ideas que se expresaban en el apartado 4.2 y
en este mismo sub apartado de Garfield (2002) y Shaughnessy (2006) acerca de que las
medidas de dispersion completan las medidas de tendencia central y las de posicion para
resumir una distribucién de datos. En este trabajo los alumnos son profesores en
practicas a los que van guiando. Para analizar el método de ensefianza las clases se
grabaron y se realiz6 un disefio cuasi experimental pre-post.

En este caso la formacion lleva seis capitulos o lecciones. En la primera el
objetivo es que los profesores comprendan la importancia de las medidas de centro y
dispersion de forma conjunta en el contexto de comparacion de distribuciones de datos.
En la segunda visionan un video sobre el mismo contenido, pero realizado por alumnos
de secundaria. En la tercera se les forma sobre el uso de las desviaciones para calcular
algunas medidas de dispersion, como la desviacion tipica. En el siguiente capitulo se
extienden los calculos realizados en conjuntos de datos unidimensionales a datos
bivariados. En las dos siguientes lecciones se utilizan simulaciones para introducir

situaciones de muestreo.
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El resultado final no es muy bueno, y aparentemente se necesita una formacion
mas amplia para desarrollar estas ideas estadisticas consistentemente, como indican los
propios autores “Por lo tanto, no es de extrafiar que en un periodo de tiempo tan corto
los futuros profesores de nuestro estudio no desarrollaran sus propias ideas de forma
que pudieran implementarlas en situaciones pedagdgicas” (Lee y Lee, 2011, p.44).

Posteriormente Sanchez y Orta (2013) publicaron un trabajo donde de nuevo se
trabaja de forma conjunta los conceptos de medidas de tendencia central y de dispersién
en un contexto de comparacion de distribuciones. El objetivo de este articulo es el de
exponer tres actividades para secundaria donde se trabajen ambos conceptos. Antes de
esto analizan la media, algunas medidas de dispersion y su relacion, e indican algunos
tipos de problemas en los que aparece el problema de la media, como la estimacién de
una cantidad cuando los valores no coinciden debido a un error de medida, cuando se
reparten de forma igualitaria un cierto nimero de cantidades diferentes, cuando se
utiliza como resumen de un conjunto de valores que conforman una distribucion que es
aproximadamente simétrica y para predecir el valor mas probable al seleccionar un
elemento de una distribucién al azar (Sanchez y Orta, 2013). Sobre la dispersion indica

textualmente,

Es una caracteristica de un conjunto de datos numéricos. Hay diferentes medidas de la
dispersion, donde las més usadas son: rango, desviacion media, desviacion estandar, y cuartiles.
El célculo de algunas medidas de dispersién es algo mas dificil que el de la media, sin embargo,
con cualquier calculadora cientifica se obtienen facilmente, una vez que se le introducen los
datos. Un significado que se suele dar a las medidas de dispersion es como indicadores de qué
tan separados estan los datos entre si. Basta ordenar los datos o hacer su gréafica de frecuencias
para percibir intuitivamente la dispersion; en contraste, la dispersion como un nimero especifico
es para la mayoria un misterio. Las ideas de separacion y la interpretacion del valor numérico
estdn en un terreno abstracto, y aunque importantes, faltaria interpretar la dispersiéon en los
contextos en los que se presenta (Sanchez y Orta, 2013, p.68).

Para trabajar estos conceptos proponen dos contextos, en primer lugar, un
contexto de medidas repetidas y, en segundo lugar, contexto de riesgo.

El primer tipo de contexto se centra en la realizacion de medidas de una
magnitud fisica, de las cuales se pretende saber cual es la mejor aproximacion al valor
verdadero. Para que la media sea un buen estimador de ese valor se deben dar dos
condiciones, las medidas deben ser independientes y la frecuencia de errores por exceso
y defecto similar, de esta manera y cuanto mayor sea el nimero de medidas, mejor
estimador sera la media. En este contexto se propone un problema donde dos grupos
miden la altura de un poste mediante dos métodos diferentes, y realizan nueve medidas.

A los alumnos se les hace dos cuestiones. La primera de ellas pide a los alumnos que
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indigquen que nimero propondrian para indicar la altura lo mas exactamente posible, en
este caso la respuesta esperada es la media. La segunda es que evallen la precisién de
cada método, para ello necesitan utilizar las medidas de dispersion y propone el articulo
el posible uso de cuatro de ellas, el rango, la desviacion media, la desviacion tipica y el
error cuadratico (Sanchez y Orta, 2013).

El segundo tipo de contexto habla del riesgo, que se define en el articulo como

El riesgo se presenta cuando hay potenciales resultados no deseados que pueden traer como
consecuencia pérdidas o dafios. Definir el riesgo significa especificar los resultados valiosos y
los no deseados en un orden que refleje el valor que se les atribuye [...]JUna vez que se
identifican los riesgos, el problema es determinar qué tan grandes o perjudiciales son y cuéles
son las posibles causas que los gobiernan [...] El anélisis del riesgo ofrece informacion para la
toma de decisiones. La teoria de la toma de decisiones en situaciones de riesgo tiene dos
aspectos; por un lado, define reglas abstractas sobre lo que deberia hacer la gente en situaciones
de riesgo, por otro, estudia lo que hace la gente cuando se enfrenta realmente a tales situaciones
(Sanchez y Orta, 2013, pp. 71-72).

Los dos problemas propuestos en este contexto son uno referente al juego y otro
referente a un problema salud-enfermedad. En el primero se dan las listas de ganancias
y pérdidas de dos juegos, y se pide la eleccién de uno de ellos para jugar. En este caso
los datos estan seleccionados para que las medias coincidan, y una primera
aproximacion sea que da igual jugar a cualquiera de los dos juegos, pero un analisis mas
concienzudo le hara utilizar alguna medida de dispersion. El segundo problema da los
datos de tiempo de vida de varias personas que se han sometido a tres tratamientos
diferentes debido a que tienen una enfermedad incurable, el problema pide elegir uno de
los tres posibles tratamientos de forma razonada, de nuevo los tres tratamientos ofrecen
la misma media pero no asi la misma dispersién, por tanto, de nuevo se necesitara
calcular alguna medida de dispersion o representar los datos para tomar una decision
correcta.

Dentro de la realizacion de materiales curriculares, cabe destacar también un
trabajo de delMas (2001) en el que disefiaba una serie de actividades para trabajar la
desviacion estandar relaciondndola con la media, mas en concreto como una medida de
la densidad de los datos alrededor de la media.

Por altimo, dentro del tratamiento conjunto de la media y la desviacion tipica se
puede destacar el trabajo de Dubreil-Frémont, Chevallier-Gatéy Zendrera (2014). En
este trabajo analizan la evolucion de 352 estudiantes universitarios en la comprension
de la media y la desviacion tipica, mediante un disefio pre-post. En el pre-test los
alumnos mostraban una caracterizacion algoritmica de la media y no comprendian la

desviacién tipica. Tras el curso de estadistica los alumnos comprendian el concepto de
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media y mejoraban en el de desviacion tipica, es muy interesante la categorizacion de
las concepciones de la desviacién tipica que realizan para los test y que se pueden

observar en la figura 10.

Figura 10. Concepciones de los estudiantes sobre la desviacion tipica ((Dubreil-Frémont et al., 2014, p.3)

Sin embargo, la comprension del concepto de desviacién tipica sigue siendo

dificultosa, como los propios autores indican

este estudio trat con las concepciones de los estudiantes de la media y la desviacién estandar
antes y después del curso de estadistica. Los resultados mostraron que los estudiantes tienen una
mejor comprension de la media que de la desviacion estdndar siempre que se realizan test. Los
resultados confirmaron que los estudiantes mejoraron sus concepciones de media y desviacion
estandar al final del curso (Dubreil-Frémont et al., 2014, p.4).

Otro tipo de estudios abarcan todas las medidas de dispersion en general, sin
centrarse especificamente en alguna de ellas.

De hecho, uno de los mas interesantes, por novedoso y diferente es el de Lehrer
y Kim (2009) donde para trabajar la dispersion y sus medidas piden a los alumnos, en
este caso de 10-11 afios, equivalente a 6° de primaria, que se inventen unas medidas
para medir la dispersion. Esto da lugar a métodos como el de distancia entre pares, que
consiste en ordenar los valores y medir la distancia entre un valor y el anterior, en el que
los alumnos evidencian que cerca de una medida de tendencia central estos valores se
reducen. Otra alumna se invent6 un método de desviaciones con respecto a la mediana.
Otros alumnos presentaron métodos graficos a través de la herramienta TinkerPlots. Es
una actividad que permite desarrollar el razonamiento acerca de la dispersion y su

medida y que como indican los autores,

La medicién se concibe a menudo como una actividad mundana, y en la escuela llega a menudo
con ideas preconcebidas. Los estudiantes pueden aprender "habilidades" para medir, pero rara
vez se les pide que lidien con la problemética fundamental de la relacién entre una medida y un
fenémeno particular. Sugerimos una téctica alternativa, en la que los estudiantes inventen y

54



revisen las medidas, porque inventar medidas implica inherentemente estructurar fendmenos. En
este caso, posicionamos a los estudiantes para inventar y revisar las medidas de variabilidad.
Muchas de estas soluciones inventadas coordinan el centro y se difunden de manera que
anticipan los tipos de soluciones que se utilizan en la disciplina de la estadistica, tales como el
intervalo intercuartilico y las métricas basadas en la desviacion, como la desviacién media y la
desviacion estandar. Esta forma de estructurar la dispersion a menudo escapa a los estudiantes
mucho méas mayores (Lehrer y Kim, 2009, p.130).

La tesis de Turegun (2011) analiza precisamente las concepciones en estudiantes
de diferentes medidas de dispersion, en este caso, el rango, el recorrido intercuartilico y
la desviacion tipica. Con una experiencia de mas de 20 afios ensefiando matematicas y
casi 15 estadistica en la universidad se dio cuenta de que sus alumnos, aunque conocian
el algoritmo de la desviacion tipica, les costaba explicarla en un contexto de datos. Es
decir, aunque son capaces de decir que la desviacion tipica es una medida de dispersion,
y saben calcularla, no saben relacionar el niUmero que obtienen con su sentido, a pesar
de que, en muchos sentidos, como indica, el calculo de la desviacion tipica es farragoso.
Las demas medidas también son interesantes, y trabajarlas todas en conjunto puede ser
una buena técnica de ataque, porque como el propio Turegun (2011) indica

Reconocer el hecho de que estas medidas de propagacion tienen distintos niveles de sensibilidad
a la presencia de valores atipicos en un conjunto de datos puede conducir al desarrollo cognitivo
al decidir cudl de estas medidas puede ser mas apropiada para usar en una distribucion de datos
particular (p. 67).

Utiliza para el analisis la taxonomia SOLO (de sus siglas en inglés Estructura de
los Resultados de Aprendizaje Observados) otorgando cinco niveles a la comprension
de las medias de la dispersion: A) Pre-estructural, donde las respuestas estan mal
articuladas y demuestra no entender la pregunta; b) uni-estructural, en las que las
respuestas son vagas y no estan relacionadas entre si; ¢) multi-estructural, en este taxon
demuestra cierto conocimiento de las medidas de dispersidn indicando similitudes,
diferencias y conexiones entre el rango, el recorrido intercuartilico y la desviacion
estandar; d) relacional, ademas de lo anterior es capaz de identificar qué medidas de
dispersion son mas resistentes a los valores atipicos al relacionar las medidas de
dispersion con la media, la mediana y los valores atipicos; y por ultimo €) el taxén de
abstraccion, donde ademas de lo anterior es capaz de indicar la medida de dispersion
que puede ser mas apropiada en el caso de una distribucion sesgada. (Turegun, 2011)
De los 29 alumnos que estudié ninguno estaba en el taxon pre-estructural, pero tampoco
hubo ninguno en el taxdn de abstraccion, la mayoria se encontraban en el taxén multi-

estructural.
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Las conclusiones del estudio son que los alumnos emplean sus propias
expresiones para hablar acerca de las medidas de la dispersion. Esto se relaciona con
estudios previos de Makar y Confrey (2005) y de Watson y Kelly, (2008) que hacian
especial hincapié en la importancia del lenguaje en la introduccion de las nociones
estadisticas, ya que gran parte del vocabulario se emplea cotidianamente en otros
contextos y otros significados, por tanto es importante ser cuidados en la construccion
del lenguaje en la formacion estadistica de los alumnos. Por otra parte, los alumnos
tienen ideas previas, que en muchas ocasiones les otorgaban una alta comprensién
intuitiva de las medidas de dispersion. Por Gltimo, se hace alusion a la bonanza del
método de entrevistas frente al sistema de test para ahondar mas en las concepciones
que tienen los alumnos.

Para acabar este sub-apartado se van a realizar unos breves comentarios sobre el
recorrido intercuartilico, referidos principalmente a las dificultades del calculo de la
medida de posicion como puede verse en Weisstein (s. f.) y Langford (2006) y es la
cantidad de métodos de céalculo para los cuartiles que pueden encontrarse y que pueden
generar problemas a la hora del calculo de una medida de dispersion derivada como es

el recorrido o rango intercuartilico. Para ilustrarlo se acompafia la figura 11.

Figura 11. Algunos métodos de céalculo de los cuartiles. (Weisstein, s. f.)

3.2.3. La variabilidad y dispersion en probabilidad.
Uno de los grandes problemas con la dispersion en situaciones de probabilidad
es la confusion de ésta con situaciones de muestreo. Este tipo de situaciones las analiza

Shaughnessy (1997) en un estudio con profesores en activo, al preguntar qué es mas
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probable al lanzar una moneda, obtener XOOXO o XXXXX. Algunos estudiantes
contestaron que la muestra era pequefia y que en muestras grandes se obtendria una
situacién similar a la primera; sin embargo, en este caso, no hay muestra, en todo caso
hay un espacio muestral, en el sentido probabilistico, pero no real de la muestra de una
poblacién (Shaughnessy, Watson, Moritzy Reading, 1999).

Otro trabajo destacable dentro del estudio de la dispersion en la probabilidad es
el del spinner, este experimento fue realizado por Shaughnessy y Ciancetta (2001) y
(2002) con una ruleta mitad blanca y mitad negra proponiendo a estudiantes que
predijesen el nimero de negras que habria en diez tiradas. Después se tiraba la ruleta
diez veces y repetian la prediccion. Los autores observan que como, después de la
segunda tirada se llevaban en total 5 negras y 15 blancas este resultado causé un
conflicto cognitivo en los alumnos, ya que no eran capaces de comprender series de
tiradas que no estuvieran equilibradas.

El objetivo de este ejercicio es que los alumnos encuentren la conexion que se
puede hacer entre la dispersion observada en los datos de ensayos repetidos de un
experimento, y los resultados que se esperan basados en el conocimiento del espacio
muestral subyacente o distribucién de probabilidad. Por lo tanto, los experimentos de
probabilidad son muy prometedores como un contexto viable para la recopilacion de
datos sobre las concepciones de los estudiantes acerca de la variabilidad aleatoria.
Cuando se realiza un experimento probabilistico se puede centrar la atencién en la
variacion inherente en los resultados, y no sélo en el valor esperado para un resultado en

particular (Shaughnessy y Ciancetta, 2002; Canada, 2004).

3.2.4. La variabilidad y dispersion en el muestreo
La dispersion también esta presente en situaciones de muestreo, como indicaba
en su tesis Canada (2004).

Las muestras también varian en la medida en que representan a su poblacién original. Por
ejemplo, si la poblacién son todos los estudiantes de una escuela secundaria, en la misma
encuesta de opinion en dos grupos diferentes de estudiantes es probable que se produzcan dos
resultados diferentes. Por lo tanto, las situaciones de muestreo pueden invocar muchos niveles de
significado si tenemos en cuenta la variacion (p. 38).

Un estudio interesante en este ambito es el que realizaron Bakker y Gravemeijer,
(2004)) sobre la comprension de las distribuciones y muestreo mediante el uso de las
TICs (una applet web llamado Minitools que ya no se encuentra disponible) en alumnos
de 7° grado (equivalente a 1° de ESO), y que repitié Slauson (2008) con la conclusion
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de que el método fue “muy eficaz en el desarrollo de la comprension conceptual de los
estudiantes de la distribucion” (p. 31).

Otros estudios como el de Leavy, (2006) se han centrado en las concepciones de
profesores en practicas sobre las medidas de dispersion en distribuciones y la
comparacion de muestras. Para ello se dividié el estudio en tres etapas, un pre-test, una
formacion y un examen al final, en la primera etapa se vio que los futuros profesores en
su mayoria utilizaban principalmente los métodos numéricos en lugar de metodos
graficos. Tras el trabajo se sensibilizaron con cuestiones como el tamafio de la muestra
o las limitaciones de la opcidn elegida previamente para representar los datos. Este
trabajo es importante porque precisamente son los docentes los que tienen en su mano la
formacion de los estudiantes y existe entre ellos una falta de conocimiento de
estadistica.

Otro estudio muy importante, en este caso sobre los tipos de razonamiento de los
estudiantes sobre la variabilidad aleatoria, es el de Shaughnessy, Ciancettay Canada,
(2004) que indican que el razonamiento de los estudiantes en situaciones de muestreo se
puede clasificar en: aditivo, proporcional, y de distribucién.

e Los estudiantes que razonan de forma aditiva se centran en la frecuencia.

e Los estudiantes que razonan de forma proporcional se centran en las
frecuencias relativas para hacer conjeturas sobre las muestras tomadas de
una poblacion de composicidn conocida.

e Los estudiantes que razonan en forma de distribucion razonan con
frecuencias esperadas y con la desviacion de las expectativas razonables
para considerar posibles composiciones de la muestra.

El trabajo de Saldanha y Thompson, (2002) da cuenta del razonamiento sobre

muestreo,

Distinguimos dos concepciones de muestra y muestreo que surgieron en el contexto de un
experimento de ensefianza realizado en una clase de estadistica de la escuela secundaria. En una
concepcion 'muestra como una version cuasi-proporcional, a pequefia escala de la poblacién' es
la imagen principal. Esta concepcién implica la imagen mental de repetir el proceso de muestreo
y una imagen de variabilidad entre sus resultados que apoya el razonamiento sobre las
distribuciones. Por el contrario, una muestra puede ser vista simplemente como "un subconjunto
de una poblacién™ - una imagen mental que no engloba la de muestreo repetido, y de ideas de
variabilidad que se extienden a la distribucion (p.257).

En este trabajo se sugiere que el razonamiento sobre muestreo es més sofisticado

que el razonamiento de distribucion, donde son necesarios para razonar la frecuencia
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relativa y la desviacién de la expectativa de una muestra para hacer inferencias sobre la
poblacién.

El razonamiento inferencial parece requerir una concepcion multiplicativa de la
muestra y muestreo. La concepcion multiplicativa incluye la nocién de comparacién de
una muestra estadistica con la poblacion de las estadisticas resultantes de las estadisticas
de todas las muestras posibles de un determinado tamafio de la poblacion. Este tipo de
razonamiento es necesario para poder aplicar un razonamiento deductivo.

Uno de los estudios mas conocidos y ambiciosos sobre el razonamiento acerca
de la variabilidad en situaciones de muestreo e inferencia es el que llevaron a cabo
Chance, del Mas y Garfield (2004) que se desarroll6 durante siete afios en dos
universidades de EEUU. En un principio el objetivo era evaluar la utilidad de un
software de simulacién para el aprendizaje de distribuciones muestrales, sin embargo,
derivé en cinco investigaciones. En la primera etapa observaron una mejora en la
percepcion de la distribucion de muestreo, pero también se dieron cuenta de que
necesitaban algo mas que un componente visual. Asi que redisefiaron la actividad para
involucrar a los estudiantes en reconocer sus errores y ayudarlos a superar las
intuiciones erréneas que persisten en la orientacion de sus respuestas en los items de
evaluacion. Después de esta segunda etapa aun mejord6 mas la comprension de la
distribucion de muestreo, pero también es cierto que aln persistian ciertos prejuicios.

En la tercera etapa se estudid los prerrequisitos necesarios para la comprension
de la distribucidn de muestreo y el porqué de la persistencia de errores, de aqui pudieron
obtener una lista con estos datos.

En la cuarta etapa a través de entrevistas abiertas establecieron cinco niveles de
razonamiento acerca de la distribucion muestral:

1. Razonamiento idiosincratico: se conoce la terminologia, pero no que

significa.

2. Razonamiento verbal: se conoce la terminologia y se comprende, pero no se

ha incorporado al comportamiento.

3. Razonamiento de transiciéon: se identifican una o dos dimensiones del

proceso muestral sin integrarlas.

4. Razonamiento procedimental: se identifican correctamente las dimensiones

del proceso de muestreo, pero no se integran plenamente, ni se entiende el

proceso que genera distribuciones muestrales.
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5. Razonamiento de proceso integrado: se tiene una comprensién del proceso
de muestreo, de las distribuciones de muestreo y es capaz de coordinar las
reglas y el comportamiento del proceso de muestreo.

Este modelo es la base de la quinta etapa, ya que en esta desarrollaron un

diagnostico para establecer en qué nivel esta el encuestado.

Estos cinco estudios ponen la base para entender por qué es tan dificil entender
la distribucion de muestreo.

Otro estudio gque se ha llevado a cabo en varias ocasiones es el que trata sobre la
ley de los grandes numeros que indica que a medida que la muestra es mas grande habra
menos dispersion con respecto a los parametros de la poblacion.

Sin embargo, a través del item del hospital, se descubre que un error bastante
frecuente es la no identificacion de la variabilidad en situaciones de muestreo. El item
del hospital se ha empleado en varios estudios. En dicho item planteaban que habia dos
hospitales donde nacian 5 y 50 nifios y se preguntaba en cual de los dos era mas
probable tener un 80% de nacimientos de nifios y un 20% de nacimientos de nifias en un
dia cualquiera, la probabilidad de tener valores atipicos es mayor en una muestra
pequefia. Como ya indicaba Canada (2014) “la investigacion muestra que los entornos
de muestreo ofrecen la oportunidad de observar el efecto del tamafio de la muestra en la
variacion” (p. 51).

3.2.5. Interpretando y mostrando la dispersion

Como se observa en el apartado anterior, hoy dia el uso de software con fines
educativos estd tomando cierto auge, apoyado por la administracion. El software
pretende mostrar las representaciones graficas de una forma mas dindmica. En este
apartado se va a realizar la revision bibliografica de estudios relacionados con cémo se
puede mostrar la dispersidn a través de graficos y en especial sobre el diagrama de caja,
que como se indicaba en el capitulo 2 es el tipo de grafico que se incluye en el
curriculum en los niveles de secundaria obligatoria.

Uno de los estudios mas antiguos y a la par interesantes es el de Friel y Bright
(1996) que se hace eco de otros estudios de 1965 en adelante en los que introduce el
término graphicacy que se podria traducir como graficabilidad (el término no existe en
espafol), es decir, la habilidad de leer y entender graficos. De hecho, otros autores
posteriores se han apoyado en este concepto, como por ejemplo Mellissinos, Ford y
McLeod, (1997) indicaban que el razonamiento estadistico sobre distribuciones podia
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suponer un nexo comun entre las medidas de tendencia central, de dispersion y la
gaficabilidad. Ademéas de otros estudios, donde se dota a los graficos de caracter
cultural debido a la presencia a través de la historia y en todos los fendmenos que nos
rodean, como el de Arteaga, Batanero, Cafiadas y Contreras (2011). Sin embargo, como
indicaban Friel, Curcio y Bright (2001), muchas veces los alumnos trabajan con
graficos, pero no entienden claramente qué estan representando ni para qué lo hacen.

En este apartado se van a presentar estudios que analizan cémo afectan los
graficos a la representacion de la variabilidad aleatoria y se va a centrar la atencion en
un grafico que es importante porque representa la dispersion y es el que esta incluido en
el curriculum a tal fin, que es el diagrama de caja.

En Inzunza (2006) se analizan los errores de los estudiantes universitarios a
través del estudio de la dispersiéon en gréficos, en este caso se trataba de indicar la
desviacién tipica en distintos tipos de graficos, como un histograma o la representacion
de diferentes distribuciones normales. El resultado, como el propio autor indica,

Sefiala que los estudiantes mostraron diferentes conceptos erréneos y dificultades en la
comprension de la variabilidad, asi como una comprension superficial de la desviacion estandar
como medida de dispersion, a pesar de ser estudiantes universitarios que habian tomado por lo
menos un curso de estadistica en niveles previos y en los momentos de la investigacion estaban
tomando un curso de inferencia estadistica (p.6).

Otros estudios sobre una linea similar son los de Cooper y Shore (2008) y
Cooper y Shore (2010). En el primero trabajan la dispersién en histogramas y graficos
del tronco, en el segundo se centran en diagramas de barras e histogramas. El objetivo
de ambos estudios es el estudio de la dispersidn sobre los graficos. En el segundo de
ellos indicaban,

Si bien la dispersion se manifiesta de manera diferente en los tipos de gréficos en general,
nuestra eleccion de los gréficos es particularmente pertinente porque sus similitudes visuales a
menudo resultan en los lectores a no distinguir entre ellos, lo que agrava las dificultades de
percibir la dispersion. Los estudiantes tienden a encontrar estos tipos de gréficos en ambientes
algo diferentes. Los gréaficos de barras de valores y los gréaficos de barras de distribucion se ven
en las aulas de educacién primaria cuando se presentan las presentaciones graficas por primera
vez. Siguen apareciendo a lo largo de los cursos de primaria y secundaria aun cuando se
introducen representaciones gréficas méas sofisticadas. Los histogramas y los gréficos de barras
se encuentran entre los graficos méas frecuentes en las clases introductorias de estadistica. Fuera
de la escuela, se encuentran cominmente gréaficos de tiempo, otros gréaficos de barras de valores
y gréficos de barras de distribucion en los medios. Los estudiantes que no han tenido una
experiencia adecuada diferenciando entre tipos de graficos, debido en parte a los diferentes
ambientes en los que generalmente se encuentran, pueden encontrar especialmente dificil
conectarlos con los datos y juzgar (o comparar) la dispersidn apropiadamente (Cooper y Shore,
2010, p.12).

Si se centra la atencién sobre la construccion de algun diagrama en particular,

uno que llama la atencion es el diagrama de caja, que a través del uso de diferentes
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estadisticos permite comparar muestras y/o conjuntos de datos. El diagrama lo ided
Tukey, (1977) y se basa para su construccion en el calculo de los cuartiles y los valores
méaximo y minimo del conjunto de datos. La forma de realizarlo y un breve analisis de
las posibilidades que aporta en secundaria lo podemos encontrar en Batanero, Estepa y
Godino (1991), ademas de una breve revision del software que se puede emplear para su
ensefianza. Otro articulo en la misma linea, pero algo posterior es el de Minnaard,
Minnaard, Rabino, Garcia y Moro (2002) que apoyaban la ensefianza mediante grafica

ya que,

La utilizacién de las gréaficas, ayuda a los alumnos no solo a aprender los contenidos
conceptuales, sino a construir los procesos mediante los cuales se puede acceder a la cultura. La
gréfica, tiene como finalidad aclarar o facilitar la comprensién del texto que la acompafia, por lo
cual favorece un mayor aprendizaje. Se debe tener en cuenta que las graficas no son meramente
decorativas. Deben estar integradas al texto que acompafian (p.5, aptdo. Conclusion, péarr. 1-2).

Pero el estudio mas interesante es el de Pfannkuch (2006), en dicho articulo,
ademas de recoger todo el estudio previo sobre diagramas de caja plantea un disefio de
investigacion — accion, llevado a cabo por una profesora con 12 afios de experiencia en
una escuela de chicas, para los niveles equivalentes a 4° de ESO, que como indica es
donde se introduce el estudio del diagrama de caja. En el articulo se analizan dos de las
tres clases en las que se trabaja el diagrama de caja, en la primera sesion se introduce y
explica el diagrama de caja para comparar distribuciones de datos y se les asigna como
tarea realizar varios ejercicios del libro de texto sobre este tipo de gréfico y el grafico
del tronco. En la segunda sesién se trabajé sobre la interpretacion de los diagramas de
caja. El andlisis posterior se basa en como se trabajan los diez elementos del

razonamiento sobre diagramas de caja que se muestran en la figura 12.

Figura 12. Modelo de razonamiento sobre comparacion con diagramas de caja (Pfannkuch, 2006, p.33)
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En estos diez elementos tenemos en primer lugar la generacion de una hipotesis,
es un paso previo al andlisis y es en lo que se fijard en alumno cuando realice el
diagrama. En segundo lugar, se hace el calculo de los estadisticos y se comparan, y en
tercer lugar, se realiza la comparacion entre diagramas; en el cuarto se centra la atencién
en la comparacion del recorrido intercuartilico, en el quinto paso se analiza la
dispersion, comparando los rangos y los recorridos intercuartilicos, y en el sexto escalon
se comparan los tamafios de las muestras, ya que también afectan a las conclusiones que
se pueden obtener. En el octavo paso se estudian los valores atipicos y se comparan. En
los pasos nueve y diez se generan las conclusiones y se indican los nimeros y el
contexto que han llevado a dicho razonamiento.

Algunas de las conclusiones sobre el analisis de la dispersion en este estudio
indican que los alumnos siguen teniendo dificultad en entender completamente lo que

hacen,

En elemento del razonamiento acerca de la dispersion por parte de la profesora, dos
comparaciones son evidentes: comparar las densidades entre bloques de una caja y comparando
las densidades entre los bloques de las dos cajas. Dicha discusién no fue clara para los
estudiantes, ni entendieron como la comparacién de las dispersiones les iba a ayudar a hacer una
inferencia (Pfannkuch, 2006, p.41).

Por tanto, cuando se trabaja con los graficos de caja habra que centrar mas la
atencion es este tipo de puntos débiles.

Para acabar este apartado se incluye también un trabajo que es consecuencia del
trabajo de este TFM vy tesis, en este caso Del-Pino y Estepa (2017) que al centrar la
atencion sobre los diagramas de caja observan que la presentacién de dicho contenido
en libros de textos es bastante pobre y en ocasiones inexistente, cuando en el curriculum
esta incluida.

3.3. Analisis de textos y percepcién de algunas medidas de dispersion en los
estudiantes.

Una serie de estudios de especial relevancia para el abordaje de este trabajo son
Estepa y Ortega (2005); Estepa y Ortega (2006); Ortega y Estepa (2005a); Ortega y
Estepa, (2005b); y Ortega y Estepa (2006) en los que se analizan la dispersion y las
medidas de dispersidn en textos universitarios, y en secundaria bajo el Enfoque Onto-
semidtico, asi como las concepciones de los estudiantes evaluadas en un grupo de 3° de
ESO.

En el primero de ellos se analizan 14 textos universitarios para estudiar el

significado de referencia de algunas medidas de dispersién, en concreto la desviacién
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tipica y la varianza, donde uno de los resultados mas interesantes es que hallaron 19
expresiones diferentes para la varianza y 21 expresiones diferentes para la desviacion
tipica, muchas de ellas expresiones equivalentes o empleadas en diferentes contextos
(muestra — poblacién, datos sin agrupar — agrupados, etc., ...) pero que genera un
potencial conflicto semidtico en los estudiantes. El trabajo de Estepa y Ortega (2006) es
una presentacion en congreso del anterior, donde se vuelve a hacer hincapié en la
dificultad de comprender la dispersion y sus medidas, debido en gran parte a las
numerosas situaciones y lenguaje diverso que se emplea en los textos universitarios.

En Ortega y Estepa (2005a) estudiaron las concepciones sobre dispersion en
estudiantes de secundaria mediante un test de 13 items sobre distribuciones, muestreo y
algunas medidas como los cuartiles o el rango. El test se llevo a cabo en una muestra de
85 estudiantes de 3° de ESO que todavia no habian trabajado las medidas de dispersion.
Los resultados mostraban una dificultad para entender algunos conceptos asociados a la
dispersion. Los propios autores indicaban,

Los estudiantes de esta muestra han percibido el minimo y el méximo, en
promedio de manera incorrecta, minusvalorando el primero y sobrevalorando el
segundo, en consecuencia, el rango lo han sobrevalorado. Al considerar las respuestas
individuales, la percepcion correcta del minimo solo alcanza la cuarta parte de los

estudiantes y la del maximo apenas sobrepasa la sexta parte de las respuestas.

El tercer cuartil es percibido adecuadamente en promedio, ya que coinciden la media tedrica y la
experimental (tabla 1), aunque la variabilidad experimental supera a la te6rica. Como el rango, el
tercer cuartil ha sido sobrevalorado por los estudiantes y, en consecuencia, el rango
intercuartilico. También hemos visto que los estudiantes de esta muestra perciben mejor la
componente regular que la aleatoria. (Ortega y Estepa, 2005a, p.12)

En Ortega y Estepa, (2005b) analizaron el significado institucional de referencia
de las medidas de dispersion rango, recorrido intercuartilico, desviacion media,
varianza, desviacion tipica y coeficiente de variacion a través del estudio de una
muestra de 14 libros universitarios de Estadistica Descriptiva, este trabajo es una
ampliacion del primero de esta serie. En Ortega y Estepa (2006) se realizd un analisis a
través del EOS de los libros de secundaria mas utilizados en 3° y 4° de ESO bajo la
LOGSE que incluyd 8 editoriales, en dicha comunicacion se analizan las entidades
primarias en los textos, y exponia las siguientes conclusiones,

Sélo unas pocas situaciones pueden ser consideradas como verdaderos

problemas, buscando casi exclusivamente el dominio de las habilidades de calculo.
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Las técnicas necesarias para la resolucion de problemas se desarrollan
principalmente en contextos numéricos. Los graficos raramente se utilizan para
representar o interpretar la dispersion, y en varios libros de texto se evita el uso de
férmulas.

Todos los libros de texto usan palabras y expresiones cuyo significado puede ser
confuso para los estudiantes. Por ejemplo, dispersion, diferencia, error, distancia,
homogeneidad, heterogeneidad, representatividad, concentracion, etc.

La confusién se introduce, a veces deliberadamente, entre la dispersion
referencial e intrinseca, asi como entre la dispersion absoluta y relativa.

No hay unanimidad en la secuenciacion de los contenidos que tratan de la
dispersion. Algunos editores incluyen la dispersion en 2° de E.S.O. (13 afios), mientras
que otros la posponen a 4° de E.S.O. (16 afos de edad).

El rango, la varianza y la desviacion estandar son estudiados en todos los libros
de texto analizados. No ocurre lo mismo con el rango intercuartilico o el coeficiente de
variacion.

Finalmente, debemos enfatizar el uso excesivo del razonamiento empirico, generalmente basado
en ejemplos elegidos al azar, lo que perjudica las maneras deductivas de argumentar (Ortega y
Estepa, 2006, p.5).

3.4. Concepciones de la dispersion.

En el apartado anterior hemos podido ver que al investigar sobre la dispersién se
hace sobre varios elementos diferentes como la recoleccion de datos, la distribucién o el
muestreo, siguiendo esta linea me parece interesante presentar las diferentes
concepciones que Shaughnessy (2007) nos da de la dispersién a modo de sintesis de la
investigacion consultada por este autor.

1. Variabilidad en valores particulares.

Konold y Pollatsek (2002) analizaron como percibian los estudiantes la media y
la mediana y que problemas tenian al percibirla, uno de ellos es que no suelen
considerar la variabilidad en esos datos y cuando lo hacen lo hacen de manera puntual
(es decir pueden calcular la desviacion tipica y considerarla un punto alejada del
promedio).

2. Variabilidad como cambio en el tiempo.

Este tipo de concepcion nos puede ser valida para introducir la covariacion, por
ejemplo, en Moritz, (2004) nos dice el autor “la covariacion estadistica se refiere a la
correspondencia de la variacion de dos variables estadisticas que varian a lo largo de
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escalas numéricas” (p. 228). Si una de estas escalas representa al tiempo tendremos
entonces como evoluciona una variable estadistica con el tiempo pudiendo introducir de
esta manera la covarianza.

3. Variabilidad en todo el rango.

Normalmente en un suceso aleatorio en que se puede dar cualquier valor, la
concepcidn de la dispersion sera entendida como toda la coleccion de datos y puede ser
descrita probabilisticamente, ademas es parecido a la definicion de muestra. En este
marco los estudiantes perciben mas facilmente que no sélo los datos varian, sino que la
muestra puede variar también (Shaughnessy, 2007).

4. Variabilidad como el rango de probabilidad de una muestra.

Partiendo del problema de los caramelos realizado por Reading y Shaughnessy,
(2000) y Ortega y Estepa (2005a) dice Shaughnessy (2007) que se “puede dar lugar a
herramientas estadisticas para representar la variabilidad dentro o a través de las
muestras, tales como diagramas de caja o la distribucion de frecuencias” (p. 985). Para
ello es necesario que el estudiante entienda o conozca que es la frecuencia relativa,
ademas puede dar lugar al concepto de muestra de una distribucion si lo aplicamos al
rango de probabilidad de una distribucion de medias o a distribuciones de otra muestra.

5. Variabilidad como diferencia a un punto fijo.

Esta concepcion es relativa a la construccion personal de la medida de la
dispersion. La primera idea intuitiva seria calcular el promedio de las desviaciones con
respecto a la media. Quien asi actla se lleva la sorpresa de que la suma de las
desviaciones es cero, porgque se compensan los valores positivos con los negativos. Un
segundo intento, seria tomar el valor absoluto de las desviaciones con las que el
resolutor obtiene la desviacion media. Esta desviacion media al tratar con valores
absolutos dificulta la manipulacion algebraica. En consecuencia, se sustituye por elevar
las desviaciones al cuadrado para evitar los valores negativos y calcular la media de las
desviaciones al cuadrado, de esta manera obtenemos la varianza. Posteriormente se
introduce la desviacion tipica haciendo la raiz de la varianza para tener esta medida en
las mismas unidades que la media. Con respecto a esta concepcidn, solo nos valdria la
primera parte, ya que esta concepcion hace alusion a la diferencia de un punto con
respecto un punto fijo, que o bien podria ser un extremo o, como ilustro en mi ejemplo,
una medida de centro. En la siguiente concepcién si que podemos aplicar el concepto de
varianza o de desviacion tipica.

6. Variabilidad como la suma de los residuales.
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Como indicaba en la anterior concepcién esta concepcion se preocupa de “la
cantidad colectiva de una distribucién esta fuera de un valor fijo y proporciona una
medida de la variabilidad total de una distribuciéon completa de los datos”
(Shaughnessy, 2007, p.985). Es decir, la varianza y la desviacion tipica estan dentro de
esta concepcion, esto también quiere decir que esta concepcion es aplicable a otro tipo
de célculos de residuales, como los minimos cuadrados.

7. Variacién como covariacion o asociacion.

Como ya hemos en la 22 concepcion la idea de covariacion implica el que haya
dos variables y que los cambios de una afecten a la otra (sin necesidad de implicar
causalidad), en el caso anterior una de las variables era el tiempo, pero en realidad
puede ser cualquier relacién. La principal dificultad que presenta es el andlisis de que
parte de la variacion se debe al azar y cual a la causalidad. Esto se puede ver en
Batanero, Estepa, Godinoy Green (1996) donde se realizd un estudio acerca de las ideas
preconcebidas de los estudiantes, en varias tablas que implicaban el tabaquismo con
enfermedades pulmonares, el sedentarismo con alergias, etc., ... en el primer caso los
alumnos esperaban que el fumar hiciese que se disparase el numero de afecciones
pulmonares, sin embargo no era asi, pero ellos aun viendo que no habia relacion seguian
empefiados en ello.

8. Variacién como distribucion.

Las distribuciones también pueden variar y cuando comparamos varias
distribuciones se hace importante la significacion estadistica. Las distribuciones de
probabilidad surgen para ayudarnos a elegir en casos de distribuciones 0 muestras
(Shaughnessy, 2007).

3.4. Conclusiones del estudio de los antecedentes.

A modo de pequefias conclusiones se puede apreciar en las diferentes
investigaciones presentadas que los problemas de comprensién de la desviacion tipica,
como medida mas empleada, y de las deméas medidas son persistentes. Estas dificultades
suelen venir de problemas con el lenguaje y con la comprension del fenébmeno, ya que
muchas veces el algoritmo si que esta controlado.

Esta comprension es mejorable a través de una instruccién cuidada y orientada a
la mejora, como se muestra en varios estudios que realizan experimentos de ensefianza,

pero aun no existe un resultado que indique cual es el mejor camino. Propuestas como
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las de delMas (2001) con actividades para orientar la comprension de la desviacion
tipica como medida de la densidad de datos alrededor de la media; la de Sanchez y Orta
(2013) sobre analisis conjunto de media y desviacion tipica en secundaria y la de Lehrer
y Kim (2009) a través de la invencion de medidas de dispersion en alumnos de Gltima
etapa de primaria y primera etapa de secundaria son interesantes puntos de partida para
introducir estos conceptos y desarrollar concepciones mas sélidas.

Se han mostrado también diferentes heuristicas y concepciones que tienen los
alumnos, el conocer estos puntos débiles en el razonamiento estadistico da un punto de
partida para afrontar los problemas sobre la comprensién de los distintos significados de
la variabilidad que presentan los estudiantes. Igualmente se presentan algunas
investigaciones sobre la presentacion del tema en los libros de texto.

Nuestro trabajo de tesis esta orientado a completar los anteriores y se centrara en
analizar los libros de texto de 3° y 4° de ESO de la LOE (MEC, 2006), asi como en
realizar un test sobre la comprension de las medidas de dispersién planteadas en el

curriculum en alumnos de 3° de ESO.
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Capitulo 4. Conclusiones

4.1. Introduccion

Para finalizar la memoria, en este capitulo se presentan unas breves conclusiones
de este trabajo de fin de master organizada en tres bloques, conclusiones sobre los
objetivos, sobre las hipétesis y lineas de investigacion futuras.

4.2. Conclusiones respecto a los objetivos

En el Capitulo 1 se plantearon los siguientes objetivos, que pensamos se han
alcanzado en el trabajo.

O1. Describir el significado de referencia y el pretendido en la educacion
secundaria de los conceptos que se emplean en estadistica para el estudio de la
dispersion. Dicho objetivo se dividid en los siguientes sub objetivos:

O1.1. Estudiar la diferencia de significado de dichos conceptos en el lenguaje
castellano e inglés.

01.2. Analizar la evolucidn historica del concepto de dispersion.

01.3. Estudiar el significado institucional de referencia de las medidas de
dispersion en la estadistica universitaria.

O1.4. Estudiar el significado institucional pretendido de las medidas de
dispersion en el curriculo de secundaria.

Este primer objetivo y sus sub ojetivos quedan cubierto en el primer capitulo, en
el que se analiza seméntica e historicamente los conceptos de variabilidad y dispersion,
asi como de las medidas de dispersion. Ademas, se estudia el significado institucional
de referencia en la estadistica universitaria y en el curriculo de secundaria, resaltando el
hecho de que la dispersion y sus medidas se relacionan, tanto con la estadistica
descriptiva, como con la probabilidad y la inferencia (Batanero et al., 2015).

Como conclusidn de estos estudios se observa la dificultad de estos conceptos
debido al amplio numero de medidas de dispersion existente y al problema de polisemia

en lengua inglesa.
0O2. Describir el marco tedrico que se va a emplear en la elaboracion de la

tesis. La importancia de este objetivo es que fundamentara tanto el estudio bibliogréfico
realizado en el trabajo fin de master, como la futura tesis doctoral.
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El segundo objetivo se cubre en el segundo capitulo, donde se describe el
Enfoque Onto Semidtico, explicitando algunos de los constructos de dicho marco que
son los que especificamente se usan en el trabajo fin de master, y que también
proporcionan una herramienta para el analisis de los libros de texto que hemos realizado

en el trabajo presentado en el congreso CIVEOS 2, que presentamos como anexo.

0O3. Realizar la revision de la bibliografia existente sobre la dispersion y sus
medidas con la finalidad de sustentar la tesis.

El tercer objetivo fue el principal del estudio y se cubre en el capitulo tres, en el
cual se estudia la bibliografia relacionada con el tema, que se clasifica teniendo en
cuenta diferentes apartados y los significados de la dispersion en el curriculo. Los
resultados nos han permitido completar el estado de la cuestion sobre el razonamiento y
aprendizaje de las medidas de dispersion que permitan fundamentar la futura tesis
doctoral. Ademas, nos ha ayudado a seleccionar items que puedan utilizarse en el futuro
estudio de evaluacion. Una conclusion de este estudio es que existe poca bibliografia
referente a las medidas de dispersion en comparacion con la existente sobre medidas de

tendencia central.

4.3. Conclusiones respecto a las hipotesis

Igualmente, en el capitulo 1 se expusieron diferentes hipotesis, entendidas como
expectativas de lo que se esperaba encontrar en el trabajo,

Con respecto a la primera hipétesis “se espera encontrar una variedad de
significados otorgada a la definicion de los términos a emplear para la dispersion y sus
medidas”, en el capitulo uno se comprueba la polisemia existente. Asi mismo, se
pueden indicar al menos siete medidas de dispersién diferentes; por tanto, se verifica la
hipotesis.

Con respecto a la segunda hipdtesis, “se espera encontrar dificultades en la
comprension de las medidas de dispersion por parte de los estudiantes al revisar la
bibliografia, pero también mostrar que la investigacion sobre el tema es més escasa que
la referida a las medidas de posicién central” se confirma en el capitulo tres.

En dicho capitulo por un lado se pone de manifiesto la escasez de
investigaciones como hemos comentado, y como ya indicaban Batanero et al. (1994) y

Shaughnessy (1997) hasta el principio de este siglo los estudios sobre variabilidad eran
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casi inexistentes y en los estudios posteriores se encuentran dificultades, que a dia de
hoy, no se han solventado. Por tanto, se verifica esta parte de la hipétesis.

Respecto a las dificultades de comprension se han descrito las siguientes: No se
comprende la necesidad de utilizar un operador que convierta todas las distancias en
positiva al estudiar una medida de dispersién (Hart, 1983), no se comprende la
necesidad de usar la misma escala de medida, cuando se pasa de la varianza a la
desviacién tipica (Loosen et al., 1985); confundir dispersién y hetereogeneidad (Loosen
et al., 1985); no comprender la necesidad de promediar las desviaciones en el céalculo de
varianza o desviacion tipica (Clark et al., 2007), no ser capaces de producir una
distribucion con un numero pequefio de valores que de una cierta desviacion tipica o
incluso una cierta media y no comprender los factores que afectan el valor de la
desviacidn tipica (DelMas y Liu, 2005), interpretacion incorrecta de la dispersion en el
diagrama de cajas (Garfield, delMast y Chance, 2007), falta de coordinacion de las
medidas de posicion central y dispersion (Jones y Scariano, 2014).

Otros trabajos estudian la comprension de la variabilidad en probabilidad o en
muestreo o0 bien proporcionan sugerencias de ensefianza del tema, sobre todo utilizando

tecnologia.

4.4. Lineas de investigacién futuras
Teniendo en cuenta lo aportado en el trabajo, vemos que son numerosas las
lineas de investigacion futuras. Entre ellas destacamos las siguientes:

e Realizacién del analisis de las medidas de dispersion en libros de texto espafioles
(tanto LOE como LOMCE). Aunque Estepa y Ortega (2005, 2006) realizaron el
andlisis de los libros de secundaria, estos libros fueron de una etapa anterior y
ademaés se centraron en el estudio descriptivo de la dispersion. Seria conveniente
analizar la dispersion tanto en probabilidad como en inferencia, asi como en el
estudio de la regresion y correlacion. Por otro lado, seria bueno extender el estudio a
los libros de Bachillerato.

e Evaluacion del significado personal de los estudiantes de secundaria y Bachillerato
sobre la dispersion y sus medidas. La realizacion de este estudio requerira la
construccién de un cuestionario que recoja el significado institucional pretendido
para estos conceptos, y el andlisis de las respuestas a una muestra representativa de
estudiantes.
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Realizacion de experimentos de ensefianza sobre el tema. Aunque en el capitulo 2 se
han descrito algunos de estos experimentos, en general no estan basados en estudios
de evaluacién previos y globales como el que pretendemos abordad en la tesis
doctoral. El disefio y evaluacién de dichos experimentos no sera ya un objetivo de la
tesis, pero puede ser retomado por otros estudiantes que deseen realizar

investigacion sobre este tema.
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Anexo. Trabajo presentado en el CIVEOS II.

Analisis del tratamiento de la dispersidn en libros de texto de 3°y 4° de
ESO.

Analysis of the variation treatment in 3rd and 4th courses of secondary education
textbooks.

Jesus del Pino Ruiz, Antonio Estepa Castro.

Universidad de Jaén.
Resumen

En este trabajo vamos a analizar y discutir varios libros de texto bajo el marco tedrico
EOS dentro del desarrollo de un proyecto de investigacion en el que pretendemos
analizar la dispersion estadistica desde el punto de vista didactico en la Educacion
Secundaria Obligatoria. En la bibliografia analizada no hemos encontrado el analisis de
este tema en dicho nivel de ensefianza en el curriculo actual, tal como se indica en Del-
Pino y Estepa (2015)

Continuando con ese trabajo se han seleccionado textos de diferentes editoriales (las
mas representadas en centros publicos y privados) para su analisis que se realiza en este
articulo.

Palabras clave: dispersion, libros de texto, EOS

Abstract

In this paper we will analyze and discuss several textbooks under the EOS framework in
the development of a research project in which we analyze the statistical dispersion
from the educational point of view in Secondary Education. In the analyzed literature
we have not found the discussion of this issue at that level of education for the current
curriculum, as shown in Del-Pino and Estepa (2015)

Continuing that work have been selected texts from different publishers (the most
represented in public and private schools) for analysis made in this article.

Keywords: variation, variability, textbooks, EOS

1. Introduccioén.

Podemos definir la dispersion como “la diferencia entre el valor observado y el
verdadero valor del fendmeno en cuestion” (Hald, 1998, p. 33). Es facil entender desde
esta definicion que sin esta diferencia no seria necesaria la estadistica y por tanto
podemos coincidir con numerosos autores en que la dispersion esta en el corazon de la
estadistica y que es su razon de ser. (Gould, 2004; Meletiou, 2002; Meletiou-
Mavrotheris y Lee, 2002; Wild & Pfannkuch, 1999; Shaughnessy, 1997; Ben-Zvi,
2004).

Sin embargo, en los libros de texto no se trata el concepto de dispersion en si, sino que
se tratan las medidas de dispersion directamente. En consecuencia, definiremos las

medidas de dispersion.

Una medida de dispersion permite describir un conjunto de datos concerniente a una variable
particular, dando una indicacién de la variabilidad de los valores dentro de la coleccién de datos.
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La medida de la dispersién completa la descripcion dada por una medida de tendencia central de
una distribucion. (Dodge, 2008, p.341)

Asi pues, una medida de dispersion no solo cuantifica la variabilidad de un conjunto de
datos o de una distribucion, sino que también es necesaria para completar la descripcion
de éstos.

Por tanto, diferentes medidas de dispersion cuantificaran de manera diferente la
dispersion y completaran la descripcion o el resumen de un conjunto de datos de forma
diferente, de la misma manera que diferentes medidas de centro (como la media, la
mediana o la moda) nos dan informaciones diferentes.

El anlisis de los libros de texto es una tendencia reciente, hasta la década de los 80 no
se empezd a sistematizar el estudio de este material curricular, sin embargo, desde
entonces ha seguido una linea ascendente, creciendo fuertemente el nimero de estudios
sobre libros de texto en los treinta afios posteriores (Fan et al., 2013). Sin embargo, en
estadistica aun no hay gran nimero de estudios, destacando la Universidad de Granada
como el lugar donde mas libros de texto se han analizado, donde se han utilizado libros
de todos los niveles educativos, destacando Ortiz (1999), por ser el primero, o Gea,
Batanero, Cafiadas y Arteaga (2013) y, Gomez, Ortiz y Gea (2014) por ser de los
altimos.

La importancia del libro de texto como recurso didactico es fundamental, hoy dia y
pOCO a poco este recurso se va sustituyendo por otros, como el uso de internet, pero
todavia es el recurso estrella.

Asi pues, un estudio sobre la instruccion de cualquier concepto debe incluir el analisis
de los libros de texto de los cursos en los que se trabaja. Una minuciosa lectura de la
literatura disponible pone de relieve las razones por las que los libros de texto son
objetos adecuados de investigacion:

a) Los libros de texto son objetos y medios tangibles;

b) Los libros de texto contienen texto de manera significativa;

¢) Los libros de texto son ampliamente utilizados por los estudiantes y los profesores;
d) Los libros de texto estan profundamente integrados en el curriculo;

e) Los libros de texto reflejan las tradiciones culturales y educativas.

Glasnovi¢ Gracin (2014, p. 252)
2. Marco tedrico.
Para analizar los libros de texto de secundaria hemos optado por el enfoque onto-
semidtico, de entre los presentados en Del-Pino y Estepa (2015). En este trabajo
veiamos algunas caracteristicas del EOS que lo hacian la mejor opcion para analizar
libros de texto.
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En este marco tedrico creado por Juan Diaz Godino y colaboradores desde la década de
los 90, para realizar un analisis epistémico hay que describir los significados parciales
de los objetos matematicos ya que en el EOS el significado global (u holistico) aglutina
los diferentes significados parciales del objeto, también hay que tener en cuenta los
sistemas de préacticas que se usan como referencia para elaborar los significados que se
pretenden incluir en un proceso de estudio. Para una institucion de ensefianza concreta,
el significado de referencia sera una parte del significado holistico del objeto
matematico (Pino-Fan, Godino y Font, 2011, p.147)

Para poder realizar el estudio del significado utiliza seis objetos matematicos primarios

Lenguaje (términos, expresiones, notaciones, gréficos, ...) en sus diversos registros (escrito, oral,
gestual, ...)

Situaciones-problemas (aplicaciones extra-matematicas, ejercicios, ...)

Conceptos- definicién (introducidos mediante definiciones o descripciones) (recta, punto,
namero, media, funcion, ...)

Proposiciones (enunciados sobre conceptos, ...)

Procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de célculo, ...)

Argumentos (enunciados usados para validar o explicar las proposiciones y procedimientos,
deductivos o de otro tipo...). (Godino y Font, 2007, p.3)

Para analizar estos objetos en el EOS se construye lo que se denomina Guia de
Reconocimiento de Objetos y Significados (GROS) (Godino y Batanero, 2009).

Es una herramienta que da cuenta de un proceso complejo y dindmico, - la emergencia de
objetos y significados- y que puede ser cumplimentada de varias maneras; lo cual pone de
manifiesto la relatividad de los objetos y significados matemaéticos (Castro, Godino y Rivas,
2010, p. 267.)

La ventaja de utilizar esta herramienta es que sistematiza el analisis de objetos y

significados permitiendo un gran margen de maniobra.

3. Metodologia.

Hemos seleccionado para el analisis cuatro libros de texto para 3° de ESO (L1, L2, L3y
L4) y otros 4 para cada una de las opciones de 4° de ESO (A -L5,L7,L9y L11)yB -
L6, L8, L10 y L12-) siguiendo el anterior curriculum (LOE), vigente hasta septiembre
del afio en curso, que sera reemplazado por un nuevo curriculum (LOMCE.)

Los libros seleccionados son los de las editoriales Anaya, Santillana, SM y Oxford
siguiendo el andlisis que se hizo en Del-Pino y Estepa (2015) sobre los libros mas
empleados en los centros publicos y privados de Andalucia tal y como se recogia en el
registro de la web de la Junta de Andalucia para el curso 2014-2015.

Para el andlisis inicial utilizamos el GROS, de forma que podemos analizar todas los

objetos matematicos que aparecen en los textos, en un analisis preliminar del material
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hemos centrado nuestra atencion en dos objetos matematicos , las situaciones-problemas
(problemas, ejercicios, actividades, ... orientadas a que el estudiante las resuelva) que se
presentan, para analizar si existe algin sesgo que dé preferencia hacia alguna de las
medidas a estudiar y los conceptos-definicion y proposiciones, para analizar si alguna
de las medidas esté infra-representada o tiene definiciones contradictorias que puedan

llevar a confusion.

4. Resultados y discusion.
Como indicaba Batanero (2001) en sus reflexiones finales, parece que la estadistica en
los institutos no va por el mismo camino de mejora e implantacién que a nivel

universitario, discutiendo varios motivos para que esto ocurra

esto indica la existencia de una problematica educativa que tiene su raiz en que la incorporacién
de la estadistica desde la escuela, no es todavia un hecho. Aunque los curriculos de Educacién
Primaria y Secundaria la incluyen, los profesores suelen dejar este tema para el final del
programa y con frecuencia lo omiten. Los alumnos llegan a la universidad sin los conocimientos
bésicos y es preciso comenzar el programa repitiendo los contenidos de estadistica descriptiva y
célculo de probabilidades que debieran haber asimilado en la escuela. (Batanero, 2001, p. 11)

Por este motivo es interesante analizar cdmo esta distribuida la ensefianza estadistica y
mas concretamente el estudio de la dispersion a lo largo del curriculum espafiol.

El Real Decreto 1631/2006 en su descripcion de la asignatura de matematicas de 3° de
ESO dice sobre la estadistica

Debido a su presencia en los medios de comunicacion y el uso que de ella hacen las diferentes
materias, la estadistica tiene en la actualidad una gran importancia y su estudio ha de capacitar a
los estudiantes para analizar de forma critica las presentaciones falaces, interpretaciones
sesgadas y abusos que a veces contiene la informacién de naturaleza estadistica. (M.E.C., 2007,
p. 751)
Bloque 6. Estadistica y probabilidad.

. Media, moda, cuartiles y mediana. Significado, calculo y aplicaciones. Analisis de la
dispersion: rango y desviacion tipica...

. Interpretacién conjunta de la media y la desviacion tipica. Utilizacion de las medidas de
centralizacion y dispersion para realizar comparaciones y valoraciones. Actitud critica ante la
informacion de indole estadistica... (M.E.C., 2007, p. 756)

Y en el cuarto curso de E.S.O. nos encontramos, para la opcion A.

Bloque 6. Estadistica y probabilidad.
... Graéficas estadisticas: graficas maltiples, diagramas de caja. Uso de la hoja de célculo...

. Utilizacién de las medidas de centralizacion y dispersién para realizar comparaciones y
valoraciones... (M.E.C., 2007, p. 758)

Y para la opcién B.

Bloque 6. Estadistica y probabilidad.

... Gréficas estadisticas: gréficas mdltiples, diagramas de caja. Anlisis critico de tablas y
gréficas estadisticas en los medios de comunicacién. Deteccion de falacias. Representatividad de
una distribucion por su media y desviacion tipica o por otras medidas ante la presencia de
descentralizaciones, asimetrias y valores atipicos. Valoracion de la mejor representatividad en
funcién de la existencia o no de valores atipicos. Utilizacion de las medidas de centralizacion y
dispersion para realizar comparaciones y valoraciones... (M.E.C., 2007, p. 759)
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Podemos ver que en el tercer curso se realiza una pequefia introduccion y tan solo se
trabajan dos medidas de dispersion, en cuarto, para la opcién A, se introduce el gréafico
de caja y las medidas de dispersion para comparar y valorar (distribuciones de datos) y
en la opcién B, mucho mas completa, trabajaremos el analisis de otras medidas de
dispersion y su significado (descentralizaciones, asimetrias, valores atipicos, ...) y la
representatividad de la media y las diferentes medidas de la dispersion en funcion de la
existencia de valores atipicos.

En este primer analisis al curriculo apreciamos ya varios defectos como el estudio tardio
de la dispersion (3° de E.S.O.), la diferencia entre las opciones Ay B en 4° de E.S.O. 0
que el blogue de estadistica sea el bloque 6, ultimo bloque de contenidos, que se sitta al
final del programa como nos indicaba Batanero (2001).

4.1. Concepto de medidas de dispersion.
En esta primera parte analizaremos las definiciones que aparecen y como se definen las

diferentes medidas de dispersion.

Tabla 1. Definiciones realizadas en los textos analizados.

Tercero Cuarto A Cuarto B
Concepto L1 L2 L3 L4 |L5 L7 L9 L11| L6 L8 L10 L12
Dispersion No No No No | No No No No|No No No No
Rango Si Si Si Si|Si Si Si Si|Si Si Si Si
Desviacion Si Si Si Si|Si Si Si Si|Si Si Si Si
tipica
Varianza No Si Si Si Si Si Si Si Si Si Si Si
Coeficientede  Si Si  No Si Si Si Si Si Si Si Si Si
variacion
Rango No No No No | No No Si No|No No Si No
intercuartilico
Diagrama de No No No No | Si Si No Si | Si Si Si Si
caja
Desviaciones No Si No Si Si Si Si Si Si Si Si Si
respecto a la
media
Desviacion Si Si Si No | No Si No No|No Si No No
media
Medidas de Si  Si  Si Si|Si Si Si Si|Si Si Si Si
dispersion
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En el lenguaje utilizado en estas o
definiciones llama mucho Ia
atencion un efecto, que vya
percibieron Estepa y Ortega (2005)
en textos universitarios, que es el
uso de diferentes formulaciones para algunas
medidas de dispersién como la desviacion tipica 'y
la varianza. Este ejemplo se puede apreciar
especialmente en [L3] el libro de 3° de Oxford,

donde encontramos cuatro formas diferentes de

Figura 3. Explicacién de la construccion de un diagrama
de caiaen [L71v L8]

Figura 1. Formulacion en el texto de la desviacion

tipica. [L3]

=]

Figura 2. Formulaciones alternativas de

la desviacion tipica en [L3]

calcular la desviacion tipica en la
misma pagina, sin explicitar que
son equivalentes y por qué, en
otros textos se dan normalmente
dos definiciones al  menos
pudiendo generar confusién en el
alumnado. Figuraly 2

En cuanto al Diagrama de la Caja,
que es un contenido novedoso del

curriculum de 4° (opcion A y B),

percibimos también que la definicion que hace el texto de Santillana (L7 y L8) es

incompleta, ya que no especifica como se construyen los bigotes. Lo muestra en un
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ejercicio resuelto de la parte final, (Figura 3). En los otros libros que lo incluyen
solamente dice como se construye la caja, pero no los bigotes. En algunos libros como
el de Oxford de la opcion A de 4° (L9) no incluye el grafico de la caja, a pesar de ser

preceptivo, por aparecer en el curriculum como ya hemos comentado.

4.2. Situaciones-problema, actividades y ejercicios en que intervienen las diferentes
medidas.

Una vez que hemos visto los conceptos incluidos vamos a estudiar cuéntas situaciones
problema, aplicaciones y ejercicios aparecen en los textos para cada una de las medidas
de dispersion.

Tabla 2. Situaciones — problema por medida de dispersion.

Tercero Cuarto A Cuarto B
Medidas L1 L2 L3 L4 |L5 L7 L9 L11| L6 L8 L10 L12
dispersion
Rango 3 6 2 17 0 0 3 3 0 0 9 3)
Desviacion 20 15 16 20 9 12 6 15 9 12 11 15
tipica
Varianza 5 6 5 10 0 9 2 4 0 9 2 10

Coeficientede 6 9 4 9 9 5 10 6 9 5 15 6
variacion
Rango 0 0 0 0 0 0 3 0 0 0 5 0
intercuartilico
Diagrama de O 0 0 0 7 1 0 2 7 1 5 3
caja
Interpretacion 6 6 1 6 1 5 4 8 1 5 7 5
conjunta  de
media y
desviacién
tipica

Como se puede apreciar en la tabla 2 la desviacion tipica esta sobrerrepresentada frente
a las deméas medidas, esto puede suponer que hay un cierto interés en que este calculo se
controle mejor, sin embargo, la comprension de su significado, que podemos
puntualizar en la interpretacion conjunta de la desviacion tipica y la media que aparece
con bastante menor frecuencia, incluso que otras medidas de dispersion. Otra
observacion pendiente de estudio es la presencia destacada del coeficiente de variacion
frente a otras medidas en algunos textos de 4° de ESO [L9] y [L10]. La varianza se
define en todos los libros, sin embargo, no aparecen ejercicios especificos de calculo de
varianza en los libros de Anaya de 4° de ESO (L5 y L6), lo que la convierte en un mero
apoyo para calcular la desviacion tipica.
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5. Conclusion.

Como vemos, en los libros de texto se dan dos problemas en torno a las definiciones y
las situaciones-problema. En cuanto a las definiciones en muchas ocasiones se dan
varias definiciones y/o formulaciones de un mismo término, sin especificar que son
equivalentes, lo que puede provocar confusién en los estudiantes Este hecho fue
detectado en libros de texto universitarios en Estepa y Ortega (2005) pero ahora
comprobamos que también sucede en libros de texto de secundaria.

En cuanto a la presencia de situaciones — problema vemos que hay un exceso de éstas
para la desviacion tipica y sin embargo un tipo de situacion — problema como el de
interpretacion conjunta de la desviacidn tipica y la media que facilita la comprension del
fendmeno de dispersion aparecen muy poco. Otras medidas que aparecen de forma
testimonial son el rango intercuartilico y el diagrama de caja, que proporciona una
apreciacion visual de la dispersion. Este Gltimo con diversas imprecisiones e
incorrecciones que propiciard unas concepciones erroneas en los estudiantes. Todas
estas imprecisiones, omisiones e incorrecciones deberan ser corregidas por el
profesorado que utilice los textos.

Una propuesta curricular que mejorase estos defectos deberia incluir material para
apreciar la equivalencia de las diferentes formulaciones de la desviacién tipica,
comenzando desde 3° de ESO que supone la introduccion del concepto por primera vez
y puede generar equivocaciones al emplearlo. Por otra parte, es necesario equilibrar el
numero de situaciones — problema, actividades y ejercicios en las que se usa cada
medida de dispersion, ya que todas son igualmente Utiles y los textos sin embargo dan la
falsa impresion de que tan solo la desviacion tipica lo es. Por altimo, dicha propuesta
didactica deberd incluir una construccion correcta del grafico de la caja.

Anexo
Los libros seleccionados para realizar el andlisis han sido:
L1: Colera, J., Gaztelu, 1., Oliveira, M.J. (2010) Matematicas 3. Madrid: Anaya.

L2: Alvarez, M.D., Hernandez, J., Miranda, A.Y., Moreno, M.R., Parra, S., Redondo, M.,
Redondo, R., Sanchez, M.T., Santos, T. y Serrano, E. (2007) Matematicas 3 ESO. Proyecto La
Casa del Saber. Madrid: Santillana.

L3: Sanchez Gonzalez, J.L., y Vera Lopez, J. (2007) Matematicas 3° Secundaria. Serie Cota.
Proyecto Anfora. Madrid: Oxford University Press.

L4: Vizmanos, J.R., Anzola, M., Bellon, M., Hervas, J.C. (2010) Pitdgoras Matematicas 3.
Proyecto Conecta 2.0. Madrid: Ediciones SM.

L5: Colera, J., Martinez, M., Gaztelu, I., Oliveira, M.J. (2008) Matematicas 4. Opcion A.
Madrid: Anaya.
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L6: Colera, J., Martinez, M., Gaztelu, I., Oliveira, M.J. (2008) Matematicas 4. Opcion B.
Madrid: Anaya.

L7: Alvarez, M.D., Gaztelu, A.M., Gonzélez, A., Hernandez, J., Miranda, A.Y., Moreno, M.R.,
Parra, S., Redondo, M., Redondo, R., Sanchez, M.T., Santos, T. y Serrano, E. (2008)
Matematicas 4 ESO. Opcion A. Proyecto La Casa del Saber. Madrid: Santillana.

L8: Alvarez, M.D., Gaztelu, A.M., Gonzélez, A., Hernandez, J., Miranda, A.Y., Moreno, M.R.,
Parra, S., Redondo, M., Redondo, R., Sanchez, M.T., Santos, T. y Serrano, E. (2008)
Matematicas 4 ESO. Opcion B. Proyecto La Casa del Saber. Madrid: Santillana.

L9: Contreras Caballero, I., Fernandez Palicio, I., Lobo Garcia, B., Pérez Mateo, S., Pérez Sanz,
J.L., Uriondo Gonzalez, J.L. (2012) Matematicas 4° ESO Opcion A. Proyecto Adarve. Madrid:
Oxford University Press.

L10: Contreras Caballero, I., Fernandez Palicio, I., Lobo Garcia, B., Pérez Mateo, S., Pérez
Sanz, J.L. (2012) Matematicas 4° ESO Opcién B. Proyecto Adarve. Madrid: Oxford University
Press.

L11: Vizmanos, J.R., Alcaide, F., Serrano, E., Moreno, M., Hernandez, J. (2012a) Pitagoras
Matematicas 4 ESO. Opcion A. Proyecto Conecta 2.0. Madrid: Ediciones SM.

L12: Vizmanos, J.R., Alcaide, F., Serrano, E., Moreno, M., Hernandez, J. (2012b) Pitagoras
Matematicas 4 ESO. Opcion B. Proyecto Conecta 2.0. Madrid: Ediciones SM.
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