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RESUMEN

El trabajo que se desarrolla en esta Memoria se centra en la distribucion normal,
una de las distribuciones mds importantes en estadistica, debido, por un lado, a las
muchas variables que se pueden modelar con ella, y por otra al Teorema Central del
Limite que permite aproximar por una distribucion normal numerosas distribuciones
muestrales. Mas concretamente, realizaremos el analisis del tema en dos libros de texto
de Bachillerato, en los cuales analizaremos la forma en que se presentan los diferentes
objetos matematicos relacionados con dicha distribuciéon. Nos basamos en el Enfoque
Onto-Semidtico de la cognicidon e instruccion matemdtica y seguiremos el método
propuesto en otras investigaciones similares realizadas en el mismo grupo de

investigacion.

ABSTRACT

In this report we focus on the normal distribution, one of the most important
distributions in statistics, due, on the one hand, to the many variables that can be
modelled with this distribution, and on the other to the Central Limit Theorem that is
used to approximate by a normal distribution numerous sampling distributions. More
specifically, we analyse the subject in two high school textbooks, in which we will
study the way in which the different mathematical objects related to this distribution are
presented. We rely on the Onto-Semiotic Approach to Mathematical Cognition and
Instruction and will follow the method proposed in previous research conducted in the

same research group.
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INTRODUCCION

El Trabajo Fin de Master que se desarrolla en esta Memoria se centra en la
distribucion normal, una de las distribuciones més importantes en estadistica, debido,
por un lado, a las muchas variables que se pueden modelar con ella, y por otra al
Teorema Central del Limite que permite aproximar por una distribucidon normal
numerosas distribuciones muestrales.

Nos basamos en el Enfoque Onto-Semidtico de la cognicion e instruccion
matematica y seguiremos el método propuesto en otras investigaciones similares
realizadas en el mismo grupo de investigacion, por ejemplo, en los trabajos de Gea
(2012) y Tauber (2001).

Mas concretamente, realizaremos el analisis del tema en dos libros de texto de
Bachillerato, en los cuales analizaremos la forma en que se presentan los diferentes
objetos matematicos relacionados con dicha distribucién. El libro de texto es uno de los
recursos didacticos fundamentales, pues constituye una ayuda importante, tanto para el
alumno como para el profesor, al concretizar el curriculo fijado en las directrices
curriculares (Escolano, 2009).

La consideracion de estos puntos conduce a la elaboracién de un trabajo de
investigacion. Por tanto, el presente documento supone la Memoria del trabajo y, su
proposito es presentar de manera sintetizada el estudio realizado. A continuacion, se
presenta una sintesis de cada uno de los capitulos que configuran dicha Memoria.

El primer capitulo presenta el problema de investigacion, mostrandose la
importancia de la Educacion estadistica en general y la inferencia estadistica en
particular. Se analiza el concepto de distribucion normal desde diversos puntos de vista
(origen histoérico, importancia en estadistica, etc.), justificando su interés tanto para el
avance de la investigacion en el tema, como para la formacion de los estudiantes. Se
realiza un recorrido por el curriculum de la Educacion Secundaria vigente,
focalizandose en aquella etapa en la que se introduce el concepto de distribucion
normal. Se finaliza con el anélisis del marco tedrico asociado.

En el segundo capitulo se presenta una revision y sintesis de la investigacion
previa sobre la distribucion normal, papel del ordenador en la ensefianza y aprendizaje
de la estadistica y otros puntos que conectan con el presente estudio y permiten su

fundamentacion. Se verd que son muy pocos los estudios relativos a la distribucion



normal, ademas de haber sido enfocados haciendo uso de muy diferentes teorias y
metodologias.

En el Capitulo 3 se incluye la metodologia utilizada en el estudio y se analiza la
presentacion de la distribucion normal en una muestra de dos libros de texto de
Matematicas dirigidos respectivamente a estudiantes de 1° y 2° curso de Bachillerato en
la modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales, estudiandose los objetos
matematicos primarios definidos en el Enfoque Onto-Semiotico.

Finalmente, en el Capitulo 4, se exponen las conclusiones generales del estudio,

sobre los objetivos, limitaciones del estudio y futuras lineas de investigacion.



CAPITULO 1.
EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1. Introduccion

En este capitulo se presenta el problema de investigacion que desarrollamos en
esta Tesis de Master, justificandose su importancia en la Educacion Estadistica, donde
la investigacion sobre la distribucion normal ha sido escasamente tratada.

En primer lugar se realiza una descripcion de la distribucion normal,
describiendo su origen histérico y resaltando su importancia en el método estadistico,
donde se utiliza tanto en el calculo de probabilidades, como en la inferencia, asi como
para la formacion del estudiante de Bachillerato.

Seguidamente se analiza la presencia de la inferencia estadistica, y en particular
la forma en que se considera la distribucion normal, en el curriculum de Matematicas
vigente en Bachillerato.

Para finalizar, se presenta el marco tedrico que soporta el estudio, que es el
enfoque ontosemiotico, del cual se describen los elementos utilizados en el trabajo. Con

todos estos fundamentos en la seccion final se proponen los objetivos del trabajo.

1.2. La distribucion normal

En la aplicacion del calculo de probabilidades a temas diversos cobran una gran
importancia los modelos de distribuciones que permiten resolver una multitud de
problemas, sin tener que deducir en cada ocasion las expresiones algebraicas de las
funciones de densidad (en el caso de variables continuas) o de las distribuciones de
probabilidad (para variables discretas) correspondientes (Batanero y Borovcnik, 2016).

Uno de estos modelos es la distribucion normal, de gran relevancia en estadistica
debido a que permite describir variables aleatorias continuas que aparecen muchos
fendmenos fisicos, biologicos, psicologicos o sociologicos, como, por ejemplo, tiempo
de reaccion, temperatura, peso y altura o cociente de inteligencia. La funcion de
densidad de una variable aleatoria normal esta definida por su funcion de densidad, que
depende de dos pardmetros iy o, que son su media y su desviacion tipica y tiene la
siguiente expresion, donde x varia desde - o a oo :

1 —(1/2[(x—p)/ =P

I =5 C



Figura 1.1. Distribuciones normales con la misma desviacion tipica y diferente media (Batanero
y Diaz, 2007, p. 141)

Entre sus propiedades mas simples se encuentra la de tener una asintota
horizontal (Eje X) y estar centrada en su media, siendo simétrica, con forma
acampanada, pues los valores cercanos a la media son los mas probables (Ver Figura
1.1). Otras propiedades se estudiaran en el Capitulo 3.

A continuaciéon se describen brevemente los origenes de la nocion de

distribucion normal y su importancia actual en estadistica.

1.2.1. Origen historico

La distribucién normal, también conocida como distribucion acampanada o
gaussiana, se desarrolld en los siglos XVI y XVII, a partir de su aplicacion a dos
campos muy diferenciados de la Ciencia: como modelo que permite describir la
distribucion de los errores en el trabajo experimental y como aplicacion en el calculo de
problemas de probabilidad a partir de los teoremas de limite (Masmela y Serrato, 2009).

En torno a estos dos aspectos y a lo largo de casi dos siglos, algunos
matematicos intentaron, por diferentes caminos encontrar una expresion funcional para
la distribucion de densidad. No fue hasta principios del siglo XIX cuando el matematico
aleman Carl Friedrich Gauss (1777-1855) la definié de forma rigurosa. A continuacion
se hara un breve repaso por los distintos intentos de formalizacion que se hicieron a lo
largo de los afios.

Masmela y Serrato (2009) sittian la primera deteccion de la existencia de esta
distribucion en el siglo XVII, cuando Galileo, realizando mediciones de errores en sus
observaciones astronémicas, observé que dichos errores eran simétricos y que los
errores pequenos eran mas frecuentes que los errores grandes. Por tanto la distribucion
de los errores tenia la forma acampanada tipica que ahora reconocemos en la curva
normal

Segun Quesada (2016), el origen de la distribucién sin embargo, se asocia a

Abraham de Moivre (1667-1754). Este, en sus investigaciones en el campo de la



Probabilidad, comenzd a observar que, tras un cierto nimero n de observaciones al
lanzar una moneda, la probabilidad de obtener un cierto nimero de caras o cruces (que
ahora conocemos como distribucidon binomial B (n, 0.5)) podia aproximarse mediante
una curva cada vez mdas suave segin aumentaba el nimero de repeticiones del
experimento. Es decir, se trataria de una version muy preliminar e intuitiva de lo que
hoy conocemos como el Teorema Central del Limite, que aproxima la suma de variables
aleatorias mediante la distribucion normal.

De Moivre explico que si se encontrase una ecuacion para dicha curva, se
optimizaria la forma de calcular la probabilidad de obtener un nimero dado de caras o
cruces lanzando n veces una moneda. En 1733 determin6 y presentd en un articulo
(incluido en la segunda edicion de su “The Doctrine of Chances” en 1738) un par de
aproximaciones para realizar este calculo que incluyen la funcién exponencial natural
(la binomial).

Usando dicha distribucion, a mediados del siglo XVIII, el matematico britdnico
Thomas Simpson, calculd la probabilidad de que el error en la medida de varias
observaciones de un mismo experimento no excediera una determinada cota. En la
segunda mitad del mismo siglo, el astrbnomo, matematico y fisico Pierre Simon
Laplace, bajo este supuesto de errores acotados, propuso dos curvas para describirlos sin
éxito, considerandose, especialmente la segunda, un retroceso en la busqueda de la
distribucion de errores. En 1777, Daniel Bernoulli, plante6 como curva una semielipse y
tras una serie de argumentos l6gicos posteriores, propuso como curva un semicirculo.

Desde 1794, Carl Friedrich Gauss llevo a cabo investigaciones mas profundas vy,
basandose en el método de minimos cuadrados, desarroll6 la expresion de la funcion de
densidad normal, si bien, no fue hasta 1809 que lo justificara rigurosamente. Es por este
motivo, por el que esta distribucion es también conocida por el nombre de “Campana de
Gauss”.

Las aplicaciones de esta distribucion crecen enormemente a partir del desarrollo
del Teorema Central del Limite (Alvarado y Batanero, 2006), donde diversos
matematicos demuestran que la suma de variables aleatorias sigue una distribucion
normal en condiciones muy generales, Puesto que la distribucion de la media de la
muestra y de otros estadisticos de las muestras se definen a partir de suma de variables
aleatorias, las aplicaciones de la distribucion normal en la inferencia estadistica son muy

grandes (Tauber, 2001).



1.2.2 Importancia en el método estadistico

La inferencia estadistica proporciona un conjunto de herramientas que facilitan
la generalizacion de conclusiones obtenidas de una muestra a la poblacion de donde se
ha recogido dicha muestra. Segun Batanero y Diaz (2015), las técnicas de inferencia se
desarrollaron para fundamentar las formas de obtener un conocimiento general a partir
del analisis de casos particulares, las cuales adquieren una gran importancia en las
ciencias empiricas. Es en este contexto donde cobra més importancia la distribucion
normal, puesto que la aplicaciéon del analisis de varianza y muchos contrastes

estadisticos requieren la normalidad de los datos (Batanero, Tauber y Sanchez, 2001).

Pero su importancia no se restringe a la inferencia. Gauss ya calificd esta
distribucion como la aplicacion mas importante de las matematicas a la filosofia natural

(entendida como ciencias naturales), teniendo en cuenta las aplicaciones que tenia en

aquella época. A dia de hoy, se pueden dar muchos argumentos para defender que es

una de las distribuciones s mas importantes; sin embargo nos centraremos en las tres

que propone DeGroot (1998):

e Desde un punto de vista matematico resulta conveniente suponer que la distribucion
de una poblacion de donde se ha extraido una muestra aleatoria sigue una
distribucién normal, ya que entonces se pueden obtener las distribuciones de varias
funciones importantes de las observaciones muestrales, como la media o la mediana,
que ademas resultan tener una forma sencilla.

e Desde un punto de vista cientifico, la distribucion normal aproxima en muchas
ocasiones los valores obtenidos para variables que se miden con errores, que no son
sistemdticos, sino aleatorios. Por ejemplo, se ha observado que muchas
caracteristicas  fisicas  frecuentemente tienen  distribuciones que son
aproximadamente normales, como estaturas o pesos de los individuos, beneficios
medios de las empresas, la duracién de un producto perecedero, el tiempo necesario
para llevar a cabo un trabajo, etc.

e Laultima razoén es la existencia del Teorema Central del Limite. Cuando se dispone
de una muestra aleatoria grande, aunque presente una distribucion no normal e
incluso para distribuciones tipicas de variables aleatorias discretas, la distribucion de
la media y de otros estadisticos pueden tratarse aproximadamente como

distribuciones normales (Alvarado, 2007).



Por otro lado Tauber (2001) nos recuerda que la distribucion normal describe
bien muchas variables bioldgicas, psicologicas y sociales, ademds de servir de
aproximacion a otras distribuciones, como la binomial o Poisson o bien la ¢ de Student.
Todo ello explica que su estudio se incluya en el Bachillerato y en la mayoria de los

estudios universitarios.

1.2.3 Importancia para el estudiante

Los motivos que hemos sefialado sirven para afirmar la importancia de que el
estudiante de Bachillerato, que es el nivel educativo en que nos centramos, llegue a
comprender, al menos de una forma intuitiva, las bases de la distribucion normal,
reconozca su forma y las situaciones en que puede ser aplicada y adquiera una
habilidades minimas para llegar a calcular o al menos estimar probabilidades para
resolver estos problemas.

La distribucion normal, como veremos, se incluye en el primer curso de
Bachillerato de Humanidades y Ciencias Sociales y en el segundo curso del Bachillerato
de Ciencias. El estudiante debe, por tanto aprender el tema para superar con €xito estos
cursos, pero, ademads, en el segundo curso de Bachillerato de Humanidades y Ciencias
Sociales tendra que tener competencia suficiente para abordar el estudio de la
inferencia. Asimismo, en muchas especialidades universitaria, tanto en pregrado como
en posgrado los estudiantes realizan un curso de inferencia. En estas situaciones deben
utilizar la distribucion normal para:

e Determinar las distribuciones muestrales de la media y la proporcion, entre otros
estadisticos;

e (alcular intervalos de confianza de la proporcion y la media cuando la muestra tiene
un tamano suficiente;

e Realizar contrastes de hipotesis en las mismas situaciones, tanto para una muestra

como para comparar dos o varias muestra.

Es por ello que un fallo en la comprension o la falta de competencia de
aplicacion de la distribucion normal arrastrard una serie de errores en la comprension y
aplicacion de la inferencia. De ahi la importancia de asegurar una adecuada idoneidad

didactica del tema en los libros de texto.



1.3 Orientaciones curriculares

Tal y como reza la legislacion vigente al respecto (MECD, 2005), las
matematicas son un instrumento indispensable para interpretar la realidad y expresar los
fendmenos sociales, cientificos y técnicos de un mundo cada vez mas complejo. Asi, la
modelizacion de determinados fenomenos fisicos, bioldgicos, psicoldgicos o
socioldgicos, es fundamental en estadistica y en la investigacion empirica. En particular,
la estadistica es hoy dia una herramienta béasica en muchas de las actividades humanas
como, la ciencia, la gestién y la politica. Asumiendo esta importancia, las directrices
curriculares de distintos paises (e.g., CCSSI, 2010; NCTM, 2000; entre otros) han
incluido desde los primeros afios de escolarizacion los temas de estadistica y
probabilidad.

En el andlisis realizado por Batanero, Gea, Arteaga y Contreras (2014) se
concluye que en la Educacion Secundaria Obligatoria se sigue contemplando la
organizacion de los datos y graficos, iniciada en la Educacion Primaria, realizando
ligeras ampliaciones y se introduce la probabilidad, para pasar a la inferencia en el
Bachillerato de Ciencias Sociales. Asi se puede observar:

e Introduccion del significado frecuencial de la probabilidad de forma gradual: desde
el primer curso de la Educacion Secundaria Obligatoria, donde se consideran los
conceptos de frecuencia absoluta y relativa, asi como nociones de muestreo,
incluyéndose ademds el disefio de experiencias para el andlisis de conjeturas
relacionadas con un fendmeno aleatorio.

e Introduccion del significado clasico de probabilidad y refuerzo del enfoque
frecuencial: desde el tercer curso de la Educacion Secundaria Obligatoria se
considera la representatividad en el muestro, se incluye el calculo de probabilidades
mediante la regla de Laplace, asi como la estimacion de las mismas mediante
simulacidn y experimentacion.

e Ampliaciéon de contenidos: en el cuarto curso de la etapa educativa para la
modalidad B (dirigida a futuros estudiantes de bachillerato) se incluye el analisis
critico de tablas y graficos, la deteccion de falacias y profundizacion en la

representatividad de funciones y distribuciones.

Atendiendo al concepto de distribucion normal, éste tema se incluye en Espafa
en el primer curso de Bachillerato en la modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales

(Consejeria de Educacion, 2016, donde se fijan los siguientes contenidos: “Distribucion



normal. Tipificacion de la distribucion normal. Asignacion de probabilidades en una

distribucion normal. Caélculo de probabilidades mediante la aproximacion de la

distribucion binomial por la normal.” Consejeria de Educacion2016, p. 154). De manera

similar se incluye en el nuevo curriculo para el bachillerato de la modalidad de Ciencias

(Consejeria de Educacion 2016, p. 164). Dichos contenidos se amplian en curso de

Bachillerato en la modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales, incluyéndose:

“Intervalo de confianza para la media poblacional de una distribucién normal con

desviacion tipica conocida.” (Consejeria de Educacion 2016, p. 156).

Tabla 1.1. Contenidos relacionados con la distribucion normal en el 1° Curso del

Bachillerato de Humanidades y Ciencias Sociales

Contenidos Criterios de Estandares de aprendizaje
evaluacion

- Distribucion normal. | - Identificar los - Distingue fendmenos que pueden modelizarse
Tipificacion de la fenémenos que mediante una distribucion normal, y valora su
distribucion normal. pueden modelizarse importancia en las ciencias sociales.
Asignacion de mediante las - Calcula probabilidades de sucesos asociados a
probabilidades en una | distribuciones de fenémenos que pueden modelizarse mediante la
distribucion normal. probabilidad distribucion normal a partir de la tabla de la

- Célculo de binomial y normal distribucion o mediante calculadora, hoja de célculo
probabilidades calculando sus u otra herramienta tecnoldgica, y las aplica en
mediante la parametros y diversas situaciones.
aproximacion de la determinando la - Calcula probabilidades de sucesos asociados a
distribucion binomial probabilidad de fenomenos que pueden modelizarse mediante la
por la normal. diferentes sucesos distribucion binomial a partir de su aproximacion por

asociados. la normal valorando si se dan las condiciones
necesarias para que sea valida.

Tabla 1.2. Contenidos relacionados con la distribucion normal en el 2° Curso del

Bachillerato de Humanidades y Ciencias Sociales

Contenidos Criterios de evaluacion Estandares de aprendizaje
- Intervalo de - Describir procedimientos - Calcula probabilidades asociadas a la
confianza para la estadisticos que permiten estimar distribucion de la media muestral y de
media poblacional parametros desconocidos de una la proporcion muestral,
de una distribucion poblacién con una fiabilidad o un aproximandolas por la distribucion
normal con error prefijados, calculando el normal de parametros adecuados a
desviacion tipica tamafio muestral necesario y cada situacion, y lo aplica a problemas
conocida. construyendo el intervalo de de situaciones reales.
confianza para la media de una - Construye, en contextos reales, un
poblacion normal con desviacion intervalo de confianza para la media
tipica conocida y para la media y poblacional de una distribucion
proporcion poblacional cuando el normal con desviacion tipica
tamafio muestral es conocida.
suficientemente grande.

Se pueden ver en detalle los contenidos, criterios de evaluacidon y estandares de

aprendizaje asociados a la distribucién normal en los nuevos curriculos de bachillerato




(MECD, 2015), en las Tablas 1.1, 1.2 y 1.3. Tal curriculo es muy ambicioso, pero, a
pesar de los esfuerzos realizados por la inclusién de temas de probabilidad y estadistica
desde edades tempranas, son muchos los estudiantes que finalizan los cursos de

estadistica sin comprender correctamente o ser capaces de aplicar los conceptos y

procedimientos estadisticos (Batanero, Diaz, Contreras y Roa, 2013).

Tabla 1.3. Contenidos relacionados con la distribucién normal en el 2° Curso del
Bachillerato de Ciencias

Contenidos

Criterios de evaluacion

Estandares de aprendizaje

- Distribucién normal.
Tipificacion de la
distribucion normal.
Asignacion de
probabilidades en
una distribucion

- Identificar los
fenémenos que pueden
modelizarse mediante
las distribuciones de
probabilidad binomial y
normal calculando sus

- Distingue fendmenos que pueden modelizarse
mediante una distribucion normal, y valora su
importancia en las ciencias sociales.

- Calcula probabilidades de sucesos asociados a
fenémenos que pueden modelizarse mediante la
distribucion normal a partir de la tabla de la

normal. parametros y distribucion o mediante calculadora, hoja de

- Calculo de determinando la calculo u otra herramienta tecnologica, y las
probabilidades probabilidad de aplica en diversas situaciones.
mediante la diferentes sucesos - Calcula probabilidades de sucesos asociados a
aproximacion de la asociados. fendomenos que pueden modelizarse mediante la

distribucion distribucion binomial a partir de su aproximacion
binomial por la por la normal valorando si se dan las condiciones
normal. necesarias para que sea valida.

La necesidad de reorientar el curriculum de estadistica en la Educacion
Secundaria y Bachillerato es evidente desde hace muchos afios. Shaughnessy (2007)
sugiere que todos los programas educativos necesitan concentrarse en proporcionar a
todos los estudiantes de habilidades ligadas al razonamiento y sentido estadistico. Pero
hacer realidad estas propuestas pasa por la identificacion de las ideas fundamentales, la
eleccion del nivel conveniente de formalizacion, y sobre todo por la formacion del
profesorado que sera responsable de esta ensefianza (Batanero, Arteaga y Contreras,

2011).

1.4. Marco tedrico

El marco tedrico que se sigue en la realizacion de este estudio y que sustenta las
ideas tedricas que en el mismo aparecen, se corresponde con el Enfoque Onto-
Semidtico (en adelante EOS) sobre el conocimiento y la instruccion matematica
desarrollado por Godino y colaboradores (Godino, 2002; Godino y Batanero, 1994;
Godino, Batanero y Font, 2007).
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1.4.1 Obijeto, practica y significado

El EOS entiende como objeto matemdtico cualquier idea abstracta que interviene
en la actividad matematica realizada en los procesos de ensefianza-aprendizaje
(D’Amore, Font y Godino, 2007). Son considerados objetos, por tanto, los problemas
planteados durante una actividad de matematizacion, asi como los procedimientos,
proposiciones, notacion y argumentos necesarios para su resolucion, entre otros.

Dichos objetos matematicos se ven manipulados, representados y detallados a
través de las practicas asociadas (Godino y Batanero, 1994), definiéndose prdctica
matemdtica como “toda actuaciébn o expresion (verbal, gréfica, etc.) realizada por
alguien para resolver problemas matematicos, comunicar a otros la solucién obtenida,
validarla o generalizarla a otros contextos y problemas (Godino y Batanero, 1994, p.
334). Segun este enfoque, las practicas pueden ser personales o institucionales,
entendiéndose éstas ultimas como el conjunto de practicas compartidas en el seno de la
institucion, dependientes de los instrumentos de las que ésta dispone asi como sus reglas
y modos de funcionamiento (Godino y Batanero, 1994; Godino, Batanero y Font, 2007).
Una institucion es un conjunto de personas implicadas en una misma actividad; por
ejemplo, puede ser una institucién un centro educativo.

Debido a la dificultad de determinar el concepto de significado, el EOS realiza
una clasificacion de lo que considera unidades basicas de significado que constituyen
los elementos matemadticos primarios a partir de los cuales disefiar actividades
didécticas (Figura 1). Estas son:

e Situacion-problema: actividad, tarea o ejercicio planteado una persona (en la
ensefianza al alumno) que origina una actividad matemadtica. Se suele tender a su
agrupacion en tipos o clases. En el estudio que se aborda en el presente documento,
la problematica se localiza en torno a las actividades propuestas en los libros de
texto en las que interviene la distribucion normal. Tauber (2001) cita, entre otros, la
aproximacion de distribuciones discretas, o la obtencion de distribuciones
muestrales como campos de problemas asociados a la distribucién normal.

o [Lenguaje: términos, expresiones, notaciones y/o graficos que se utilizan en la
representacion y solucion de una situacion-problema. Ejemplos propios de nuestro
estudio son los utilizados al trabajar con la distribucion normal (variable, funcion de
densidad, media, desviacion tipica, tipificacion), asi como sus representaciones
especificas (representacion grafica de la funcion de densidad o de areas bajo la

curva normal).
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Conceptos-definicion: objetos matematicos a los que alude el alumno de forma
implicita o explicita para resolver una cuestion matematica. En nuestro estudio, son
conceptos los de variable, distribucion o probabilidad.

Proposiciones, atributos o propiedades: enunciados que se realizan sobre el objeto
matematico empleado. Son ejemplos que la curva normal tiene una asintota
horizontal o que las areas comprendidas por debajo y por encima de la media son
iguales.

Procedimientos: algoritmos, operaciones y técnicas de céalculo que permiten
solventar la cuestion planteada. Ejemplos en nuestro estudio serian la tipificacion o
la obtencion de valores de probabilidad normal a partir de la tabla o la calculadora..
Argumentos: Enunciados utilizados para explicar los resultados, propiedades o

teoremas obtenidos y/o utilizados a lo largo de la actividad.

Figura 1.1. Configuracién de objetos primarios (Godino y Batanero, 2009, p.7)

En este enfoque, estos objetos matematicos estan relacionados entre si,

formando configuraciones (Ver Figura 1.1), distinguiéndose a su vez dos tipo de

configuraciones:

La configuracion epistémica alude a objetos matematicos institucionales que actuan
en la resolucion de problemas. Esta configuracion se subdivide a su vez en;
configuracién epistémica previa (objetos que el alumno conoce previamente) y

configuracién emergente (objetos que el alumno aprenderd).
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e La configuracion cognitiva alude a objetos matematicos personales que actian en la
resolucion de problemas, en la que el estudiante puede hacer una configuracion

distinta a la configuracion institucional.

1.4.2 Facetas duales del conocimiento matematico

Existen perspectivas distintas y contrapuestas desde las que pueden ser
interpretados los objetos matematicos anteriormente citados. A continuacion se
detallaran estas facetas de significado, que serdn tenidas en cuenta a lo largo del

presente estudio.

Faceta institucional y personal
En Godino, Batanero y Font (2007) se entiende como significado personal de un
objeto matematico cuando éste surge del sistema de practicas que realiza una persona.
Asi mismo, se distinguen los siguientes subtipos de significado (Figura 1.2):
e Global: sistema de practicas que un alumno es capaz de realizar alrededor de un
objeto matematico concreto.
e Declarado: sistema de practicas que un alumno desarrolla ante una evaluacion
propuesta por la institucion.
e Logrado: sistema de practicas que un alumno desempefia de forma acorde a lo que

dicta la institucion (los no acordes son considerados errores de aprendizaje).

Por otro lado, en la misma fuente se entiende como significado institucional de
un objeto matematico a aquel que se realiza en el seno de una institucion. Al igual que
en el caso anterior, existen subtipos de significado (Figura 1.2):

e Referencial: sistema de practicas fruto del estudio (libros de texto, disefios
curriculares, etc.) y posterior delimitacion del objeto matemadtico a trabajar en el
aula.

e Pretendido: sistema de practicas integradas dentro de la programacion curricular de
aula asociadas al proceso de ensefianza y aprendizaje del objeto matematico en
cuestion.

o [mplementado: sistema de practicas que se lleva finalmente a cabo en el grupo clase

durante el proceso de ensefianza-aprendizaje.
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e FEvaluado: sistema de practicas seleccionadas (tareas, cuestiones, observaciones,

problemas, etc.) para la evaluacion del aprendizaje de dicho objeto.

Figura 1.2. Tipos de significado (Godino, 2003, p.140)

Faceta ostensiva y no ostensiva

En Godino (2002, p.142) se indica que la faceta no obstensiva de un objeto
matematica se refiere a la posibilidad de “pensar e imaginar uno de estos objetos sin
necesidad de mostrarlo externamente”. Sin embargo, un objeto matematico cualquiera
que se puede mostrar, nombrar o representar atiende a la faceta ostensiva del mismo. Es
decir, usamos representaciones (graficos, palabras simbolos) para representar los

objetos matematicos, pero no hay que confundir los simbolos con dichos objetos.

Faceta expresion y contenido

Todos los objetos matemadticos intervinientes en un sistema de practica se
relacionan entre si a través de funciones semioticas. Segiin Godino, Batanero y Font
(2007), el EOS facilita el analisis ontoldgico-semidtico como instrumento de
identificacion de dichas relaciones entre objetos y sus procesos interpretativos en la
actividad matematica.

Dicha relacion se establece entre un objeto antecedente y uno consecuente, y la
determina un sujeto en base a algun criterio concreto. De esta forma, uno de los objetos
adquiere el estatus de significante y el otro de significado (Godino y Font, 2007), o lo
que es lo mismo; uno de expresion y otro de contenido. Por ejemplo, cuando decimos
“la curva normal” el antecedente es la expresion verbal y el consecuente el objeto

matematico curva normal.
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Faceta extensiva e intensiva

Un objeto matemadtico de un sistema de practicas puede ser considerado como
algo concreto y particular de una situacion determinada, o bien como una clase mas
general y abstracta de objetos producto de su generalizacion. Esta caracteristica
fundamental de la actividad matemdtica se entiende como dualidad extensiva e
intensiva. Por ejemplo, podemos tener la curva normal N (0,1) o bien la familia de

curvas normales N (0, G).

Faceta unitario y sistémico

Un objeto matematico de un sistema de practicas puede ser considerado como
una entidad o elemento simple, entendiéndose como unidad basica de significado
completo que se utilizan como herramienta vehicular en la préctica que se desarrolla.
Asi mismo, este mismo objeto puede descomponerse para su estudio, estableciéndose
relaciones entre otros objetos unitarios, y ofreciendo un carécter sistémico del mismo.
Asi la curva normal que es un objeto unitario la podemos descomponer en su rango,
funcion de densidad, simetria, media, etc.

En la figura mostrada a continuacion se puede observar un resumen de las

facetas expuestas anteriormente, reflejandose los procesos que intervienen en cada una.

Figura 3. Configuracion de objetos y procesos (Godino, Batanero y Font, 2007, p. 10)
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1.4.3 La instruccion matematica

El significado personal del alumno estd directamente influenciado por la
instruccidon matematica, uno de cuyos elementos es el libro de texto que es el objeto de
nuestro analisis. Asi mismo, el significado institucional implementado también estd
estrechamente relacionado a la instruccion, al ser el resultado de la interrelacion
existente entre docente, discente, conocimiento y contexto.

El EOS proporciona herramientas de analisis de los procesos de instruccion

matematica, tales como las configuraciones, las trayectorias y la idoneidad didacticas.

Configuraciones didéacticas

Se puede entender configuracion didactica como el conjunto de estados
interconectados que se crean entre el docente, el discente, los recursos y la propia
situacion, durante la resolucion de una tarea en una determinada situacion-problema.

Godino, Batanero y Font (2007) distinguen cuatro tipos de configuraciones didacticas:

o Configuracion magistral: el docente presenta el significado de los objetos
matematicos implicados y propone al estudiante distintos ejercicios, ejemplos y/o
aplicaciones practicas para que puedan dar sentido a los mismos bajo su
responsabilidad.

o Configuracion a-didactica: el discente realiza la formulacion, validacién e
institucionalizacion de los objetos matematicos, dejando al profesor y el
conocimiento pretendido como parte del entorno en el que se desarrolla la practica.

o Configuracion dialogica: el docente realiza la formulacion y validacion de los
objetos, dando oportunidad al discente de la exploracion de los mismos. La
institucionalizacion se realiza mediante un didlogo contextualizado entre ambos.

e Configuracion personal: el discente realiza la resolucion de una situacion-problema

para el que esta capacitado, sin requerir la intervencion directa del docente.

Trayectorias didacticas

Puesto que en un proceso de instruccion es necesario adaptar continuamente la
ensefianza pretendida al grupo clase en cuestion, el EOS considera que éste puede
modelizarse mediante un proceso estocastico. De esta forma, las configuraciones
didacticas estarian conectadas mediante trayectorias dependientes del tiempo. Godino,

Contreras y Font (2006) describen seis tipos de trayectorias didacticas:
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Epistémica: significado implementado dentro de la institucion a lo largo del tiempo.
Docente: funciones del profesor a lo largo del proceso de instruccion.

Discente: funciones del alumno a lo largo del proceso de instruccion.

Mediacional: recursos utilizados a lo largo del proceso de instruccion.

Cognitiva: estados de los significados personales a lo largo del proceso de

instruccion.
Emocional: actitudes, predisposicion, emociones, etc. Del alumnado ante el estudio

de las matematicas a lo largo del proceso de instruccion.

1.4.4 |doneidad didéactica

“La nocion de idoneidad didactica, puede aportar elementos originales y

significativos para elaborar una teoria de disefio instruccional, apropiada para orientar

los procesos de ensenanza y aprendizaje de las matematicas” (Godino, 2011, p.4).

Segun Godino, Contreras y Font (2006) la idoneidad didactica no es mas que una

herramienta que permite el paso de la didactica descriptica a la didactica focalizada en

una intervencion eficaz en el grupo. Esta cuenta con seis componentes que se pueden

visualizar en la Figura 4 y que deben articularse de forma coherente:

Idoneidad epistéemica: grado de representatividad de los significados institucionales
implementados o pretendidos con respecto al significado de referencia.

Idoneidad cognitiva: grado en el que los significados implementados o pretendidos
se acercan a los significados logrados por los alumnos.

Idoneidad interaccional: grado en el que las configuraciones didacticas identifican
conflictos semidticos (antes o durante la instruccion) y los resuelven.

Idoneidad mediacional: grado en el que los recursos materiales y la temporalizacion
de su uso en el proceso de ensefianza y aprendizaje, estan disponibles y se adecuan
al mismo.

ldoneidad afectiva: grado de interés y motivacion del alumnado en el proceso de
enseflanza y aprendizaje.

Idoneidad ecologica: grado en el que el proceso de ensefianza y aprendizaje se

adapta al contexto en el que se desarrolla (centro, sistema educativo, sociedad,...).
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Figura 4. Idoneidad didactica (Godino, 2011, p.6)

1.5 Objetivos del trabajo

Un libro de texto es un medio fisico en el que se almacena conocimiento, en el
caso que nos ocupa, conocimiento matematico. Es una fase importante que transforma
el curriculo propuesto en las directrices curriculares (significado institucional
pretendido) antes de llegar al implementado en el aula (significado institucional
implementado) (Herbel, 2007). Suele ser ademéas una herramienta eficaz para el discente
a la hora de seguir las explicaciones proporcionadas por el profesor en base a algin
objetivo matematico planteado en la instruccidon (Ortiz, 2002). Por tanto, es importante
que el profesor sea consciente de la informacion que presentan los libros de texto
utilizados en el aula, de cara a evitar errores conceptuales o la presentaciéon de un
significado sesgado. El estudio que se presenta permitird evidenciar las diferencias
existentes asociadas a un objeto matematico, en los libros de texto de una misma
editorial para los cursos académicos de 1° y 2° de bachillerato respectivamente.

Este estudio estd fundamentado en el marco tedrico definido en el epigrafe
anterior y da continuidad a las investigaciones previas revisadas en el Capitulo 2. Se
complementa el estudio del tema en dos libros de texto (Capitulo 3). De esta forma, los
objetivos de esta Memoria son los siguientes:

o Ol: Analizar los contenidos curriculares que sobre distribucion normal se sugieren
para el 1°y 2° curso de Bachillerato para identificar los objetos matemdticos
especificos en los que se enfocara el estudio. Este objetivo se aborda al comienzo

del presente capitulo.
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O2: Revisar la bibliografia sobre la investigacion especifica relacionada con el
tema. Este andlisis se recoge en el Capitulo 2 y permitird familiarizarse con el
campo de investigacion.

03: Realizar un andalisis del contenido que se incluye en dos libros de texto, de 1°y
2° curso de Bachillerato respectivamente, sobre la distribucion normal. Este analisis
se realiza en el Capitulo 3 haciéndose uso de elementos de nuestro marco tedrico y
estudiando la evaluacion de los contenidos en los dos cursos Matemadticas 1 y 2 de

Ciencias Sociales de una misma editorial.
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CAPITULO 2.
INVESTIGACIONES PREVIAS

2.1. Introduccion

En este capitulo constituye una sintesis de investigaciones mas relevantes sobre
la distribucion normal, que nos servira como base para nuestro propio trabajo y para
situarlo en un contexto mas amplio. En primer lugar se realiza un breve resumen de las
investigaciones que resefian la importancia del libro de texto como recurso didactico y
guia de la ensefanza, tanto para alumnos como para profesores, describiéndose algunas
asociadas a la presentacion de la probabilidad y estadistica en los textos de secundaria.

Seguidamente se analizan las investigaciones relacionadas con la ensefianza y el
aprendizaje de la distribucion normal, asi como distintos estudios asociados que se han
ocupado igualmente del tema. Dentro de este apartado consideramos la comprension de
propiedades de la distribucion normal, la del teorema central del limite, las que
describen el papel del ordenador en el aprendizaje de la distribucion normal y las que

describen experimentos e ensefianza de este tema.

2.2. Analisis de libros de texto

Puesto que el presente estudio se centra en el andlisis de libros de texto, se
incluye a continuacién un breve resumen de algunos trabajos que destacan su
importancia e investigaciones especificas sobre la presentacion de la probabilidad y

estadistica en los libros de texto.

2.2.1. Ellibro de texto como recurso didactico

La importancia de los libros de texto como recurso didactico se deriva de su
amplio uso, tanto por parte de los estudiantes como de los profesores. Estos libros
adaptan los objetivos y contenidos fijados por las orientaciones curriculares legislativas
(significado institucional pretendido), constituyendo en si mismos una adaptacion
curricular previa a su implementacion (significado institucional implementado) en el
aula (Herbel, 2007). En ellos, se recoge una seleccion representativa de los
conocimientos cientificos y culturales a transmitir al alumnado, dentro de un contexto

historico, con unos valores e ideologia concreta (Braga y Belver, 2016).
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Desde el punto de vista del docente, el libro de texto constituye en si mismo un
recurso basico para las diferentes areas de aprendizaje, al ser un apoyo fundamental en
la preparacion de las clases (Cordero y Flores, 2007). Simultdneamente, tal y como
indica Ortiz (2002), son una fuente de datos y actividades para el aula, resultado de un
gran esfuerzo de planificacion y sintesis. Esto tltimo ya lo apunt6 Rico (1990, p.22) al
afirmar que el desarrollo de los mismos para su autor “supone un gran esfuerzo de
sintesis, planificacion, estructuracion y acomodacion de contenidos ".

Desde el punto de vista pedagdgico, el libro de texto constituye un recurso
didactico inherente al proceso de instruccion, cuyo objetivo basico es facilitar el
aprendizaje a través de un lenguaje que garantice la consolidacion del conocimiento
(Pellicer, 2007). De esta forma, su uso transmite seguridad y continuidad en los
contenidos, ya que se accede a ellos con facilidad requiriendo Unicamente su
asimilacion (Rico, 1990). Asimismo, el libro de texto introduce los objetos matematicos
en distintos contextos, permitiendo apreciar diversas aplicaciones de la matematica y la
explotacion de diferentes ideas por parte del alumnado, facilitando su aprendizaje
(Reys, Reys y Chavez, 2004).

En base a una revision de la literatura, Ortiz (1999) enumera los siguientes
puntos que justifican la importancia del andlisis de libros de texto:

e Son una fuente de datos y actividades para el aula de matematicas; por tanto apoya
al profesor en la preparacion de sus clases.

e Resultan de un gran esfuerzo de planificacion y sintesis, por parte de los autores,
que han de resumir y secuenciar una gran cantidad de material.

e Se asumen como un conocimiento que hay que transmitir.

e El alumno lo considera como una fuente para obtener conocimiento fiable y como

una guia de su aprendizaje.

El mismo autor afiade que, ademas de las anteriores razones, su importancia se
deriva del hecho de que los libros de texto son considerados como un segundo nivel de
transposicion didactica (cambios que experimenta el saber matematico al ser adaptado
para su enseflanza), después de las directrices curriculares y programas oficiales de
estudio.

Sobre el andlisis de texto, Ferndndez y Mejia (2010) afirman que son un recurso

basico en la construccién de conocimiento de contenidos matematicos, ya que organiza
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los contenidos a trabajar y presenta actividades y sugerencias pedagdgicas que pueden
ser utiles para la comprension de cada tema, Por ello opinan que no es una tarea
exclusiva de las editoriales, sino también del profesor del aula, al hacer uso de dicho
recurso para disefiar sus situaciones-problemas para el aula. Por tanto, se puede concluir
que el andlisis de los libros de texto es tutil a la hora de identificar el curriculo de
matematica real que se implementa en las aulas. Ello explica el gran niimero de
investigaciones que en los ultimos aflos se centran en el estudio de los libros de texto de
matematicas .En el presente estudio se analizan dos libros de texto de una editorial de
gran tradicion en Andalucia para el bachillerato. A continuaciéon resumimos algunos

trabajos que analizan temas de estadistica y probabilidad en los libros de texto.

2.2.2 Estudios sobre la presentacion de la estadistica y probabilidad en libros de
texto

A pesar de la importancia del analisis de los libros de texto definido en el
epigrafe anterior, la investigacion sobre la presentacion de la estadistica y probabilidad
en los mismos es muy escasa en todos los niveles educativos. A nivel universitario y de
forma cronoldgica, se subrayan los estudios de Tauber (2001) acerca de la distribucion
normal, Alvarado (2007) acerca del teorema central del limite y el de Olivo (2008)
acerca de intervalos de confianza. A continuacion se resumen las mas significativas a
nivel de Educacién Secundaria relacionadas con las medidas de tendencia central y
probabilidad. Por razones de espacio no resefiamos los estudios relacionados con la

correlacion y regresion entre ellos los de Sdnchez-Cobo (1999) y Gea (2012).

Medidas de tendencia central

Se han localizado solo dos estudios realizados al respecto; uno realizado sobre
libros de texto espafioles (Cobo, 2003) y otro sobre libros de texto mexicanos (Mayén,
2009). Vemos a continuacion los datos mas representativos de ambos.

En el estudio de Cobo se escoge una muestra de 22 libros de texto de Educacion
Secundaria Obligatoria (en adelante E.S.O.); concretamente 14 libros de 3° E.S.O. y 8
libros de 4° E.S.O. Tras analizarse los elementos de significado mas representativos
contenidos en los mismos, el estudio concluye lo siguiente:

e Campos de problemas: no se tratan todos los tipos posibles, obviandose por ejemplo
“estimar una medida a partir de diversas mediciones realizadas en presencia de

errores” a pesar de ser la forma en la que histéricamente surge la idea de media o
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“estimar el valor que se obtendra con mayor probabilidad al tomar un elemento al
azar de una poblacion para una variable con distribucion aproximadamente
simétrica” a pesar de ser una de las principales aplicaciones de la media.

Contextos: son muy variados y con porcentaje elevado de apariciéon de todos los
contemplados en el informe PISA.

Algoritmos de resolucion: no se tratan todos los métodos de resolucion posibles,
como el célculo grafico de la media y mediana por citar alguno.

Definiciones y propiedades: gran diversidad de acepciones de los conceptos de
media, moda y mediana, prestandose especial atencion al célculo de la misma sin

tratarse con rigor ni profundidad sus propiedades.

Consecuencias posibles asociadas a estas conclusiones son, la falta de una visién

completa del concepto de media y sus posibilidades, asi como un sesgo en el contexto

de aplicacion de la misma. En el estudio de Mayén, la muestra consta de 2 libros de

texto y un cuaderno de practicas de Matematicas de tercer grado de Educacion

Secundaria. Tras analizarse los elementos de significado mas representativos contenidos

en los mismos, el estudio concluye que:

Campos de problemas: no se tratan todos los tipos posibles, obviandose “estimar
una medida a partir de diversas mediciones realizadas en presencia de errores” por
citar alguno; asi mismo, se incluye algiin tipo no presente en los libros espafioles

13

analizados por Cobo como “comparacion de dos distribuciones de datos con
variables numéricas”.

Contextos: no son muy variados, aunque si son familiares para el alumnado.
Algoritmos de resolucion: tampoco se tratan todos los métodos de resolucion
posibles en los libros mexicanos analizados.

Definiciones y propiedades: sin diferencias importantes con respecto a la gran

variedad de acepciones y la pobreza en el rigor y profundidad en las propiedades,

encontrada en el estudio de Cobo.

Probabilidad

Uno de los estudios mas antiguos fue realizado por Ortiz (1999). En dicho

estudio, la muestra consta de 11 libros de texto del primer curso de bachillerato. Tras

analizarse los elementos de significado mas representativos contenidos en los mismos,
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el estudio concluye que:

e (Campos de problemas: existe escasez de problemas asociados a conceptos basicos
(por ejemplo referidos a aleatoriedad y experimentos aleatorios), asi como una falta
destacada de ejercicios interpretativos y analiticos (reduciéndose los mismos al
calculo).

e (Contextos: se aprecia una restriccion importante (habitualmente se presentan los
conceptos y actividades a través de un contexto de juego de azar).

e Algoritmos de resolucion: tampoco se tratan todos los métodos de resolucion
posibles (por ejemplo es practicamente inexistente el uso del diagrama de arbol),
haciéndose en algunos casos un sobreuso de alguno de los mismos (como por
ejemplo la regla de Laplace en la asignacion de probabilidades).

e Definiciones y propiedades: si bien las concepciones clasicas de variable aleatoria,
probabilidad, frecuencia y espacio muestral son tratadas en casi la totalidad de los
libros estudiados, la profundidad de las mismas presentando otras concepciones y
propiedades es rotundamente inadecuada. Se detecta alguna confusion en las
definiciones (por ejemplo en la relativa a suceso condicionado). Ademas, en general

se hace un uso excesivo de la presentacion de la informacion en forma verbal.

Un estudio mas reciente es el de Gomez (2014) quien con el mismo método
utilizado por las anteriores autoras y el mismo marco teorico que los anteriores,
compara los contenidos de probabilidad en dos series de libros de texto de 1° a 6° de
Educacion Primaria. La novedad de su estudio es que clasifica todos los objetos
matematicos identificados (campos de problemas, definiciones, propiedades, lenguaje,
procedimiento y argumentos) en relacion a los diferentes significados de la
probabilidad: intuitivo, clasico, frecuencial y subjetivo. Los compara por curso y

editorial, asi como con las directrices curriculares.

2.3. La distribucion normal

El segundo punto de nuestros antecedentes se centra en la distribucion normal.
Comparandolos con estudios realizados sobre otros conceptos matematicos, son pocas
las investigaciones previas centradas en la distribucion normal de forma especifica. De
hecho, tal y como se vera a continuacion, los estudios que se han localizado al respecto,
se focalizan en puntos aislados de la distribucion, desde teorias y metodologias diversas

(como estudios relacionados con el teorema del limite o con la comprension de
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conceptos de inferencia estadistica), con pocos estudios pormenorizados desde una

vision global y unificada de la misma.

2.3.1. Comprensién de propiedades de la distribucion normal

En los epigrafes siguientes se hara una descripcion de los estudios encontrados
relacionados con estudiantes de secundaria y/o primeros cursos universitarios, si bien no
queremos dejar de mencionar el primer antecedente relacionado, realizado por Piaget e
Inhelder (1951) sobre la evolucion del razonamiento probabilistico desde la infancia
hasta la adolescencia. En dicho trabajo, se estudia si los nifios perciben la regularidad en
la forma de la distribucion que se forma (observando la simetria de las trayectorias
posibles) de unos granos de arena dejados caer desde un pequeio orificio (aparato de
Galton o reloj de arena). En estos trabajos se pide a los nifios predecir la distribucion
final, apuntada en el centro y simétrica. Asi, la identificacion de la regularidad, simetria
y dispersion, asi como la repeticion del experimento en la regularidad final, se traduce
en una distribucion acampanada (normal). Estos investigadores describen varias etapas
en el razonamiento hasta llegar a predecir de forma aproximada la forma de esta
distribucion.

En otros trabajos, ya realizados con estudiantes universitarios, se ha investigado
la comprension de la operacion de tipificacion en una curva normal. Entre ellos
encontramos el de Huck (1986) que indican un error frecuente, que consiste en pensar
que la distribucion normal tipificada solo toma valores acotados entre -3 y +3; aunque
estos valores son los mas frecuentes, en teoria puede tomar valores en un rango infinito.

Otra dificultad detectada por Hawkins Joliffe y Glickman (1992), se produce
errores cuando los estudiantes usan la distribucion normal como una aproximacion de la
distribucion binomial. En este caso, los estudiantes fallan en reconocer los casos en que
puede y no puede aplicarse la aproximacion; ademas, también se olvidan de aplicar la

correccion de continuidad y no entienden el porqué de la misma.

2.3.2 Comprension del Teorema Central del Limite

Como ya se ha destacado en epigrafes anteriores de esta Memoria, una de las
aplicaciones mas relevantes de la distribuciéon normal es su uso en el Teorema Central
del Limite. Dicho teorema es uno de los mdas destacados en estadistica por su
aplicabilidad en el campo de la inferencia, ya que, en condiciones muy generales la

media de una muestra aleatoria se distribuye con distribucién normal aproximada para
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muestras grandes. Es por ello que resulte necesario para el trabajo que nos ocupa,
revisar la literatura asociada a estudios relacionados con su comprension.

El primer estudio a destacar es el realizado por Méndez (1991), quien compara
la comprension del teorema central del limite en estudiantes de primer curso en la
universidad y estudiantes de doctorado. Su estudio persigue tres propositos
fundamentales:

e Obtener datos para representar las concepciones del teorema fundamental de limite
que tienen los sujetos de estudio.
e Identificar y clasificar los errores mas comunes.

e Observar si las creencias de los estudiantes cambiaban en los dos grupos.

El objetivo general era observar el grado de comprension, por parte de los
sujetos de la muestra, del teorema central del limite y de cuatro propiedades basicas que
se verdn a continuacion. Dichas propiedades son fundamentales para adquirir una
comprension solida del teorema. Méndez las obtuvo tras realizar un estudio de 10 libros
de texto de estadistica basica y las resumio de la siguiente forma:

1. La media de la distribucion muestral es igual a la media de la poblacion, e igual a la
media de una muestra cuando el tamafio de la muestra tiende al infinito.

2. La varianza de la distribucion muestral es menor que la de la poblacion (cuando n >
1).

3. La forma de la distribucion muestral tiende a ser acampanada a medida que se
incrementa el tamafo muestral, y aproximadamente normal, independientemente de
la forma de la distribucion en la poblacion.

4. La forma de la distribucion muestral crece en altura y decrece en dispersion a

medida que el tamafio muestral crece.

Méndez, una vez establecio el marco de referencia a partir del cual realizar su
investigacion, elabord dos cuestionarios que pas6 a los sujetos de la muestra. El
primer cuestionario constaba de items de eleccion multiple, con problemas clasicos
extraidos de los libros de texto analizados. En el segundo se exponian 23 preguntas
relacionadas con distintas acepciones y formas de representacion de diversos conceptos
estadisticos relacionados con la distribucion normal. Como complemento a estos test, se

realizaron entrevistas clinicas a un subgrupo de sujetos de la muestra. A partir de la
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informacion obtenida en los test y las entrevistas, Méndez defini6 dos niveles de

comprension:

1. Nivel basico: Consta de las habilidades y conocimientos necesarios para resolver los
ejercicios incluidos en los libros de texto.

2. Nivel avanzado: Consta de las habilidades y conocimientos necesarios para alcanzar

conocimiento adicional que no esta incluido habitualmente en los libros de texto.

Ademas de definir estos dos niveles de comprension, obtuvo la siguiente
informacion relevante en cuanto a la comprension de los estudiantes sobre el Teorema
Central del Limite:

e Los estudiantes expertos demostraron contar con una buena comprension del
teorema y de sus elementos implicitos; sin embargo dicha comprension era
excesivamente formal sin mostrar una comprension profunda. Las explicaciones a
sus respuestas se basaban generalmente en los axiomas de probabilidad, presentando
una falta de conocimiento en la utilizacion de expresiones cualitativas e intuitivas.

e Los estudiantes noveles demostraron tener una comprension mas pobre del teorema,
usando los datos disponibles sin tener en cuenta la poblacion de la que provenian y
sin considerar el tamafio de muestra.

e Ninguno de los grupos demostré un conocimiento profundo en el uso del

vocabulario técnico.

Otro autor que investiga el teorema central del limite es Alvarado (2007), que
comienza con el estudio de la historia de la evolucion del teorema central del limite y un
estudio de 16 libros de textos dirigido a estudiantes de ingenieria. Con esta base disefia
un experimento de enseflanza que incorpora el uso de la hoja Excel y el programa
estadistico @risk para simular distribuciones de probabilidad y el comportamiento del
teorema. Como resultado de este experimento de ensefianza indica que los estudiantes
mostraron una buena comprension de la aproximacion normal a la distribucion
binomial. Tampoco tuvo mayor dificultad el lenguaje simbodlico, con algunas
excepciones en los problemas algebraicos abiertos. El procedimiento algebraico y la
tipificacion fueron los mejor utilizados en general, asi como la simulacion con apoyo de
Excel. Algunas dificultades que se observaron fueron: errores de estandarizacion,

confundir la suma de variables aleatorias con el promedio, no aplicar la correccion de
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continuidad. Asimismo, los estudiantes erroneamente lo extrapolan a situaciones

inadecuadas.

2.3.3 Investigaciones sobre la ensefianza de la distribucién normal

Si bien en todos los decretos curriculares de Educacion Primaria y Secundaria se
incorporan contenidos estadisticos, la realidad es que estos no se tratan en su totalidad
ni en la profundidad que requieren. Habitualmente dichos contenidos se dejan para el
final, no abordiandose en caso de falta de tiempo, o explicandose con un nivel muy
basico. Como consecuencia, €l alumnado de los cursos introductorios a la universidad
no cuenta con una formacion matematica sélida para afrontar un estudio formal de
inferencia.

Tomando conciencia de ello, Tauber (2001) desarrollé un estudio global de la
ensefianza y aprendizaje de la distribucion normal en un curso introductorio
universitario de estadistica aplicada, con el objetivo de identificar las principales
dificultades y errores de compresion de la distribucion normal del alumnado que no han
seguido un bachillerato cientifico (pues estos cuentan con una formacién matematica
mas solida que constituye una ventaja a la hora de hacer la transicion del andlisis de
datos a la inferencia). Haciendo uso del Enfoque Onto-Semidtico como marco tedrico
sobre el significado institucional y personal de los objetos matematicos (Godino, 1996;
Godino y Batanero, 1998), organizé su estudio en dos fases:

1. Estudio epistémico de la distribucion normal basado en el anélisis de libros de texto
universitarios, identificando los elementos de significado mas prototipicos que
aparecen y definiendo éste significado institucional de referencia.

2. Estudio de la secuencia de ensefianza disefiada (significado institucional pretendido)
sobre la distribucion normal experimentado a lo largo de dos cursos académicos, asi
como el andlisis de la observacion realizada (significado institucional

implementado) y el trabajo realizado por el alumnado durante el proceso.

En la primera fase, la muestra consistio en 13 libros de texto de distintas
editoriales, seleccionados bien por el prestigio de su autor, por el nimero de ediciones
del mismo, los idiomas a los que ha sido traducido, por contar con un enfoque actual del
tema o por estar destinados a alumnado con escasa base matematica. En dichos libros se
estudiaron los capitulos referidos a la distribuciéon normal y a su uso o aplicacion,

identificandose los elementos de significado méas comunes. De acuerdo al marco tedrico
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elegido, realiz¢ la clasificacion de dichos elementos en las distintas categorias posibles,

lo que se puede ver en la Tabla 2.1, donde hemos adaptado los tipos de objetos a nuestra

terminologia.

Tabla 2.1. Elementos de significado especificos de la distribucion normal en los libros de
texto seleccionados

Campos de problema

Procedimientos Argumentos

IAjuste (aproximacion al histograma)
IAproximacion de distribuciones

Estudio descriptivo de datos para
ajustar una curva

Representacion grafica
Comprobacion de casos

discretas Tipificacion particulares
Distribucion exacta en el Calculo de probabilidades y Demostraciones informales
muestreo valores criticos con tablas [Demostraciones deductivas
Distribucion asintotica en el muestreo [Obtencion de limites de [Analisis
Estimacion por intervalos intervalos centrales. Comparacion Generalizacion
Contraste de hipotesis de puntuaciones Sintesis

Propiedades Representaciones

Area total bajo la curva normal

Asintota horizontal

Curtosis en la normal

Curva de densidad, curva normal
Distribucion normal, distribucion

normal tipica o estandar

Distribuciones discreta y continua

de probabilidad

Distribucion original y transformada
Distribucion de casos en relacion a la d.
tipica

Ejes: de simetria en la distribucion normal
Funcion de densidad, aproximacion al
histograma y poligono de frecuencia
Funcion de distribucion. Modelo

Parametros y estadisticos; parametros de la
distribucion normal

Posicion relativa de media, mediana y
moda

Probabilidad de valores en un intervalo;
probabilidad en los intervalos centrales
Punto de inflexion. Punto de ordenada
maxima. Simetria

Teorema central del limite
Transformaciones algebraicas
Unimodalidad
Variable aleatoria,
continua, discreta

cuantitativa,

Gréficas:

Curva de densidad (grafica)

Curva de distribucion (grafica)

Representacion de areas bajo la curva de densidad

Numéricas:
Tablas de la N(0,1). Tablas de cola, Tablas centrales

Verbales y Simbodlicas:

“Campana de Gauss”, “Densidad normal”,

“Distribucion gausiana”

U, G, 62, E, c

N(uﬂc)’ N(}"'X 9 GX))

p-ko<X<p+ko, (u-ko, u+ko) ptko
xtk.s, ( x—k.s,x+k.s)
P(a<z<b)=Piz<b)-P(z<b)
Pz>a)=1-P(z<a);
P(x;) =0 paratodo x; o f(x) >0

+o0o
T £ (Odx =1

En la segunda fase, disefio, llevd a cabo y finalmente analizé una experiencia

didéctica sobre la distribucion normal en dos cursos sucesivos (1998-1999 y 199-2000)

participando un total de 117 alumnos. Para desarrollar dicha experiencia, realiz6 una

seleccion de los elementos de significado basicos que queria presentar al alumnado del

curso introductorio a la universidad donde se iba a realizar la experiencia, asi como las
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relaciones entre los mismos que debieran alcanzar al finalizar el proceso. En la Tabla
2.2 y 2.3 se muestran dichos elementos y las sesiones donde se usaron.

Tabla 2.3. Elementos de significado institucional especificos de la distribucion normal
observados

Campos de problemas T1]|P1 T3|P2|T4|P3
Ajuste de un modelo (aproximacion al histograma) XX
Aproximacion de distribuciones discretas

Representaciones

<=3
>
=

o
=

Representaciones graficas

Grafica de la funcion de densidad normal
Histograma y funcion de densidad superpuestos
Grafica de la funciéon de distribucion
Graficas superpuestas de funciones de densidad o de
distribucion
NORMAL PROBABILITY PLOT
Grafico de puntos
Representacion de areas o de intervalos bajo la curva normal

Representaciones numéricas
Areas de cola Valores criticos X
DISTRIBUTION FITTING

ol
ol
Rl
Rl
el
ol
Rl

=
o lie
o lie

Representaciones simbolicas

Z, X, N(p, 0), N(x; p, 0)
z=(X-pn)/6,X=2z.0+upu

p- k.o < X <p+ko, (p-ko,p+k.o),p=+
k.o

ux £ k.s, (ux —k.s, x + k.s)
P(p-ko<X<p+k.o)Pxi<X<x2)

ol

el
RNl
<
PR R

o

“+o0o
P(xi) >0 paratodoxio f(x) >0 [ /(x)dx =1 X X

— OO

Procedimientos

Estimacion de probabilidades a partir de tablas de frecuencia
Ajuste de una curva y estudio descriptivo de datos

Calculo de areas, probabilidades y valores criticos (con lapiz
y papel)

Calculo de areas o probabilidades en la curva normal y de
valores criticos (con ordenador)

Contraste de ajuste visual

Obtencion de limites en intervalos centrales
Representacion grafica de datos

Tipificacion: calculo de valores tipificados o sus inversos

i
ol

el
XK )
el
el R
XK )

=

X
X [X
X

En cada actividad planteada se hizo uso de varios elementos de significado de
forma que se forzara al alumnado a obtener conclusiones consistentes sobre los campos
de problemas realizados, de forma que fueran capaces de establecer relaciones entre
dichos elementos dando forma al significado personal de la distribucion normal

progresivamente. Destacar ademas que, tras el analisis de los resultados de la
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experiencia durante el primer curso académico, se realiz6 una modificacion de la
didéctica planteada, mejorando sustancialmente la misma para facilitar la consecucion
de los objetivos del estudio.

Posteriormente, realizO un andlisis y comparacion entre el significado
institucional previsto y el realmente observado, identificando ademas la evolucion del
significado personal de los elementos construido por el alumnado, asi como los
desajustes y dificultades mds comunes entre otros. Para ello, hizo uso de la toma de
notas de las interacciones entre alumnos (gran parte de las actividades se resolvian bien

en parejas o en grupos), asi como las preguntas y dudas realizadas en cada sesion.

Tabla 2.2. Elementos de significado in¥stistatsd especificos de la distribucion normal

Propiedades T1 P1 T2 T3 P2 T4 P3
Area bajo la curva normal, areas de cola, valores criticos XXX X]|X
Desviacion tipica (como parametro) X XX XX
Distribucion normal tipificada, d. original y transformada X
Funcion de densidad normal, funcion de distribucion XIX[X|IX]|X[X]X
Media como parametro X XX X
Parametros de la distribucion normal X XXX X
Posicion relativa de media, mediana y moda en la d. normal| X X X
Probabilidad de valores en un intervalo en la d. normal X|IX[X]|X
Propiedad de los intervalos centrales X|X[X XX
Sumetria XX X|IX|X|X
Curtosis X XXX
Unimodalidad X | X XX X
Argumentos
Analisis X X X
Aplicacion de una propiedad X 1X[ X |IX] X [X] X
Comprobacion de casos particulares o de propiedades X [X] X |X] X [X]X
Generalizacion de una propiedad X X| X
Representacion grafica X [X] X |X] X [X]X
Sintesis X X X
Simulacién con ordenador X |1X[ X |IX| X X

En cuanto a las conclusiones obtenidas sobre el significado institucional
observado, se pueden destacar:
e Existencia de una notable dificultad en las tareas propuestas durante la primera
sesion, pues se referian a conceptos tratados en temas anteriores que el alumnado no
tenia adquiridos correctamente, siendo necesario insistir y recordarlos (conceptos

como la simetria o el significado del area en los histogramas entre otros).
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e Progresivamente la dificultad de las tareas va en disminucion para el alumnado en
las siguientes sesiones, aplicando correctamente los conceptos previos,
relacionandolos entre si, y demostrando un dominio basico de los nuevos conceptos
y propiedades.

Segun Batanero, Tauber y Sanchez (2001), los elementos de significado
relacionados especificamente con la distribucion normal, que constituyen una mayor
dificultad de comprension para el alumnado detectados en el estudio son, entre otros:

e Interpretacion de areas en histogramas de frecuencia y problemas en el calculo del
area dentro de un intervalo, cuando ello implica el cambio de los extremos de los
intervalos.

e Dificultad en discriminar los casos en que una variable cuantitativa discreta puede y
no puede ser aproximada por una distribucion continua y las implicaciones que esta
aproximacion tiene.

e Dificultad en recordar y aplicar correctamente los convenios de interpretacion de los
coeficientes de asimetria y curtosis.

e Dificultad en recordar y aplicar correctamente los convenios de lectura de los
elementos constitutivos de un grafico estadistico.

e Escasa capacidad de argumentacion, sobre todo de analisis y sintesis.

2.4. Conclusiones del estudio de los antecedentes

En la sintesis realizada hemos observado que practicamente todas las
investigaciones sobre la distribucion normal se han realizado con estudiantes
universitarios, exceptuando los trabajos sobre desarrollo cognitivo de la idea de
distribucion; trabajos que no profundizan en las propiedades de la distribucion normal.

Sin embargo, actualmente se ensefa esta distribucion en 1° cuso de Bachillerato
y 2° curso para el Bachillerto de Ciencias Sociales. Ademas estos ultimos estudiantes
tienen forzosamente que aplicar el tema en la Prueba de Acceso a la Universidad donde
uno de los cuatro problemas propuestos se basa en la distribuciéon normal. Si los
estudiantes no han adquirido correctamente la comprension de las diferentes
propiedades de la distribucion y sus campos de problemas, asi como de los
procedimientos asociados fallaran en el calculo de probabilidades, la tipificacion o la

determinacion de valores criticos e intervalos de confianza.
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Dada la importancia que hemos destacado del libro de texto como recurso
didéctico, tanto para profesores, como para estudiantes, nos parece importante iniciar
una linea de investigacion sobre la forma en que se presenta el tema en los textos
Bachillerato. Ello nos ha movido a elegir este tema e iniciarnos en este analisis aunque
sea con sOlo dos textos y con caracter exploratorio. Dicha investigacion podria
continuarse en el futuro con el andlisis de otros libros de texto o profundizando en los
resultados que en esta Memoria presentamos.

Pensamos que nuestro andlisis proporcionard informacioén a los profesores y
puede servir para fundamentar trabajos futuros, tanto sobre el analisis de la distribucion

normal en los libros de texto, como sobre la ensefianza en nivel de Bachillerato.
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CAPITULO 3.
ANALISIS DE TEXTOS

3.1. Introduccion

En este capitulo resumimos la investigacion realizada acerca de la presentacion
de las nociones relacionadas con la distribucién normal en dos libros de texto actuales
de una misma editorial, uno de ellos dirigido a los estudiantes de 1° curso de
Bachillerato de Ciencias Sociales y el otro a los de 2° curso de la misma especialidad.
Cada uno de ellos consta de dos tomos, teoria y problemas. Se han elegido esta
especialidad de Bachillerato por ser la Unica en donde aparece este tema en los dos
cursos; en 1° curso como objeto de estudio en si mismo y en segundo como instrumento
para el calculo de probabilidades y valores criticos en el estudio de la inferencia.

En primer lugar se describen los libros utilizados y la metodologia seguida para
el andlisis de los mismos. A continuacion se estudian con detalle los tipos de objetos
matematicos definidos en el enfoque ontosemiotico: campos de problema, lenguaje
matematico y sus tipos, definiciones (conceptos) propiedades, procedimientos y
argumentos, identificando las principales categorias en cada uno de ellos que se
introducen en estos libros y mostrando ejemplos de las mismas tomados de los textos.
También se comparan los dos textos para ver la forma en que se distribuye el tema en
los dos cursos.

Finalmente se aportan las conclusiones de nuestro estudio.

3.2. Metodologia de analisis

Puesto que se trata de un estudio exploratorio y cualitativo, se ha optado por una
muestra muy reducida de libros, que se examinaran con mayor profundidad, en lugar de
realizar un estudio mas superficial de mas libros.

Los textos que se van a analizar corresponden a una misma editorial y se han
elegido por el prestigio de la misma y su amplia difusiéon en Espafia. Ademads, se han
editado recientemente, lo que asegura que estan adaptados al curriculo actual (MECD,
2015). La forma en que se seleccionaron los libros de texto fue mediante un muestreo
dirigido, es decir, de acuerdo a determinadas caracteristicas que interesaban para el

trabajo (Hernandez, Ferndndez y Baptista, 2006). Cada libro consta de dos tomos: uno
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de teoria y otro de problemas, lo que en realidad implica la revision de cuatro libros

diferentes, dos tedricos y dos practicos. Estos textos son los siguientes

e TI: Cardona, S. y Rey, J.A. (2015), Matematicas aplicadas a las ciencias sociales. 1° de
Bachillerato. Madrid: Edelvives Bachillerato. Libro de Teoria

e TI: Cardona, S. y Rey, J.A. (2015), Matematicas aplicadas a las ciencias sociales. 1° de
Bachillerato. Madrid: Edelvives Bachillerato. Libro de practica

e T2: Rey, JLA. y Cardona, S. (2015). Matematicas aplicadas a las ciencias sociales. 2° de
Bachillerato: Madrid: Edelvives Bachillerato. Libro de Teoria

e T2: Rey, JLA. y Cardona, S. (2015). Matematicas aplicadas a las ciencias sociales. 2° de
Bachillerato: Madrid: Edelvives Bachillerato. Libro de practica

El andlisis de libros de texto que se presenta en este capitulo adapta la

metodologia usada en otras investigaciones del grupo de educacidn estadistica de la

Universidad de Granada, como, por ejemplo, las de Cobo (2003) o Gea (2012). Esta

metodologia se basa en el andlisis de contenido, descrito por Porta y Silva como “una

técnica objetiva, sistematica, cualitativa y cuantitativa que trabaja con materiales

representativos, marcada por la exhaustividad y con posibilidades de generalizacion” (p.

8). En nuestro caso consta de los siguientes pasos:

Identificacion de los objetos matematicos que se quieren analizar en los textos.
(situaciones  problema, elementos lingiiisticos, conceptos, propiedades,
procedimientos y argumentos). En nuestro caso partimos del significado de
referencia de la distribucion normal descrito en Batanero, Tauber y Sanchez (2001)
y Tauber (2001), en su analisis de libros de texto (Tabla 2.1), que posteriormente
utilizaron para disefiar un experimento de ensefianza con estudiantes de la Facultad
de Educacion, anadiendo nuevas categorias cuando encontramos alguna no definida
por la citada autora.

Identificar si es posible estos objetos en los temas relacionados con la distribucion
normal en los dos textos. Para ello se realiza una lectura cuidadosa del tema
comparando cada ejemplo, problema o apartado con la definicion de las categorias
realizada por Tauber (2001), Si aparece alguno nuevo se incluye en una nueva lista.
Seleccion de ejemplos para ilustrar los objetos matematicos presentes en el libro de
texto. Estos ejemplos se reproducen y analizan en este capitulo para ilustrar la
descripcion de la categoria. Indicamos mediante Lxt la parte tedrica del libro x y
mediante Lxp la parte practica, que aparecen encuadernadas por separado, para

indicar el nimero de la pagina donde se toma el ejemplo.
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e Elaboracion de tablas que resumen los contenidos en los dos libros de texto (tanto
en su parte teoérica como practica), indicando la presencia de cada categoria en las
diferentes variables; en algunos casos se indica la presencia de aparicion.

e Obtencion de conclusiones a partir de dichas tablas que permitan orientar a los
autores de los libros para mejorar la idoneidad epistémica de la presentacion de la

distribucidén normal en los textos.

A continuacion presentamos los resultados del analisis, organizados segun los

tipos de objetos matematicos considerados en el marco teorico.

3.3. Andlisis de situaciones-problemas

Como se ha comentado en la descripcion del marco tedrico en el que se basa este
estudio, una actividad-problema es todo ejercicio, problema o situacion que origina una
actividad matemadtica. Precisamente son las practicas matematicas realizadas para
resolver estos problemas las que posteriormente originan, tanto histéricamente, como en
el aprendizaje del alumno, la necesidad de los diferentes objetos matematicos (Godino y
Batanero, 1994), en nuestro caso, la distribucion normal. Es por ello que sean estos los
primeros elementos a analizar. Asi, se han considerado cuatro de las seis situaciones que
se usan para hacer surgir la idea de distribucion normal propuestas en Tauber (2001)
(Tabla 2.1), que son las siguientes y donde hemos variado ligeramente la primera
categoria:

Pl. La distribucion normal como modelo teorico que describe un fenomeno de
la vida real. Este campo se presenta cuando se pide resolver un problema donde la
distribucion normal se usa como modelo, bien, a partir de unos datos recogidos en algin
estudio o simplemente cuando se describe una aplicacion de la curva normal.
Precisamente fue una de las primeras aplicaciones de la distribucion, para describir los
errores de medida por Galileo, Gauss y otros autores, como se describe en Masmela y
Serrato (2009). En la Figura 3.3.1 se incluye un ejemplo, en el que la distribucion
normal se usa como modelo que describe la cantidad de emisiones de sustancias toxicas
en una marca de automoviles. No aparece explicitamente en Tauber (2001) pues ella
trabajo siempre con datos empiricos, pero seria una modificacion del que ella define
como Ajuste de una curva al histograma o poligono de frecuencias en una distribucion
de datos empiricos o a partir de la descripcion de un problema como modelo tedrico

aproximado.
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Figura 3.3.1. Ejemplo de campo de problemas P1 (L1p, p. 175).

P2. Aproximacion de distribuciones de variables aleatorias discretas con un
numero grande de valores. Este campo se da cuando se incrementa el nimero de veces
que observamos un fendémeno en una distribucion de variable discreta, de forma que el
diagrama de barras se acerca a la curva de densidad de la normal, que se utilizaria como
aproximacion de la distribucion discreta, problema estudiando entre otros por de Moivre
y Gauss (Alvarado y Batanero, 2006). Tauber (2001) indica que la aproximacion de una
variable discreta por una continua puede realizarse si se sustituye el diagrama de barras
por el histograma de frecuencias cuyos intervalos tienen base de amplitud unitaria. Un
ejemplo tipico es el de la distribucion binomial para valores grandes del parametro n. En
la Figura 3.3.2 se incluye un ejemplo, en el que, ademads, se recuerdan las condiciones
en que la distribucidon binomial se puede aproximar mediante la normal. El libro omite
explicar la correccion de continuidad, por lo que el calculo realizado tiene un pequefio

error de aproximacion:

r;u:' H.-;I-i—’LD 1 =
5i se lanza una moneda al aire 50 veces, halla la probabilidad de obtener mas de 30 caras.

©Es una distribucion binomial B (50 ; 0,5), ya que se repite el experimento 50 veces y I3
probabilidad de éxito, obtener cara, es 0,5,

| Asi pues, hay que hallar la probabilidad de obtener mas de 30 éxitos, es decir,
P {n” de éxitos > 30). Sequin lo explicado hasta ahora, se deberia calcular:

P (obtener méas de 30 éxitos) = P lobtener 31 éxitos) + P (obtener 32 exitas) + P (obtener
33 éxitos) = ... + P {obtener 50 éxitos)

En tatal habria 20 casos en los que aplicar la fdrmula. Para evitar esto:
= Se caomprueba s es posible aproximar esta distribucion binamial 2 una normal:
n-p=50 . 05=2525yn-{1-pP=50-05=2525

s Se constata que ambas desigualdades se cumplen, por lo que esta distribucion bino- |
mial se aproxima a la normal N (50 - 0,5 ; J50.0,5- 0,5); luego, se trata de una distri-
bucion normal M (25 ; 3.54).

Hallar la prababilidad de obtener mas de 30 caras supone caleular P {X = 30).

Se define la variable 7, como Z = 2= 25, que sigue una distribucion N {0, 1}
3,54

Para hallas P (% = 30), se aplica |a tipificacidn P (X = 30) = P (Z > 3%—;?) =P > 14D

Si se dibuja el drea que se quiere hallar, se constata que se encuentra determinada por
: complementarios; luego, P(Z = 1,410 = 1 —=F {141} = 1—-0,9207 = 0,0793.

Figura 3.3.2. Ejemplo de campo de problemas P1 (L1t, p. 197).
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P3. Obtencion de distribuciones muestrales de la media y otros estadisticos de
poblaciones normales o no necesariamente normales para muestras grandes. Tauber
(2001) divide en dos este campo de problemas, segtn se trate de la distribucion muestral
exacta o asintotica, pero nosotros las hemos unido. Este campo se presenta cuando la
media muestral tiende al valor de la media poblacional, lo que puede ocurrir si la
distribucion de partida es normal y se conoce su desviacion tipica o aunque la poblacion
desde la que se realiza el muestreo no sea normal, cuando crece considerablemente el
tamafio de la muestra, debido al Teorema Central del Limite (Batanero y Borovcnik,
2016). En la Figura 3.3.3 se incluye un ejemplo de la primera de estas situaciones.
Tauber (2001) diferencia los dos casos, que nosotros hemos unido en uno pues no hay

demasiados problemas de este tipo en los libros.

IEempLos

El peso de los bebes de una guarderia
sigue una distribuciéon normal cuya me-
dia es 5 kg y que tiene una desviacién
tipica de 1 kg. 5i se toman muestras de
4 bebes, ;qué distribucion seguiran las
medias muestrales obtenidas?

& Al ser muestras de tamafno 4, n = 4;
por tanto, las medias muestrales, X,
se aproximan a una distribucién nor-

mal N (S,ﬁ) — N(5:05).

Figura 3.3.3. Ejemplo de campo de problemas P1 (L1t, p. 197).

P4. Estimacion por intervalos de confianza. Este campo se presenta cuando dada
la distribucion muestral del estadistico que sigue la ley Normal, se pueden obtener los
intervalos de confianza para el pardmetro de interés. En la Figura 3.3.4 se incluye un
ejemplo donde la distribucion se utiliza para calcular el intervalo de confianza para la

media de una poblacion:

Halla un intervale de confianza al 95 % para la altura media
de una poblacidén con una desviacion de 5 cm y en la que una
muestra de 16 personas mantiene una media de 170 cm.

& Como el mvel de confianza es del 0,95, el valor critico se ha
hallado ya en ef ejemple anterion, 2o = 1,96

Si se aplica la férmula:

IC-—-(R—Z._; %,x 7. :.\]

se-niene que:

ic={170-1,96- ??'_F._uo +1.96 41)5]

= {170 — 2,45 ; 170 + 2.,45) = (167,55 ; 172,45}

Figura 3.3.4. Ejemplo de campo de problemas P1 (L1t, p. 197).
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En la Tabla 3.3.1 presenta los resultados del analisis de los campos de problemas

en los libros de texto que han sido objeto de estudio. Los dos textos tratan la totalidad

de los problemas considerados, si bien es cierto que se distribuyen atendiendo a los

contenidos incluidos en el curriculo en cada curso. Asi, en el correspondiente a 1° curso

de bachillerato, se encuentran problemas de los dos primeros tipos exclusivamente, pues

ain no se ha entrado en conceptos relacionados con la inferencia. Por el contrario, en el

texto relativo a 2° de bachillerato, encontramos problemas de todos los tipos

contemplados.

Tabla 3.3.1. Campos de problemas en los libros de texto

Situacion-problema Tipo L1 L2 Total

P1. La distribucion normal Teoria  p.198(2), p.199(3,4), 34

como modelo tedrico que p-201(6,8,9,16,17,18).

describe un fenomeno de la Practic p.170(9), p.171(12,13), p-145(4,5),

vida real. a p-173(26,27,30,32), p-146(9,10),
p-174(35,37,38,45,46,47,49) p.148(4,5,6,7,8).
, p-175(3,4).

P2. Aproximacion de Teoria p.197(1,2), p.199(4), 20

distribuciones de variables p-201(14,15).

aleatorias discretas con un Practic p.171(10,11), p.172(15), p-145(7),

numero grande de valores. a p-173(22,31,33), p-148(10,12,13),
p.174(42,43,44). p-149(14,25).

P3. Obtencion de distribuciones Teoria p-177(1), 22

muestrales de la media y otros p-180(1),

estadisticos de poblaciones p-181(2),

normales o0 no necesariamente p-182(3),

normales para muestras p.183(4),

grandes. p-188(1),

p-191(8,12,13).

Practic p-146(10),

a p-147(12),
p-149(15,19,20,21
,22,23,24.25,26),
p-152(48,49).

P4. Estimacion por intervalos Teoria p-185(1,2,3), 44
de confianza. p-187(1,2),
p-189(2,3,4),
p-191.(14,15,16,1
7).

Practic p-146(11),

a p.-147(12,13,14),
p-150(27,28,
29,30,31,32,33,34
39),

p.151(36,37,38,39
,40,41,42,43.44.4
5,46),
p.152(47,50,53,54
,55,56,57,58).

Centrandonos en la tipologia del problema y haciendo uso del resumen realizado

en la tabla, se puede observar que son mas comunes los problemas tipo 1 y tipo 4 frente
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a los tipo 2 y tipo 3. Esto se debe quiza, a la versatilidad en la presentacion del concepto
de distribucion normal (para los problemas tipo 1) y las posibilidades de aplicacion
(para los problemas de tipo 4). Vemos que se incluyen todos los campos de problemas
descritos por Tauber (2001) para la ensefianza universitaria, excepto el de contraste de
hipotesis, pues este tema se ha suprimido del curriculo actual de Bachillerato (MECD,

2015).

Contextos de los problemas

El contexto de una tarea es el fendmeno del mundo real que se modeliza (Roth,
1996) y permite hacer las matematicas significativas para el estudiante. Teniendo en
cuenta su importancia, se han analizado teniendo en cuenta los descritos en la
evaluacion PISA (OECD, 2015), como contextos personales, laborales, sociales y
cientificos. Atendiendo a estos contextos de aplicacion, se han clasificado los problemas
en seis grupos y recogido en la Tabla 3.3.2 mostrada a continuacién. Se incluye una
ultima categoria denominada “descontextualizados, es decir, los enunciados redactados
sobre situaciones matematicas abstractas y en los que no se incluye ninguna aplicacion a
la vida real y que no tienen en cuenta la importancia del contexto.

Tabla 3.3.2. Contextos de problemas en los libros de texto

Contextos Tipo L1 L2 Total

Social Teoria p.199(4), p.201(9) p-185(3), p.189(2,3) 23
Practica p.174(44), p.175(4) p.149(21,22),
p-150(28,30,31,32,33,35),
p-151(36,39,40,42,43),
p.152(53,57,58)

Laboral Teoria p-198(2), p.199(3), p-188(1), 29
p-201(8,16,18) p-191(12,13,14,15,16),
Practica p-171(10), p.173(22), p.147(13), p.149(23,25),
p-174(35,46,47,49), p-150(29,34),

p.175(3) p-151(37,38,41),
p-152(49,50,55)
Cientifico Teoria p-201(6,17) p-177(1), p.180(1), 13
p-181(2), p.191(8),
Practica p-171(12) p-149(15,19,24,26),
p-151(44), p.152(56)
Personal Teoria p.201(15) p-182(3), p.183(4), 14
p-187(1,2), p.189(4),
p.191(17)
Practica p-173(32), p-147(14), p.152(47)
p-174(37,42,43.,45)
Descontextualizado Teoria p-197(1,2), p.201(14) p.185(1,2) 24
Practica p-170(9), p-146(10,11), p.147(12),
p-171(11,13), p-149(20), p.150(27),
p-172(15), p-151(45,46), p.152(48,54)
p-173(26,27,30,32,33)
, p-174(38)
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3.4. Analisis del lenguaje

El lenguaje constituye otro elemento de significado relevante en el Enfoque
Onto-Semidtico, pues para realizar las practicas necesarias para la resolucion de los
problemas descritos, se deben utilizar representaciones de los objetos matematicos, ya
que estos son inmateriales (Godino, Batanero y Font, 2007). Por tanto, se debe analizar
su presencia en los textos, pues su conocimiento por parte del alumno ira ligado al de la
comprension de enunciados y problemas, asi como a su correcta resolucion, ya que el
lenguaje no solo sirve para representar los conceptos, sino permite operar con ellos. Las
representaciones o tipos de lenguaje consideradas en este estudio han sido las

siguientes: verbales, simbolicas, tabulares y gréaficas.

3.4.1. Lenguaje verbal

Incluye las expresiones verbales relacionadas con la distribuciéon normal.
Hablamos de términos asociados a la distribucion normal refiriéndonos tanto a los
necesarios para la introduccion y comprension de dicho concepto, como a los utilizados
en su aplicacion.

Asi, destacamos términos como aproximacion de la binomial a la normal, area
de la region delimitada, desviacion tipica, distribucion de probabilidad, distribucion
muestral de medias o media muestral, distribucion muestral de proporciones,
distribucion normal de medidas, distribucién normal de proporciones, distribucion
normal estandar, espacio muestral, error de precision, error maximo, estadistico,
estimacion de intervalos, experimento de Bernouilli, funciéon de densidad, funcion de
probabilidad, funcidon o campana de Gauss, histograma, individuo, inferencia, intervalo,
intervalo de confianza, media, muestra, muestreo, nivel de confianza, nivel de riesgo,
normal, pardmetro, poblacion, poligono de frecuencias, probabilidad, tabla normal,
tamafio muestral, tipificacion de la variable, valor critico, variable aleatoria continua,
variable estadistica.

En estos términos se incluyen algunos usados en temas anteriores, como
desviacion tipica, espacio muestral, histograma, poblacion o probabilidad, pero otros
como estadistico, inferencia, intervalo de confianza, tabla normal o tipificacion de la
variable son nuevos. Detras de cada uno de ellos hay implicitos objetos matematicos,

por lo que la riqueza asociada del lenguaje muestra la complejidad del tema que nos
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ocupa. Tauber (2001) no analiza las expresiones verbales ligadas al tema, por lo que
este es un punto original de nuestro trabajo.

Ademads, encontramos expresiones compuestas con estos términos y otras
palabras, como, por ejemplo; “ajusta la distribucion a una normal”, “el error de
estimacion no supera x unidades”, “‘el intervalo de confianza es del 95%”, “el valor del
pardmetro sigue una distribucion normal”, “halla el tamafio minimo de la muestra”, “la

tabla muestra la funcion de probabilidad”, “una variable aleatoria sigue una distribucion

normal”, “se toma una muestra al azar” o “se extraen muestras aleatorias de tamano n”.

3.4.2. Lenguaje simbdlico
El segundo tipo de lenguaje analizado son los simbolos que, de acuerdo a
Skemp (1980) en matematicas permiten la comunicacion de soluciones o ideas,
definicion de  conceptos, explicacion o demostracion y a mostrar estructuras
matematicas. Los podemos clasificar en los siguientes tipos:
e Notacion simbolica de la distribucion normal: N(u,o).
e Notacion simbolica de la distribucion normal tipica: N(0,1).

o Expresion algebraica de la funcion de Gauss o  funcion de densidad

distribucion normal: f(x) = _ 1 amlewret x € (—oo, +00):
o~N27

e  Funcion de densidad  de la distribucion normal estandar:

1 1222 x € (=00, +0):

x) = —
7 (x) >or
e Formula de tipificacion: Z = X—u
o

o FExpresiones de calculo de la probabilidad en un intervalo: las formas mas

representativas de las expresiones localizadas son las siguientes:

- Probabilidad para valores menores o menores o iguales que un valor z dado,
conz=>0:P(X<2z)6P(X < 2).

- Probabilidad para valores mayores o mayores o iguales que un valor z dado,
conz=>0:P(X>2)6P(X = z).

- Probabilidad para valores menores o menores o iguales que un valor z dado,
conz<0:P(X>—-2)6P(X = —2).

- Probabilidad de un intervalo comprendido entre dos valores a y b dados, con

a,b>0:Pla<X<b)oP(a<X<h).
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e FExpresiones de la aproximacion de la binomial a la normal: se ha encontrado la

siguiente expresion:

B(n, p) = N(np,~/np(1— p)

e Simbolos que representan los parametros y estadisticos: la simbologia utilizada
en los libros de texto es: Media poblacional: x, media muestral: X, desviacion
tipica poblacional: o, desviacion tipica muestral: s, media muestral como
variable aleatoria (distribucién muestral de medias): X, proporciéon muestral
como variable aleatoria (distribucion muestral de proporciones): P; nivel de

confianza: p/100; nivel de riesgo: a; valor critico: Z.
2

e FExpresiones para la representacion de intervalos para la media poblacional y el
error maximo de estimacion: la representacion utilizada para el intervalo de

confianza, ha sido:

— o _ o
=X —Zo—,X+Zo —
©=( < In %\/ﬁ)
E fximo = Zo - —= = |u — |
P error maximo = Lo r— = — X
Z Vn #

o FExpresiones para la representacion de intervalos para la proporcion

poblacional: 1a representacion utilizada para el intervalo de confianza, ha sido:

En resumen, encontramos expresiones algebraicas muy complejas, que describen
operaciones con los pardmetros y estadisticos, funciones y desigualdades. Se incluyen
también subindices y superindices indicando incluso operaciones. Esta notacion tiene un
gran nivel de dificultad puesto que se maneja simultdneamente los tres niveles de
distribucion citados por Harradine, Batanero y Rossman (2011): distribucion de una
variable en la poblacion, distribucion de la misma variable en una muestra y

distribucion muestral de un estadistico.

3.4.3. Representacion tabular

La representacion tabular en estadistica combina diferente tipo de informacion y
presenta no solo informacion numérica, sino relaciones entre sus elementos (Gea, 2012).
La unica representacion tabular utilizada en los libros analizados, son las tablas de

calculo de probabilidades de la distribucion binomial y normal. En la tabla de la
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distribucion normal se representan valores de la distribucion de probabilidad para
valores igualmente espaciados de la variable; mientras que el caso de la distribucion
binomial la tabla de la distribucion representa en cada fila los valores posibles de la
variable y en las columnas las probabilidades asociadas.

Ajenas a las tablas de calculo de probabilidad, y de forma puntual en los
ejercicios de los textos estudiados, se hace uso en los distintos enunciados, de una tabla

para representar la funcion de probabilidad de una variable aleatoria discreta.

3.4.4. Representacion grafica

La representacion grafica tiene un papel primordial en estadistica, tanto para
resumir las distribuciones (bien distribuciones estadisticas de datos o distribuciones de
las variables aleatorias e incluso las distribuciones muestrales), como para facilitar el
calculo de las probabilidades (Batanero y Borovcnik, 2016). En este trabajo hablamos
de representaciones graficas asociadas a la distribucién normal refiriéndonos tanto a las
necesarias para la representacion de datos e introduccion de dicho concepto, como a los
utilizados en su explicacion y aplicacion.

Asi, destacamos representaciones como histogramas, poligonos de frecuencia,
funciones de densidad, representaciones del 4rea bajo la curva normal para valores
menores 0 mayores o iguales que un valor dado, representaciones del area bajo la curva
normal para valores comprendidos entre dos valores dados, representacion de los
intervalos centrales en una curva normal y representaciones de funciones de densidad de
la curva normal superpuestas. Algunos ejemplos se presentan en la Figura 3.4.1.

Presentamos en la Tabla 3.3.3 el resumen de los tipos de lenguaje encontrados
en los textos analizados. Observamos que ambos libros hacen uso de un lenguaje similar
para el tema de la distribucion normal e inferencia. No obstante, y tal como se ha
detallado en el epigrafe, el uso de tablas y graficos en general es bastante pobre,
reduciéndose practicamente a las tablas de las distribuciones binomial y normal y su
aplicacion en el calculo de probabilidades. Destacar ademas, que el lenguaje mas
utilizado ha sido el verbal y simbolico, contando ambos con una relevancia especial en
los dos textos analizados. El uso de los graficos se considera escaso para el tema que
nos ocupa, debiéndosele otorgar una mayor importancia de cara a una mayor y mas
completa comprension de los conceptos por parte del alumnado. Aparecen todos los

tipos considerados por Tauber (2001) (Tabla 2.1),
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Figura 3.4.1. Ejemplos de representaciones graficas en el tema

Tabla 3.3.3. Lenguaje en los libros de texto

Lenguaje Tipo L1 L2
Verbal Teoria X X
Practica x X
Simbdlico Teoria X X
Practica x X
Tabular Teoria X
Practica x X
Grafico Teoria X X
Practica x X

3.5. Analisis de las definiciones (conceptos)
Tal y como se define en el Capitulo 1, los conceptos estan caracterizados por su
definicion, que es utilizada por el alumno para resolver una situacion-problema. La

importancia de las definiciones de los conceptos ha sido analizada por Zazkis y Leikin
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(2008), que resaltan la necesidad de determinar las que se usaran en la ensefianza y la
forma en que se presentan a los estudiantes. A continuacion analizamos las definiciones

de conceptos encontradas en los dos textos.

Variable aleatoria

La inferencia estadistica y con ella la distribucién normal parten, entre otros, del
concepto de variable aleatoria, clave en todo estudio estadistico. Al tratarse de libros de
1°y 2° de bachillerato, la definicion de este concepto se presenta solo en el primero de
los textos de la forma en que se muestra en la Figura 3.5.1. Observamos que la
definicion tiene un alto grado de formalidad, utilizando la idea de espacio muestral, asi
como conceptos tales como infinito numerable cuya definicion se recuerda. Desde
nuestro punto de vista seria preferible una definicion intuitiva de la variable aleatoria
como variable cuyo valor depende de un experimento aleatorio, al igual que utilizan
Alvarado (2007) o Tauber (2001). Ademas, esta definicion se completa con la
diferenciacion entre variable aleatoria discreta y continua, siendo esa ultima descripcion
confusa. La definicion se acompafia de distintos ejemplos para cada uno de los tipos de
variable, que permiten al alumnado adquirir de una manera mas profunda su concepto

asociado.

Figura 3.5.1. Ejemplo de definicion de variable aleatoria (Lt1, p.188).

Funcion de probabilidad

A cada variable aleatoria le corresponde una funcién de probabilidad, que se
define en los textos para la variable aleatoria discreta a continuacion de introducir el
concepto de la propia variable aleatoria, como vemos en la Figura 3.5.2. No se
acompafia de ejemplos aclaratorios, como vemos en la figura, que también es una

definicién muy formal, reduciéndose a una expresion algebraica.

Las variables aleatorias discretas, X, tienen asociada una funcion de probabili-

dad. f que asigna a cada valor de la variable la probabilid

. ad que este tiene de
ser obtenido: fixv) = P (X = x),

Figura 3.5.2. Ejemplo de definicion de funcion de probabilidad (Lt1, p.188).
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Distribucion de probabilidad

La distribucién normal es un tipo de distribuciéon de probabilidad, por tanto,
parece l6gico que se presente este concepto antes de presentar el de la distribucion
normal. En nuestro estudio, sélo se presenta dicha definicidn, y de forma muy bésica, en
el primero de los textos, habiéndose prescindido de ello en el segundo. Se muestra dicha
definicion en la Figura 3.5.3. En este caso tampoco se contempla ningtn ejemplo que
pueda aclarar o ampliar la definicion. Como vemos no se diferencia entre funcion de
probabilidad y distribucion de probabilidad, que incluiria no sélo el valor de la

probabilidad, sino los diferentes valores de la variable.

Las distribuciones de probabilidad son funcienesa partir de las cuales a cada
suceso del espacio muestral se le asigna una probabilidad. Estas distribuciones
pueden ser discretas o continuas,

Figura 3.5.3. Ejemplo de definicion de distribucion de probabilidad (Lt1, p.188).

Funcion de densidad

Su definicion precede a la de distribucion normal en el libro de texto de 1° de
bachillerato, no apareciendo en el de 2° pues la definicion que se da de la distribucion
normal es mds sencilla y directa. Se muestra dicha definicion en la Figura 3.5.4, que en
este caso es mas intuitiva puesto que hace referencia a la convergencia del histograma a
una curva cuando se disminuye la anchura del intervalo. También se indica su utilidad

para el célculo de probabilidad de que la variable caiga dentro de un intervalo.

Figura 3.5.4. Ejemplo de definicion de funcion de densidad (Ltl, p.192).

Distribucion normal
Tras haber estudiado las definiciones de distribucion normal propuestas en
Batanero, Tauber y Sadnchez (2001), se concluye que en los libros de texto estudiados se

ha hecho uso de algunas incluidas en su tipologia de definicion para la introduccion de
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la distribucion normal, esto es, la primera de las seis a las que hacen referencia y que se
corresponde con DI. Definicion de la distribucion normal a partir de la formula de la
funcion densidad y de sus propiedades, aunque para la definicion contemplada en el
texto de 1° de bachillerato, mas completa que la incluida en el de 2° de bachillerato, se
mezcla con la definicion D5 citada por estos autores como Definicion de la distribucion

normal enunciada en forma intuitiva como limite de un histograma (en realidad un poligono de

frecuencias).

Asi, en el primer texto analizado (por citar la definicion mas completa) se define
la distribucion haciendo uso del poligono de frecuencias con intervalos cada vez mas
pequetios, como aproximacion a la funcion de densidad de la variable aleatoria discreta.
A partir de ahi se define la variable aleatoria normal como aquella cuya funcion de
densidad que viene dada por una férmula concreta, expresada en términos de sus
parametros asociados (media y desviacion tipica. En la Figura 3.5.5 se incluye un
ejemplo, donde se describen también su dominio y propiedades de simetria, asintota
horizontal, moda, area bajo la curva y puntos de inflexion, aunque ninguna de estas

propiedades se demuestra:

Figura 3.5.5. Ejemplo de definicion de distribucion normal (Lt1, p.192 y193).

Parametros de la distribucion normal
Es habitual encontrar la explicacion del significado de los pardmetros de la
distribucion normal y las consecuencias en la curva de sus variaciones, aunque no se usa

el término parametro explicitamente (Figura 3.5.6).
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Figura 3.5.6. Ejemplo de propiedades de los pardmetros de la distribucion

normal (Ltl, p.192 y193).

Distribucion normal estdndar

Para facilitar el calculo de probabilidades y puesto que solo se dispone de la
tabla de la distribucion normal N(0,1) se suele introducir este concepto, aunque hoy dia
ya no tiene tanto interés, puesto que el célculo de probabilidades se puede lograr
directamente sin necesidad de tipificar con una calculadora u ordenador, aunque los
libros no incluyen instrucciones en este sentido. No obstante, otra utilidad de la
distribucion normal estdndar citada por Tauber (2001) es comparar medidas de
diferentes magnitudes; por ejemplo, las calificaciones de un estudiante en diferentes
asignaturas.

En el primer libro de texto analizado, referente al curso de 1° de bachillerato, se
amplia la informacién relacionada con la definicion de distribucién normal, haciéndose
una particularizacion que no se hace en el segundo libro estudiado, por tratarse de un
curso mas avanzado en el que presupone dicho conocimiento. De esta forma, a partir de
la definicion de distribucion normal se particulariza el caso en el que la media vale cero
y la desviacion tipica vale uno, definiendo asi la distribucion normal estandar
facilitando su funcion de densidad con los datos ya actualizados de ¢ y 0. En la Figura

3.5.7 se incluye un ejemplo:

Figura 3.5.7. Ejemplo de definicion de distribucion normal estandar (Lt1, p.193).

Inferencia

Introduciendo el tema del mismo nombre, se define en el texto analizado del
curso de 2° de bachillerato. Esta definicion esta contemplada en la Figura 3.5.8, que no
es muy explicita ni completa, pues mediante la inferencia no so6lo se estudia la fiabilidad
de los resultados, sino que se proporciona procedimientos para extender las

conclusiones de las muestras a las poblaciones (Batanero y Borovcenik, 2016).
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La inferencia es la parte de la estadistica que estudia la fiabilidad de los resul-
tados a partir del tamano de una muestra.

Figura 3.5.8. Ejemplo de definicion de inferencia (Lt2, p.174).

Conceptos asociados a un estudio estadistico

Es necesario definir distintos conceptos a la hora de abordar un estudio
estadistico, en particular los de poblacidn, individuo, o muestra. En la Figura 3.5.9 se
incluyen los contemplados en el libro de texto referente a 2° de bachillerato. Estas
definiciones vienen acompafiadas de un ejemplo textual asi como una representacion

grafica para facilitar su comprension al alumnado.

Conceptos y definiciones a partir de los cuales se realiza un estudio estadistico:

Poblacion (o universo o colectivo). Es el conjunto de personas, animales o
cosas que cumplen una determinada propiedad, y sobre el cual se va a realizar
un estudio.

Individuo (o unidad estadistica). Es cada uno de los elementos de la poblacion.

Muestra. La constituye un subconjunto de la poblacién. El nimero de indivi-
duos que forman la muestra es el tamaio muestral.

Caracter estadistico. Es la caracteristica o cualidad que se observa o se mide
en los individuos.

Modalidad. Son los posibles resultados o respuestas de un cardcter estadistico.
Si es numérica, el cardcter es cuantitativo, y si no es numérica, cualitativo.

Figura 3.5.9. Ejemplo de definicion de conceptos asociados a un estudio

estadistico (Lt2, p.174).

Distribucion muestral de medias

La media de la poblacion es uno de los parametros de una poblacion estadistica,
pero la media de la muestra es una variable aleatoria (Harradine, Batanero y Rossman,
2011). Al considerar todos los posibles valores de las medias de las infinitas muestras
del mismo tamafio en una poblacién, se obtiene la distribucion muestral. La definicion
incluida en el 2° curso es algo confusa, pues se hace referencia al estadistico media
muestral, pero se dice que es una variable estadistica (y no una variable aleatoria). No
obstante se dan los valores de los parametros de su distribucion y ademas va
acompafiada de un ejemplo para facilitar su correcta asimilacion. Dicha definicion se

muestra en la Figura 3.5.10.
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Figura 3.5.10. Ejemplo de definicion de distribucion muestral de medias (Lt2, p.176).

Como resumen de los conceptos introducidos en este tema relativo a la
distribucion normal y su aplicacion en la inferencia estadistica en los libros de texto
analizados, se presenta la Tabla 3.3.4. Las definiciones encontradas en los libros
seleccionados son en general acordes a los niveles educativos asociados, si bien hay
algunas confusas y con alto grado de formalidad que puede dificultar su comprension.
Casualmente en éstas ultimas, se detecta asi mismo una carencia en la presencia de
ejemplos asociados que puedan facilitar su asimilacion por parte del alumnado. En este
sentido citamos a Skemp (1993) quien indica que los conceptos no pueden ser
comunicados simplemente a través de una definicion sino que es  necesario
proporcionar una coleccion apropiada de ejemplos, apoyados en otros conceptos que ya

se conocen para facilitar su comprension.

Tabla 3.3.4. Conceptos en los libros de texto

Concepto Ll L2
Variable aleatoria X X
Funcion de probabilidad X
Distribucion de probabilidad X
Funcion de densidad X
Distribucion normal X X
Parametros de distribucién normal X
Distribucién normal estandar X
Inferencia X
Conceptos asociados a un estudio estadistico X
Distribuciéon muestral de medias X

3.6. Analisis de las proposiciones

Los libros de texto suelen presentar proposiciones, que describen propiedades de
los conceptos matematicos, que enriquecen el significado del objeto, y se constituyen en
objetos explicitos de ensefianza (Godino, Contreras y Font, 2006). La clasificacion de
las propiedades de la distribucion normal que aparecen en los libros de texto es la

siguiente:

51



Caracterizacion de la variable aleatoria discreta o continua, explicando la
diferencia entre estos dos tipos, en base a que el conjunto de valores que toman sea
discreto o continuo (Ver Figura 3.5.1). Ademas a la variable aleatoria discreta se le
asocia la distribucion de probabilidad y a la continua la funcién de densidad.
Propiedades relacionadas con parametros de la distribucion normal, que permiten
al alumno comprender de una forma intuitiva el significado de estos parametros.
Entre estas propiedades encontramos la relacion existente entre la desviacion tipica
con los puntos de inflexion de la curva, significado geométrico de los pardmetros o
variacion de la grafica al modificar dichos parametros (Véanse las Figuras 3.5.4 y
3.5.5). Todas ellas aparecen en el trabajo de Tauber (2001).

Propiedades estadisticas: son aquellas que relacionan la distribucién normal con la
prediccion de valores y el calculo de probabilidades y se utilizan para
posteriormente justificar diferentes procedimientos. Se han encontrado las
siguientes: a) propiedades que se usan en el calculo de probabilidades, como
aditividad del area bajo la curva, probabilidades dadas por areas parciales bajo la
curva normal, probabilidad total bajo la curva; b) distribucion de casos en relacion
con la desviacion tipica y media, que se obtiene aplicando el teorema de
Tchebycheff en forma aproximada y da los intervalos en que se encuentran el 95% y
99% de casos en la normal; c) propiedades de la distribucion muestral, como valor
esperado de la media muestral, distribucion muestral de medias y proporciones,

intervalos de confianza para media y proporcion.
En la Tabla 3.3.5 se presenta como resumen, las propiedades presentes en los

textos analizados, donde vemos la gran cantidad de propiedades que se introducen

en este tema, lo que es otro signo de su complejidad.
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Tabla 3.3.5. Proposiciones en los libros de texto

Proposiciones L1 L2
Caracterizacion de variable discreta o continua X

Relacion entre desviacion tipica y puntos de inflexion

de la curva X X
Significado geométrico de los parametros X X
Variacion de la grafica al modificar los pardmetros X

Célculo de probabilidades X
Probabilidades por areas parciales bajo la curva X X
Probabilidad total bajo la curva X X
Distribucion de casos en intervalos centrales X

Valor esperado de la media muestral X
Distribucion muestral de medias y proporciones X
Intervalos de confianza para media y proporcion X

3.7. Analisis de los procedimientos

Para resolver una situacién-problema, el estudiante aplica diversas operaciones,
algoritmos, o técnicas de calculo, que llegan a automatizarse y son especificas del tipo
de problema. Por este motivo, se constituyen en objetos de ensefianza (Gea, 2012). Son
muchas los algoritmos y técnicas de célculo relacionadas directa o indirectamente con la
distribucion normal. Sin embargo, partiendo de las propuestas en Batanero, Tauber y
Sanchez (2001) y haciendo mencion a las utilizadas en los libros de texto analizados
para la resolucion de problemas del tema en cuestion, las técnicas concretas son las
siguientes:

Prl. Estudio descriptivo de datos para ajustar una curva. Se basa en el estudio
de los datos de forma descriptiva, incluyendo la representacion grafica de los mismos,
comprobacion de simetria y valores tipicos, calculo de pardmetros, etc. Si bien es un
tipo importante de procedimiento en el estudio de Tauber, no se han localizado ejemplos
asociados al mismo en los libros de texto analizados.

Pr2. Tipificacion. En los dos libros de texto analizados se realiza el calculo de
probabilidades a través de la distribuciéon normal estandar, por tanto es necesario
realizar un cambio de variable mediante el proceso de tipificacion. Es importante tener
en cuenta deshacer dicho cambio de variable al finalizar el ejercicio, para que los datos
se correspondan con la auténtica solucion del problema. Si bien es algo que dan por
sentado en los libros de texto analizados, sin hacer mencion al respecto. En la Figura

3.7.1 se incluye el procedimiento que describe el primer texto analizado.
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Por tanta, habrd que transformar la variable X, que sigue una distribucion
M (1, o). en otra variable, Z, que siga una distribucidn M (0, ). Deeste modo, ya
serd posible utilizar los datos de la tabla N {0, 1) para calcular las probabilida-

des de la variable X, Este proceso por el cudl se transforman las variables se

) ) . X~
denomina tipificacidn de la variable X ¥ consiste en hacer el cambio Z = T".

For tanto, para determinar P (¥ =< a), donde ¥ sigue una distribucion N {p. a), se

ha de hallar P {2. 5 E'?T"l'}, donde 2 sigue una distribucion ¥ (0, 1), Solo queda
a=|l

=

buscar

en latabla, tal ¢como se explicd en la pigina anterior.

Figura 3.7.1. Procedimiento de tipificacion Pr2 (L1t, p. 196).

Pr3. Calculo de probabilidades y valores criticos a partir de las tablas de la
distribucion normal tipificada o calculo de los limites del espacio central que contiene
una proporcion dada de observaciones. Tal y como se vio en el epigrafe 3 de este
capitulo, existen cuatro situaciones-problema en las que se presentan distintos ejercicios
que requieren el calculo de probabilidades asociadas a la distribucion normal atendiendo
a distintos procedimientos o algoritmos de calculo. En general y tal y como explican
Batanero, Tauber y Sanchez (2001), la campana de Gauss o curva normal se aplica en la
resolucion de dos tipos de problemas:

1. Célculo de probabilidades: Calcular la probabilidad de que la variable tome
valores en intervalos determinados por uno o dos puntos dados.
2. Calculo de valores criticos: Determinar los extremos del intervalo que

comprenda una probabilidad dada.

En la Figura 3.7.2 se incluye el procedimiento para el calculo de probabilidades.
No se ha localizado en el primero de los textos analizados el detalle explicito del
procedimiento para el calculo de valores criticos. En la Figura 3.7.3 se presenta el
procedimiento de célculo de valores criticos a un nivel del p% o nivel de confianza de

1-a.
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Figura 3.7.2. Procedimiento de célculo de probabilidades Pr3 (L1t, p. 195).

Figura 3.7.3. Procedimiento de célculo de valores criticos Pr3 (L2t, p. 184).

Como se puede observar en la Tabla 3.3.6 mostrada a continuacion, los
procedimientos tratados en los libros seleccionados son basicamente de dos tipos;
aquellos basados en la tipificacion de la distribucion normal y los relacionados con el
calculo de probabilidades y wvalores criticos. Aunque aparentemente son pocos
procedimientos, en realidad ocupan gran parte de los textos, pues dentro de cada uno de
ellos hay muchos casos particulares; por ejemplo, se puede obtener valores criticos para

el area debajo del valor o para un area central.

Tabla 3.3.6. Procedimientos los libros de texto

Procedimientos L1 L2
Estudio descriptivo de datos para ajustar una curva

Tipificacion X X
Calculo de probabilidades y valores criticos x* X

*Solo cdlculo de probabilidades
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3.8. Argumentos

Los procesos de demostracion son resaltados, tanto en la investigacion en
Didactica de la Matematica, como en los decretos curriculares, donde para los alumnos
de Bachillerato se indica la necesidad de que realicen procesos sencillos de
demostracion (MECD, 2015). Su papel en el aprendizaje se resalta en los estandares del
NCTM (2000), que indican la necesidad de contemplarlos para desarrollar la capacidad
de argumentacion de los estudiantes. Estos argumentos no se reducen a las
demostraciones formales deductivas, pues Godino y Recio (1997) sefialan que dentro de
la demostracién se pueden incluir la explicacion, prueba y justificacion, que pueden
tener como finalidad la verificacion o incluso la comunicacion de resultados. Por ello,
siguiendo a estos autores y a Tauber (2001) describiremos diferentes tipos.

Arl. Argumentacion a través de la representacion grdfica. Consiste en la
validacion visual de la verdad o falsedad de una afirmacion o propiedad. Aunque es una
forma considerablemente intuitiva de argumentar, apenas se ha encontrado su presencia
en los libros de texto analizados. En la Figura 3.8.1 se incluye un ejemplo visual del

calculo de probabilidades entre dos valores dados de la curva normal.

f‘f"‘
2
£

h
/I \ [
,»»"/ !I \\\ - A \_\. i ; _,.// .: \\

N
3.2 19 1 2z 3 32101 2 3

Figura 3.8.1. Argumentacion por representacion grafica Arl (L1t, p. 195).

Ar2. Argumentacion a través de la comprobacion de casos con ejemplos y
contraejemplos. Consiste en hacer uso de un ejemplo con datos concretos para validar
una determinada afirmacion o propiedad. Gea (2012) sefiala que el interés de este tipo
de razonamiento es que ayuda a desarrollar el pensamiento inductivo. En la Figura 3.8.2
se incluye un caso donde se explica, mediante un ejemplo, como calcular probabilidades

normales con ayuda de Geogebra.
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Figura 3.8.2. Argumentacion por comprobacion de casos Ar2 (L1p, p. 166).

Ar3. Argumentacion a través de la generalizacion. Consiste en obtener a partir
de demostraciones (formales o informales), conclusiones generales que pueden aplicarse
a todos los casos posibles que cumplan unas determinadas condiciones de partida. No se
han encontrado procedimientos tedricos ni ejercicios de aplicacion en los libros
analizados. En la Figura 3.8.3 se incluye un ejemplo, donde se muestra como al
disminuir un poco el ancho del intervalo, el histograma se aproxima a una curva
continua y luego se generaliza esta propiedad sin demostrarla o comprobarla para mas

Casos.

Figura 3.8.3. Argumentacion por generalizacion Ar3 (L1t, p. 192).

Ar4. Argumentacion a través del andlisis-sintesis. Consiste en obtener
conclusiones o justificar un procedimiento, a partir del encadenamiento de una serie de
caracteristicas o propiedades de partida de una determinada situacién-problema. En la
Figura 3.8.4 se incluye un ejemplo donde se descompone en pasos el proceso de
construccion de un intervalo de confianza. En cada paso se usan propiedades parciales

que se encadenan para mediante una sintesis conseguir la justificacion global.
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Figura 3.8.4. Argumentacion por analisis-sintesis Ar4 (L2t, p. 184).

Ar5. Argumentacion a través de demostraciones informales. Consiste en la
utilizacion conjunta de representaciones graficas y comprobacion de casos particulares
para validad una afirmacion o propiedad de forma intuitiva. Es la argumentacion mas
utilizada en los libros de texto analizados, presentandose en la mayoria de
procedimientos y conceptos introducidos. En la Figura 3.8.6 se incluye un ejemplo de
argumentacion de este tipo, en el que se puede ver como después de presentar un

procedimiento de calculo, acompafian de caso particular y su grafico correspondiente.

1. (Como hallar probabilidades con z <%, P (X =2 -z) 0 P (X < ~2)?

. . ) . . /1 /T

En este caso se aplican simetrias. El drea de la derecha coincide l \ £\

con la de la izquierda; luego, P{X < -2} =P (X =2z). / \ / \

Ejemplo: P (X 5 0,81} =P (X20,81) = | - P (X <0,8]) = / | \ = / \
/ 3 ‘ A

=1 -F{0,81)=1-07910=0.2090 ||

Figura 3.8.5. Argumentacion por demostraciones informales Ar5 (L1t, p. 195).

Ar6. Argumentacion a través de razonamientos verbales deductivos. Se
demuestra una propiedad en forma deductiva utilizando propiedades, axiomas o
teoremas que el alumno conoce previamente. Este tipo de argumentacion es la mas
utilizada en los textos analizados, como ocurre en el trabajo de Sanchez Cobo (1999).
Se trata, generalmente, de razonamientos poco formalizados que, de forma deductiva,

justifican una propiedad utilizando principalmente el lenguaje verbal.

58



Figura 3.8.6. Argumentacion por razonamientos verbales deductivos Ar6 (L1p,

p. 171).

Como se puede observar en la Tabla 3.3.7, la argumentacion formal tratada en los
libros seleccionados es practicamente inexistente. Las argumentaciones que mas
aparecen son las informales; esto es, basadas en la utilizacion de casos particulares y las
representaciones graficas. Esto puede deberse a la necesidad de facilitar la adquisicion
de los conceptos matematicos al estudiante, el cual no cuenta aun con el conocimiento

necesario para comprender otro tipo de argumentacion mas formal.

Tabla 3.3.7. Argumentos en los libros de texto

Argumentos L1 L2
Argumentacion a través de
la representacion grafica X X

Argumentacion a través de
la comprobacion de casos X X

Argumentacion a través de
la generalizacion X

Argumentacion a través del
analisis-sintesis X
Argumentacion a través de
demostraciones informales X X

Argumentacion a través de
razonamientos verbales
deductivos X X
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3.7. Conclusiones sobre el estudio de los libros de texto

En este capitulo se ha desarrollado un anélisis de la presentacion de la distribucion
normal en dos libros de texto de 1°y 2° Bachillerato respectivamente, cada uno de ellos
constituido por dos tomos (teoria y problemas) con el objetivo de analizar la forma en
que se presenta el tema en este nivel educativo.

El estudio detallado se ha llevado a cabo en libros de texto publicados el afo
siguiente a la publicacion del Real Decreto de Ensefianzas Minimas (MECD, 2015). Es
decir, bajo normativa LOMCE.

El estudio contemplado en esta Memoria parte de la premisa inicial de que un
objeto matematico cobra significado en el sujeto por medio de las practicas
significativas de las que éste forma parte. Estas practicas muchas veces estan
relacionadas con las propuestas incluidas en los libros de texto. Nuestro marco teorico
ha facilitado la descripcion de estas nociones en los libros de texto, haciendo uso de la
clasificacion de elementos basicos de significado establecida en el EOS.

En nuestro andlisis se han encontrado los principales objetos matematicos
asociados a la distribuciéon normal en los libros de texto analizados, las situaciones-
problemas, conceptos y una amplia lista de las propiedades, procedimientos y
argumentos fundamentales relativos a la misma. De hecho aparecen asi mismo la
mayoria de objetos matematicos analizados en la investigacion de Tauber, quien definié
un significado institucional pretendido para la distribucion normal en su estudio, aunque
dicho estudio se orientaba a primer curso de Universidad. Es por ello que se puede
afirmar que los libros analizados cuentan con una alta idoneidad epistémica, aunque,
teniendo en cuenta que los textos se dirigen a estudiantes de Bachillerato y no
universitarios, la idoneidad cognitiva podria ser poco adecuada, debido a la complejidad
de la presentacion del tema.

Dicha complejidad se disminuye algo mediante el tipo de demostraciones
utilizadas entre las que abundan las informales, las basadas en ejemplos y en
visualizaciones que el estudiante puede comprender mejor.

En el capitulo siguiente se expondran las principales conclusiones obtenidas,
organizadas respecto a los objetivos especificos y a las hipdtesis planteadas

inicialmente.
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CAPITULO 4.
CONCLUSIONES

4.1. Introduccion

En esta Memoria se ha presentado un analisis de la presentacion de los objetos
matematicos asociados a la distribucion normal en dos libros de texto de Bachillerato de
una misma editorial publicados recientemente. Los objetos estudiados son los que
contempla el Enfoque Onto-Semidtico, habiéndose considerado como significado de
referencia el determinado por Tauber (2001) en su tesis doctoral. El tema se eligio
teniendo en cuenta la importancia de la distribucion normal, tanto en la propia
estadistica, como en el aprendizaje del estudiante.

Para finalizar esta Memoria, se presentan las principales conclusiones obtenidas
en el estudio respecto a cada uno de los objetivos planteados en el Capitulo 1.

A continuacién se especifican las principales aportaciones o contribuciones
utiles que el presente trabajo realiza en pro de la docencia e investigacion didactica de la
Matematica, haciendo una valoracion de su alcance y limitaciones.

Finalmente se presentan las posibles lineas de investigacion futuras de cara a

completar o continuar el presente estudio.

4.2. Conclusiones sobre los objetivos e hipdtesis

Como se ha comentado en el epigrafe anterior, en el Capitulo 1 de esta Memoria

se definieron unos objetivos iniciales especificos para nuestra investigacion, en funcion

de los cuales se van a describir las principales conclusiones alcanzadas:

e Ol: Analizar los contenidos curriculares que sobre distribucion normal se sugieren
para el 1°y 2° curso de Bachillerato para identificar los objetos matematicos
especificos en los que se enfocara el estudio que ahora presentamos.

Este objetivo se ha abordado en el Capitulo 1, donde se han analizado las
orientaciones curriculares relacionadas con la distribucion normal. Se ha podido
constatar, mediante dicho estudio, que la introduccion de los conceptos asociados a
la distribucidon normal se inician, en el curriculum vigente (MECD, 2005), en 1°
curso de Bachillerato, tanto para los estudiantes de Ciencias, como para los de
Humanidades y Ciencias Sociales, ampliandose para el 2° curso de la modalidad de

Humanidades y Ciencias Sociales mediante su aplicacion en el estudio de la
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inferencia. Tras revisar la literatura asociada, se pudieron fijar los contenidos
matematicos, criterios de evaluacion y estandares de aprendizaje, de acuerdo a dicha
normativa, que los libros de texto objeto de estudio debian tratar. Este anélisis
curricular, junto con la informacion proporcionada por el marco teorico estudiado y
presentado en el mismo capitulo, han sido de gran utilidad en la identificacion de los

objetos matematicos detallados en el Capitulo 3.

O2: Revisar la bibliografia sobre la investigacion especifica relacionada con el
tema.

Este objetivo se aborda en el Capitulo 2, donde hemos revisado investigaciones
relacionadas con el analisis de libros de texto de probabilidad y estadistica y con la
comprension de la distribucion normal. La principal conclusion obtenida en
referencia a este objetivo y recogida en dicho capitulo, es que la gran mayoria de
investigaciones sobre la distribucion normal estan centradas en estudiantes
universitarios, haciéndose por tanto un trabajo poco profundo en cuanto a la
comprension de las propiedades bésicas, procedimientos y conceptos iniciales de la
curva normal asi como los relacionados con la base de la inferencia estadistica y a
su presentacion en textos no universitarios.

03: Realizar un andalisis del contenido que se incluye en dos libros de texto, de 1°y
2° curso de Bachillerato respectivamente, sobre la distribucion normal.

Este objetivo se abord6 en el Capitulo 3, donde se analizaron con profundidad
dos libros de texto, divididos cada uno en parte tedrica y parte practica. En ellos se
describio la forma en que se presentan los diferentes objetos matematicos
considerados en nuestro marco teorico. Como se detallara en epigrafes siguientes de
este capitulo, debido al nimero de textos analizados los resultados de este estudio es
limitado, puesto que optamos por un analisis mas profundo de unos pocos textos,
frente a un estudio superficial de un nimero mayor. Esto implica que las
conclusiones obtenidas deberian analizarse y confirmarse o refutarse en una muestra
mas amplia de libros.

La primera de las conclusiones obtenidas respecto a este objetivo hace referencia
a que los libros de texto de bachillerato analizados, incluyen todos los campos de
problemas universitarios descritos por Tauber (2001) excepto los relativos al

contraste de hipotesis.
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Por otro lado, se ha observado una alta variedad en los contextos utilizados, que
incluyen todos los considerados en el estudio PISA (OECD, 2015) si bien es
demasiado alto el porcentaje de ejercicios y problemas descontextualizado, lo cual
no favorece la adquisicion de un razonamiento estadistico completo en los
estudiantes, puesto que promueve preferentemente el pensamiento abstracto
respecto al componente interpretativo de la resolucion de los mismos.

Otra conclusion importante, relativa a las definiciones encontradas en los libros
seleccionados, es que existe un elevado uso de definiciones confusas, con alto nivel
de formalidad en su redaccidon, acompafiadas ademas de la ausencia de ejemplos
asociados, lo cual, de acuerdo a Skemp (1980) puede dificultar la comprension y
asimilacion de las mismas por parte del alumnado. No se suelen incluir definiciones
intuitivas de los conceptos, como las descritas para el caso de la variable aleatoria
por Tauber (2001) o para la distribucion muestral por Alvarado (2007).

Resaltamos la riqueza del lenguaje verbal, simbolico, tabular y grafico, en
especial los dos primeros; respecto al lenguaje grafico aparecen todas las
representaciones consideradas por Tauber (2001)

Por tultimo, los mecanismos de validacion que mas aparecen en los textos
analizados son de caracter informal, al igual que en el trabajo de Sanchez-Cobo
(1999) y Gea (2012), basados en la utilizacion de casos particulares y
representaciones graficas, lo que a priori parece indicar un acercamiento al
estudiante y a la necesidad de facilitarle la adquisicion de los conceptos
matematicos.

Todas estas conclusiones apuntan a una alta idoneidad epistémica de los textos
analizados, en cuanto que la red de objetos matematicos presentada en el tema de la
distribucion normal es representativa del significado institucional descrito por
Tauber (2001) sobre este tema. Ademas los objetos matematicos se presentan
contextualizados en los principales tipos de problemas relacionados. Un motivo de
reflexion, no obstante es que el estudio de Tauber estaba orientado a estudiantes
universitarios, por lo que debiera considerarse si es necesario que la ensefianza en
Bachillerato pueda simplificarse un poco.

Es dificil poder juzgar el resto de los componentes de la idoneidad; en cuanto a
la idoneidad cognitiva (si el tema estd adecuadamente presentado para que sea

adquirido con facilidad por los estudiantes) seria necesario una investigacion para
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analizar su comprension; sin embargo, el alto grado de complejidad y formalidad
observadas nos hace sospechar que dicha idoneidad es s6lo moderada.

La idoneidad mediacional (medios de trabajo requeridos, que se consiguen
facilmente) e interaccional (forma de organizacion del trabajo en el aula) se pueden
conseguir con facilidad.

La idoneidad afectiva pensamos que es alta debido a la riqueza de contextos que
permite al estudiante comprender sus aplicaciones y valorar el tema. Por ultimo la
idoneidad ecolodgica se alcanza en cuanto todos los contenidos incluidos en el
curriculo se contemplan en los textos y las muchas aplicaciones conectan el tema
con la sociedad. Seria preciso un mayor componente de innovacion, aunque en los

textos hemos observado tareas para ser resueltas con Geogebra y con Excel.

4.3. Principales aportaciones del trabajo

Consideramos que éste es un trabajo novedoso por su &mbito de estudio, en tanto
en cuanto a las investigaciones previas se refiere, pues no hemos encontrado ninguna
sobre la distribucion normal en el nivel de bachillerato, salvo por las relacionadas con el
desarrollo cognitivo de la idea de distribucion.

Por otro lado, los resultados obtenidos en cuanto a los objetos matematicos
contemplados o no en los libros de texto analizados, proporcionan cierto criterio para la
mejora de los libros de texto y de la ensefianza del tema en general. Ademas, el analisis
del curriculo y de los libros de texto es el primer paso para realizar investigaciones
sobre la comprension de los estudiantes o para montar experiencias especificas de
ensefianza del tema. En este sentido, nuestros resultados pueden ser base para nuevas
investigaciones.

Otra aportacion importante es la validacion del significado de referencia
determinado por Tauber (2001) para el nivel de bachillerato y no sélo para estudios
universitarios.

Por ultimo, la ampliacidon y categorizacion de las investigaciones previas, ha
permitido desarrollar un completo estado de la cuestion, partiendo del de Tauber (2001).
Este evidencia las principales dificultades en la comprension de la distribucién normal e
inferencia estadistica y puede promover investigaciones futuras focalizadas en la
realizacion de cambios en la ensefianza del tema.

Sin embargo, debido a la muestra tan reducida que se ha utilizado y tal como se

comentaba en el epigrafe anterior, las conclusiones obtenidas en este estudio deben ser
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analizadas y confirmadas con estudios posteriores similares pero con una muestra

mayor de libros de texto.

4.4. Lineas de investigacion futuras

Las conclusiones obtenidas a través de nuestra investigacion, sientan las bases
para promover otras lineas de trabajo similares. A continuacion se describen a grandes
rasgos algunos temas en los cuales este trabajo puede ser utilizado como punto de
partida, con el objetivo de orientar investigaciones futuras sobre el topico en cuestion.

La primera linea de investigacion a proponer, dada la relevancia que le hemos
asignado al libro de texto como recurso didactico y debido al caracter exploratorio de
nuestro estudio, seria la de continuar el estudio profundizando en los resultados que se
presentan en esta Memoria, realizando una ampliacién de la muestra que permita
confirmar o refutar las conclusiones del estudio.

Por otro lado y en la misma linea que la anterior, puesto que en nuestro estudio
nos focalizamos en la presentacion de la distribucidon normal para estudiantes de
Bachillerato en la modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales, otra linea de
investigacion podria consistir en la ampliacion del mismo con los estudiantes de
Bachillerato de la modalidad de Ciencias y Tecnologia. Si bien ésta no cuenta con un
curriculo tan amplio, podria realizarse un ejercicio de comparacion a la hora de
introducir los conceptos comunes.

Un tema de gran relevancia consistiria en abrir una linea de investigacion que
evaluase el conocimiento, dificultades y conflictos semioticos del alumnado sobre el
tema al finalizar la etapa educativa. A partir de los resultados que se obtuvieran se
podrian realizar propuestas de mejora en el proceso de ensefianza-aprendizaje.

Por ultimo, seria interesante continuar la linea de investigacién con un estudio
sobre los conocimientos del profesor en relacion con la distribucion normal. Esto es,
analizar los diversos componentes del conocimiento matematico asociado a la misma de
los futuros profesores (la muestra de estudio podria tomarse de alumnos del Master de
Educacion Secundaria y Bachillerato, especialidad de Matematicas), con el objetivo
primordial de identificar las carencias en su formacion y poder hacer propuestas para

paliarlas.
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