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Opcién A
Ejercicio 1 Considera la funcién f : R — R definida por:

ax?® + 3z, si x <2,
flx) =

% — b — 4, si x> 2.

(a) (1'5 puntos) Halla a y b sabiendo que f es derivable en R.

(b) (1 punto) Determina la recta tangente y la recta normal a la grafica de f en el punto de abscisa

T =3.

Sorucion : Apartado (a). Dado que f es derivable en R, también es continua en R, y su primera

derivada es:
. 2a¢ +3, si x <2,
fi(z) =

2z — b, si x> 2.
En particular, f es continua y derivable en el punto x = 2 donde se unen los dos trozos de la
funcién, por lo que los dos limites laterales, tanto de f como de f’, deben ser iguales en dicho
punto. Esto nos lleva a establecer un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas, cuya solucién
estd formada por los valores de a y b que hacen que f sea derivable en R.
f(27)= lim f(z)= lim (a2®+3z) =4a+6

r—2~ r—2~

= 4da+6= -2
f@2T)=lm f(z)= lm (2?2 —bx—4)=4—-2b—4=-2b

r—21 z—2t
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f(27)= lim f'(z) = lim (2az+3)=4a+3
T—27 T—27

= 4a+3=4-0
f12f) = lim f'(z)= lim (2o —-b)=4-1b

r—2+ r—2+
. ) . 4a + 2b = —6,
La tnica solucién del sistema es :
4a +b=1.

’ a=2 y b=-1.

Asi, la funcién f es:
222 + 3z, si x <2,

flx) =
2+ Tx — 4, si x> 2.

Apartado (b). En el punto 2o = 3 sabemos que f (3) =9+21—-4 =26y f’'(3) =6+7 = 13.

Entonces la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto xg = 3 es:

y—f(xo)=f (x0)(z—20) & y—-26=13(x—3) & y=132-39+26 <&

& ’ y = 13z — 13. ‘

Igualmente, como f’(3) = 13 # 0, la ecuacién de la recta normal a la gréfica de f en el punto

zo = 3 es:

y— f(z0) = !

f" (o)
& | z+13y=341 |

-1
(r—mzo) <& y—26:§($—3) & 1By—-338=—-2+3 <

Ejercicio 2 Dada la funcién g : R — R definida por g (z) = 2z + ’:1:2 — 1‘,
(a) (1 punto) Esboza la grafica de g.

2
(b) (1’5 puntos) Calcula /g(m) dx.
0

Sorucion: Apartado (a). Es claro que la funcién ¢ es continua en R ya que es suma y com-
posicién de funciones continuas en R (como es el valor absoluto). Dado que las soluciones de la

ecuacién 22 — 1 = 0 son « = £1, podemos expresar g a trozos de la siguiente manera:

2z + (22 — 1), siox <1, x? +2x —1, siox< -1,
glx)=4q 22— (22-1), i —l<z<l, = —z?4+2x+1, sio—l<z<l,
204 (z2-1), si z>1 a? + 2z — 1, sioz> 1
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En cada trozo, g coincide con una pardbola. Podemos entonces hacer una tabla de valores para

cada pardbola, representarlas conjuntamente y elegir los trozos adecuados que conformardn la

grafica de g.
z |22 4+22—1 r | —224+2z+1
—4 7 -2 -7
-3 2 -1 —2
-2 -1 0 1
~1 -2 | |1 2 "
0 -1 2 1
1 3 —2
2 4 -7

Apartado (b). Por otro lado, como ¢ viene dada a trozos, la integral solicitada se divide

en dos intervalos y se calcula aplicando la regla de Barrow de la siguiente forma.

/029($)d$:/019(5’3)d$+/129($)d93=/01(—x2+2x+1)dx+/12(a:2+2a:—1)d:g:

3 =1 3 =2
z 2 z 2
=|l—-——4+2"+x + |5tz -2 =
( 3 :|CL‘=0 (3 :|x=1
1 8 1
(Csrey) o]« [Grame)- (oo
_3
3

N 14 1 _5+13_6
3 3/ 3 3

De esta forma, la integral buscada vale 6. [ |

Ejercicio 3 Considera el siguiente sistema de ecuaciones:

z+y+z=a—1,
2z 4+y+az=a,
rT+ay+z=1

(a) (1'5 puntos) Discitelo segtin los valores del pardmetro a.

(b) (1 punto) Resuélvelo en el caso a = 2.

Sorucion : Apartado (a). Calculamos el determinante de la matriz del sistema:

11 1
detA={2 1 a|=(1+a+2a)—(1+2+a®)=—(a’*—-3a+2)=—(a—1)(a—2).
1 a 1
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Por consiguiente, los tinicos valores para los que se anula este determinante son a =1y a = 2.
Si este determinante es distinto de cero, lo cual ocurre si a € R\ {1, 2}, entonces el sistema
es de Cramer y posee una tnica solucién (S.C.D.). Estudiemos por separado estos dos casos

particulares.

Si a = 1, entonces resolvemos el sistema aplicando el método de Gauss-Jordan.

z+y+z2=0, 1 110 1 1 1 0
2+ y+2z=1, 21110 -1 —-11
r+y+z=1 111140 0 0 1

La dltima ecuacién es Ox 4+ 0y + 0z = 1, lo que demuestra que, en este caso, el sistema no tiene

solucién (S.L.).

Finalmente, supongamos que a = 2 y apliquemos el mismo método.

THy+z=1, 1111 1 1 1111
20 4y + 2z =2, 2 1220 -10 0100
T2y +z=1 12110 1 0 0000

Como el rango de la matriz del sistema es 2 y el rango de la matriz ampliada también es dos,

pero hay tres incégnitas:
rg A =rg (Alb) = 2 < 3 =n° de incdgnitas,

el sistema posee (segtn el teorema de Rouché-Frobénius) infinitas soluciones. De hecho, es com-
patible indeterminado uniparamétrico. Por tanto, la clasificacién completa del sistema es la

siguiente:

a € R\ {1,2} = sistema compatible determinado,
a=1 = sistema incompatible,

a=2 = sistema compatible indeterminado (uniparamétrico).

Apartado (b). Si a = 2, hemos llegado, aplicando el método de Gauss-Jordan, al sistema
equivalente {z +y + z = 1, y = 0}. Por tanto, llamando A = z, las infinitas soluciones de dicho

sistema son las siguientes:

r=1-—),
y =0, donde A € R.
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r—z=-—1,

Ejercicio 4 Sea la recta s dada por
2042z =3.

(a) (1’25 puntos) Halla la ecuacién del plano 71 que es paralelo a la recta s y que contiene a la

rectar,dadapor z—1=—-y+2=2-—3.

(b) (1’25 puntos) Estudia la posicién relativa de la recta s y el plano 72, de ecuacién z 4+ y = 3,

y deduce la distancia entre ambos.

Sorucion : Apartado (a). Tenemos un grafico como el siguiente.

As S

Buscamos un punto y un vector director para la recta s resolviendo el sistema de ecuaciones que

la define, llamando y = A:

y=A, T = —2\+2,
r—z=-—1,
= z2=-=2y+3=—-2\+ 3, = s= Y= A,
2y + 2 =3.
r=2—1==-224+3—-1=-2)\+2 z=—-2\+3.

Asi, un vector director de s es s = (2, —1,2). Por otro lado, buscamos un punto 4, y un vector
director %, para la recta r poniéndola en forma continua:
z—1 y—2 2z-3 Ar(1,2,3),

r—1l=-y+2=2-3 & = = =
1 -1 1 @ (1,-1,1).

Como sabemos que 7 contiene a r y es paralelo a s, el plano 7; viene descrito por ser el plano
que pasa por A, (1,2,3) y cuya direccién viene dada por la de los vectores @y = (2,—1,2) y

i, = (1,—1,1). Por consiguiente, un vector normal a 7 es:

2 1 1
ey || GrxtUg=] -1 | x| =1 | = 0
2 1 —1
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De esta forma, una ecuacién implicita para m; posee la expresiéon x — z = k, y para que m
contenga a A,, debe ser k = 1 — 3 = —2. Concluimos, pues, que el plano m; viene determinado

por la ecuacién implicita:

M= x—2z=—2.

Apartado (b). Estudiamos la posicién relativa de s y my = & + y = 3 determinando su

interseccién, que se calcula resolviendo el sistema que se obtiene uniendo todas sus ecuaciones

implicitas.
T —z=—1, 10 -1 -1 10 -1 -1 1 0 -1 -1
2y + 2 =3, 02 1 3 02 1 3 01 1 4
T+y=3. 11 0 3 01 1 4 0 0 -1 -5

De aqui se deduce que el sistema es compatible determinado, y su tnica solucién es

Por consiguiente, podemos afirmar que la recta s y el plano 72 se cortan en un tinico punto (son

secantes) y, consecuentemente, su distancia es cero. ]

Opcién B

Ejercicio 1 (2’5 puntos) De entre todas las rectas del plano que pasan por el punto (1,2),
encuentra aquella que forma con las partes positivas de los ejes coordenados un tridngulo de drea
minima. Halla el drea de dicho tridngulo.

Sorucion : Llamemos P = (1,2) y sean A (x,0) y B(0,y) los puntos en los que la recta corta
a las partes positivas de los ejes de coordenadas (lo que significa que z,y > 0). Obsérvese que
para que la recta pase por P y corte a las partes positivas de los ejes de coordenadas, debe ser
x> 1ey>2 Ademss, es claro que el drea del tridngulo que se forma con la parte positiva de

los ejes coordenados vale:

AN

Este drea depende de dos variables, y vamos a eliminar una de ellas estudiando la relacién que

existe entre las mismas. Dado que los puntos A, B y P estdn alineados, los vectores:

PA=(2,00—(1,2)=(—1,-2) y PB=(0,y9)—(1,2) = (~1,y—2)
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son proporcionales (linealmente dependientes). Asi, su determinante vale cero:

r—1 =2
-1 y-2

‘:(x1)(y2)2:xy2xy+22:my2xy.

De la ecuacion zy — y — 2z = 0 despejamos y de manera que:

2z

—1y=2 = = .
(z—-1)y=2x Y=

Obsérvese que y estd bien definido ya que x > 1. Sustituyendo esta expresién en la del édrea,

encontramos: )
Ty T 2 T

A=y =1 et

donde la funcién A estd definida en el intervalo |1, +oo[. Buscamos entonces un minimo absoluto

de esta funcién en el intervalo |1, +oo[. Es trivial que la funcién A es derivable en |1, +o00[. Su

primera derivada es:

20(x—1)—a2? 22?2 -20-2* 2*-2¢ w(z-2)

(-1 (@-1 (@-1® (@-1)*

Vo €1, +oo[, A (z) =

Esta derivada sélo se anula en © = 0 (que no estd en el dominio) y en x = 2. Estudiamos su
signo con la siguiente tabla:

f - +
f LN 2/

Dado que f es continua en |1, +00], estrictamente decreciente en ]1,2[ y estrictamente creciente

en ]2, +oo[, f posee un unico minimo absoluto, situado en z = 2. Para este valor de z, su valor

de y correspondiente es:

2x 4
= :7:4
r—1 YT 17"

y la ecuacién de la recta que pasa por los puntos (2,0) y (0,4) es:

y:

+Z=1 & 20 +y = 4.

Y
4

Esta es la recta que pasa por P y consigue drea menor con las partes positivas de los ejes

coordenados. El drea que determina con los mismos es:

2-4
A= % =5 = 4 unidades cuadradas de superficie.

Ejercicio 2 Sean f: R — Ry g: R — R las funciones definidas por:

flz)y=2%-1 y g(z) =2x+2.
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(a) (0’5 puntos) Esboza las gréficas de f y g.

(b) (2 puntos) Calcula el drea del recinto limitado por dichas gréaficas.

Sorucion : Apartado (a). Estudiamos los puntos en los que se cortan las funciones:
f@)=g@x) < 2°—-1=22+2 & 2*2-22-3=0 & a;=-1, 25=3.

Hacemos unas sencillas tablas de valores, que incluyan estos puntos de corte, y las representamos

graficamente.

Apartado (b). En el mismo gréfico ya hemos representado el drea solicitada, que se calcula
aplicando la regla de Barrow a la funcién g — f (ya que g > f en el intervalo [—1, 3]):

3

3 3
AZ/_1(9($)—f(:E))d$=/ [(2$+2)—($2—1)]daz:/ (—$2—|—2x+3)dm:

-1 -1

23 o=3 ~1 5
:<—3+x2+3$] :(—9+9—|—9)—<—3+1—3>:9—<—3):

r=—1

= 3 unidades cuadradas de superficie.

Ejercicio 3 Sabemos que el sistema de ecuaciones:

2z —y+ 32z =1,
r+2y—2z2=2

tiene las mismas soluciones que el que resulta al afiadirle la ecuacién ax +y+72=7.

(a) (1'25 puntos) Determina el valor de a.

(b) (1’25 puntos) Calcula la solucién del sistema inicial de dos ecuaciones, de manera que la suma

de los valores de las incégnitas sea igual a la unidad.

Andalucia — Curso 2007,/08 8 Antonio Roldan



Matematicas |l Selectividad — Septiembre de 2008

Sorucion : Apartado (a). Anadir una ecuacién al sistema (al que llamamos (S)) y obtener el
mismo conjunto de soluciones significa que la tltima ecuacién depende linealmente de las dos

del sistema (S) o, lo que es lo mismo, que los rangos de las matrices:
2 -1 3 1
2 -1 3 1
y 1 2 -1 2
1 2 -1 2
1 7
son iguales. La primera matriz tiene rango dos (su primer menor principal es distinto de cero),

por lo que la segunda también debe poseer rango dos. En particular, todos sus menores de orden

tres deben anularse. Elegimos uno de ellos que involucre al pardmetro a y establecemos que

valga cero:
2 -1 3
0=(1 2 —-1|=(28+a+3)—(6a—7—2)=40— b5a.
a 1 7

Por tanto, el tinico valor posible para a es

a=38.

Apartado (b). Si le anadimos al sistema (5) la ecuacién x +y + z = 1, podemos resolverlo

por el método de Gauss-Jordan:

20 —y+ 3z =1, 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1
T+ 2y —z=2, 1 2 -1 2 0o 1 -2 1 01 -2 1
z+y+z=1 2 -1 3 1 0o -3 1 -1 0 0 -5 2

Por tanto, el sistema es compatible determinado y su tnica solucién es:

1 -2 6
r=1-y—z=1—-—-— — = —.

-2 —4 1
5’ 5 5 5

y=2z+1=—+1=

1 j—
5’ 5

Ejercicio 4 Dados los puntos A (1,1,0), B(1,1,2) y C' (1,—1,1).
(a) (1'5 puntos) Comprueba que no estan alineados y calcula el drea del triangulo que determinan.

(b) (1 punto) Halla la ecuacién del plano que contiene al punto A y es perpendicular a la recta

determinada por By C.
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Sorucion : Apartado (a). Los vectores
— —
AB=(1,1,2) - (1,1,0) = (0,0,2) y AC=(1,-1,1)—(1,1,0) = (0,—2,1)
no son proporcionales (linealmente dependientes) ya que podemos formar con sus coordenadas

un menor distinto de cero:

2
‘O =440.

-2 1

Por tanto, los puntos A, B y C no estan alineados. Ademads, el drea del tridngulo que determinan

viene dada por la férmula:

i
X
B

’—> —>‘71 1

B 0 X -2 :2 0 =

= 2 unidades cuadradas de superficie.

Apartado (b). La recta determinada por By C posee como vector director al vector:
—
BC=(1,-1,1) - (1,1,2) = (0,—2,—1) || (0,2,1).

Este vector director sirve como vector normal al plano que buscamos, luego una posible ecuacién
implicita para éste es 2y + z = k. Finalmente, como el punto A (1,1,0) pertenece a este plano,
deducimos que k = 2-1+4 0 = 2 de donde concluimos que una ecuacién implicita del plano

buscado es:

204z =2.
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