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Opcién A

Ejercicio 1 (2’5 puntos) Sea f la funcién definida, para z # 0, por f (z) =« er. Determina las

asintotas de la grafica de f.

Sorucion : Es claro que el dominio de f es dom f = R\ {0}, y en su dominio, la funcién f es
continua. Por tanto, sélo podria tener una asintota vertical, que serfa la recta x = 0. Vamos
a calcular los limites laterales de f en « = 0. Para ello, y dado que conocemos la funcién de

proporcionalidad inversa x +— 1/x, sabemos que

, .1
lim — = - y lim — = +oc.
z—0— T z—0t T
Componiendo con la funcién exponencial, resulta que:
7 1 “« . —00 N z 1 « Foon
lim ez = “e =0 y lim ez = “e = +400.
xz—0~ z—07F

De esta forma, los lfmites laterales de f en x = 0 se calculan como sigue. El limite por la
izquierda no presenta indeterminacién, pues los dos factores tienden a cero:

, , 1 ; ; 1
lim f(z)= lim z-e=z = lim z- lim ez =0-0=0.
z—0~ z—0~ z—0~ z—0~

Sin embargo, el limite por la derecha presenta una indeterminacién de tipo 0 - co que vamos a

resolver aplicando la regla de [’Hopital.

1
1 cz xXO
I — lfm z-er =/ Indet. 0- 00 / = I —:/Idt.—/.
xi»%l‘*‘f(l‘) st © / Inde o / xir(rﬁ% HE
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Como este limite presenta una indeterminacion de tipo oo/oco, calculamos el siguiente limite:

1] 1
[ ez ] er =4 )
L= 1lim —— = lim —* = lim e= = +4o0.
7 —1
z—0t [ % ] z—0t =z z—0t

Como este limite vale +oo, la regla de L’Hépital nos garantiza que también existe el limite

anterior y son iguales, por lo que hemos deducido que:

1 1 !
o ow ]

x x

= +00.

Esto nos indica que la recta x = 0 es asintota vertical de la funcién f.
Pasemos ahora a estudiar las asintotas oblicuas. Para ello, antes de empezar, observemos que

.1 ) 1
lim — =0, y de aquf se deduce que lim er = = 1.
r—+oo r—+o00

Si la recta y = ma + n fuese una asintota oblicua de f (a algin lado), el coeficiente m vendria
dado por la siguiente expresién (estudiamos, a la vez, lo que ocurre a la izquierda y a la derecha,
porque los cédlculos son idénticos):

X
m = lim f(): lim eizl.
r—+oo I r—+o00

Que exista el coeficiente m no significa que ya exista la asintota oblicua. Para determinar su posi-

ble existencia, hemos de calcular el siguiente valor (utilizando nuevamente la regla de L’Hépital):

n= lim (f(x)—mz)= lim (xe%—x>: lim [w(e%—lﬂz/lndet.ooﬂ/:

r—=F00 r—+o00

1 ! 1
-1 / [ez —1] ew =L
— lim —/Indet.g/c—H lfm = lim —2 — lfm e = 1.
T

r—=4o00 ]/ r—too =L z—Fo00

8=

Al existir los coeficientes m y n, podemos afirmar que la recta de ecuacién y = x + 1 es asintota
oblicua de f a ambos lados. Esto acaba el estudio de las asintotas, pues al poseer asintota oblicua

a ambos lados, ya no puede tener ninguna asintota horizontal. [ |
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Aunque no se pide, la grafica de la funcién f anterior posee la siguiente forma.

4T 7

-1
Ejercicio 2 (2’5 puntos) Calcula /_2 (22 — gx(x —1)

Sorucion : Llamemos [ a la integral definida indicada en el ejercicio. Vamos a calcularla utilizan-
do la regla de Barrow, por lo que necesitaremos una integral indefinida de la funcién racional que
hay en el integrando. Obsérvese que podemos aplicar dicha regla ya que la funcién integrando es
continua en el intervalo [—2, —1], pues su denominador sélo se anula en z =0y en = 1. Como

ésta sé6lo posee raices reales, la descomponemos en fracciones simples de la siguiente manera:

1 B 1 1 A, B C _
(22 —xz)(z—1) z(-1)(z—-1) z@-1)2 =z z—-1 (z-1)%
A(x—1)>+Bz(z—1)+Cx

z(z—1)°

Igualando los numeradores, tenemos que encontrar tres nimeros A, B y C' que cumplan:
A(x—-12+Bz(z—1)+Cx=1, para cada = € R.

Evaluamos la expresién anterior en x = 0 y © = 1, encontrando dos coeficientes:

Elegimos ahora el valor z = 2 sabiendo que A = C = 1:
r=2 = A+2B+2C=1 & 142B+2=1 & B=-1

Por tanto, hemos llegado a la descomposicién:

1 1 1 1

(22 —z)(x—1) = mfl—i_(m_l)?
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Integrando esta suma de fracciones simples, tenemos una integral indefinida:

/(xzrj)m(xn :/(i_mllJr(m_ll)Q)dx:

d d -1t
:/ac_/ < —I—/(:L‘—l)_2d1‘:ln|:1:|—lnx—1|—|—(x)—i—Cz
T rz—1 —1
1

:1n|:n|fln|x71|—71+0.
l’_

Aplicando finalmente la regla de Barrow, tenemos:
—1 r=—1
dx 1
I= =1 —1 -1|-— =
[ e=ge= = (miet-nle-t-5 ]
1

1 1 1 1
=({lnl-In2-— ) -(In2-mn3—-—|=-z—-—-+mM3-2In2=—-+In3—-2In2.
<n n 2> <n n _3) 5 3—|—n n 6—|—n n

Aproximadamente, este valor es de —0'121. [ |

Ejercicio 3 Un cajero automdtico contiene sélo billetes de 10, 20 y 50 euros. En total hay 130

billetes con un importe de 3000 euros.

a) (1’25 puntos) ;Es posible que en el cajero haya el triple nimero de billetes de 10 que de 507

b) (1'25 puntos) Suponiendo que el nimero de billetes de 10 es el doble que el ndmero de billetes
de 50, calcula cudntos billetes hay de cada tipo.

Sorucion : Llamemos x, y y z al nimero de billetes de 10, de 20 y de 50 euros que contiene el
cajero, respectivamente. Como hay 130 billetes, sabemos que = + y + z = 130, y como entre
todos suman 3000 euros, encontramos la ecuacién 10x + 20y + 50z = 3000, que se simplifica a

la relacion x + 2y + 5z = 300. Restando ambas ecuaciones, llegamos al sistema indeterminado:
z+y+2z=130, z+y+z=130,
T+ 2y + 5z = 300 y+4z = 170.

Si el nimero de billetes de 10 euros fuese triple que el de 50, sabriamos que x = 3z. Sustituyendo
en la primera ecuacidn, llegariamos a que 3z + y + z = 130, o lo que es lo mismo, y + 4z = 130.
Sin embargo esto es imposible pues la segunda ecuacién nos dice que y + 4z = 170. Por tanto,

deducimos que el cajero no puede contener triple nimero de billetes de 10 que de 50 euros.

Supongamos ahora que el nimero de billetes de 10 es el doble que el nimero de billetes de

50, es decir, z = 2z. Unimos esta ecuacién a las dos anteriores y el sistema es muy sencillo de
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resolver haciendo una simple sustitucién.

z+y+z=130, 2z +y+ 2z =130, y + 3z = 130,
y+ 4z =170, < y+ 4z =170, < y+ 4z =170, &
T =2z | ¢ =2z T =2z
(> = 40,
& y+ 4z =170,
{ T =2z

De la primera ecuacién, z = 40; de la tercera, x = 80; y de la segunda, y = 10. Por consiguiente,
concluimos que, en este caso, el cajero contiene 80 billetes de 10 euros, 10 billetes de 20 euros y
40 billetes de 50 euros. u
r—1 y+1 2-2

2 3 17

Ejercicio 4 Dada la recta r definida por

a) (1’25 puntos) Halla la ecuacién del plano que pasa por el origen y contiene a r.

b) (1’25 puntos) Halla la ecuacién del plano que pasa por el origen y es perpendicular a r.

Sorucion : La recta r estd dada en forma continua, y de su expresiéon podemos deducir, de
forma inmediata, que la recta pasa por el punto A, (1,—1,2) y lleva la direccién del vector
iy (2,3,1). Llamemos 7 al plano que pasa por el origen O (0,0,0) y contiene a r. Este plano esta
completamente determinado sabiendo que pasa por el punto A, (1,—1,2) (porque m contiene
a r) y lleva la direccién de los vectores , (2,3,1) (nuevamente porque 7 contiene a r) y ¥ =

OA, = (1,—1,2) (pues 7 contiene a los puntos O y A,). Entonces el vector normal al plano =

1 7
e=Ux0=| 3 | x| =1 | =] -3
1 2 -5

Esto nos lleva a que una ecuacién implicita para m es 7Tx — 3y — 5z + D = 0. El ndimero D
se puede calcular sabiendo que el plano 7 contiene al origen de coordenadas, y resulta que
D = 0. Por tanto, una ecuacién implicita del plano que pasa por el origen y contiene a r es
m="Tr—3y—5Hz=0.

Llamemos ahora 7’ al plano que pasa por el origen y es perpendicular a r. Este plano viene
determinado por el hecho de que pasa por el origen de coordenadas O y su vector normal es el
vector director de la recta r (porque r es perpendicular a 7). Como 7, = @, = (2,3,1), una

posible ecuacién implicita para 7 es 2z + 3y + z + D’ = 0, y nuevamente, razonando que 7’

Andalucia — Curso 2007,/08 5 Antonio Roldan



Matematicas |I Selectividad — Junio de 2008

contiene al origen de coordenadas, deducimos que D’ = 0. Por consiguiente, concluimos que una

ecuacién implicita del plano que pasa por el origen y es perpendicular a 7 es 2o +3y+2z=0.m
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Opcién B

Ejercicio 1 (2’5 puntos) De entre todos los rectangulos de perimetro 8 cm, Determina las dimen-

siones del que tiene diagonal de menor longitud.

Sorucion : Llamemos z e y a las medidas (en ¢m) del ancho y del largo de un rectdngulo de 8
cm de perimetro. Entonces 2x 4 2y = 8, de donde podemos despejar y = 4 — x. Por ello, si un

lado mide z, el otro mide 4 — .

4-X

Como un lado no puede tomar un valor negativo, sabemos que x > 0 y que 4 —x > 0, de donde
0 < x < 4. La funcién que indica la longitud de la diagonal del rectdngulo es, aplicando el

teorema de Pitdgoras,

fz)=1/22+ (4 —2)> = V22 +16 — 8z + 22 = /222 — 8z + 16, para cada z € [0,4].

Esta funcién estd bien definida en [0, 4] ya que el radicando es no negativo, pues 202 —8x+16 =

2%+ (4 — 2)? > 0 (de hecho, no puede valer cero). Su primera derivada es:
_ 4o — 8 _ 20 — 4
©2v227 -8z +16 222 — 8z + 16’

que sélo se anula en & = 2. Asi, el tnico punto critico de f es z = 2, y completamos una tabla

f(x) para cada = € [0,4],

como la siguiente para estudiar su monotonia.

1! — min +
f 0o N 2 J 4

Como f es estrictamente decreciente en ]0,2[ y estrictamente creciente en |2, 4], y continua en

[0, 4], deducimos que alcanza un unico minimo absoluto, que se sitia en x = 2. Y si un lado
mide 2 ¢m, el otro lado mide y =4 —z =4 — 2 = 2 ¢m. Resulta entonces que de entre todos los
rectdngulos de perimetro 8 ¢m, el que posee una diagonal de menor longitud es el cuadrado de

2 em de lado. [

Nota 1 Podriamos haber resuelto el ejercicio anterior sin utilizar la derivacion de funciones.
Basta con darse cuenta de que una funcion f no negativa en un intervalo alcanza un minimo
en un punto si, y sélo si, su funcién al cuadrado, F = f2, alcanza también un minimo en ese

mismo punto. Por tanto, podriamos haber trabajado con la funcion:

F(z)=f (m)2 =222 — 8y + 16, definida para x € [0,4] .
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Como se trata de una funcion parabdlica convexa, alcanza un dnico minimo absoluto, que se

sitia en su vértice, cuya abscisa es:
‘,B’U = == = = 2,
2¢ 4

y hubiésemos llegado al mismo resultado.

Ejercicio 2 Sea f: R — R la funcién dada por f (z) = e 2%,

a) (1 punto) Justifica que la recta de ecuacién y = —2ex es la recta tangente a la grafica de f
) 1
en el punto de abscisa = = —5

b) (1'5 puntos) Calcula el area del recinto limitado por la grafica de f, el eje de ordenadas y la

recta tangente del apartado anterior.

Sorucion : La funcién f es claramente derivable en todo R, por lo que podemos garantizar que

existe su recta tangente en cualquier punto. En particular, en x = —1/2, la ecuacién de la recta

~1 (1 ~1
=1(3)=7(3) (-7)
Calculamos los datos que nos faltan:

f <21> = 672.%1 = el = e7

f'(z) = —2e %, para cada z € R,

-1 _
I <2> = —26_2'71 = 2¢b = —2¢.

tangente a f es:

Con estos datos, la ecuacién de la recta tangente a f en el punto de abscisa x = —1/2 es:

1
y—e:—2e<x+2> & y=e—2er—e & y=-2euw.

Para calcular el drea que se solicita en el segundo apartado, dibujamos primeramente la

funcién f, que expresamos de la siguiente formas:

P =e = () = (

X
2) , para cada xz € R.
e

Resulta entonces que la funcién f es la funcién exponencial en base 1/e?, que es un nimero

comprendido entre 0 y 1. Esto nos permite dibujarla ficilmente, prestando especial atencién al

hecho de que f(—1/2) = ey f(0) = 1. Por otro lado, la recta tangente y = —2ex pasa por
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el origen de coordenadas y por el punto de tangencia (—1/2,e). Podemos, asi, dibujar tanto f

como su recta tangente, y determinar el recinto del cual nos piden su &rea.

y.A

El area del recinto dibujado se calcula utilizando la regla de Barrow de la siguiente forma:

=0

0 0 o—27
A:/ [ezx—(—2ex) ]dx:/ (e2x+2ex)dx:< +ea:2] =
—1/2 —1/2 —2 w=—1/2

B 1—1—0 i—l-g _—2+2e—e_e—2
N 2 -2 4] 4 4

Aproximadamente, éste drea es de 0’17957 unidades cuadradas de superficie. [ |
1 1 1

Ejercicio 3 Considera lamatriz A= | m m? m?
m m  m>

a) (1 punto) Halla los valores del pardmetro m para los que el rango de A es menor que 3.

T 1
b) (1'5 puntos) Estudiasiel sistema A-| y | =] 1 tiene solucién para cada uno de los
z 1

valores de m obtenidos en el apartado anterior.

Sorucion : El determinante de la matriz A se calcula facilmente aplicando la regla de Sarrus:

1 1 1
detA=|m m? m2 :(m4+m3+m2)—(m3+m3+m3):

m m m2

=m* —2m3 + m? = m? (m2—2m—|—1) =m?(m—1)%.
Por consiguiente, el determinante de m se anula si, y sélo si, m € {0, 1}. Si el determinante de
A no se anula, su rango es maximo, es decir, 3. Y para que el rango no sea 3, su determinante

debe valer cero. Concluimos entonces que los valores del pardmetro m para los que el rango de

A es menor que 3son m=0y m=1.
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Si m = 0, el sistema dado es:

1 1 1 T 1
000 |-[y|=1]1 &

r+y+z=1,

No obstante, la ecuacién Oz + Oy + 0z = 1 no tiene ninguna solucién, y el sistema es, en este

caso, incompatible.

Supongamos ahora que m = 1. Entonces las tres ecuaciones del sistema son la misma.

111 x 1
1 11 y | =11 < rz+tyt+z=1
1 11 z 1

Se trata, pues, de un sistema compatible indeterminado biparamétrico, es decir, que posee un

plano afin de soluciones (en particular, hay infinitas de ellas). Esto concluye el ejercicio. [ |

Ejercicio 4 (2’5 puntos) Dados los puntos A(2,1,1) y B(0,0,1), halla los puntos C en el eje
OX tales que el area del tridngulo de vértices A, By C' es 2.

Sorucion : Es conocido por la teoria algebraica elemental que el drea de un tridngulo en el espacio
se puede calcular como la mitad del drea de un paralelogramo adecuado, y ésta idltima es igual
al médulo de un cierto vector que se construye como producto vectorial de otros dos en R3. En
concreto, si A, B y C son tres puntos del espacio y fijamos B como origen, dos de los lados del

_— —
triangulo ABC son los vectores BA 'y BC, y el drea de dicho triangulo es:
1 | — —
A= A(ABC) = 5 ‘BAXBC ‘

Como el punto C' estd sobre el eje OX, debe ser de la forma C (a,0,0), donde a € R. Entonces
ﬁ =(2,1,0) y B—d = (a,0,—1), por lo que:

2 a -1
— —
BA x BC = 1 X 0 = 2
0 -1 —a

Su médulo es:

‘B.I)4XB.C>'):\/1+4—|—CL2:\/5—|—CL2.

Como el problema nos indica que el drea de tridangulo de vértices A, B 'y C es 2, resolvemos la

ecuacion:

1 1

5\/5+a2:§‘1§’4><B—(5):A(AB(J):Q s Vital=4 = 5+a2=16 =
s d’=11 & a=+V11

Por consiguiente, los dos puntos que consiguen que el drea indicada sea 2 son (\/11,0,0) y

(=V11,0,0). .
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