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Opcién A

Ejercicio 1 Sea f: R — R la funcién definida por f (z) = 22 — |z|.

(a) [0’75 puntos] Estudia la derivabilidad de f.
(b) [1 punto] Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

(c) [0°75 puntos] Calcula los extremos relativos de f (puntos donde se alcanzan y valor de la

funcién).

Sorucion : La funcién z +— 22 es continua y derivable (tantas veces como se quiera), y la funcién
x — |z| es continua en R pero derivable inicamente en R\ {0}. Por tanto, la suma de ambas,
que es f, es continua en R y derivable en R\ {0}. Esto ya resuelve el apartado (a), pero vamos

a demostrarlo también analiticamente expresdndola como una funcién a trozos.

La funcién valor absoluto puede expresarse de la forma:

—x, six <O,
|z = ‘
x, six > 0.

Entonces la funcién f es:

> +z, siz<O,
2
f(@) =2 —|z| =

$2—x, six > 0.
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En los intervalos abiertos R*, f posee expresiones polinémicas, por lo que es continua en ambos.
El tnico punto en el que podria haber alguna discontinuidad es el x = 0, pero en este punto los

limites laterales coinciden entre si y con el valor de la funcién:

f(0)= lim f(x)= lim f(z)=0.

z—0~ z—0t

Por tanto, f es continua en R. Para estudiar su derivabilidad, sabemos que:

2c+1, siz <O,
20 —1, sixz>0.

En el punto z = 0 no coinciden las derivadas laterales, ya que

f(07) = lim f'(z) = lim (2z+1) =1, f(0%) = lim f'(z) = lim (2z—1)=—1.
z—0~ z—0~ z—07t z—07t
Por tanto, f es derivable en R\ {0}. Todo esto nos confirma lo que ya sabiamos, pero ademés
nos sirve para estudiar la monotonia y los extremos relativos de f. En efecto, los puntos criticos
de f son:

ffx)y=0 <

2c+1=0, conz <0 11

20 —1 =0, conx >0

La siguiente tabla nos sirve para estudiar la monotonia de f y sus extremos relativos; en ella

incluimos el punto z = 0 porque en él f no es derivable:

Vi — Mim 4+ Max — Min +
1 1
f N o —5 /0N 5/
2 2
Como f(:l:%) = —i y f(0) = 0, también sabemos que f posee dos minimos (que son

absolutos) en los puntos (:I:%, —i) y un méaximo relativo en (0,0). Resumimos la informacién

que hemos obtenido.

J creciente en ]—%,0[ U ] %,-l—oo[, Minimos abs. en (j:%, —i) )

Monotonia Extremos
f decreciente en | —oo, —% [U]o, %[ Méximo rel. en (0,0).

Aunque no se nos pida explicitamente en el ejercicio, podemos dibujar la funcién f, ya que
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es la yuxtaposicién par de dos pardbolas.

Ejercicio 2 Calcula

522 —x — 160

(a) [1 5 puntOS] /Mdfﬁ

(b) [1 punto] /(23: —3) - tg (2% — 3z) dz, siendo tg la funcién tangente.

Soructon : La primera integral es la de una funcién racional. Como el grado del numerador es

igual al grado del denominador, lo primero que hacemos es dividir los polinomios:

522 —x — 160 x? —25
‘— 5z —x—160 _ x+35

—522 + 125 5
—x— 35

x2 —25 x2 —25°

Asi, debemos calcular la integral de la segunda fraccién. Para ello, descomponemos en fracciones

simples:

z+35 A B A(@-5+B(z+5) (A+B)z+ (5B —5A)

22-25 x+5 -5 x2 —25 x2 — 25

La tnica solucién del sistema

A+B=1,
esA=-3y B=4.
5B — 5A = 35,

Por tanto la primera integral es:

522 —x — 160 x+ 35 -3 4
= T dr= 5— —— " )dx=5zx— dx =
/ 2—25 /< x2_25) v /<x+5+x—5) v

=bz+3ln|z+5|—4ln|xz—5|+C,

donde C' es la constante de integracion.

A. Roldén



Para calcular la segunda integral, observamos que el producto 2z — 3 es la derivada del
argumento de la funcién tangente, por lo que conviene hacer el cambio de variable v = 22 — 3z.

Por tanto, du = (2 — 3) dz y expresamos la integral:

/(2$—3)-tg(m2—3m)dm:/tgudu:/Senu du = —1In|cosu| +C =
cosu

=—In ‘cos (:1:2 — 33:)} +C,
donde nuevamente C' es una constante de integracién. [ |

Ejercicio 3 Considera el sistema de ecuaciones lineales

Ae—y—2z = —1
T+ AYy+z = 4
r+y+z = A+2

(a) [1’5 puntos] Clasifica el sistema segtn los valores del pardmetro \.

(b) [1 punto] Resuelve el sistema para A = 2.

Sorucion : Llamemos (S) al sistema anterior y calculemos el determinante de la matriz A del

sistema (.S) desarrolldndolo con la regla de Sarrus:

A -1 —1
detA=11 X 1|=X—-1-14+A+1-A=X2-1=A+1)A-1).
1 1 1

Esto significa que si A € R\{£1}, el determinante de la matriz del sistema es no nulo, por lo
que posee rango tres, y como la matriz ampliada también poseeria rango tres, el teorema de
Rouché-Frobenius nos garantiza que, en este caso, el sistema es compatible determinado. Queda

s6lo por analizar los casos A=1y A = —1.

Si A =1, las dos iltimas ecuaciones son zt +y+ 2z =4y =+ y + z = 3, que son claramente

incompatibles. Por eso, en este caso, el sistema es incompatible.

Si A = —1, utilizamos el método de Gauss-Jordan:
-1 -1 -1 -1 111 1
1 -1 1 4 020 -3
1 1 1 1 000 O

Como los rangos de las matrices del sistema y ampliada coinciden entre si (son 2), el teorema

de Rouché-Fréobenius nos garantiza que, en este caso, el sistema es compatible indeterminado
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uniparamétrico. Resumimos la clasificacién del sistema:
e Si e R\{£1l} = (95) es compatible determinado.
e Sia=1 = (9) es incompatible.

e Sia=1 = (5) es compatible indeterminado uniparamétrico.

Si A = 2, ya sabemos que el sistema es compatible determinado. Calculamos su solucién con

el método de Gauss-Jordan:

2 -1 -1 -1 F|=F 111 4
1 2 1 4 ~/ Fj=F,—F; /~ 0100
11 1 4 Fj=F+FR 300 3

De aquf se deduce que y = 0 y ¢ = 1, y de la primera ecuacién, z = 3. Por tanto, la tnica
solucién del sistemaesz =1, y=0y z = 3. [ |
T = 0

Ejercicio 4 [2'5 puntos] Determina los puntos de la recta r de ecuaciones ,_3 que
y—1 =

equidistan del plano 7 de ecuacién z + z = 1 y del plano 7’ de ecuacién y — z = 3.

Sorucion : De la segunda ecuacién que cumple la recta r sabemos que:
z—3
2
Si llamamos A = y, un punto genérico de la recta r es de la forma:

y—1= & 2y—2=2z-3 & z=2y—+1.

P (z,y,2) = (0,A\,2X\+ 1), donde A € R.

Calculamos entonces la distancia de P, alos planos r=2+2z—1=0y a7 =y —2—-3 =0 con

la férmula usual:
B 0+ (2A+1) — 1| B |2

dPr,ﬂ' ’
(Er,m) VIT 1T V2

A (A1) =3 |-A—4] |A+4
d(PT’W,):! 2rA+1) -3 | !:!+\‘

VIT+11 V2 V2

Para que P, equidiste de 7 y de 7/, esta dos distancias deben ser iguales y, por tanto:

12A] A+ 4

V2 V2
{obien2A:A+4, {obien)\:4,

4 54

d(Pr,m) =d (P, 7) 2\ =\ +4] <

o bien 2\ = -\ -4 obien)\:—%.

Estos dos valores para el pardmetro A nos conducen a los puntos

4 5
P 4 P. —, =
1 (07 79) y 2 (07 37 3> 9

que son los puntos de la recta r que equidistan de los planos 7 y 7'. [ |
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0.1. Opciéon B

Ejercicio 1 [2'5 puntos] Un alambre de longitud 1 metro se divide en dos trozos, con uno se forma
un cuadrado y con el otro una circunferencia. Calcula las longitudes de los dos trozos para que la

suma de las dreas de ambos recintos sea minima.

Sorucion : Dividamos el alambre de longitud 1 en dos partes, una de longitud = y la otra de
longitud 1 — z. Con la primera de ellas hacemos un cuadrado, y como el perimetro es z, el lado
mide x/4 y su drea es Aj (r) = 22/16. Con la segunda de ellas, que mide 1 — z, hacemos una
circunferencia; si queremos que su perimetro sea 1 — z, su radio ha de ser r = (1 — z)/27, y

) 2 )
entonces su drea es A (z) = 7r? = (1 — x)° /4r. Por tanto, la suma de las dos 4reas es:

z? 1-2)2 7m?44(2?-2z+1 T+4)2? -8z +4
A(x):Al(xHAQ(x):lGJF( 47r) - (167r = )167r '

Esta funcién estd definida en el intervalo x € [0, 1], y le buscamos un minimo. Como se trata de

una parabola convexa, su minimo absoluto estd en su vértice (si éste esta en el dominio):

x——i— 8 o
Y20 204+7m) 4+

~ 0'56 €]0,1].

Por tanto, para que el drea sea minima, debemos cortar el alambre de longintud 1 de tal forma

que una parte mida 4_% (para hacer con ella el cuadrado) y la otra 1 — para hacer

4 _ (
4+ T 447w
con ella la circunferencia). [ ]

Ejercicio 2 [2’5 puntos] Halla la funcién f : R — R sabiendo que f” (z) = 122 — 6 y que la recta

tangente a la grafica de f en el punto de abscisa = 2 tiene de ecuacién 4oz —y — 7 = 0.

SoLucion : Integrando, sabemos que f/ (z) = 622 —6x+ A y después, f (v) = 223 — 322+ Az + B,
donde A y B son nimeros reales que debemos determinar. Para ello utilizamos la segunda

condicién. Sila recta y = 4z — 7 es la recta tangente en el punto x = 2, entonces debe verificarse:

d
F@)=yl,_p=1 f’(2)=di2=4.

Teniendo estos datos, ya podemos hallar las constantes A y B, ya que
4=f(2)=24-12+A4 = A=-38,
1=f(2)=16-12-8-2+B = B=13.

Por tanto, la funcién f es f (z) = 223 — 322 — 8z + 13. ]

Ejercicio 3 [2'5 puntos] Resuelve A B! X = —2C, siendo B! la matriz traspuesta de B y
1 0 3 -1 3 0 1 4
A= . B= y C= .
2 -1 0 0 2 =2 0 -1
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Sorucion : Calculamos primeramente:

1 0 3 -0 1 —6
A- Bt = : 3 2 = )
2 —1 0 0 5 —2

Dado que el determinante de esta matriz es no nulo, posee inversa, y podemos despejar:

-1

X=<A-Bt>1-<20>:<i 2) '[2'<3 _41”:

Ly ] 2 —6 L4\ 12 1)\ (-3 -1
w5 1 ) \o 1) 45 - )\ E &)

Nota 1 Obsérvese que no es correcto el razonamiento
X=(B) a1 (—20),

porque las matrices A y B! no son cuadradas y, por tanto, carecen de matriz inversa. Sin embargo,

la matriz A - B! es cuadrada de orden dos y como su determinante es no nulo, posee inversa.

Ejercicio 4 Considera los puntos A (1,0,—2) y B(—2,3,1).

(a) [1 punto] Determina los puntos del segmento AB que lo dividen en tres partes iguales.

(b) [1'5 puntos] Calcula el drea del triangulo de vértices A, B y C, donde C es un punto de la

recta de ecuacién —z = y — 1 = z. jDepende el resultado de la eleccién concreta del punto
C?

Sorucion : Llamemos D y E a los puntos del segmento AB que lo dividen en tres partes iguales
(siendo D el més cercano a A).

A D E B

Utilizando la nocién de vector = extremo — origen, podemos establecer que:

WD=1aB o p_aB=4 o D:A+BiA:2A+B.
3 3 3 3
Utilizando las coordenadas de A y B:
2A+ B 1 1
D= ; =2 20,0.-2)+ (-2,3,1) | =5 (0.3,-3) = (0,1,-1).
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Igualmente se demuestra que:

A+2B 1 1
- 'g =3 | L0.=2)+2(-2,31) | =3 (=3,6,0) = (~1,2,0).

E

Por tanto, los puntos buscados son D (0,1,-1) y E'(—1,2,0).

Llamemos ahora 7 a la recta de ecuaciones —x = y — 1 = z. Claramente, un punto de r es

P, = (0,1,0) y su vector director es u, = (—1,1,1). Observemos que el vector
AB=B-A=(-2,3,1)—(1,0,-2) = (=3,3,3) || (-1,1,1) = .

Asi, el vector que une los puntos A y B es paralelo a la recta r, y esto tiene importantes
consecuencias en el ejercicio, ya que si C' es cualquier punto de r, el drea del tridngulo ABC
viene dada como la mitad de la base (que se puede tomar como el médulo del vector E) por
la altura (que es la distancia entre las rectas paralelas r y la que pasa por A y por B). Asi, este
drea no depende del punto C' que se elija sobre r ya que la base es siempre ‘A.B)‘ y su altura es

la distancia entre dos rectas paralelas (que no dependen de la eleccién de C).

r C C
-~
/ h\\ -/
/ \// / h
// ,/\\ /
- /
~
L AV
A B

-3 -1
1 1 1
A(ABC):§‘—B’x_d\:5 3 | x =5 1330 =
3 2
3 3V2
2 | ( Y 70) | 2
Este drea no depende del punto C elegido sobre la recta r. [ |
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