Capitulo 1

Matematicas II: Examenes de
Selectividad 2005

El objeto de las presentes notas es dar a conocer algunas formas de resolver los modelos de
exdmenes de MATEMATICAS II que se propusieron en los procesos selectivos para el acceso
a la Universidad del afio 2005 en Andalucia. El modelo 1 fue propuesto para el examen de junio

y el modelo 6 para el control de septiembre.

1.1. Modelo 1 - JUNIO

1.1.1. Opcién A

Ejercicio 1 [2'5 puntos] De la funcién f : R — R definida por f (z) = az® + bx? + cx + d se
sabe que tiene un maximo en x = —1, y que su gréfica corta en el punto de abscisa x = —2 y tiene
un punto de inflexién en el punto de abscisa x = 0. Calcula a, b, ¢ y d sabiendo, ademds, que la

recta tangente a la gréfica de f en el punto de abscisa x = 2 tiene pendiente 9.

SoLucion: Es claro que f’(z) = 3az? + 2bz + ¢ y que f”(z) = 6az + 2b. Transformamos los

datos del problema en cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas:

Méximo en z = —1 = f(-1)=0 < 3a—2b+c=0,

Corta OX en z = —2 & f(-2)=0 & —8a+4b—2c+d=0,
Punto inflexibn en z =0 = f"(0)=0 < 20=0,

Pendiente 9 en 2 = 2 s f1(2)=9 & 12a+4b+c=09.
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2 CAPITULO 1. MATEMATICAS II: EXAMENES DE SELECTIVIDAD 2005

De la tercera condicién se deduce que b = 0. Asi, las condiciones primera y cuarta se transforman
en 3a+c¢c =0y 12a + ¢ = 9, cuya tnica solucién es a = 1 y ¢ = —3. Por 1ltimo, la segunda

condicién nos obliga a que d = 8a — 4b + 2¢ = 2. Asi

Ejercicio 2 Se sabe que las dos gréficas del dibujo corresponden a la funcién f : R — R definida

por f (x) = 22 €® y a su funcién derivada f’.

(a) [1 punto] Indica, razonando la respuesta, cual es la gréfica de f y cudl la de f’.

(b) /1’5 puntos] Calcula el drea de la regién sombreada.

(2 1

[ IS t t -
-2 X

@ L

Sorucion : La forma méds rdpida de determinar cudl es f es mirar sus puntos de corte con el eje
OX, ya que se ve en la grifica que la funcién (1) se anula dos veces (en x = —2 y en z = 0),
mientras que la funcién (2) sélo se anula en un tinico punto (z = 0). Dado que la funcién f (z) =
22 €% sélo se anula si x = 0 (porque la exponencial es estrictamente positiva), podemos afirmar
que obligatoriamente f ha de ser la funcién (2). Su funcién derivada, [’ (z) = (IB2 + 2£B) ev, se
anula dos veces, en © = —2 y en x = 0, por lo que debe ser la funcién (1). Coherentemente,

donde f tiene un minimo (z = 0) y un méaximo (x = —2), la funcién f se anula.
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1.1. MopEeLo 1 - JUNIO 3

El drea pedida es
0

A:/Z(f(:c)—f’(x)) dx:/o (2% " — (2% +22) €") dx:—2/ z e dr.

—2 —2

Utilizando el método de integracién por partes, el drea anterior es

U=z, du = dz =0 0
A= = -2 [(mem} —/ ev dgg] =
dv=e*dzr, v=¢€" r=—2 -2
i ) 3\ 2(2-3)

2 1 0O 1 0 1 20
Ejercicio 3 Sean las matrices A = , B= yC= .
3 -2 3 -1 2 -1 1 4

(a) [1 punto] jTiene A inversa? En caso afirmativo, calcdilala.

(b) [1'5 puntos] Determina la matriz X que cumple que A- X + C - B! = B - B!, siendo B! la
matriz transpuesta de B.

Sorucion: Dado que det A = —7 # 0, la matriz A es inversible y su inversa es

(524

La ecuacién matricial es muy secilla, pues
A-X+C-B'=B-B' & A-X=B-B'-C-B'=(B-0)-B" &
& X=A"1(B-0) B.

ESTISCRN (10
==

Haciendo operaciones con matrices

1(2 1 0 1 0 1 20 -1
X == : - 12 1 | =
L) 0 ) ()]
0 4

1 -1
1(2 1 -1 -1 0 1(2 1 -1 -2
7(3 2)(4 —2 2) 7(32) (2 10)

0 4
4 6
YT
c7\r -2 ) | L 26
7 7
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T+ 2y =6,

Ejercicio 4 Considera el punto P (2,0,1) y la recta r = { )
z=2.

(a) [1 punto] Halla la ecuacién del plano que contienea Py ar .

(b) [1'5 puntos] Calcula el punto simétrico de P respecto de la recta r.

Sorucion : Llamemos 7 al plano que contiene a P y a r. Evidentemente, m viene determinado
—
por el punto P y los vectores i, (director de la recta r) y A,P, donde A, es cualquier punto
-
de la recta r. Elijjamos, por ejemplo, A, (2,2,2), de donde AP = (0,—2,—1), y elijamos como

vector director de r al producto vectorial

Un vector normal al plano 7 puede elegirse asi:
—
My =t Xx AP =(2,-1,0) x (0,-2,—-1) = (1,2,-4).

Entonces una ecuacién general del plano 7 es de la forma x + 2y — 42 + k = 0, y para que el
punto P (2,0,1) pertenezca a este plano, obligatoriamente k = 2 y, asi, una ecuacién de 7 es
T=x+4+2y—4z2+2=0.

Para calcular el punto P’, simétrico de P respecto de r, llamemos « al plano perpendicular
a T que pasa por P. Cualquier vector normal a « es paralelo a cualquier vector director de r,
por lo que podemos tomar 7, = 4, = (2,—1,0). Asi « =2z —y + k' =0, y para que P (2,0,1)

pertenezca a « es necesario que k' = —4, por lo que a = 22 — y — 4 = 0. Llamemos @ al tinico
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1.1. MoperLo 1 - JUNIO

punto donde r corta a «. Sus coordenadas vienen dadas por

z+ 2y =6, 48 Q
= m = e = 7*2 . *
Q=rNa z =2, <5,5,>

20 —y=4.

4 8
Entonces P—Cj = <5, 5 1>, y dado que @ es el punto medio entre P y P’, se concluye que

— - 4 8 18 16
PP =2P0 < ’:7+2P.c>2:(2,0,1)+2 (5,5,1) =<5,5,3>,

18 1
lo que significa que P’ (58, 36, 3>. [ |

1.1.2. Opcién B

2+ 1
e

Ejercicio 1 Sea f la funcién definida para = # 0 por f (z) =

(a) [1 punto] Estudia y determina las asintotas de la grafica de f.

(b) [1 punto] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f y calcula sus ex-

tremos relativos o locales (puntos en los que se obtienen y valores que alcanza la funcién).

(c) [0’5 puntos] Esboza la grafica de f.

SorLucion : Como en el punto x = 0 se anula el denominador de f pero no el numerador, el eje

de ordenadas x = 0 es una asintota vertical de f, siendo

lim f(z)=-00, lim f(z) = +o0.

z—0~ z—0t

Ademsds, dado que f (z) = % =x+ %, la recta y = z es asintota oblicua de f a la izquierda

v a la derecha, lo cual también se puede demostrar observando que

2 2 2
1 1-—
m = lim f(:n): lim ~ _|2_ =1, n= lim (f(z)—mz)= lim u:o,
r—too X r—toco X r—F00 r—F00 T
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Por otro lado, dado que f' (z) = ‘”igl, los tnicos puntos criticos de f son z = 1. Un sencillo

estudio del signo de la derivada de f (teniendo en cuenta que su denominador es siempre positivo)

demuestra que

f 4+ Mix — ~ Mm  +
f o1 0N 1T S
f creciente en | —oo, —1[U] 1, 400 [, Méximo rel. en (—1,—2),
Monotonia Extremos
f es decreciente en | —1,0[U]0,1]. Minimo rel. en (1,2).

Asi, la gréfica de f es la adjunta.

y A
z
47T z
L -z
2T 7
T
f f > +— —+—
4 2 2 4
- + X
P
P
= 4\
2z

Ejercicio 2 Considera la funcién f : R — R definida por f (z) = e /2,

(a) [0°75 puntos] Halla la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f en el punto de abscisa
xz=0.

(b) [1'75 puntos] Calcula el drea de la regién acotada que estd limitada por la grafica de f, la
recta de ecuacién x = 2 y la recta tangente obtenida en (a).

x/2

Sorucion : Dado que f/(z) = —3 e /2, se tiene que f'(0) = —3. Como f(0) = 1, la recta

tangente es:

y,h
Y= FO) =0 @-0) & y=1-2=""2 N
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Entonces el drea pedida es

2 272=2
A:/ <e_x/2—2_x> dw:<—26_$/2—m—|—x =
0 2 4],

2 2 e—2
<——2+1>—¢2—0+0y:1—:6 .

e (& e

Ejercicio 3 Considera el sistema de ecuaciones

TH+yY+z=-2,
A+ 3y +z=—T,

r+2y+ (A +2)z=-5.

(a) [1'5 puntos] Clasifica el sistema segtin los valores del parametro A.

(b) [1 punto] Resuelve el sistema cuando sea compatible indeterminado.

Sorucion : Calculamos el determinante de la matriz del sistema utilizando las propiedades de los

determinantes.
rro Fy=F—3F
detA=| =\ 3 1 =
12 A42 Fy = F3— 21
1 1 1
=] -A=-3 0 -2 |= / desarrollando por la segunda columna /
-1 0 A
o ea=3 2 ] a3 2 |
-1 X | | 1 x|

=AA+3)+2=N+3N+2=A+1)(A+2).

Evidentemente, el determinante sélo se anula si A € {—2,—1}, por lo que es inmediato que si

A € R —{-2,—1}, el sistema es compatible determinado. Analizamos los dos casos que quedan
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utilizando el método de Gauss:

1 1 1 =2 1 1 1 =2 1 1 1 =2
A=—1, 1 31 =710 20 -5 {01 0 —3]| Incompatible.
1 2 1 -5 01 0 -3 00 0 1
11 211 1 —211 1 -2
A= -2, 231 -7)01 -1 -3 (|01 -1 -3 Comp. indeterminado.
0 -5 01 -1 -3 0 0 O 0

La clasificacién completa del sistema es

e SideR—{-2 -1}, el sistema es compatible determinado.

e Si A= —1, el sistema es incompatible.
e Si A= —2, el sistema es compatible indeterminado.
En particular, el sistema es compatible indeterminado cuando A = —2, y su solucién en este

caso es

T+y+z=-2,
= [/pn=z/ = § y=p-3

T=-2u+1,
{ y_Z:_?’?
z = [.

Ejercicio 4 Sean los vectores 77 = (0,1,0), 72 = (2,1,—1) y U3 = (2,3, —1).

(a) [0’75 puntos] ;Son los vectores ¥y, Uy y U3 linealmente dependientes?

(b) [0’'75 puntos] ; Para qué valor de a el vector (4, a + 3, —2) puede expresarse como combinacién

lineal de los vectores ¥, U5 y U3?

(c) [1 punto] Calcula un vector unitario y perpendicular ¥ y a ¥s.

Sorucion : Para estudiar la dependencia o independencia lineal de los vectores, calculamos su

determinante:

o
—
o

det (171,’[72,’[73) = 2 1 -1 = 0,
2 3 -1

porque la primera y la tercera columnas son proporcionales. Por consiguiente, ¢, Us y ¥3 son

linealmente dependientes. Es claro ahora que ¢35 es combinacién lineal de ¥ y U5. Asi, para ver si
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1.2. MODELO 2 9

@ = (4,a + 3, —2) puede expresarse como combinacién lineal de ¥, U2 y U3, estudiamos si puede

expresarse en funcién de ¥; y ¥ estudiando el siguiente determinante

0 1 0
Lo 2 -1
det (v, Vg, @) = | 2 1 -1 |=- 4 o =0.
4 a+3 -2

Al ser este determinante siempre nulo, el conjunto {7, 02, @} es linealmente dependiente, por lo
que siempre se puede expresar i como combinacion lineal de U1 y ¥s. A posteriori, parece obvio

observar que @ = (a — 3) U1 + 2, y ahora la conclusién es obvia (son l.d.).

Finalmente, un vector perpendicular a ¢} y a ¥ es su producto vectorial

0 2 -1 1
171 X 172 = 1 X 1 = 0 ” 0 = .
0 -1 -2 2
Como | w | = /5, los tnicos dos vectores unitarios y perpendiculares a la vez a @1 y a 7> son

los vectores

1 1 5 2v/5
+T=+—F=+——(1,0,2) = ii,o,ii .
| | V5 5 5

1.2. Modelo 2

1.2.1. Opcién A

e$

x—1

Ejercicio 1 Sea f la funcién definida para « # 1 por f(z) =

(a) [0’5 puntos/ Halla las asintotas de la gréfica de f.
(b) [0’75 puntos] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.
(c) [0°75 puntos] Determina los intervalos de concavidad y de convexidad de f.

(d) [0’5 puntos] Esboza la gréfica de f.

Sorucion : Dado que en z = 1 se anula el denominador pero no el numerador, la funcién f posee

a x = 1 como asintota vertical. En concreto,

e’ 1
I — I — / Indet. — / = +oo.
Jm, f (@) = lim o / Ak o= / >

A. Roldan
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La recta y = 0 es asintota horizontal de f a la izquierda, ya que

lim f(z) = lim — 1:/Indet.0 =0,

T——00 T——00 I — o0

pero a la derecha no hay asintota, ni horizontal ni oblicua, lo cual se demuestra utilizando la

regla de L’Hopital:

00
xgrfoof( T) = xEToox— —/ Indet. — / xEI—ir-looT + 00, (no hay A.H.)
X
im 2% 7—/Indet 7/ fm —— =
r—+o0o I z—+oo 2 — 1 z—+o00 200 — 1
/Idetoo/ im & — 4 (no hay A.O.)
— n . — = m — = oo n UL
00 z—+oo 2 ¥

Para estudiar su monotonia, calculamos su primera derivada:

poo ez —1)—e" " (r—2)
f(z) = (3:—1)2 - (w—1)2

El tdnico punto critico de f es z = 2, y estudiamos su monotonia en la siguiente tabla:

f, — — Min + f es creciente en ] 2, +00 [’

N 1N 2 7

Monotonia

f es decreciente en | —oo,1[U]1,2].

Para estudiar la curvatura de f hace falta su segunda derivada:

£ (z) = [e®(z—2)+e"] (-1 —e*(2—2)2(z—1) :ex($2—4x—|—5)
(l’—1)4 (x—1)3

Ast, f” nunca se anula, pero cambia de signo en el punto que le falta al dominio:

% B L f es coéncava en | —oo, 1 [,

f n 1 u

Curvatura

f es convexa en | 1, +o0].

Concretamente, su gréfica es la siguiente.

y 20-‘-

10T

N

N
S+
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1.2. MODELO 2 11
[
Ejercicio 2 [2’'5 puntos] Calcula la integral
/3x3+x2—10x—|—1
5 dx.
T4 —x —2
Sorucion : La integral pedida es
323 + 2% — 10z + 1 3 3 3% + 8 2
/ v s d:U:/ 3r+4+4+ —— — dx:u—i—filn +C
2 —x —2 r—2 z+1 2 1
|

Ejercicio 3 Considera el sistema de ecuaciones
z+3y+z=>5
mx +2z =0

my—z=m

(a) [1 punto] Determina los valores de m para los que el sistema tiene una dnica solucién. Calcula

dicha solucién para m = 1.

(b) [1 punto] Determina los valores de m para los que el sistema tiene infinitas soluciones. Calcula

dichas soluciones.

(c) [0’5 puntos] ;Hay algtin valor de m para el que el sistema no tiene solucién?

Sorucion : Calculamos el determinante de la matriz del sistema utilizando las propiedades de los

determinantes.
1 3
detA=|m 0 2 |= JFy=Fy—mF, [

0 m -1
1 3 1

=10 -3m 2-m |= / desarrollando por la primera columna /
0 m -1
—-3Im 2-m -3 2—-m
m -1 ‘ ‘ 1 -1 ‘ [Cr=Ci+ Gy

—1-m 2-—m
:m‘ ' =m(m+1).

A. Roldan
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Evidentemente, el determinante sélo se anula si m € {—1,0}, por lo que deducimos que si
m € R — {—1,0}, el sistema es compatible determinado y posee una tnica solucién. Vamos a

calcular dicha solucién para m = 1 utilizando el método de Gauss.

13 1 5 10 2 0 10 2 0
m=11|1 0 2 0 0 3 -1 5 01 -1 1
01 -1 1 01 -1 1 00 2 2

De aqui se deduce que la tinica solucién es z =1,y =2y x = —2.

Quedan por analizar los casos m = —1 y m = 0.
1 3 1 5 10 -2 010 =20

m=—1, -1 0 2 0 03 3 5 01 1 1 Incompatible.
0 -1 -1 =110 1 1 00 0 2
13 1 513165

m =0, 00 2 010O0T1TO0 Comp. indeterminado.
00 -1 0Y0O0O0O0

La clasificaciéon completa del sistema. es

e Sim e R —{-1,0}, el sistema es compatible determinado.
e Sim = —1, el sistema es incompatible.

e Sim =0, el sistema es compatible indeterminado.

En particular, el sistema es compatible indeterminado cuando m = 0, y su solucién en este

Ccaso €s

+3y+z=5 z=5-3%
T z =25,
{ ’ = [A=y/ = { y=2X
z=0,
z=0.
Por tltimo, el sistema carece de solucién cuando m = —1. [ |
20 —y—1=0,
Ejercicio 4 Sea el punto P (1,0,—3) y la recta r = { vy
x4+ z=0.

(a) [1 punto] Halla la ecuacién del plano que contiene a Py es perpendicular a 7.

(b) [1'5 puntos] Calcula las coordenadas del punto simétrico de P respecto de 7.

Sorucion : Llamemos 7 al plano que contiene a P y es perpendicular a r. Su vector normal es el

vector director de la recta 7:

2 1 —1 1
Me=7u, || | =1 | x| o |=[-2]1] 2
0 1 1 —1

A. Roldan
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Entonces 7 es de la forma = + 2y — z + k = 0, y para que contenga al punto P (1,0, —3),
debe ser k = —4, por lo que concluimos que el plano perpendicular a r que contiene a P es
T=r+2y—z—-—4=0.

Sea P’ el punto simétrico de P respecto de la recta r. El punto medio entre ambos (llamémosle

Q) es el punto en el que la recta r corta al plano 7 del apartado anterior. Entonces

r+2y—z=4
Q=rNn= z+2=0 = Q(1,1,-1).
2r —y=1
Entonces
— — — — —_—
PP =2PQ < p =P +2PQ = (1,0,-3)+2(0,1,2) = (1,2,1),
de donde se deduce que P’ (1,2,1). [ |

1.2.2. Opcién B

Ejercicio 1 [2’5 puntos] Determina los puntos de la pardbola de ecuacién y = 5 — 22 que estan
mdas préximos al origen de coordenadas. Calcula la distancia entre los puntos obtenidos y el origen

de coordenadas.

Sorucion : Un punto cualquiera de la pardbola es de la forma (z,y) = (93, 5— x2). Su distancia,

al cuadrado, al origen de coordenadas es
(@) =d((z,y),(0,0)® = a® + 3% = 2 + (5 - 2?)" = o' — 92 + 25,

Dado que la funcién distancia al origen es derivable (porque la pardbola no pasa por el origen de
coordenadas) y es estrictamente positiva, es lo mismo calcular un minimo de la funcién distancia
que de su cuadrado. Es por ello que es mds sencillo trabajar con f que con v/f, aunque al final
serfa lo mismo. Buscamos un minimo absoluto de f, y dado que sabemos que f > 0, que f es
derivable en R y que es obvio que lim, 1 f (z) = 400, su minimo absoluto debe localizarse

en un punto critico. Vamos a localizarlos:

Como la funcién f es muy sencilla (polinémica), lo més facil es clasificar los puntos criticos

utilizando la segunda derivada:

f7(0)=-18 = 1z =0 méaximo relativo,

" o 2
f"(z) =122 - 18 = g (i?’f

22> =36>0 = z-= i?);/i minimos relativos.

A. Roldan
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Asi, los minimos absolutos se encuentran en los puntos

3\@5 3v2\’ [ 3v2 1 3v2 1
S22 L2 02 2 72

y su distancia al origen de coordenadas (comin para ambos puntos) es

Ejercicio 2 Se sabe que la funcién f : [0, +00) — R definida por

Vvaz, si 0<x <8,

si x> 8,

es continua en [0, +00).

(a) [0’5 puntos] Halla el valor de a.

(b) [2 puntos] Calcula lof (x)dx.
0

SorLucion : Para que la funcién sea continua, los limites laterales en x = 8 deben ser iguales:

f@®)=r(8")= 11'1;1_ Vaz =+/8a
2232 64— 32 VBa=8 & a=8.
- _

+ _ ’
f87) = lim ——r=——

Por tanto, si f es continua como dice el enunciado, obligatoriamente a = 8. Para calcular la

integral pedida, dividimos la misma en dos sumandos utilizando las propiedades de linealidad
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de la integral respecto de los limites de integracién:

10 8 10,2 _ 39 8 10 16
f(x)dx:/\/éﬁmdx—l—/ da::\/g/ :E1/2dl‘+/ (x—|—4— >dm:
0 0 8 4 0 8 4

x€r —

r=8
3/2 =8 12
(D f (P tae—16mlr—a| =12 (26-16m>) =
32| 0 3 2
_ 20 612,
3 2

Ejercicio 3 [2'5 puntos] Halla la matriz X que cumple que

Ax-A-p=[" ")
00

1 -2
siendo A = J y B = > :
-2 -1 1 3

Sorucion: Dado que det A = —1 # 0, la matriz A es inversible y su inversa es

T e N A TR A
-1\ 2 3 -2 -3

Entonces A- X - A — B = 0 es equivalente a decir que X = A™1. B . A~! y haciendo los
correspondientes productos

X:A—l.B.A—lz(_lz jg).(f —32).(_12 _13):
(S5 L)-(50) |

Ejercicio 4 Se sabe que los puntos A (m,0,1), B(0,1,2), C(1,2,3) y D(7,2,1) estdn en un
mismo plano.

(a) [1'5 puntos] Halla m y calcula la ecuacién de dicho plano.

(b) [1 punto] ;Estéan los puntos B, C'y D alineados?

Sorucion: Los puntos A, B, C' y D son coplanarios si, y sélo si, el conjunto formado por los

vectores que unen uno de ellos con todos los deméds posee rango, a lo sumo, dos. Como el punto
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. “7. . % % H .
A involucra al pardmetro m, en vez de utilizar el conjunto {A ,A ,AD} vamos a estudiar el

rango del conjunto de vectores

. n
{ BA = (m,—1,—1), 'Tl‘
A
BC = (1,1,1), B/ c

p——

S|

=(7,1,-1) }

Si el rango de este conjunto debe ser, como mucho, dos, su determinante debe anularse obliga-

toriamente:
m -1 -1
—_— = —
0 = det (B ,BC,BD) 11 1 1 |=-2m—2=-2(m+1).
7T 1 -1
Por consiguiente, m = —1 para que los puntos A, B, C y D sean coplanarios. Sea 7 el plano

que los contiene. Entonces 7 estd determinado por un punto (por ejemplo, A(—1,0,1)) y los

. — —
vectores directores BC = (1,1,1) y BD = (7,1,—1). Asi, un vector normal al plano 7 es

1 7 -2 1
Ll |1 | x| 1 |=] 8 | —4
1 -1 —6 3

De esta manera, 7 es de la forma x — 4y + 3z + k = 0, y para que contenga al punto A (—1,0,1),

se ha de verificar que k = —2, de donde el planos que los contiene a todos es m = x —4y+3z = 2.

— —_—
Dado que los vectores BC' = (1,1,1) y BD = (7,1, —1) no son proporcionales, los puntos B,

C' y D no estén alineados. ]

1.3. Modelo 3

1.3.1. Opcién A

Ejercicio 1 [2’5 puntos/ Se sabe que

T+ asenx

lim 5

r—0 xT

es finito. Determina el valor de « y calcula el limite.
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Sovucion : Llamemos L al limite anterior. Por hipdtesis, sabemos que existe y es finito, es decir,
L € R. Sea cual sea el valor de «, el limite L presenta una indeterminacién 0/0. ;Es aplicable la

regla de L’Hépital? Si derivamos numerador y denominador, podemos intentar calcular el limite:

I’ — lim 1+ acosz
_mHO 2x '

i Existe este limite? Es claro que

lim (1+ acosz) =1+ «, lim 2z = 0.

z—0 z—0

Si a # —1, entonces el limite L' no existe: sélo existen los limites laterales que son infinitos

(dependiendo del signo de 1+ «).

, ., l+acosz oo, si a<—1,
L~ = lim 0y =
z—0~ x —00, si a>-—1.
a#£—1
, , l+acosz —00, st a<-—l,
L' = lim ———— =
z—0%F 2z +oo, si a>-—1.

\

No obstante, si alguno de estos limites fuese oo, entonces la propia regla de L’Hopital nos
garantizaria que el correspondiente limite lateral lim,_,q+ W también diverge, lo cual no
ocurre por hipétesis. En consecuencia, para que L sea finito, es obligatorio que a« = —1. Ahora

podemos calcular L con tal de aplicar dos veces la regla de L’Hopital:

, T —senx 0 ., l—cosx 0 B

. senx
= lim =0.
z—0 2

Ejercicio 2 Sea f: R — R la funcién definida por
2z 4+ 4, si <0,

f(x) =
(x—2)%, si x>0

(a) [1 punto] Calcula los puntos de corte de la gréfica de f con el eje de abscisas y esboza dicha
grafica.

(b) [1'5 puntos] Halla el drea de la regién acotada que esta limitada por la grafica de f y por el

eje de abscisas.
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Sorucion : El muy sencillo hallar los puntos de corte con el eje de abscisas

x <0, flx)=0 & 2x4+4=0 & z=-2,

>0, f()=0¢e (-27°=0 o z=2.

Teniendo en cuenta que hay un primer trozo de linea recta y un segundo de pardbola convexa,

cuyo vértice estd en x = 2, es muy sencilla su representacién grifica.

/4\ / El drea pedida es

2
\/ e
0 2
: ' : 5 : - = T T z—2)% dz.
/2 | ) 3 _/_2(2 +4) d +/0( 2)” d
2L

El primer trozo es el drea de un tridngulo, que se calcula con la férmula usual (no merece la

pena perder tiempo en integrar). La segunda también es inmediata.

A= 2;1 + ((:c~_32)3r:2 44 (0— (—i)) - 23—0 w.c.s.

=0

Ejercicio 3 Considera el sistema de ecuaciones
b+)z+y+z=2
r+b+)y+2z=2

z4+y+O+1)z=—4

(a) [1’5 puntos] Clasifica el sistema segtn los valores del parametro b.

(b) [1 punto] Resuelve el sistema cuando sea compatible indeterminado.

Sorucion : Calculemos el determinante de la matriz del sistema aplicando las propiedades de los

determinantes:
b+1 1 1 b 0 b
Fl =F — F3
det A = 1 b+1 1 = , =10 b b
F{=F, —F3
1 1 b+1 1 1 b+1
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Sacamos b como constante de las dos primeras filas, quedando

10 -1 10 -1
detA=b>|0 1 -1 |=/F=F-F/=bV]01 -1
1 1 b+1 01 b+2

Si desarrollamos por la primera columna

-1
1 b+2

1 -1
0 b+3

det A = b? = b? =02 (b+3).

Este determinante sélo se anula si b € {—3,0} por lo que podemos afirmar que si b € R—{—3,0},
la matriz del sistema es inversible y el sistema es compatible determinado. Sélo nos quedan dos

casos por analizar, para lo cual utilizamos el método de Gauss:

-2 1 1 2 1 1 -2 411 -2 —4
b= -3, 1 -2 1 2 0 -3 3 6 01 -1 -2 Comp. indeterminado.
1 1 -2 -4 |0 3 -3 —6 00 0 O
11 1 2 1 1 1 2
b=0, 11 1 2 0 0 01 Incompatible.
1 11 -4 0000

La clasificaciéon completa del sistema es
e SibeR—{-3,0}, el sistema es compatible determinado.
e Si b= —3, el sistema es compatible indeterminado.

e Si b =0, el sistema es incompatible.

En particular, el sistema es compatible indeterminado cuando b = —3, y su solucién en este
caso es
n 5 4 T=\—2,
x —2z=—
y ’ = /A=z/ = { y=A-2
Yy—z= _27
z = A,

es decir, las soluciones estédn sobre la recta x =y = 2z — 2. [ |

Ejercicio 4 Se sabe que las rectas

r+y—2—3=0, ax + 6y +6 =0,
r= s=
r+2y—2=0, Y r—2z4+2=0,

son paralelas.

(a) [1'5 puntos] Calcula a.
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(b) [1 punto] Halla la ecuacién del plano que contiene a las rectas r y s.

Sorvucion : Calculamos sendos vectores directores de las rectas:

1 1 2 a 1 —12 6
we=| 1 [x|2|=[-1]|, W6 ]|x]| 0 |=| 2 || —a
-1 0 1 0 —2 —6 3

Entonces las rectas son paralelas si estos vectores son paralelos, de donde

n

lAr r

=
rls o Wl Ws o b_za_3 .3
2 -1 1
S
—

AS

En este caso, el plano que contiene a r y a s (llamémosle 7) contiene a cualquier punto de
ambas rectas (podemos elegir A, (2,0,—1) y As(—2,0,0)) y a los vectores u, = (2,—1,1) y

—_
A, As = (—4,0,1). Un vector normal al plano 7 es

2 —4 -1
—_—
Ta | Wrx ApAs =] =1 | x 0 = -6 | ||| 6
1 1 —4 4

Asi, el plano 7 es de la forma = + 6y + 4z + k = 0, y para contener al punto A, (—2,0,0)
debe ser k = 2, de donde podemos concluir que el plano que contiene a r y a s es el plano
T=x+6y+4z+2=0. [ |

1.3.2. Opcién B

Ejercicio 1 Considera las tres funciones cuyas expresiones respectivas vienen dadas, para z # 0,

por
_ x2—1

fle)=——, g(x)=€e’" y  h(z)=Inl,

siendo In la funcién logaritmo neperiano.

(a) [1'75 puntos] Halla las ecuaciones de la asintotas de las graficas de f, g y h.
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(b) [0°75 puntos] ldentifica, entre las que siguen, la gréfica de cada funcién, justificando la re-

spuesta.

I t t 1 7

Grafica 1 Gréfica 2 Gréfica 3 Gréfica 4

Sorucion : El dominio de f (x) = % es R—{0}. En x = 0, se anula el denominador pero no el

numerador, por lo que hay una asintota vertical. De hecho, es claro que

2 2
zv—1 z¢ -1
lim f(x)= lim = 400, lim f(z)= lim = —00.
z—0~ f ( ) z—0~ x z—07+ f ( ) z—0t x

Esto nos dice ya que la grifica de f es la nimero 4, porque es la tinica que cumple estas
.. ) 2_ . .
condiciones. Ademds, como f(z) = £ =z + 1, la recta y = z es asintota oblicua a ambos

lados, tal y como se aprecia en la figura 4.

El dominio de la funcién g (z) = €'/ también es R — {0}, pero ahora los limites laterales en
z = 0 son distintos:
lim g (z) = lim el/x:/e_oo /=0, lim ¢g(z) = lim el/x:/6+°° / = +oo.
z—0~ z—0~ z—07F z—0t
Por tanto, x = 0 es asintota vertical de g porque dicha funcién diverge positivamente en x = (
por la derecha. Esto significa que g corresponde a la grifica 1. De hecho, la recta y = 1 es

asintota horizontal de g a ambos lados:

lim g(z)= lim e/ =¢"=1.
r—300 r—300
Finalmente, la funcién h (x) = In|z| es una funcién simétrica par lo que implica que, entre
las dos gréficas que quedan, h corresponde a la gréfica 3. En efecto, en z = 0 hay una asintota
vertical, ya que

lim A (z) = lim In|z| = lim Inz = —oc.
x—0 z—0 r—0t

No obstante, h no posee asintota ni horizontal ni oblicua en oo, ya que

lim h(z)= lim In|z|= 400, (no hay A.H.)

r—+o00 r—+o00

h 1 1 0 1
i M) g, Bl g, e :/Indet. - /:i lim £ =0 (nohay A.O.)
r—toco X r—toco & rz—+o00 I 0 z—+o00 1
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|

0
Ejercicio 2 [2’5 puntos/ Calcula / In (2 4 z) dx, siendo In la funcién logaritmo neperiano.

-1
Sorucion : Es sencillo encontrar una primitiva integrando por partes:

d
u=In(zx+2), du= v x
/ln(2—|—x) dr = T+ 2 :xln($+2)—/ dx =
T+ 2
dv = dz, v=2x
rT+2-2 2
=zl 2)— | ———— de =1zl 2) — 1— dr =
zln(z +2) / o zln(z +2) /( x—1—2> x
=zln(z+2)—z+2Injz+2/+C.
Entonces, aplicando la regla de Barrow,
0 x=0
/ In(2+ ) dmz(mln(m+2)—:p+2]nm+2|] =2In2-1.
-1 r=—1
|
0 0 -1
Ejercicio 3 Sea I la matriz identidad de orden 3ysea A=| -1 1 -1
1 0 b

(a) [1'25 puntos] Determina el valor de b para el que A% —2A + I = 0.

(b) [1'25 puntos] Para b = 2 halla la matriz X que cumple que A- X —2A" = 0, donde A! denota
la matriz transpuesta de A.

Sorucion : Calculamos A% multiplicando A por sf misma:

0 0 —1 0 0 —1 -1 0 —b
A= 11 1| -11-1]=|-21 -»
1 0 b 1 0 b b 0 -1
Entonces:
-1 0 -b 0 0 —1 1 00
A2 —2A+71=| -2 1 —b -2 =11 -1 |+f010|=
b 0 -1 1 0 b 00 1
0 0 2-b
= 0 0 2-b

b—2 0 b2 —2b
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Evidentemente, esta matriz es nula si, y sélo si, b = 2. Si b = 2, la ecuacién 4 - X — 24" =0
puede resolverse utilizando la matriz inversa de A. Como det A = 1 si b = 2, calculamos su

inversa utilizando el método de Gauss:

0 0 -1} 100 B4R 1 0 2 0 0 1
11 -1[010 |~ 2T ~lo11] 0 11|~
Fy «— —F3,
1 0 2 0 01 001} -1 00
100 2 01
F| = F, — 2F3,
~ B _F ~1 0 10 1 11
22 00 1| 100
Asi, la matriz inversa de A es la de la segunda columna y podemos despejar
2 01 0 -1 1 -2 —6 8
AX-24'=0e X=24"14A=2 1 11| 0 1 0f|=|-2 -2 6
-1 0 0 -1 -1 2 0o 2 =2
[
-2=0
Ejercicio 4 Considera las rectas r = rhe ' y szfzy—lzz.
r—y—1=0, 2 3

(a) [1'25 puntos] Halla la ecuacién del plano 7 que contiene a s y es paralelo a .

(b) [1’25 puntos] Calcula la distancia de la recta r al plano 7.

Sorucion : El plano 7 viene determinado porque contiene un punto de s (por ejemplo, A, (0, 1,0))
y a los vectores directores de ambas rectas (o, = (1,0,1) x (1,—1,0) = (1,1,-1) y us =

(2,1,3)). Entonces un vector normal al plano 7 es

1 2 4
Nr=TUp X Us = 1 x| 1 |=| -5
-1 3 -1

Asi, el plano 7 tiene una ecuacion general de la forma 4x — 5y — z + k = 0, y para que el punto
A;(0,1,0) esté contenido en este plano, es obligatorio que k = 5, por lo que finalmente el plano

7 es el plano de ecuacién 4z — 5y — z + 5 = 0.

Como r y 7 son paralelos (porque el vector director de 7 estd dentro de la direccién de 7), la
distancia entre r y 7 es la distancia entre un punto cualquiera de r y el plano 7. Tomamos, por

ejemplo, A, (0,—1,2) y aplicamos la conocida férmula de la distancia de un punto a un plano:

| Azg+Byo +Cz+D| |04+5—-24+5| 442
d(r,m) =d(Ap,m) = = =
VA% + B? 4 C? V16425 +1 21
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1.4. Modelo 4

1.4.1. Opcién A

5x + 8

Ejercicio 1 Sea f:R — R la funcién definida por f(z) = a1
2?4z

(a) [0’5 puntos] Calcula los puntos de corte de la gréfica de f con los ejes coordenados.
(b) [0’5 puntos] Halla las asintotas de la grafica de f.

(c) [1 punto] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f y calcula sus extremos

relativos o locales (puntos en los que se obtienen y valores que alcanza la funcién).

(d) [0’5 puntos] Esboza la gréfica de f.

Sorucion : Es claro que la funcién f corta al eje OX en el punto (%8, 0) y al eje OY en el punto
(0,8). Dado que el denominador de f nunca se anula, f es continua en R y no posee asintotas
verticales. De hecho, como el grado del numerador es menor que el grado de denominador, la
unica asintota de f es la recta horizontal y = 0, ya que

, , Sx+8

Calculamos su primera derivada para estudiar su monotonia:

5(a*+z+1)—(Gz+8)(2c+1) 522452 +5— 1022 — 21z — 8
(22 +z+ 1) B (22 + x4+ 1)
522 + 16z + 3
_(a:2+:c+1)2‘

fi@) =

Esto significa que los tinicos puntos criticos de f son los niimeros

—16 =196 —-16 + 14 3 -1
= Tr1 = — €ro = ——.,
10 0 ! 2Ty

€r =
Sus correspondiente imédgenes por f son
1 25
-3)=-1, — | =—.
=1 1(-3) =3
En la siguiente tabla estudiamos la monotonia de f a partir del signo de f’:

) 1
f es creciente en | —3,—— |,

f — Min + Mix -— )
1
-3 __ 1
! N 7 5 ~ f es decreciente en | —oo0, —3 | U} —g,—i-oo [
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Yy A Asi, f posee los siguientes extremos:

Minimo absoluto en (—3,—-1),

1 2
Méximo absoluto en (—5, 35> ,

y su representacién grafica es la adjunta.

;

Ejercicio 2 Considera la funcién f : R — R la funcién definida por f (z) = 22 — 5z + 4.

(a) [0’75 puntos] Halla la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f en el punto de abscisa

Tz =3.

(b) [1°75 puntos] Calcula el drea de la regién acotada que estd limitada por el eje de ordenadas,

por la grafica de f y por la recta tangente obtenida.

Sorucion : Dado que f (3) = =2y f'(3) = 1, la recta tangente en x = 3 es
y—fB)=f3)(z-3) & y+2=2-3 & y=z—5.

Para calcular el drea propuesta, dibujamos la funcién f sabiendo que es una pardbola convexa
3
eje OY en el punto (0,4). Asi, el drea pedida es:

que tiene su vértice en el punto ( —%), que corta al eje OX en (1,0) y en (4,0), y que corta al

y A A:/Og((m2—5m+4)—(:n—5))dx:

(x — 3)3] .

\\ :/03(36—3)2dx:< 3
\IZJ!: =0—(-9) =9 ucs.

=0

2 1
Ejercicio 3 Sea [ la matriz identidad de orden 2 y sea A = ( L 9 )
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(a) [1 punto] Halla los valores de x para los que la matriz A — 21 no tiene inversa.

(b) [1'5 puntos] Halla los valores de a y b para los que A% + aA + bl = 0.

Sorucion : Una sencilla cuenta demuestra que

(1))

=224z 4+3=(z-1)(z—3).

det (A —zI) =

Asi, los tnicos valores de x que anulan al determinante son 1 = 1 y 22 = 3 y, por tanto, son

los tnicos para los que la matriz A — xI no tiene inversa. Por otro lado,

2 1 2 1 2 1 10
A% 4 aA+ bl = : +a +b =
1 2 1 2 1 2 01
[ 5 4 N 2a a N b 0\ [ 2a+b+5 a+4
45 a 2a 0b) a+4  2a+b+5 )
Esta matriz se anula si, y sélo si, a = —4 y b = 3. |

Ejercicio 4 [2’5 puntos/ Calcula la distancia entre las rectas

=064+ A,
20 =3y +1=0,
r=9 y=1-2\, y 5=
3xr—y—2=0.
z=5-—"T\,

Sorucion : Un punto de la recta 7 es A, (6,1,5) y un vector director, u, = (1,—2,—7). De las
dos ecuaciones de la recta s se deduce que
2z — 3y = —1,
= x=y=1,
3z —y =2,
siendo la variable z libre. Por tanto, un punto de s es A, (1,1,0) y un vector director es u s =

(0,0,1). La férmula de la distancia de una recta a otra es

det (4,457, ,)| | A A (@, x W) |
d(r,s) = = .
] T X s \ T X s
Entonces
1 0 —2
UTXUS: -2 X 0 = -1 = UTX73|:\/5.
-7 1 0
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Ademas
A Ag - (W x W) = (—5,0,-5) - (=2, —1,0) = 10,

por lo que concluimos que

Nota 1 ;Y si nos hubiesen pedido determinar los puntos que alcanzan la distancia? Entonces
hubiésemos tenido que aplicar el procedimiento de la perpendicular comiin. Vamos a recordar-
lo. Como sabemos por lo anterior, un punto cualquiera de la recta r viene dado de la forma
P.(A+6,—-2XA+1,—7\+5), y uno cualquiera de la recta s es de la forma Ps (1,1, ). Entonces

——
PPy=(1,1,p) — (A +6,-2X+1,-TA+5) = (=X = 5,2\, TA+ pu —5).

—
Entonces determinamos A y u con la condicién de que el vector P, Ps sea, a la vez, perpendicular

aryas:
— —_—
PP, lr & PP-u,=0 < 44\ + Tu = 40,
—— —_—
PP,ls & PP-us=0¢< TA\+u=>.
La tnica solucién de este sistema es A = —1 y u = 12, lo que nos proporciona los puntos que

alcanzan la distancia:
P. = (5,3,12) Y Ps(1,1,12).

La distancia entre ambos es la distancia entre las rectas r y s:

d(ras):d(P'MPS): P, Py :’(_47_270”: V16 + :\/%:2\/5’

como ya sabfamos.

1.4.2. Opcién B

Ejercicio 1 [2’5 puntos] De un terreno se desea vender un solar rectangular de 12800 m? dividido
en tres parcelas iguales como las que aparecen en el dibujo. Si se quieren vallar las lindes de las tres
parcelas (los bordes y las separaciones de las parcelas, determina las dimensiones del solar para que

la longitud de la valla utilizada sea minima.
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Sorucion : Llamemos ¢ = 3z a la longitud de un lado de la finca (asi, z es cada una de las tres
bases iguales) e y a la longitud del otro lado. Por la condicién sobre el drea, sabemos que 3zy =
12800. La funcién que proporciona el perimetro dependiendo de x y de y es L (z,y) = 6x + 4y.
Vamos a buscar un minimo de esta funcién sujeta a las condiciones x,y > 0. Despejamos y en

funcién de z y sustituimos en la expresién general de L:

12800
Condiciones iniciales x,y > 0, 3xy = 12800 = y = 3y
T

51200
Funcién a optimizar L (z) = L (z,y) = 6z + 4y = 6z + =
T

La funcién L esta definida en ] 0, +o0 [, siendo

lim L(z)=40c0= lim L(x).

r—0+ T——+00

Por tanto, su minimo absoluto hay que buscarlo en un minimo relativo y, dado que es derivable,

estudiamos sus puntos criticos.

51200 51200 102400
L(z)=6+(— =6— —— L' (@)= ——5—
() +< 32 > 3z2 (z) 33
Entonces 51200 51200 25600 160
L/ — — 2 = e = :I:g .
(x)=0 < 6 32 O 13 g ¢ 3

Sélo tiene sentido en el problema (y en el dominio) la solucién positiva z = 160/3, a la que le
corresponde y = 80. Este punto critico es, sin duda, un minimo ya que L” > 0 en el dominio.
Por tanto es un minimo absoluto y las dimensiones de la finca, para que la longitud de la valla

sea minima, son ¢ = 3z = 160 m de ancho e y = 80 m de ancho. ]

Ejercicio 2 Calcula las siguientes integrales:

(a) [0’5 puntos] /cos (5x 4+ 1) dz.

1
(c) [1'5 puntos] / ze 3 dzx.
0

Sorucion : Las dos primeras integrales son muy sencillas

1 1
/005(5954‘1)(11‘:5/5cos(5x+1)dmzsen<55x—i_)+a
L - (z+2)7"? =)
/CWZ/@+%3QM=+C: +C,
(z+2)* -1/2 VI +2
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donde C es una constante de integracién. Para la dltima integral, calculamos una primitiva

utilizando el método de integracién por partes

U= x, du = dx s s
/me_sxdm = 3 - 73:63 B / = 3 do =
dv = e_3$dgg, V= —
3
re 3T 737 3z +1
=— — C=——7—+C.
3 9 * 9e3x

Entonces, aplicando la regla de Barrow:

=1
/1x€_3xdx:_1 3+ 11" _-tra 1 2637_4.
0 9 e ., 9 \ed & 9e3

Ejercicio 3 Considera el sistema de ecuaciones

Sr+2y—z = 0,
r+y+(m+4)z = my,
2¢0 —3y+2z = 0.

(a) [1 punto] Determina los valores del pardmetro m para los que el sistema tiene una dnica

solucion.

(b) [1'5 puntos] Resuelve el sistema cuando tenga infinitas soluciones y da una solucién en la que
z =19.

Sorucion : Trasponiendo términos, el sistema dado es equivalente al sistema homogéneo
o +2y — 2 =0,
r+(1—m)y+(m+4)z=0,
2z —3y+ 2 =0.

Por tanto, este sistema no puede ser incompatible, ya que posee la solucién trivial (0,0,0).

Calculamos el determinante de la matriz del sistema para clasificarlo:
5 2 -1 0 bm—-3 —-b5m—21
Fl =F —5F,
detA=|1 1-m m+4|= =1 1-m m+4
Fi = F3 —2F,
2 =3 1 0 2m—-5 —-2m-—7
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Desarrollamos por la primera columna y nos queda

bm—3 —bHhm—21
2m -5 —-2m-—7

5m—3 bm+ 21
2m —5 2m—+7

det A = —

=0Bm—-3)2m+7)—(2m—5)(5bm+21) =
= 10m® +29m — 21 — (10m® + 17m — 105) = 12m + 84 = 12 (m + 7).
Deducimos pues que
e SimeR—{-7}, elsistema es compatible determinado,
e Sim = —7, el sistema es compatible indeterminado.

Vamos a resolverlo en este dltimo caso (m = —7) utilizando el método de Gauss.

5 2 -1 0}1 8 =301 8 =30
1 8 -3 0|0 =38 14 00 =19 7 O
2 -3 1 00 =19 7 0]0 O 0

Entonces
T =\,
z+8y—32=0,
= /A=z/ = y =T\
—19y + 72 =0,
z =19\

La tnica solucién en la que z = 19 ocurre cuando A = 1, que corresponde al caso en el que

z=1y=17 z=19. [

Ejercicio 4 Sean A(—3,4,0), B(3,6,3) y C(—1,2,1), los vértices de un tridngulo.

(a) [0’75 puntos] Halla la ecuacién del plano 7 que contiene al tridngulo.

(b) [0°75 puntos] Halla la ecuacién de la recta que es perpendicular a 7 y pasa por el origen de

coordenadas.
(c) [1 punto] Calcula el drea del trigngulo ABC.

— —
Sorucion : Dado que los vectores AB = (3,6,3) — (—3,4,0) = (6,2,3) y AC = (—1,2,1) —

(—3,4,0) = (2,—-2,1) generan la direccién del plano 7, un vector normal al plano es
_ — —
nr | AB x AC = (6,2,3) x (2,—-2,1) = (8,0,—16) | (1,0,—2).

Entonces 7 es de la forma = — 2z + k = 0, y para contener al punto A (—3,4,0) es obligatorio
que k=3. Asi, r=x—22+3=0.
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La recta r que es perpendicular a 7w debe tener como vector director al propio vector normal al
plano (o, = Ny = (1,0,—2)) y, sabiendo que pasa por el origen de coordenadas, sus ecuaciones

paramétricas son:

T =\,
r=g y=0,
z= =2\

Finalmente, el drea del tridngulo ABC es

A:%‘EXA—C)‘Z% ‘ (8,0,—16>‘=§ ’ (1,0,—2>‘=4¢5u-c-s-

1.5. Modelo 5

1.5.1. Opcién A

Ejercicio 1 Se sabe que la grafica de la funcién f : R — R definida por f (2) = 23 + az® + bz +c

es la que aparece en el dibujo.

(a) [1'25 puntos] Determina f.

(b) [1°25 puntos] Calcula el drea de la region sombreada.

[2

SoLucion : Es claro que f' (z) = 322 + 2ax + b. Por lo observado en la representacién grafica, la
funcién f se anula en x = —2 y en x = 1. Esto impone dos rectricciones sobre los pardmetros a,

by c. La tercera condicién hay que buscarla en el minimo relativo, que esté claramente en x = 1.
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No se puede utilizar que en x = —1 haya un méximo relativo porque, realmente, la gréfica no lo

deja del todo claro (aunque, a posteriori, es cierto). Entonces tenemos las condiciones:
f(=2)=0 < 4a—2b+c=28,
f(1)=0 S a+bt+c=-1,

ff(1)=0 < 2a+b=-3.

Resolvemos el sistema utilizando el método de Gauss:

4 -2 1 8 |1 1 1 -1 11 1 -1
1 1 1 -1 0 -6 -3 12 01 2 1
2 1 0 -3 |0 -1 -2 —-11{00 9 18
Entonces ¢ = 2, b = —3 y a = 0 y la funcién resulta ser f (z) = 2° — 3z + 2. Ademds, el drea
pedida es
1 4 2 z=1
3z 1 3
A= 8 _3r42)dr= (2 -2 49 = (-—242)-(@4-6-4)=
s Ll il S MUE Ch S0 R
3 27
:7——6 = —.
4 (=6) 4
]
: 24z +3
Ejercicio 2 Sea f la funcién definida para x # 2 por f (z) = %
x_

(a) [1 punto] Estudia y determina las asintotas de la grafica de f.
(b) [0’75 puntos] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

(c) [0’75 puntos] Calcula, si existen, el méximo y el minimo absolutos de f en el intervalo [0, 2)
(puntos en los que se obtienen y valores que alcanza la funcién)

Sorucion : El dominio de f es R —{2}. Dado que el denominador de f se anula para x = 2, pero

en este punto no se anula el numerador, es claro que hay una asintota vertical en x = 2, siendo

(x—1)(z—3)
lim f(z)= lim ————~ = 400, lim f(z) = —occ.
Jlim f(x) = lim ——02 Jim_f(z)
Como el grado del numerador es una unidad mayor que el grado del denominador, la funcién
racional f posee una asintota oblicua a ambos lados, cuya ecuacién, y = mx + n, se determina

con los pardmetros

2_ 4 3
m= i SO gy, T oATES
r—too I xr—+o0 x4 — 2x
2 2
¢ —4dr+3— (¥ — 2x
n= lim (f(x)—mz)= lim ( ) = -2
z—+o00 z—+o00 x — 2
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Entonces la asintota oblicua a ambos lados es la recta de ecuaciéon y = x — 2. Para estudiar su
monotonia, calculamos su primera derivada:
(20 —4)(z—2)— (2 —4z+3) 22 -4z +5

f(x) = @27 = 27 >0,

(porque el numerador no tiene raices reales) lo que implica que la funcién f es estrictamente
creciente en su dominio, dom f = R —{2}. Con estos datos ya podemos dibujarla para tener una

idea de su comportamiento:

Se puede observar entonces que f no posee méximo en el intervalo [0, 2) ya que, como sabjamos,
lim,_,5- f () = 400. Sin embargo, si posee minimo absoluto en [0,2), ya que es estrictamente
creciente (el minimo lo tendria en el extremo inferior y el méximo en el superior) y el intervalo

es cerrado por su extremo inferior:

min (£,10,2)) = £ (0) = —.

Ejercicio 3 [2'5 puntos] Alvaro, Marta y Guillermo son tres hermanos. Alvaro dice a Marta: si te
doy la quinta parte del dinero que tengo, los tres hermanos tendremos la misma cantidad. Calcula

lo que tiene cada uno si entre los tres juntan 84 euros.

Sorucion : Llamemos a, m y g a las cantidades que poseen Alvaro, Marta y Guillermo, respec-
tivamente. Las condiciones del problema determinan tres ecuaciones distintas, aunque las dos

dltimas vienen juntas porque los tres hermanos poseerian el mismo dinero.

a+m+ g =84,
a +a
a——=m+—- =g.
5 5 7
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Escribimos estas tres ecuaciones de la forma usual y resolvemos el sistema por el método de

Gauss:
a+m+g =84, a+m+g=84,
a—g—m+g
5_ 5a = 3a—5m—0,
a
a——- =g, 4a — 5g = 0.
5
1 1 &4 1 1 1 84 11 1 &4
3 =5 0 0 0 -8 -3 —-252 0 4 9 336

4 0 -5 O 0 -4 -9 =336 || 0 0 15 420

La tnica solucién de este sistema es a = 35, g = 28 y m = 21, por lo que concluimos que Alvaro
tiene 35 euros, Marta 21 euros y Guillermo 28 euros. |
Ejercicio 4 Considera el punto A(0,—3,1), el plano 7 = 2z — 2y + 3z = 0 y la recta
z—3

5

r=x+3=y=

(a) [1 punto] Determina la ecuacién del plano que pasa por A y contiene a 7.

(b) [1'5 puntos] Determina la ecuacién de la recta que pasa por A, es paralela a 7y corta a .

Sorucion : Llamemos « al plano que contiene al punto A y a la recta r. Este plano estd de-
terminado porque pasa por el punto A (0,—3,1) y su direccién estd generada por los vectores
U= (1,1,2) y v = m, donde A, es cualquier punto de la recta r (por ejemplo, podemos
elegir A, (—3,0,3)). Entonces v = 14—7~1>4 = (0,-3,1) — (-3,0,3) = (3,—3,—2). Asi, un vector

normal al plano « es

1 3 4 2
TallTexv=|1|x| =3 |=] 8 ||
2 —2 —6 -3

Por tanto, el plano « tiene una ecuacién de la forma 2z + 4y — 3z + k = 0, y para contener al
punto A (0,—3,1) debe ser k = 15. Asi, deducimos que el plano que contiene a A y a r es el
plano a =2z + 4y — 32+ 15=0.

Llamemos ahora s a la recta que pasa por A, es paralela a w y corta a r. Por ser paralela a
7, cualquier vector director de s debe ser perpendicular al vector normal a 7 (s L ﬁﬁ). Como
sabemos que s corta a r, llamemos B al tinico punto de interseccién entre las rectas (si hubiese
m4ds, las rectas serfan iguales y lo descubririamos més adelante). Como B = r N s, el punto B

debe ser de la forma

r=-34 A,
Ber = /TE Y=\ / = B:()\—3,)\,2)\—3).
z=-34 2\,
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Entonces un posible vector director de s es
s —
UWs=AB=(A—3,A+3,2\+2).
Como sabemos que este vector es ortogonal a 7 », podemos determinar el pardmetro :

Us L, & (A=3,A+321+2)-(2,-2,3)=0 <«
& 6A-6=0 & =1

Entonces s = (—2,4,4) || (1,—2,—2) y como sabemos que s pasa por el punto A (0, —3,1),

concluimos que

T = A,
s=Q y=—-3-2)
z=1-=2\.

1.5.2. Opcién B

ax® +b

Ejercicio 1 De la funcién f : (0,+00) — R definida por f(x) =

tangente a su gréfica en el punto de abscisa z = 1 viene dada por y = —2.

se sabe que la recta

(a) [1'5 puntos] Calcula a vy b.

(b) [1 punto] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

Sorucion : Como la recta tangente en z = 1 es y = —2, tenemos dos datos: f (1) = =2y f/(1) =

0. Con estos dos datos y sabiendo que f' (z) = %, podemos determinar los pardmetros a y b:

fF)=—2 & a+b=-2
F(1)=0 & a—-b=0.

Asi, a = b= —1y la funcién f es

Para estudiar su monotonfa, calculamos su primera derivada:

23;3;—(:1:2+1) 22 —1 1— a2
! — —
fi(z) =~ 5 =—— = 5

x T T
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Sus unicos puntos criticos son z = 41, pero como su dominio | 0,400 [, despreciamos el valor

negativo. Estudiamos el signo de la derivada en la siguiente tabla.
f! + Min -
f o 7 1 N

Concluimos que f es creciente en | 0,1 [ y decreciente en | 1,400 [. Concretamente, su grafica

€S

y\l-_‘_-

=1

Ejercicio 2 [2'5 puntos] Sea f : R — R la funcién definida por f (x) = x?sen (2x). Calcula la
primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (0,1).

Sorucion : Determinamos la integral indefinida de f integrando por partes dos veces:

u =2, du = 2x dx 22 cos 0
/xzsen2x dx = cos 2 :——/(—xcos2x)d:v:
dv=sen2z dr, v=— 5 2
u=2 du = du m20082m+msen2:n 1/se 97 d
= o9 | =— - = n2x do =
dv = cos2x dxr, v = Senar 2 2 2
r?cos2x wsen2x  cos2x (1—2;1:2) cos 2x + 2x sen 2x
A 4

Para que f (0) =1 la constante C' debe valer
1 3
1=f0)=-+C & C=-
y asi la funcién f es
3+ (1 - 21:2) cos 2z + 2x sen 2x
1 .

f(x) =
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Ejercicio 3 Considera el sistema de ecuaciones

r+my+z = 0,
r+y+mz = 2
mr+y+z = m.

(a) [1 punto] ;Para qué valor de m el sistema tiene al menos dos soluciones?

(b) [1'5 puntos] jPara qué valores de m el sistema admite solucién en la que z = 17

Sorucion : Para que el sistema tenga, al menos, dos soluciones distintas, debe ser compatible

indeterminado. En este caso, el determinante de la matriz del sistema se anulara:

1 m 1 Fl=F— R 1 m 1
detA=|1 1 m|= =0 1-m m-1]|=

[ —
m 1 1 Fy = Iy —mh 0 1-m? 1-m
1 m 1 1 1
=(1-m?- |0 1 —1|=@1-m)? _
1+4m 1
0 1+m 1
1 -1
=(1-m)*. =(1-m*m+2).
(=mpe| = Aem e
Los tnicos valores que anulan al determinante son m; = 1 y mg = —2. Estudiamos cada caso

con el método de Gauss.

1 1 10 1 1
mi =1, 1 2100 Sistema incompatible,
1 100

S O =
O = O

11
11

1 -2 1 0 1 -2 1 0 1 -2 1 0
mo = —2, 1 1 -2 2 0o 3 -3 2 0 3 -3 2 Comp. indet.
-2 1 1 =240 -3 3 =210 0 0 O

Por consiguiente, el tnico caso en el que el sistema posee dos soluciones distintas es el caso en

el que m = —2.

Supongamos ahora que hay alguna solucién en la que z = 1. Desde luego, m # 1 porque si

m = 1 el sistema es incompatible. En este caso, si x = 1, el sistema queda como sigue:

1+my+2=0, my+z=—1,
14+y+mz=2, & y+mz=1,
m+y+z=m, y+z=0.
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Utilizando el proceso de Gauss, tenemos:

m 1 -1 1 1 0 1 1 0

1 m 1 0 1-m -1 |0 1-m -1

1 1 0 0 m—1 1 0 0 0
Asi, sabiendo que m # 1, la matriz del sistema y la matriz ampliada tienen el mismo rango
(dos), y entonces el teorema de Rouché-Frobenius garantiza que el sistema es compatible, es
decir, existe alguna solucién. Concluimos pues que si m € R — {1}, siempre existe una solucién

en la que x = 1 que, aunque no se pida en el ejercicio, podemos decir que es

Ejercicio 4 Se sabe que las rectas

r=1+t
T—y+z=3
r=q y=-1-1¢ y s =
6x + 2z = 2
z=b+1t

estdn contenidas en un mismo plano.

(a) [1’25 puntos] Calcula b.

(b) [1'25 puntos] Halla la ecuacién del plano que contiene a las rectas r y s.

Sorucion : Llamemos 7 al plano que contiene a las rectas r y s, y vamos a calcularlo directamente.
Un punto de 7 es A, (1, —1,b) y un vector director, u, = (1, —1,1). Igualmente, un punto de s
es As (0,—2,1) y un vector director, s || (1,—1,1) x (3,0,1) = (-1,2,3) || (1,—2,-3). Como

— — ‘
r,s C m, los vectores u, y u s estdn sobre el plano, por lo que un vector normal a 7 es

Asi 7 es de la forma 5x+4y —z+k = 0, y como contiene al punto A (0, —2, 1), obligatoriamente

k =9. Concluimos que el plano que contiene a r y a s es el plano 7 = 5z + 4y — 2+ 9 = 0.

Ademsds, para que 7 contenga a la recta r, también debe contener al punto A, (1,—1,b), por
lo que
5—4-b+9=0 <& b=10.
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1.6. Modelo 6 - SEPTIEMBRE

1.6.1. Opcién A
Ejercicio 1 De una funcién f : R — R se sabe que f(0) =2y que [’ (z) = 2x.

(a) [1 punto] Determina f.

(b) [1’5 puntos] Calcula el drea de la regién limitada por la gréfica de f, por el eje de abscisas y

por las rectas de ecuacién z = -2y z = 2.

Sorucion : Dado que f estd definida en R y su derivada es f’(z) = 2z, sabemos, integrando
indefinidamente, que f (z) = 22 + C, donde C es una constante de integracién. La condicién

inicial f (0) = 2 nos dice que C = 2, por lo que se concluye que f (z) = 22 + 2.

El drea de la region pedida, utilizando la simetria par de f, es

Ejercicio 2 Sea f: R — R la funcién definida por f (z) = (z — 1)% e 2.

(a) [0’5 puntos] Halla las asintotas de la grafica de f.

(b) [1'5 puntos] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f y calcula, si
exsten, sus extremos relativos o locales y sus extremos absolutos o globales (puntos en los que

se obtienen y valores que alcanza la funcién)

(c) [0’5 puntos] Esboza la grafica de f.

2
Sorucion : Dado que f (z) = (x — 1)2 e ¥ = (xc%l) y la exponencial es estrictamente positiva, la
funcién f es continua en R y, por lo tanto, no posee ninguna asintota vertical. Estudiemos qué

ocurre en +oo. Por un lado, en —oo, no hay indeterminacién.

lim f(z)= lim (x— 1)26733 = lim (—z-— 1)2 e’ = (+0) - (+00) = 400.

T——00 T——00 Tr—400
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Igualmente, no hay asintota oblicua en —oo, ya que

—1)2e" —z—1)%¢”
lim L (z) = lim 7@: )e = lim 7( x )e =
r——00 I r——00 X r—+00 —T
242241
— fm EEEEHL e (+00) - (+00) = —o0.
r—-400 xX

Sin embargo, a la derecha se produce una indeterminaciéon que se salva utilizando dos veces la

regla de L’Hopital:

. (-1 0 /o
lim f(z)= lim T—/Indet.g/—

r—-+00 r—-+00
2(x—1 2
— Im M:/Indet. f/: lm = = 0.
r——+00 el o0 r—4o00 e¥

Por tanto, solamente y = 0 es asintota horizontal a la derecha.

Para estudiar su monotonfa y sus extremos relativos, calculamos su primera derivada:
fl@)=2(x—-1) e+ (x—1) (—e®)=@-1e*2-(z-1)=e"(z—-1)3—1).

Dado que la exponencial no se anula, los tinicos puntos criticos de f son x = 1y « = 3.
Analizamos su monotonia utilizando el signo de f’ con la siguiente tabla (téngase en cuenta que
la exponencial es estrictamente positiva)

f ~ M 4+ Max - f creciente en | 1,3,

f N3N

Monotonia

f decreciente en | —o0o,1[U]3,+00].

Es claro ahora que en (1, f (1)) = (1,0) hay un minimo, y en (3, f (3)) = (3, ;13) hay un méaximo.
El primero es un minimo absoluto porque f (1) = 0 y la funcién f es no negativa (siempre
f()y=0< (z— 1)2 e ® = f(x)). Sin embargo, en x = 3 hay un mdaximo relativo, ya que f

toma valores arbitrariamente grandes al ser lim f(z) = +o0.
r——00

1.0

4
Maéximo relativo en <3, 3> ,

e
Extremos 0:5

Minimo absoluto en (1,0).
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Ejercicio 3 [2'5 puntos] En una excavacién arqueolégica se han encontrado sortijas, monedas
y pendientes. Una sortija, una moneda y un pendiente pesan conjuntamente 30 gramos. Ademds,
4 sortijas, 3 monedas y 2 pendientes han dado un peso total de 90 gramos. El peso de un objeto
deformado e irreconocible es de 18 gramos. Determina si el mencionado objeto es una sortija, una

moneda o un pendiente, sabiendo que los objetos que son del mismo tipo pesan lo mismo.

Sorucion : Llamemos s al peso de una sortija, m al peso de una moneda y p al peso de un

pendiente. Las condiciones del problema nos indican que se verifican las relaciones
s+ m+p =30,

4s 4+ 3m + 2p = 90.

Dado que tenemos dos ecuaciones independientes con tres incégnitas, el sistema es compatible
indeterminado. Podemos pensar que el problema tiene infinitas soluciones pero realmente no es
cierto, ya que hay condiciones intrinsecas al enunciado (como que el peso no puede ser negativo,
s,m,p > 0) que nos van a permitir resolver la cuestién que se nos plantea. Si restamos a la
segunda ecuacién el triple de la primera, encontramos que s — p = 0, o lo que es lo mismo,
s = p (una sortija pesa lo mismo que un pendiente). Entonces la primera ecuacién dice que
2s + m = 30. ;Puede una sortija o un pendiente pesar 18 gramos? Si fuese asi, se tendria que
s = p = 18, pero entonces la primera ecuacién afirma que 36+m = 30, lo que es imposible ya que
m > 0 (el peso de una moneda no puede ser negativo). Por consiguiente, el objeto irreconocible

que pesa 18 gramos es una moneda. ]

. z—2
Ejercicio 4 Considera un planor=z+y+mz=3ylarecta r=zx=y—1= 5

(a) [0’75 puntos/ Halla m para que 7 y 7 sean paralelos.
(b) [0°75 puntos] Halla m para que 7 y 7 sean perpendiculares.

(c) [1 punto] ;Existe algin valor de m para que la recta r esté contenida en el plano 7?7

Sorucion : Un vector normal al plano es 7, = (1,1,m) y un vector director de la recta r es

Uy = (1,1,2). Entonces

rllred, ln,eu, N,=01+1+2m=0cm=—1.
m — 2 0
rlred, | m,e W xni =0 m-2 |=[0|em=2
0 0

Por otro lado, para que r C m, es necesario que r || 7 y que un punto de r esté contenido en

m. Como ya hemos demostrado, la primera condicién implica que m = —1. Entonces 7 seria el
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plano 7 =z +y — z = 3. Un punto de la recta r es A, (0,1,2). Dado que 0 +1—2 = —1 # 3, el

punto A, no pertenece a 7, y asf la recta r nunca puede estar contenida en el plano 7. [

1.6.2. Opcién B

Ejercicio 1 De una funcién f : [0,5] — R se sabe que f(3) = 6 y que su funcién derivada estd
dada por
ox — 2, si O<z<l,

f'(z) =

22 —6x+8, si 1<z<b5.
(a) [1 punto] Determina la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa
xr=3.

(b) [1'5 puntos] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f y calcula sus
extremos relativos o locales (puntos en los que se obtienen y valores que alcanza la funcién).

Sorucion : Dado que f (3) = 6 (porque lo dice el problema) y f’ (3) = 32—6-3+8 = —1, tenemos
todos los datos necesarios para encontrar la recta tangente
y=fB)=f0@) (-3 & y-6=-(2-3) & y=9-uz

Para estudiar la monotonia y los extremos de f, estudiamos el signo de f’. Para ello, calculemos

sus puntos criticos
, 2
x€]0,1] , f(x):O<:>5x—2:O<:>x:g.
rell,s[,  fx)=0s2>-6x+8=0sxc{24}).
Entonces la siguiente tabla nos indica su monotonfa y sus extremos

1 — Min + + Mix — Min +
foo0N 2 1 /2 N, 4 5

Deducimos que f es creciente en ] %, 2 [ U J4,5[ y es decreciente en ]0, % [ U]2,4[. Ademas, f

posee minimos relativos en x = % y en x = 4, y un méximo relativo en x = 2. Para calcular sus

correspondientes imdgenes por f, no queda mds remedio que integrarla.

Como el enunciado afirma que f/(1) = 3, la funcién f es derivable en z = 1 y, por tanto,

continua en x = 1 (en particular, sabemos que es continua y derivable en |0, 5[, aunque el
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enunciado no da nada a entender de lo que ocurre en los extremos). Integrando la funcién

derivada tenemos que

52
%—Qx—i—(}’l, si O<x <,

fla) =

3

?—3332—}—83:—}—02, si 1<z<5b,

donde C; y Cs son sendas constantes de integraciéon. Podemos determinarlas utilizando la condi-

cién inicial f(3) = 6 y el hecho de que f es continua en x = 1.

fB)=6 & 6+C2=6 & Cy=0,

1 16 29
Por tanto,
2
2
5%—2x+€9, si O<x<l,
fla)=1
%—3x2+8x, si 1<z<5,

y tenemos las imagenes

que nos garantizan que

N /\/
) 1
Midximo relativo en <2, 30>, 4T
Mini lati 2 133 4 16 1
inim Ty o - | T

os relativos en 530 y '3
0 } | +Hi—
0 2 4

En los extremos £ = 0 y x = 5 no sabemos si f alcanza un valor éptimo porque no sabemos si

es continua en dichos puntos (obsérvese que la derivada sélo estd definida en |0, 5]). |

8
. 1
Ejercicio 2 Considera la integral definida I :/ — dx.
3 1+z—-1

(a) [1'25 puntos] Exprésala mediante el cambio de variable /1 4+ 2 — 1 =1¢.
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(b) [1°25 puntos] Calcula I.

SorLucion: Sit =+/14x — 1, podemos despejar x como sigue
Vitr=t+1l & l+a=0t+1)° & o= +2t+1) -1 =1 +2¢

Entonces do = (2t +2)dt = 2(t +1)dt. Ademds, siz = 3,t(3) = V4 —1=1,ysiz =8,
entonces ¢ (8) = v/9 — 1 = 2. Asi, la integral I queda de la forma

8 1 21
I:/ dx:/ —2(t+1) dt.
3 1+$—1 1 t

Para calcular I utilizamos las propiedades de linealidad de la integral definida:

t=2

2 2
t4+1 1
1:2/ +dt:2/ <1—|—)dt:2<t+ln\t\] =
1 3 1 t t=1

:2[(2+ln2)—(1+ln1)} =2(1+1n2).

|
a b ¢
Ejercicio 3 Sabiendo que |A| = | d e f | =2, calcula, indicando las propiedades que utilices,
g h 1
los siguientes determinantes:
(a) [1 punto] |-3A|y|A7|.
c b a
(b) [0’7T5 puntos] | f e d
2i 2h 2g
a b a—c
(c) [0'7T5 puntos] | d e d—f
g h g—i
Sorucion : Es claro que
—3a —3b —3c
|—3A4|=| —=3d —3e —3f | =(-3)4m4.|A] = (-3)® 2= 54,
-39 —-3h -3

donde se ha utilizado tres veces que si un mismo nimero multiplica a todos los elementos de una

linea (fila o columna) de una matriz cuadrada, entonces su determinante queda multiplicado por
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dicho nimero. Por otro lado, como |A| = 2 # 0, la matriz A tiene inversa. Esta debe verificar,
por definicién, que A- A~! = I3, siendo I3 la matriz identidad de orden 3. Como el determinante

de un producto de matrices cuadradas es el producto de sus determinantes, se tiene

1 1
-1 -1
Por otro lado,
c b a c b a a b ¢
f e d|=2|f e d|=-2|d e [f|=-2-2=-4,
21 2h 2g i h g g h 1

donde la segunda igualdad se justifica en el hecho de que al intercambiar dos lineas paralelas
(filas o columnas) de una matriz, su determinante cambia de signo. Finalmente, dado que al
sumarle a una linea (fila o columna) de un determinante una combinacién lineal de las restantes

lineas paralelas el determinante no varia, tenemos que

a b a—c a b —c a b c
d e d—f|=/C4=C3-C1/=|d e —f|=—|d e f|=-2
g h g—1i g h —i g h i

Ejercicio 4 Sean los planos my =2 4+y—2+5=0 y m=x+2y+2+2=0.

(a) [1'5 puntos] Calcula las coordenadas de punto P sabiendo que estd en el plano 71 y que su

proyeccién ortogonal sobre el plano 2 es el punto (1,0, —3).

(b) [1 punto] Calcula el punto simétrico de P respecto de 7.

Sorucion : Llamemos @ (1,0, —3) € 72 al punto sobre el que se proyecta ortogonalmente el punto
P € 7 y llamemos 7 a la recta que pasa por los punto P y ). Evidentemente, como P se proyecta
sobre o ortogonalmente sobre el punto (), la recta r es ortogonal al plano s, luego posee como
vector director al vector normal al plano 72 (o, = 75, = (1,2,1)). Si tenemos en cuenta que

Q € r, la recta 7 queda determinada por las ecuaciones paramétricas

x=1+ A,
r= y = 2],
z2==34+ A

Como P € r, este punto debe ser de la forma (1 + X,2\, A — 3), pero como también P € 7y,

podemos determinar P como la interseccién entre r y my:
P=rnm={2(1+XN)+22-(A=-3)+5=0}.
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La tnica solucién de esta ecuacién, 3A + 10 = 0, es A = —13—0, lo que nos proporciona el punto
p(_7T_ 20 _D
3737 3 )

Llamemos ahora P’ al punto simétrico de P respecto de la recta r. Entonces @Q es el punto

medio entre Py P’, por lo que

— = — 720 19 10 20 10 13 20 1
PP =2PQ e p = +2P0 = -+~ _22) 4o 2 ) (22 1)
Qep =p+2PQ <3’ 3 3)+ <3’3’3> <3’3 3)

13 20 1
de donde se deduce que P’ (3, 3 3). [ |

A. Roldan



