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Opcién A

Ejercicio 1 [2’'5 puntos] De la funcién f : R — R definida por f (z) = ax® + bz? + cx + d se

sabe que tiene un maximo en x = —1, y que su gréfica corta en el punto de abscisa x = —2 y tiene

un punto de inflexion en el punto de abscisa = 0. Calcula a, b, ¢ y d sabiendo, ademds, que la

recta tangente a la gréfica de f en el punto de abscisa x = 2 tiene pendiente 9.

Sorucion: Es claro que f'(z) = 3ax? + 2bx + ¢ y que f”(z) = 6ax + 2b. Transformamos los

datos del problema en cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas:

Méximo en z = —1 = f'(-1)=0
Corta OX en z = —2 & f(=2)=0
Punto inflexib(n enx =0 = f7(0)=0
Pendiente 9 en x = 2 s f(2)=9

=
=
=
=

3a —2b+c =0,
—8a+4b—2¢c+d =0,
20 =0,

12a 4+ 4b+c = 9.

De la tercera condicién se deduce que b = 0. Asi, las condiciones primera y cuarta se transforman

en 3a+c =0y 12a + ¢ = 9, cuya unica solucién es a = 1 y ¢ = —3. Por tltimo, la segunda

condicién nos obliga a que d = 8a — 4b 4+ 2¢ = 2. Asi

a=1,b=0,¢c=-3,d=2 = f(z)=12>-3z+2
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Ejercicio 2 Se sabe que las dos gréaficas del dibujo corresponden a la funcién f : R — R definida

por f (x) = 22 €* y a su funcién derivada f".

(a) [1 punto] Indica, razonando la respuesta, cual es la grafica de f y cual la de f’.

(b) [1'5 puntos] Calcula el drea de la regién sombreada.

SorLucion : La forma més rdpida de determinar cudl es f es mirar sus puntos de corte con el eje
OX, ya que se ve en la grafica que la funcién (1) se anula dos veces (en x = —2 y en z = 0),
mientras que la funcién (2) sélo se anula en un dinico punto (z = 0). Dado que la funcién f (z) =
22 e® sélo se anula si = 0 (porque la exponencial es estrictamente positiva), podemos afirmar
que obligatoriamente f ha de ser la funcién (2). Su funcién derivada, f’(z) = (2% + 2z) €%, se
anula dos veces, en x = —2 y en x = 0, por lo que debe ser la funcién (1). Coherentemente,

donde f tiene un minimo (z = 0) y un maximo (x = —2), la funcién f’ se anula.

El drea pedida es

A:/O (f (@) - /' (@)) dx:/O (2% & — (4 +22) &) dx:_z/oxew da.

2 —2 -2

Utilizando el método de integracién por partes, el drea anterior es

U=z, du = dx =0 0
A= = -2 (wem} —/ e’ dx| =
dv=e*dzr, v=e¢€" r=—2 -2

= _2< (x—1) ex:|:t::0 ==-2(-¢"— (-3¢7%)) =2 <1—3> = w

T=—2
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2 1 0O 1 0 1 20
Ejercicio 3 Sean las matrices A = , B= yC = .
3 -2 3 -1 2 -1 1 4

(a) [1 punto] ;Tiene A inversa? En caso afirmativo, calcdlala.

(b) [1'5 puntos] Determina la matriz X que cumple que A- X + C - B = B - B!, siendo B! Ia

matriz transpuesta de B.

Sorucion: Dado que det A = —7 # 0, la matriz A es inversible y su inversa es
1 -2 -1
Al = — = :
-7 ( =3 2 ) ( -7 )

La ecuaciéon matricial es muy secilla, pues
A-X+C-B'=B-B' & A-X=B-B'-C-B'=(B-0)-B"' &
& X=A"1(B-0) B.

ESTISCRN (1O
==

Haciendo operaciones con matrices

1(2 1 0 1 0 1 20 -1
X == : - 2 1 | =
)0 ) ()]
0 4

1 -1
12 1 1 -1 0 1(2 1 1 -2
7(3 2)(4 —9 2) 7(32) (2 10)

0 4

4

z + 2y = 6,

Ejercicio 4 Considera el punto P (2,0,1) y la recta r = { 5
z=2.

(a) [1 punto] Halla la ecuacién del plano que contienea Py ar .

(b) /1’5 puntos] Calcula el punto simétrico de P respecto de la recta r.

Sorucion : Llamemos 7 al plano que contiene a P y a r. Evidentemente, m viene determinado

—
por el punto P y los vectores 4, (director de la recta r) y A,P, donde A, es cualquier punto

A. Roldén




de la recta r. Elijamos, por ejemplo, A, (2,2,2), de donde AP = (0,—2,—1), y elijamos como
vector director de r al producto vectorial

Ar U

Un vector normal al plano 7 puede elegirse asi:
—_—
Tie = Uy X Ay P =(2,-1,0) x (0,-2,-1) = (1,2, —4).

Entonces una ecuacion general del plano 7 es de la forma x 4+ 2y — 42 + k = 0, y para que el
punto P (2,0,1) pertenezca a este plano, obligatoriamente k = 2 y, asi, una ecuacién de 7 es
T=x+2y—4z+2=0.

Para calcular el punto P’, simétrico de P respecto de r, llamemos « al plano perpendicular
a r que pasa por P. Cualquier vector normal a o es paralelo a cualquier vector director de r,
por lo que podemos tomar 7, = 4, = (2,—1,0). Asi «a =2z —y+ k' =0, y para que P (2,0,1)
pertenezca a « es necesario que k' = —4, por lo que a@ = 2x — y — 4 = 0. Llamemos @ al tinico

punto donde r corta a «. Sus coordenadas vienen dadas por

T2y =0 14 8 Q

= m = e = 7*2 . *
Q r «a z 27 <5757>

20 —y=4.

— 4 8
Entonces PQ) = <5, 5 1), y dado que Q es el punto medio entre P y P’, se concluye que
P — — — 4 8 18 16
PP =2PQ & p' =7 +2PQ=(2,01)+2 (-,-,1)=(—,=.3),
55 55
18 16
lo que significa que P’ (5, = 3>. [ |
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Opcién B

2+ 1
s

Ejercicio 1 Sea f la funcién definida para = # 0 por f (z) =

(a) [1 punto] Estudia y determina las asintotas de la grafica de f.

(b) [1 punto] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f y calcula sus ex-

tremos relativos o locales (puntos en los que se obtienen y valores que alcanza la funcién).

(c) [0’5 puntos] Esboza la grafica de f.

Sorucion : Como en el punto x = 0 se anula el denominador de f pero no el numerador, el eje
de ordenadas z = (0 es una asintota vertical de f, siendo

lim f(z) =—-00, lim f(x) = 4oc.

xz—0~ xz—0t

Ademas, dado que f (z) = % =z+ %, la recta y = x es asintota oblicua de f a la izquierda

v a la derecha, lo cual también se puede demostrar observando que

2 1 2 1— 2
m L) — Pl 1 = dim (f@)-ma)= lim T g,
r—+o00 r—+o00 x

m =

r—+oo I r—+oo I

Por otro lado, dado que f' (x) = $2x§1, los inicos puntos criticos de f son x = 4+1. Un sencillo

estudio del signo de la derivada de f (teniendo en cuenta que su denominador es siempre positivo)

demuestra que

I + Miax -— — Min +
f Jo-1oN 0N 1 S
f creciente en | —oo, —1[U] 1,400, Méximo rel. en (—1,—2),
Monotonia Extremos
f es decreciente en | —1,0[U]0,1]. Minimo rel. en (1,2).

Asi, la gréfica de f es la adjunta.

4 //
T -
2T 7
I 7~
: : — -
4 2 7 2 4
X
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Ejercicio 2 Considera la funcién f : R — R definida por f (z) = e=*/2.
(a) [0°75 puntos] Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa
z = 0.

(b) [1'75 puntos] Calcula el drea de la region acotada que estd limitada por la gréfica de f, la
recta de ecuacién x = 2 y la recta tangente obtenida en (a).

Sorucion : Dado que f'(z) = —% e %2, se tiene que f’(0) = —%. Como f(0) = 1, la recta

tangente es:

/Il
Y

Entonces el drea pedida es

2 9 _ 27 2=2
A:/ <e_x/2—x> da::(—Ze_r/Q—a:—l—z =
0 2 4 =0

2 2 e—2
<——2+1>—(—2—0+0):1—:e .
e e e

Ejercicio 3 Considera el sistema de ecuaciones

THyY+z= -2,
Az + 3y +2=-7,

r+2y+ (A +2)z=-5.

(a) [1'5 puntos] Clasifica el sistema segtn los valores del parametro \.

(b) [1 punto] Resuelve el sistema cuando sea compatible indeterminado.
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Sorucion : Calculamos el determinante de la matriz del sistema utilizando las propiedades de los

determinantes.
11 1 F = F,— 3F
detA=| -\ 3 1 =
1 2 A+2 Fy = F3 =21
1 1 1
= -A=-3 0 -2 |= / desarrollando por la segunda columna /
-1 0 A
B -A=3 =2 | | A+3 -2 |
a -1 x| | 1 x|

=AA+3)+2=N+3N+2=A+1)(A+2).

Evidentemente, el determinante sélo se anula si A € {—2,—1}, por lo que es inmediato que si
A€ R—{-2,—1}, el sistema es compatible determinado. Analizamos los dos casos que quedan

utilizando el método de Gauss:

1 1 1 -2 1 1 1 -2 1 1 1 =2
A= -1, 131 —-7102 0 -5 {01 0 —3]| Incompatible.
1 2 1 =5 01 0 -3 0 0 0 1
111 =211 1 =211 1 -2
A= -2, 2 3 -71101 -1 =3 |0 1 -1 -3 | Comp. indeterminado.
1 0 -5 01 -1 -3 00 O 0

La clasificaciéon completa del sistema es

o SideR—{-2,—1}, el sistema es compatible determinado.

e Si A= —1, el sistema es incompatible.
e Si A = —2, el sistema es compatible indeterminado.
En particular, el sistema es compatible indeterminado cuando A = —2, y su solucién en este

CcasoO €S

TH+Yy+z=-2,
= [p=z/ = y=p—3

x=-2u+1,
{ y—Z:—B,
z = l.

Ejercicio 4 Sean los vectores 07 = (0,1,0), 7o = (2,1,—1) y 73 = (2,3, —1).
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(a) [0’75 puntos] ;Son los vectores Uy, ¥ y U3 linealmente dependientes?

(b) [0’75 puntos/ ;Para qué valor de a el vector (4, a + 3, —2) puede expresarse como combinacién

lineal de los vectores ¥, U y U3?

(c) [1 punto] Calcula un vector unitario y perpendicular ] y a ¥s.

Sorucion : Para estudiar la dependencia o independencia lineal de los vectores, calculamos su

determinante:

o
—
o

det (?71,172,173) = 2 1 —1 = 0,
2 3 -1
porque la primera y la tercera columnas son proporcionales. Por consiguiente, ¢, U2 y U3 son
linealmente dependientes. Es claro ahora que #3 es combinacién lineal de ¢, y ¥5. Asi, para ver si
@ = (4,a + 3, —2) puede expresarse como combinacién lineal de ¥, U2 y U3, estudiamos si puede

expresarse en funcién de ¥ y ¥ estudiando el siguiente determinante
0 1 0

det (01,02, %) = | 2 1 -1 | ==
4 a+3 -2

Al ser este determinante siempre nulo, el conjunto {71, U2, i} es linealmente dependiente, por lo
que siempre se puede expresar @ como combinacion lineal de ¥ y Us. A posteriori, parece obvio

observar que @ = (a — 3) U1 + 2k, y ahora la conclusién es obvia (son l.d.).

Finalmente, un vector perpendicular a ¢ y a ¥ es su producto vectorial

0 2 -1 1
171 X 172 = 1 X 1 = 0 ” 0 = 0.
0 —1 —2 2
Como | w | = v/5, los tnicos dos vectores unitarios y perpendiculares a la vez a ¥ y a 7 son

los vectores

+U ==

b=+—=(1,0,2) = [ £-,0,£7
’w’w (’7) 5” 5

ot

1 1 ( V5 2\/5>
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