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Opcién A

Ejercicio 1 De un problema de programacion lineal se deducen las siguientes restricciones:

1
v < 0+y

4z 4 3y > 60, y < 30, 5 x>0

, y > 0.

a) (2 puntos) Represente graficamente la regién factible del problema y calcule sus vértices.
b) (0’5 puntos) Maximice en esa regién la funcién objetivo F' (z,y) = = + 3y.

c) (0’5 puntos) ;Pertenece el punto (11,10) a la regién factible?

Sorucion : Dibujamos las rectas que definirdn la regién factible R, y elegimos entre las regiones

que se forman.
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Calculamos los puntos de corte de las rectas:

4x + 3y = 60 4x + 3y = 60 20 —y =10
y =30 20 —y =10 y =30
15

a::—?,y:30 r=9, y=8 x =20, y=30

Resulta entonces que los vértices del recinto son A (0,20), B(0,30), C(20,30) y D (9,8). El
Teorema Fundamental de la P.L. nos garantiza que la funcién F (x,y) = x + 3y alcanza maximo
y minimo absolutos en la regién acotada R, y que estos extremos deben estar situados en sendos

vértices del recinto, por lo que evaluamos F' en los puntos anteriores:
F (0,20) =60, F(0,30) =90, F(20,30)=110, F'(9,8)=33.

Deducimos, pues, que el méximo absoluto de la funcién £ en el recinto R es 110, que se alcanza
en el punto (20, 30).

Finalmente, observamos que el punto (11,10) no pertenece a la regién factible, pues no

cumple que z < (10 + y) /2 (se ha dibujado en la representacién anterior). [

97, siz <1,
Ejercicio 2 Sea la funcién f : R — R definida por f (z) =

224+ mz+5, siz>1.
a) (1 punto) Calcule m para que la funcién sea continua en = = 1.

b) (1 punto) Para ese valor de m, jes derivable la funcién en z = 17

c) (1 punto) Calcule la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f en x = 0.

Sorucion : Para que la funcién sea continua en x = 1, deben coincidir los limites laterales en

x = 1 entre si y con el valor de la funcién en el punto. Entonces:

FU)=f)=2'=2

fAY)=1+m+5=m+6

fA)=r(1") =51 & m+6=2 & m=-4

Por tanto f es continua en x = 1 si, y sélo si, m = —4. Para este valor, la funcién derivada de

f es, al menos:
27.In2, siz <1,

20 —4, siz > 1.
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Para que f sea derivable en z = 1, los limites laterales de f’ en z = 1 deben coincidir, pero eso

no ocurre ya que:

ffA7)= lim f'(z)= lim (2*-1In2)=2In2

e )£ 5 (1).
fat) = 11’1]1r1+ ' (z) = 11’1]1r1+ (2x —4) = -2

Como estos limites laterales son distintos, la funcién f no es derivable (en ningin caso) en x = 1.

Finalmente, la recta tangente a f en x = 0 se calcula con los valores f(0) = 2° = 1y
f'(x) =2°In2 = In2, y resulta ser:

y—fO)=f(0)(z—-0) < y—-1=(n2)z < y=1+zkn2.
Asi, la la recta tangente a fenx =0esy =1+ xIn2. [

Ejercicio 3 En un espacio muestral se sabe que para dos sucesos A y B se verifica:

p(ANB)=01, p(A°nBY) =06, p(A/B)=05.

a) (0’75 puntos) Calcule p (B).
b) (0’75 puntos) Calcule p (AU B).

c) (0’5 puntos) ;Son Ay B independientes?

SorLucion : Despejamos la probabilidad de B de la férmula de la probabilidad condicionada:

A\ _p(ANB) _p(AnB) 01
p< )_p(B) = p(B) 0'2.

B
La probabilidad de la unién de A y B se puede calcular aplicando las leyes de De Morgan y la

p(A/B) 05

probabilidad del suceso contrario, pues:
0'6 = p (A° N BY) :p<(AUB)C> =1-p(AUB) = p(AUB)=1-06=04

Finalmente, calculamos la probabilidad del suceso A con la férmula de la probablidad del suceso

p(AUB)=p(A) +p(B)-p(ANB) =
= p(A)=p(AUB)+p(ANB)—p(B)=04+01-02=03.

Como p (A) =0'3 y p(A/B) = 0’5, los sucesos A y B no son independientes, porque sus valores

no coinciden. u
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Ejercicio 4 Se sabe que las puntuaciones de un test siguen una ley Normal de media 36 y desviacién
tipica 4'8.

a) (1 punto) Si se toma una muestra aleatoria de 16 individuos, jcudl es la probabilidad de que la

media de esta muestra sea superior a 35 puntos?

b) (1 punto) ; Qué porcentaje de muestras de tamafio 25 tiene una media comprendida entre 34 y
367

Sorucion : Sea X la variable aleatoria que mide la puntuacién obtenida en el test por una persona
elegida al azar. De esta variable sabemos que X — A (u = 36,0 = 4'8). Llamemos Xi5 a la
variable aleatoria que mide la media obtenida al tomar muestras independientes de tamafio 16.

Entonces sabemos que:

Xig o N (u, %) — N <36, jl%) = N (36,1'2),

y tras tipificar la variable aleatoria,

Xi16 — 36
12

Entonces la probabilidad de que la media de una muestra de tamano 16 sea superior a 35 puntos

Z = — N (0,1).

€sS:
X1 — 36 _ 3536
12 12

p(X16>35)=p< >=p(Z>—0/83):p(Z§0'83):

= [ mirando la tabla de la normal N (0,1) | = 0'7967.

Llamemos ahora Xos5 a la variable aleatoria que mide la media obtenida al tomar muestras

independientes de tamano 25. Razonando como antes, sabemos que:

Xos > N </J,, ;ﬁ) =N (36, j%) =N (36,096) = Z=

Entonces, el porcentaje de muestras de tamano 25 que tiene una media muestral comprendida

Xps — 36
425 — 0 0.1).
vog . N0

entre 34 y 36 es:

34 — 36 _ Xo5 — 36 - 36 — 36
0’96 0’96 0’96

p(34<X25<36):p< >=p(2’08<Z<0):
—p(0<Z<208) =p(Z<208) —p(Z<0)=

=09812 — 0’5 = 04812 = 48’12 %.
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Opcién B

2 3 9
Ejercicio 1 a) (1’5 puntos) Halle la matriz A que verifica ( L5 > A= < 93 ) :

b) (1’5 puntos) Clasifique y resuelva el sistema formado por las tres ecuaciones siguientes:
T—3Yy+22=0, —2x+y—2=0; z-8y+5z2=0.

SoLucion : Podemos expresar la igualdad dada como B - A = C, donde:

(21 ()

La matriz B posee inversa, ya que su determinate es no nulo, y su inversa se puede calcular con

1 1 (5 -3
B l=_—_ adjB'= — :
do B 13 <1 9 )

Entonces la matriz A se puede despejar de la siguiente forma:
A:B_l-C:i 5 —3 9 :i -39 _ -3 '
13 1 2 28 13 65 5

Por otro lado, el sistema:

la conocida férmula:

x—3y+22=0,
—2z+y—2z=0,
z—8y+52=0

siempre tiene alguna solucién porque es homogéneo (sus términos independientes son todos nulos
y el sistema admite la solucién trivial z = y = z = 0). Lo resolvemos utilizando el método de

Gauss-Jordan.

1 -3 2 o1 =320t =3 2 o0 v 3y 422 =0,
2 1 -1 0|0 =530/ 0 5 =30
1 -8 5 0o =5 30ll0 o0 0 o0 5y — 32 =0.

Deducimos que el sistema es compatible indeterminado uniparamétrico. Para resolverlo, podemos
asignar a z el valor de una variable indeterminada m. Pero entonces al despejar la incégnita y nos
aparecerian fracciones. Para evitar esto, vamos a llamar z = 5m, donde m € R, y asi podemos
despejar:

oy —3z2=0 = y=—=——=3m,

=3y —2z=9m — 10m = —m.
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Por tanto, todas las soluciones del sistema son:

T = —m,
y = 3m,
z = bdm,
donde m € R es cualquier nimero real. [ |

Ejercicio 2 a) (2 puntos) Sea f la funcién definida para todo nimero real = por f (z) = ax®+ba.
Determine a y b sabiendo que su gréfica pasa por el punto (1, 1) y que en ese punto la pendiente

de la recta tangente es —3.

1
b) (1 punto) Si en la funcién anterior a = 3V b = —4, determine sus intervalos de monotonia y

sus extremos.

Sorucion : Como la grafica de f pasa por el punto (1,1), sabemos que f (1) = 1. Ademads, la
pendiente de la recta tangente en x = 1 es —3, por lo que f’ (1) = —3. Como f’ (z) = 3az? + b,
traducimos estas dos condiciones en ecuaciones que cumplen los coeficientes a y b:
F)=1 & a+b=1
= a=-2, b=3.
ff(1)=-3 & 3a+b=-3

Por otro lado, si a = 1/3 y b = —4, la funcién f y su primera derivada son:
1 1
f(m):§x3—4x, f’(x):§3x2—4::c2—4.

Como [’ se anula en & = £2, hacemos una tabla como la siguiente para estudiar la monotonia
de la funcién f y sus extremos relativos.

I ® Mix © M &

f o2\ 2 )/

Como (—2)? 16 23 16
f(—z):T—‘l(—?):?, f(2):§—4'2=—§,

podemos describir la monotonfa y los extremos relativos de f como sigue:

f es creciente en |—o0, —2[ U |2, +o0],
Monotonia
f es decreciente en |—2,2].

. . 16
f posee un méaximo relativo en | —2, 3 )
Extremos relativos

16
f posee un minimo relativo en (2, —3) .
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Ejercicio 3 Una urna A contiene tres bolas azules y cuatro rojas y otra urna B contiene dos bolas

azules, dos rojas y dos negras. Se extrae, al azar, una bola de una de las urnas.

a) (1 punto) Calcule la probabilidad de que la bola extraida sea roja.

b) (1 punto) Si la bola extraida resulta ser azul, jcudl es la probabilidad de que proceda de la urna
B?

Sorucién: Llamemos A, Ry N a los sucesos aleatorios “extraida una bola al azar, ésta resulta
sea azul”, “roja” o “negra”, respectivamente, y llamemos Uy y Up a los sucesos “elegida una
urna al azar, ésta resulta ser la urna A” o “la urna B”, segun sea el caso. Como no se indica lo
contrario, la probabilidad de elegir una u otra urna es la misma, por lo que p (Ua) = p (Up) = 0'5.

Dada la composicion de las urnas, conocemos las probabilidades a priori:

AN_3 RN _4 AN_2_1 RN _1 Ny _1
P\uy) —7 P\oy) 7 P\ug) "6 3 P\ug) "3 P\ug) ~ 3

que representamos en el siguiente diagrama en arbol:

3/7 A

Ua
1/2 R
/ R

1/2 1

Ug

/3 4

I/\R
1/3

/ N

Por consiguiente, aplicando el teorema de la probabilidad total, la probabilidad de que la bola

extraida sea roja es:

p(R)zp(UA)m(U]i) +p(UB)-p<UB> :%éj%%_f‘

De la misma forma, podemos calcular la probabilidad de que la bola extraida sea azul:

p(A)=p(UA)-p<Uf.:> +p(UB)-p<UB> :%.%%é:i
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y esta probabilidad nos sirve para aplicar el teorema de Bayes en el célculo de la probabilidad

de que, extraida una bola azul, ésta provenga de la urna B:

A)” T pA 5 16

o(2) W) op(d) 347

Ejercicio 4 Se sabe que (45'13,51'03) es un intervalo de confianza, al 95 %, para la media de una

variable aleatoria que sigue una distribucién Normal con desviacién tipica 15.

a) (0’5 puntos) ;Cuél es el error cometido?

b) (1’56 puntos) Calcule, con el mismo nivel de confianza, el tamafio muestral minimo necesario

para que el error cometido no sea superior a 1’8.

Sorucion: Como el intervalo de confianza para la media es (45'13,51'03), la media muestral

obtenida es el punto medio entre sus extremos:

45'13 + 51/03
- —; — 4808,

y el error maximo cometido al calcular el intervalo es la distancia entre la media y cualquiera

de los extremos del intervalo de confianza, es decir:

E = 48'08 — 4513 = 2/95.

Por otra parte, supongamos que queremos cometer un error maximo F < Ey = 1’8 al

p=1—a=95 % de confianza. Entonces el tamano minimo muestral n que se debe tomar debe

n> (2022 i
- EO b

donde o = 15 es la desviacién tipica, Eg = 1’8 es el maximo error admisible y z, /2 es el tnico

cumplir:

nimero real que cumple que p (Z >z, /2) = /2 = 0’025, siendo Z una variable con distribucién
Normal estdndar. Como disponemos de una tabla de colas a la izquierda, traducimos esta condi-

cién con el suceso complementario, es decir, p (Z < 2z, /2) =1- 0025 = 0/975. Buscamos este
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valor en la tabla de la distribucién Normal estdndar, encontrando el valor critico 2,/ = 1'96.

Asi, el tamafnio minimo muestral debe cumplir:

2 / 2 2
Za/2 0 1'96 - 15 49 2401 ,
> = _— — - — ~ 2
"= ( Eo ) ( '8 ) (3> 9 ooTE,

por lo que tomaremos una muestra de, al menos, 267 individuos. [ |
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