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Opcién A
-2 1 T —T
Ejercicio 1 Sean las matrices A = 0o 1 0| X= y e Y= 2
-1 3 0 -2 z

a) Determine la matriz inversa de A.

b) Halle los valores de x, y, z para los que se cumple A- X =Y.

SorucioN : El determinante de la matriz A es:
1 =2
detA=1| 0

1 =(0+0+0)—(-14+0+0)=1.
~1 3

o O =

Como este determinante es no nulo, sabemos que la matriz A posee inversa, y vamos a calcularla.

Su matriz de menores de orden dos es:

Cambiando el signo de los elementos que ocupan posicion par, encontramos la matriz adjunta
A de A, que es:

0 0 1
A=| 3 1 -1
-1 0 1
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Como el determinante de A vale 1, su matriz inversa coincide con la traspuesta de su matriz

adjunta, por lo que concluimos que la matriz inversa de A es:

Por otro lado, la ecuacién matricial A- X =Y se expresa de la siguiente manera:

—x 1 -2 1 T T —2y—2
2 =Y=A4-X= o 1 0 |- Yy = Yy ,
z -1 3 0 -2 3y —x

que es equivalente al sistema:

T—2y—2=—x, 20 — 2y = 2,

y =2, < y =2,

-+ 3y = 2, —x+3y—2z=0.
De la segunda ecuacién, y = 2. Entonces, de la primera ecuacién se tiene que z = y + 1 = 3.
Y la tercera ecuacién nos dice que z = —z + 3y = —3 + 6 = 3. Por tanto, la tinica solucién del
sistemaesx =3,y=2y z=3. [ |

Nota 1 Observa que aunque la matriz A es inversible, el sistema no se resuelve considerando

Y = A1 X, ya que tanto en X como en'Y hay incégnitas.

Ejercicio 2 Para la funcién f : R — R definida de la forma f (z) = 823 — 8422 + 240z, determine:

a) Su monotonia y sus extremos relativos.

b) Su curvatura y su punto de inflexién.

Sorucion : Calculamos la primera derivada de f para estudiar su monotonia y sus posibles ex-
tremos relativos:
£ (z) = 242® — 168z + 240 = 24 (2* — Tz + 10) .

Sus puntos criticos (donde se anula la primera derivada) son:

x_?i\/49—4-10_7i3
o 2 2

fllx)=0 & 22-Tx+10=0 < &z € {2,5}.
La siguiente tabla nos indica tanto la monotonia como los extremos relativos de f:

" + Miax — Min +
/7 2 X 5

A. Roldén




Por tanto, podemos decir que f es (estrictamente) creciente en |—o0o,2[ U |5, +00], y es (estric-

tamente) decreciente en ]2, 5[. Como
F(2)=64—336+480 =208 y f(5) = 1000 — 2100+ 1200 = 100,

podemos también afirmar que f posee un méximo en (2,208) y un minimo en (5,100) (ambos
son extremos relativos porque las funciones polinémicas de grado tres, consideradas sobre R, no

estdn acotadas ni superior ni inferiormente).

Para la curvatura razonamos de manera similar utilizando la segunda derivada:

" (x) = 48z — 168 = 24 (22 — 7); f”(m):0<:>x:;.

El tnico candidato a punto de inflexién tiene abscisa © = 7/2, y como f"(7/2) = 48 # 0,

confirmamos que se trata, efectivamente, de un punto de inflexién. Dado que

3 2
f (;) =38 (;) — 84 (;) + 240 ; = 343 — 1029 + 840 = 154,

deducimos que el dnico punto de inflexién de f es el punto (%, 154). Ademads, la curvatura se

estudia en la siguiente tabla:
1 - PIL +
f n 5 U

que nos dice que la funcién f es céncava en |—oo, 7/2[ y convexa en |7/2,+0o0l. ]

Aunque no se nos pide (y es mejor no hacerlo si no se nos solicita), tenemos datos suficientes

como para dibujar la funcién f.

y300

200

0+—+—+—+——+—+—F+—+m—
X

Ejercicio 3 La baraja espafiola consta de diez cartas de oros, diez de copas, diez de espadas y diez
de bastos. Se extraen dos cartas. Calcule razonadamente la probabilidad de que, al menos, una de

las dos cartas sea de espadas en los siguientes supuestos:

a) Si se extraen las cartas con reemplazamiento.
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b) Si se extraen las cartas sin reemplazamiento.

Sorucion : Llamemos F; al suceso “elegida la :—ésima carta al azar, ésta resulta ser de espadas”.
Es claro que p (F1) = 10/40 = 1/4, porque hay 40 cartas y, de ellas, 10 son de espadas, y también
sabemos que p (Elc) = 1—p(F1) = 3/4. El suceso en el que al menos una de las dos cartas es de
espadas es el suceso unién A = Eq U Es, pues o bien la primera carta es de espadas, o bien lo es
la segunda, o bien lo son las dos cartas extraidas. Tenemos que calcular la probabilidad de este
suceso utilizando las propiedades que conocemos; por ejemplo, sabemos que este suceso es la
unién disjunta de dos posibilidades: o bien la primera es de espadas (y ya da igual la segunda),

o bien la primera no es de espadas y la segunda sf lo es. De esta forma, tenemos:

E; E

p(B1UEy) =p(Ey) +p(E2\E1) =p(Ey) +p(EY NEy) =

—p(E1)+p(Ef)-p<glé>-

Las probabilidades p (E1) y p (Elc ) son conocidas, y la probabilidad condicionada p (E2 / Elc )
es la que varfa segin si hay o no reemplazamiento. Si hay reemplazamiento, la probabilidad de
que la segunda carta sea de espadas no depende de lo que haya pasado en la primera (los
sucesos son independientes), y asf p (E» JE{ ) = 1/4. Si no hay reemplazamiento y la primera
carta no es de espadas, en la baraja quedan 39 cartas y 10 de ellas son de espadas, por lo que
D (Eg / Ef ) = 10/39. Por consiguiente, la probabilidad de que alguna de las dos cartas extraidas

sea de espadas es:

P(ElUEz)ZP(El)er(ElC)'p<E2> =

EY
(1 + 51 ih 1 ient
-+ - - i reemplazamien
113 7 sihay reemplazamiento,
) = + 5. 10 i h 1 ient :
— + — - —, sino hay reemplazamiento
(1771 39 y reemp
7 . .
16’ si hay reemplazamiento,
] 23 :
=5’ si no hay reemplazamiento.

Nota 2 Una forma, quizd mds sencilla, de realizar el ejercicio anterior consiste en pasar al

complementario: lo contrario de que alguna carta sea de espadas, (F1 U EQ)C, aplicando las leyes
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de De Morgan, es que ninguna de las dos cartas sea de espadas, es decir, Elc N EQC Entonces:

p(BLUE) =1-p((B1UE)") =1-p(BC N ES) =1 -p(E) -p(BS /EF) =

( 3 3 . .
1-— 117 O hay reemplazamiento,
: 1 3. 29 i no h l ent :
— — - —, s no hay reemplazamiento
L 139’ Y p
16’ st hay reemplazamiento,
] 23 .
g0 SiMO hay reemplazamiento.

\

Ejercicio 4 En una muestra aleatoria de 256 individuos se ha obtenido una edad media de 174
afios. Se sabe que la desviacién tipica de la poblacién Normal de la que procede esa muestra es de

2 anos.

a) Obtenga un intervalo de confianza al 95 % para la edad media de la poblacién.

b) ;Cuél debe ser el tamafio minimo de la muestra para que el correspondiente intervalo de confianza,
al 90 %, tenga de amplitud a lo sumo 0’57

SorLucion : Sea X la variable aleatoria que mide la edad de una persona de esa poblacién, elegida
al azar. De esta variable sabemos que X — N (u,0 = 2), siendo la media p desconocida. Se
elige una muestra de tamano n = 256, que arroja una media muestral de Z = 17’4 anos. Como

la poblacién de partida es Normal, el intervalo de confianza solicitado es:

1.C. :] :Eizap% [
Para aplicar esta férmula, es necesario calcular el valor critico z, /5 al nivel de confianza del 95 %
(0 lo que es lo mismo, a un nivel de significacién @« =5 % = 0'05). Para ello, recordamos que el
numero z,/7 es el inico nimero real que cumple que p (Z > 2, /2) = /2 = /025, siendo Z una
variable con distribucién Normal estdndar. Como disponemos de una tabla de colas a la izquierda,
traducimos esta condicién con el suceso opuesto, es decir, p (Z < 2z, /2) =1-0025 = 0'975.

Buscamos este valor en la tabla de la distribucién Normal estdndar, encontrando el valor critico
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ZQ/Q = 1,96

De esta forma, el intervalo de confianza es:

2
I.C.:] iiza/g% {:] 17’4i1'96-ﬁ =] 17440245 [ =
n

=] 17'155,17'645 |.

Esto significa que la edad media de la poblacién estd, al 90 % de confianza, entre 17155 y 17'645

anos.

Por otro lado, para que la amplitud del intervalo de confianza sea A = 0’5 anos, su error maxi-
mo admitido serd F = A/2 = (0’25 afios. Razonando como antes pero ahora al 90 % de confianza,
buscamos en la tabla de la distribucién Normal estdandar el valor (1 + p) /2 = (1 +09) /2 = 0/95,
lo que nos proporciona el valor critico z,/5 = 1’645 (serfan aceptables las aproximaciones por
defecto 1’64 y por exceso 1’65, aunque nosotros hemos tomado un valor intermedio). Con estos

datos, el tamafio minimo que debemos tomar en una muestra es:

Za 2 /1645 -2\ 2
nZ( /20) :< 645 > — 13162 = 173/19.

E 025
Por tanto, deberd tomarse una muestra de, al menos, 174 individuos. [ |
Opcién B

Ejercicio 1 Consideramos el recinto del plano limitado por las inecuaciones:

y—x <4 y+2x>7 2rx—y+13>0;, xz>0; y=>0.

a) Represente el recinto y calcule sus vértices.

b) Halle en qué puntos de ese recinto alcanza los valores maximo y minimo la funcién F' (z,y) =
4o + 2y — 1.
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Sorucion : Llamemos R al recinto buscado. Una forma de dibujar sus bordes consiste en hacer
igualdades las desigualdades y calcular los puntos en los que estas rectas cortan a los ejes de
coordenadas.

4 ) (=40 ) (350) 13 ] 650
y— =4 { 0.4 y+2 =17 { o) 2 +y =13 {(0713)

Con estos puntos, ya podemos dibujar los bordes del recinto.

Calculamos dénde se cortan las rectas distintas de los ejes coordenados:

—r+y=4 —rx+y=4 20 +y="17
20 +y="7 20 +y =13 20 +y =13
r=1,y=5 xr=3, y="7T Incompatible

Se observa que la segunda y la tercera rectas son paralelas, ya que no se cortan. Con esta informa-

cién y mirando las inecuaciones determinamos el recinto deseado y sus vértices correspondientes.

yoh
6__
1 Asi, los vértices del recinto R son
4__
! R (3'5,0), (65,0), (1,5) y (3,7).
2__
e
2 4 6 8
X

El Teorema Fundamental de la Programacion Lineal afirma que la funcién F (z,y) = 4o+ 2y —1
alcanza méximo y minimo absolutos en la regién acotada R, y que estos extremos deben estar

situados en sendos vértices del recinto, por lo que evaluamos F' en los puntos anteriores:

F(3'5,0)=14—1=13, F (6'5,0) =26 — 1= 25,
F(1,5)=4+10-1=13, F(3,7) =12+ 14 —1 = 25.
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Observamos que el valor maximo de F' es 25 y su valor minimo es 13. No obstante, estos extremos
no se alcanzan en puntos aislados, sino que observamos que hay dos vértices consecutivos del
recinto en los que se alcanza el méximo por un lado y el mfnimo por otro. Entonces sabemos
la funcién F' toma el mismo valor en todos los puntos del segmento cerrado que une vértices
consecutivos al mismo nivel. Esto significa que la funcién F' alcanza su valor méximo en el recinto
R en todos los puntos del segmento cerrado de extremos (6'5,0) y (3,7). Igualmente, su valor

minimo se alcanza en todos los puntos del segmento cerrado de extremos (3'5,0) y (1,5). ]

Ejercicio 2 a) Halle los valores de a y b para que la recta tangente a la grafica de f (z) = ax® —b
en el punto (1,5) sea la recta y = 3x + 2.

b) Para g (z) = e!™® 4+ L (x + 2), calcule ¢’ (1).

Sorucion : Como la grifica de f pasa por el punto (1,5), sabemos que f (1) = 5. Ademsds, la
pendiente de la recta tangente en x = 1 es 3, por lo que f'(1) = 3. Como f'(z) = 2axz,

traducimos estas dos condiciones en ecuaciones que cumplen los coeficientes a y b:

a—b=25,

<~
& 2a=3.

)
f)y=3
De la segunda ecuacién, a = 3/2 y entonces b=a—5=3/2—-5=—7/2.

Por otro lado, la primera derivada de g es:

1 1
! _ J-x — 1-—x
g (@)= () —
y evaluando en x = 1 resulta que:
1 1 2
")=-"+ — =—-14-=-2.
g ==+ 3 3773

Ejercicio 3 En una urna hay cuatro bolas blancas y dos rojas. Se lanza una moneda, si sale cara

se extrae una bola de la urna y si sale cruz se extraen, sin reemplazamiento, dos bolas de la urna.

a) Calcule la probabilidad de que se hayan extraido dos bolas rojas.

b) Halle la probabilidad de que no se haya extraido ninguna bola roja.

Sorucion : Llamemos ¢ y X a los sucesos que ocurren cuando al lanzar la moneda aleatoriamente,

sale cara o sale cruz, respectivamente. Como suponemos que la moneda no estd trucada, es claro
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que p (¢) = p(x) = 1/2. De la misma forma, llamemos R; y B; a los sucesos “extraida la i—ésima
bola al azar de la urna, ésta ha resultado ser roja” o “blanca”, respectivamente. La probabilidad
de que se hayan extraido dos bolas rojas es p (R1 N R2), pues tanto la primera como la segunda

deben ser rojas. Tenemos entonces el siguiente esquema con las siguientes probabilidades:

13 Iy

/ .
e
/ ",

Antes de sacar alguna bola hay que tirar la moneda. Entonces el hecho de que salgan dos bolas
rojas puede ocurrir, en principio, habiendo salido cara o habiendo salido cruz. Por tanto, tenemos
la unioén disjunta:

RiNRy=(cNRiNRyU (>< NRiNRy).

Sin embargo, el primer suceso es imposible ya que si sale cara, sélo se extrae una bola, y entonces
la segunda no puede ser roja porque no hay una segunda bola (¢ N Ry N Ry C ¢cN Ry = 9).
Queda entonces solamente el segundo suceso, X N Ry N Ro, en el que después de salir cruz, se
extraen dos bolas que resultan ser rojas. De esta forma, aplicando el teorema de la probabilidad

compuesta y teniendo en cuenta el anterior esquema en arbol:

p(R1ﬂR2)Zp(XﬂRlﬂRQ)Zp(X)-p<R1>-p< Ry >:1.1.1:1'

X x N R,

Esto demuestra que la probabilidad de que se hayan extraido dos bolas rojas es 1/30.

Llamemos ahora A al suceso “ninguna de las bolas extraidas al azar es roja”. Razonando de
forma similar, este suceso puede ocurrir habiendo salido antes o bien cara o bien cruz, por lo

que podemos descomponerlo como la unién disjunta:
A=(cnA)(xNA,

y esto nos lleva al teorema de la probabilidad total:
A A
pA)=plenA)+p(xnA)=pl)-p{_)+p(x)-p{ ).
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Si sale cara, sélo se extrae una bola; por tanto, el hecho de que ninguna bola extraida sea roja

significa que la tnica que se ha sacado es blanca, y asi:

(2)-+(2)-3

Por otro lado, si ha salido cruz, se extraen dos bolas, y que ninguna sea roja significa que las

dos bolas que se sacan son blancas. Entonces:

() (222) - (2) () 5

Recapitulando toda la informacién que tenemos:

ot w
(G111 )

p(A)Zp(C)-pCl) +p(><)-p<f> =%%+%-§:%

De esta forma, la probabilidad de que ninguna bola extraida sea roja es 8/15. [ |

Ejercicio 4 En una granja avicola se ha tomado una muestra aleatoria de 200 polluelos de pato,

entre los cuales se encontraron 120 hembras.

a) Halle un intervalo de confianza, con un nivel del 98 %, para la proporcién de hembras entre estos

polluelos.

b) Razone, a la vista del intervalo encontrado, si a ese nivel de confianza puede admitirse que la

verdadera proporcién de hembras de pato en esa granja es 0,5.

SorLucion : Como hay 120 hembras en una muestra de tamafio n = 200, la proporcién muestral
de hembras entre los polluelos de pato es p = 120/200 = 0'6. Dado que n > 30, n-p = 200-0'6 =
120>5yn-(1—p)=200-04 =280 > 5, podemos utilizar la aproximacién de De Moivre para
obtener la férmula de intervalo del confianza para la proporcién poblacional de hembras, que es:
) [

n

1.C.= | p 24/

Para aplicar esta férmula, es necesario calcular el valor critico z, /5 al nivel de confianza del 98 %
(o lo que es lo mismo, a un nivel de significacién a = 2 % = 0'02). Para ello, recordamos que el
numero z, /o es el inico nimero real que cumple que p (Z > 2, /2) = «a/2 = 001, siendo Z una
variable con distribucién Normal estdndar. Como disponemos de una tabla de colas a la izquierda,
traducimos esta condicién con el suceso opuesto, es decir, p (Z < za/g) =1-001 = 099.

Buscamos este valor en la tabla de la distribucién Normal estdndar, encontrando el valor critico
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Za/2 = 2'325 (también serfan aceptables las aproximaciones por defecto 2’32 y por exceso 2'33).

De esta forma, el intervalo de confianza es:
p(l—p) | 06 -04
n B 200

1.C. =

0'6 £2'325

ﬁiza/Q

[z] 0'6 £ 008 [ =
=1 0'52,0'68 [.

Esto significa que, al 98 % de confianza, la proporcién de hembras en toda la poblacién esté
entre el 52 % y el 68 %. Desde luego, a este nivel de confianza, hemos de rechazar la afirmacion
que establece que la proporcién de hembras de pato en esa granja sea del 50 % ya que el niimero

0’5 no esté dentro del intervalo de confianza que hemos determinado. [ |
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