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5.1. Introduccion

Definicion
o Las ecuaciones en derivadas parciales (e.d.p.) son expresiones de la forma

ou Ou ou 0Mu
Flx1,X0...,Xn, — — — —  _|=

ety =0,
HX' HXQ 6Xn axf1axg2...axﬁ”

donde

» F es una funcién definida en subconjunto abierto y arco-conexo de RP (p € N);
> X1,X2...,Xp Son las variables independientes;
» U=uU(X1,X2...,Xn) €s la incégnita (variable dependiente);
ou  du du Mu
ﬁxf g (9)(;2 -xkn

S B Bxg B son derivadas parciales de u;
» ki +ko+---+ky=m, kie NU{0}.

@ Ejemplos.
1) y% - xg; =0 (e.d.p. de primer orden).
2) g% - gy% =0 (e.d.p. de segundo orden).

3) 5 @ - W =sen(xy) (e.d.p. de segundo orden).
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Concepto de solucion

Definicion
o Una solucién de (1) sera una funcién u: D CR" — R tal que

» ue C™(D) (siendo D un subconjunto abierto y arco-conexo de R");

ou  du u oMu it
> XX X0, G B B m) pertenece al dominio de F

para cualquier (X1,X2...,Xn) € D;

» al “sustituir todo” se satisface (1).

o Ejemplos.

1) SigeC'(R), entonces u(x,y) = ¢(x* +y?) es solucion de y g — x5 = 0.

2) Sig,y € C'(R), entonces u(x,y) = ¢(x)+(y) es solucién de 5— =0.

ou\2 . . . .
3) La ecuacién (g;‘) + (g—‘y‘) =0 s6lo admite como soluciones a las funciones constantes.
2 du 2 _ : :

4) La ecuacién (ax) +(W) 41 =0 no tiene soluciones (reales).

@ Podemos ver que las soluciones de las e.d.p.'s dependen de funciones. Recordemos que las soluciones de las
ecuaciones diferenciales ordinarias dependen de parametros.
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5.2. Ecuaciones en derivadas parciales lineales

Definicion
o Diremos que una e.d.p. es lineal si la funcién F que la determina es lineal en u
y todas sus derivadas.

o Ejemplos.
1) gig ‘9 Y+ u—sen(x)+xy =0 es lineal de segundo orden.
2) ya—x——+u =0 no es lineal.

e Una familia especialmente importante son las e.d.p’s lineales de segundo orden.

oy LY Fa(xy) o2+ b(xy) o S olx.y)u= ()

82u
A(X,y)—
(x.y)5 5 +B(x. y) 32

0x ay
donde A,B,C,a,b,c,fe C(2), siendo Q C R2 abierto y arco-conexo.
Estas ecuaciones se clasifican en

1) Hiperbélicas: A = B2 —4AC >0en Q.

2) Parabélicas: A = B2 —4AC =0en Q.

3) Elipticas: A = B2—4AC <0en Q.
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Formas canonicas homogéneas (Ecuaciones cldsicas de la Fisica)

1) Hiperbdlica: la ecuacion de ondas (u = u(t, x)),
Pu_Fu_
o2 ox2
Modeliza las (“pequerias”) oscilaciones de una cuerda.

2) Parabdlica: la ecuacion del calor (u = u(t, x)),

ou &u

ot ox2
Representa la distribucién de la temperatura en una varilla.
3) Eliptica: la ecuacion del potencial o de Laplace (u= u(x,y)),
Pu  Pu
a2 a0

Esté relacionada con fenémenos estacionarios, es decir, fenémenos que no dependen
del tiempo. Por ejemplo, los estados de equilibrio que se alcanzan en la ecuacion de
ondas o en la ecuacion del calor (al tomar u = u(t, x,y)).
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5.3. La ecuacion de ondas: problema de Cauchy
(cuerda infinita)

Consideramos la e.d.p lineal de segundo orden
62 32
_U — az_u — 07
ot? ox?2

donde a € R* esta relacionada con la velocidad y u = u(t,x), V¥(t,x) € R?.
Para resolver esta ecuacién aplicamos el cambio de variables

t= 2;; o | T=xtat

x =T E=x-at ’
Con dicho cambio pasamos a una funcién v(r,&) = v(x + at,x — at) = u(t, x).
Derivamos (usando notacion de subindices)

> u(tx) = ve(1.6) T 4 ve(1.6)ér = ave(1,€) — ave(1,€).
> Un(t,X) = 82V (1,€) — @Pvig(7,€) — @2V (1,€) + @2 Ve (1,.€) =
Ve (1,6) = 28%vrg(7. ) + @ Ve (1.€).
> Ux(tX) = Ve (T, €)x + Ve(r.6)éx = v (1,6) + ve (7€)
U (1.X) = Ver(1.6) + Veg(1.6) + Vier (1.6) + Ve (1.6) = Ve (1,6) + 2vre (7,€) + vee (7, €).
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Ondas viajeras

e Sustituyendo en (2), tenemos la ecuacién
vee(1,6) =0.
@ Las soluciones de esta ecuacion son de la forma
v(7.£) = f(7) +9(¢),
donde f,g son funciones arbitrarias de C2(R?).
o Deshaciendo el cambio, las soluciones de (2) vienen dadas por la expresion
u(t,x) = f(x+at) +g(x —at).

o Lafuncion f(x + at) se puede visualizar como una onda que viaja hacia la izquierda
con velocidad a.

-aT
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5.3.1. Condiciones iniciales

o Como solucion al problema de la ecuacion de ondas (“infinita”), hemos obtenido
una familia dependiente de dos funciones arbitrarias,

u(t,x) = f(x+at)+g(x —at). )

Seria interesante determinar una Unica solucién como resultado de imponer
alguna condicién.

En este caso basta con fijar el estado inicial de la onda, esto es, fijar la posicion
y velocidad iniciales.

[

Tenemos asi un problema de condiciones iniciales o problema de Cauchy.

(Esta terminologia ya se usé en ecuaciones diferenciales ordinarias.)
U —auxx =0, V(t,x) €R?,
u(0,x) = ¢(x), Yx€eR, (4)
ut(0,x) = y(x), ¥xeR,

donde ¢,y son funciones conocidas que representan, respectivamente, la posicién

y velocidad iniciales de la onda.

@ A partir de ¢ y  determinaremos de forma Unica f y g.
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5.3.2. Solucion: la formula de d’Alembert

@ A partir de (3), derivando u parcialmente con respecto a t y tomando las
condiciones iniciales de (4), tenemos que

u(0,x) = f(x) +g(x) = ¢(x) }:> f(x) +9(x) = ¢(x) }
ur(0,x) = af’(x) —ag’(x) = y(x) f(x)-g(x) = § [ v(s)ds

f(x)=1¢ x)+21—afxw(s)ds }
) .

9(x) = Fe(x) - 75 [y w(s)ds
e Sustituyendo en (3) las expresiones de f y g obtenidas, llegamos a la férmula
de d’Alembert
t -at) 1 (xta
u(t,x) = plx+at) +p(x-al) + —f w(s)ds, V(t,x)eR2. (5)
2 2a Jx-at
Resultado

o Fijadas las funciones ¢ € C?(R) y w € C'(R), el problema de Cauchy (4) admite una
tnica solucién u e C2(R xR).

o Ademas, la solucién u(t,x) viene dada por la expresion (5).
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Ejemplo J

@ Sea el problema de Cauchy

U —4uyxx =0, Y(t,x) eR?,
u(0,x) =sen(x), YxeR,
ut(0,x) =3, YxeR.

@ Por la féormula de d’Alembert,

1 1 X+2t
u(t,x):E(sen(x+2t)+sen(x—2t))+Zf ” 3ds =
-

u(t,x) = sen(x)cos(2t) + %3((x+2t) -(x-2t)) =

u(t,x) = sen(x)cos(2t) +3t, ¥(t,x) e R,
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5.3.3. Dominio de dependencia y dominio de influencia

e Seaun punto P = (t*,x*) con t* > 0. Podemos reescribir (5) como

u(P) = u(t ) = LA B0 | [y

donde I* = [x* — at*, x* + at*].

o A lavista de esta férmula, deducimos que el valor de u en P depende de los valores
que tomen ¢ y ¥ en el intervalo I*.

@ I" se denomina “dominio de dependencia” de P.

o Graficamente tenemos la siguiente situacion.

X

t
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Podemos hacer la interpretacion anterior al contrario: fijado un intervalo /, en el
instante t = 0, s sobre que puntos ejercera su influencia?

o El conjunto de puntos afectados se denomina “dominio de influencia” de |I.

o Graficamente ahora tenemos el siguiente esquema.

,

minio de influencia de |

B

@ Observemos como influye la velocidad de la ecuacion de ondas. Si emitimos, en el
instante t = 0, una sefal en el punto xp, entonces
> se percibira en el punto yo > Xo en el instante t = Y%
> se percibira en el punto yo < xo en el instante t = %%
o Por esto se dice que, en la ecuacién de ondas, la velocidad de propagacién es finita.

”

{o.B]
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5.4. Condiciones de contorno. Problemas mixtos.

En algunos casos serd interesante imponer condiciones, en la frontera del dominio,
acerca del comportamiento del fenémeno estudiado.

Por ejemplo, en la ecuacién del potencial no tiene sentido imponer condiciones
iniciales pues estas serian automaticamente la solucién buscada.
(Recordemos que esta ecuacién modeliza fenémenos estacionarios, es decir, “constantes”.)

Hay varias posibilidades de imponer condiciones de contorno.
> Condiciones de Dirichlet: se fijan los valores de la funcion en la frontera.

» Condiciones de Neumann: se fijan los valores de la derivada (o derivadas parciales) de la
funcion en la frontera.

> Condiciones mixtas: se imponen condiciones de Dirichlet en una parte de la frontera y
condiciones de Neumann en la otra parte.

Cuando se combinan condiciones iniciales y de contorno tenemos los llamados
problemas mixtos.

Por ejemplo, en el estudio de la vibracién de una cuerda de longitud finita, debemos
considerar la posicion y velocidad iniciales (condiciones iniciales) y qué ocurre en los
extremos de la cuerda (condicién de contorno).
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5.5. La ecuacion de ondas: problema mixto (cuerda finita)

o Consideramos el problema mixto (con condiciones de Dirichlet)

Ut —alux =0, Y(t,x) € Rg x[0,4],

u(0,x) = ¢(x), ¥x€0,¢], ©)
ut(0,x) = y(x), ¥x€[0,4],

u(t,0) =u(t,l)=0, VteR],

donde a,¢ ERJr [0,40o[ y ¢,¥ : [0,£] = R son nimeros y funciones conocidos.

o Este problema representa las vibraciones (“pequefas”) de una cuerda que esta
sujeta en los extremos.
o Para que exista solucién, ¢ y  deben satisfacer ciertas restricciones (“ligaduras”).
» u(t,0)=0, YteR} = ¢(0) =0.
> u(t,0) =0, VteR+:>u,(t 0)=0, YteR} = y(0)=0.
> u(t,0)=0, YteR} = u(t, 0)_0 Vte RS = ug(t,0)=0, VieR} =
Uxx(1,0) =0, Vt eR* =¢"(0) =
> Andlogamente, ¢(¢) =0, y(¢) = 0 y¢”(£)=0.
o En la resolucion de (6) seguiremos el método de separacion de variables.

> Primero buscamos soluciones del tipo u(t,x) = v(t)w(x) que satisfagan la ecuacién y
las condiciones de contorno.

> Después ajustamos las condiciones iniciales empleando desarrollos de Fourier.
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Separacion de variables: primer paso

o Consideramos el problema

Ut —aluxx =0, Y(t,x) € Rg x[0,4],
u(t,0) = u(t,£) =0, YteR].

o Si existen soluciones (no triviales) de la forma u(t,x) = v(t)w(x), entonces

V() _ e w0 _

i & W - A
(Dos funciones en variables distintas son iguales si y sdlo si son constantes.)

> u(t,0)=0, YteR} = v(t)w(0) =0 ViR = w(0) =0.

> u(t,6) =0, YteRS = v()w(€) =0 YteRS = w(£) =0.

> up—aluy = 0= v'(Hw(x) - alv(hw’(x) =0 =

e Combinando estas igualdades, tenemos dos problemas que resolver.
> Un problema (de e.d.o.) con condiciones de contorno en la variable x,

w”(x)+ Zw(x) =0, ¥x€[0,4],
w(0) =w(¢£)=0.
> Una ecuacién en la variable t,

V() +av(t) =0, VteR]. (9)
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Problema en la variable x (Problema (8)) J

e Las raices del polinomio p(r) =r?+ % nos dan las soluciones de la ecuacion.

@ Segun el signo de 4, hay tres casos en la busqueda de soluciones no triviales de (8).
> A1<0=>r, _+W = w(x) = ee™* 4 Be¥.
Por las cond|C|ones de contorno, la Unica posibilidad es w = 0, que no sirve.
» 1=0=r=0 doble = w(x) =a+8x.
Por las condiciones de contorno, la Unica posibilidad es w = 0, que no sirve.

- /l>0:r+7+ﬂ1: w(x)facos( )+,Bsen(‘f )
Por las condiciones de contorno, tenemos soluciones distintas de la trivial si y sélo si
Mp—prn=12,....
o Conclusién.

» El problema (8) tiene soluciones distintas de la trivial si y sélo si

nma\?
o :(7) n=12,....
> Dichas soluciones vienen dadas por

(X)_sen(n€ ) V¥xe[0,f], n=1,2,.
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Ecuacién en la variable t (Ecuacion (9)) )

o Como buscamos soluciones de (7), s6lo tenemos que estudiar la ecuacion (9) para los
valores de A determinados al resolver (8).

e Por tanto, resolvemos las ecuaciones

nra \2
v”(t)+(%) W(t)=0, n=1,2,....
@ Las soluciones de estas ecuaciones son

nra nra
va(t) = cmcos(%t)—s—cznsen(%t), VteRJ, Cip.Con€R, N=1,2,....

Soluciones del problema (7) J

e un(t, x)_c1,,cos( z t)sen( )+02nsen( Vi t)Sen(T),V(t,x)eRgx[o,{],
Cin.Con€R, n=1,2,....
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Separacion de variables: segundo paso
(Soluciones del problema mixto para la cuerda finita)

Casos particulares J

e Sig(x) = sen( ) y ¥(x) = 0, entonces la solucién de (6) es
u(t,x) = cos(?t)sen(%), V(t,x) e Ry x[0,4].
@ Sip(x)=0y y(x) —sen(T) entonces la solucion de (6) es

4
u(t,x) = %sen(?t)sen(g), V(t.x) eRJ x[0,4].

Caso general )

@ Supondremos que las funciones ¢,y admiten los desarrollos de Fourier

X) :iwnsen(?), w(x) zgwnsen(ﬂ;).
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Soluciones del problema mixto para la cuerda finita (sigue)

Resultado

e Sea ¢ e C?([0,¢]) con derivada tercera continua a trozos que satisface las
condiciones ¢(0) = ¢(£) = ¢"'(0) = ¢”’(£) = 0.

e Sea y € C'([0,¢]) con derivada segunda continua a trozos que satisface las
condiciones ¢(0) = ¢(£) = 0.

e Entonces la solucién de (6) viene dada por la expresion

- nra ¢ nra nax
u(t,x) = [wncos(—t)—i- —z//nsen(—t)]sen(—), Y(t,x) € Rar % [0,4],
r; ¢ nra ¢ &

donde

2 (¢ 2 (¢
cpnz—f <p(x)sen(m)dx, wn:—f l//(x)sen(m)dx, n=1,2,....
¢ Jo ¢ ¢ Jo ¢

Observacion
o Los desarrollos de Fourier cambiaran de acuerdo con las funciones que se obtengan
como solucién del problema (8) correspondiente a cada caso.
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5.6. Afiadido: unicidad de solucion del problema mixto

(Método de la energia)

@ Para probar la unicidad de solucién de (6) podemos usar la funcién “energia total de la onda’.
1

3
E(t) = Ef [(un(£X))2 + 82(ue(t,X))?) o, VEeRg.
0
@ E(t) es constante. En efecto,
L 4 4
E'(t) =f {u(tx)un (1,%) + azux(t,x)uxf(t,x)}dx=f ut(t,x)u"(t,x)dx+f a®uy(t,x)ux(t,x) dx =
0 0 0
{ 4
f ur(t, x)ug(t,x) dx + a® [ux(t,x)u,(t,x)]iié—f a% Uy (1, X)ur(t,x) dx =
0 0
4
f ur(t,x) [un(t,x) - azuxx(t,x)] dx =0.
0
@ Si (6) tuviera dos soluciones uy, U, (para las mismas condiciones iniciales) entonces v = uy — u, seria solucion
de (6) con condiciones iniciales v(0,x) = v;(0,x) = 0.

@ De v(0,x) = v;(0,x) =0, ¥x € [0, (] se sigue que v,(0,x) = 0. Por tanto,
E©) = 5 [ (00 + 2 (100 dx =0.

4
0

©

Como E(t) es constante, entonces E(t) =0, YteRy .

Por consiguiente, v(t,x) = vi(t,x) = 0,V(t,x). Deducimos entonces que v es constante.

@ Como v(t,0) = 0, concluimos que v =0, es decir, Uy = Us.
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5.7. Aplicacion: guias de ondas y la ecuacion de Helmholtz

Cuando se estudia la dependencia espacial del campo en el interior de una guia de
ondas (con propagacién en z) aparece la ecuacion de Helmholtz

2 0

0°E;

ox2

2 =0
z

5y N+ h?E2(x.y) =0, (10)

(x.y)+

donde h es el “nimero de onda” (parametro real no negativo).

Un ejemplo habitual es el de guia con seccién rectangular. En tal caso E2(x,y)
esté definida en [0,a] x [0, b] (con a,b > 0) y como condiciones de contorno se
consideran

E2(0,y) = E2(a.y) =0, Vy €[0,b]; E2(x,0)=E2(x,b) =0, Vxe[0,a], (11)
es decir, se supone que la guia esta aislada del exterior del recinto [0, a] x [0, b].

Para resolver el problema de contorno (10)-(11), empleamos de nuevo el método de
separacién de variables. Por comodidad, escribiremos u(x,y) = E2(x,y).

Empezamos buscando soluciones del tipo u(x,y) = v(x)w(y).
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@ Razonando como en la ecuacién de ondas finita, tenemos que (siendo 1 € R)

Vi) W)+ hPwly)

V) w(y) -

e De E2(0,y) = Ed(a,y) = 0 se sigue que v(0) = v(a) = 0. Entonces,

{ 5,(/0(;()=+vg§)2§0 = An:(g)z, Vn(X):Sen(?), n=1,2,....

o De E9(x,0) = E9(x,b) = 0 se sigue que w(0) = w(b) = 0. Entonces,
7" 2_(nm 2 — 2
w(y)+(h2-(Z))wiy) =0 = (25 () = sen( ™). m=1.2....
w(0)=w(b) =0 b b
teniendo en cuenta que debe verificarse que h® = A +u = (2—2 + ’g—f)nz.

@ Por tanto, las soluciones de (10)-(11) del tipo u(x,y) = v(x)w(y) son de la forma

_ nrx max 4o P m? h?
unm(x,y)_sen(?)sen(T), nm=1,2,... [con §+F_F .

o También sera solucién cualquier combinacion lineal (“finita” o “infinita bien definida”)
de las funciones upm(Xx,y).
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