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1. (Brevisima) introduccién a la geometria diferencial B DEGRANADA
o

Conceptos de curva y superficie.

» Curvas (en el plano y el espacio) en forma explicita, forma
paramétrica y forma implicita:

https://www.ugr.es/~rpaya/documentos/Teleco/Fund-Mat03.pdf

(Secciones 3.1y 3.4)

» Superficies (en el espacio) en forma explicita, forma
paramétrica y forma implicita:
https://www.ugr.es/~rpaya/documentos/Teleco/Fund-Mat07.pdf

(Secciones 7.1, 7.2 y 7.3)
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2.1. Secciones cénicas R e

Las secciones cénicas son las curvas que se obtienen al cortar un
cono circular recto con un plano.

CIRCUNFERENCIA ELIPSE PARABOLA HIPERBOLA

Se obtiene una circunferencia si el plano es perpendicular al eje del cono, una
elipse si el angulo generatriz-eje es menor que el angulo plano-eje, una pardbola
si ambos dngulos son iguales y una hipérbola si el angulo generatriz-eje es
mayor que el angulo plano-egje.

4/55



UNIVERSIDAD

2.2. Cédnicas degeneradas BF ' DLGRANADA

Departamento de
Matematica Aplicada

Cuando el plano pasa por el vértice, en los casos anteriores se
obtiene un punto, una recta doble o dos rectas secantes,
respectivamente. Son cdnicas degeneradas.

V_v
AN/

Un punto Una recta Dos rectas
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3.1. Elipse (1) B DNCRANRSR
pre——

Definicién 3.1

Dados dos puntos distintos F; y F», que denominaremos focos, y
una constante 2a mayor que la distancia entre los focos, se llama
elipse de focos F1 y Fp y constante 2a al lugar geométrico de los
puntos cuya suma de distancias a F1 y F2 es 2a. Un punto P de tal
elipse cumplird la igualdad

d(P, Fl) —I—d(P, F2) = 2a.

De la misma manera que en un espacio afin euclideo es posible determinar la
ecuacién implicita de una variedad afin lineal una vez fijado un sistema de
referencia, en el caso de las secciones cdnicas se persigue el mismo objetivo,
para lo que serd necesario elegir un sistema de referencia rectangular (su base

asociada es ortonormal).
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3.1. Elipse (2) B DEGRANADA

» Para la elipse tomaremos como sistema de referencia el formado de
la siguiente manera.
» Como origen de coordenadas el punto medio de los focos.
« Como eje de abscisas la recta determinada por ellos.
» Como eje de ordenadas una recta que pase por el origen y sea

perpendicular al eje de abscisas.

> En este sistema de referencia tenemos que
T T
« F1=(c,0)" y Fo =(—c¢,0)";
~ la constante 2a es mayor que la distancia entre los focos, que
es igual a 2¢, por lo que a > ¢;
«si P= (x,y)T es un punto de la elipse entonces

\/(x—c)2+(y—0)2—|—\/(x+c)2+(y—0)2:2a.
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% UNIVERSIDAD
: DEGRANADA

3.1. Elipse (3)
» Tras desarrollar y simplificar, se obtiene la ecuacién

X2 )2 .

2=t

donde b? = a® — ¢?. Esta es la ecuacion reducida de la elipse.
.
] 1[7| //\

o o A (a.0)

2 =T ] X

(a0} Fy=(-cD)
\
,,/'/

\

Los valores a y b se denominan semieje mayor 'y semieje menor.

> Si F; = F,, entonces ¢ = 0, por lo que a = b, quedando la ecuacién
x2 4 y? = a°
Esto es, la elipse se reduce a la circunferencia de centro el origen de

coordenadas y radio a.
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3.2. Pardbola (1) - UNIVERSIDAD

DEGRANADA

Definicién 3.2

Dada una recta r y un punto F ¢ r, se llama pardbola de foco F y
directriz r al lugar geométrico de los puntos P del plano
(determinado por la directriz y el foco) que equidistan de ry F.
Esto es, los puntos P que verifican la igualdad

d(P,r)=d(P,F).

» Vamos a determinar la ecuacién cartesiana de la parabola indicada
respecto de un sistema rectangular adecuado.

« Tomaremos como eje de abscisas la recta que pasa por el foco
y es perpendicular a la directriz.

= El origen de coordenadas serd el punto equidistante de F y r.

= El eje de ordenadas es la recta que pasa por el origen y es
paralela a la directriz.
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3.2. Pardbola (2) B DR ORANRD

> En este sistema de referencia rectangular, tenemos que

T : ..
* F= (%,0) , para un cierto valor positivo p;

= la ecuacion de la directriz tendra la forma x = —g;

= un punto de la pardbola P = (x,y)T cumplird que

Pl _ . _ P Y

|+ 2] —d(P,r)—d(P,F)—\/(x 2) + -0
» Tras desarrollar y simplificar se llega a
y? =2px.

Esta es la ecuacién reducida de la pardbola (siendo el pardmetro p
la distancia entre el foco y la directriz).
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3.2. Pardbola (3)

» En la siguiente figura tenemos los elementos de la pardbola.

Vértice

¢ P )
~ T = (x.y)
\\ -I - Foeco

-~ Fje de simetria

X

s P
. F=(=.0)
directriz ( 2

r = 7_7_; gt =2pa
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3.3. Hipérbola (1) B DR ORANRD

Definicién 3.3

Dados dos puntos distintos, F1 y F», denominados focos, y una
constante positiva 2a (menor que la distancia entre los focos), se
llama hipérbola de focos F1 y F» y constante 2a, al lugar
geométrico de los puntos P cuya diferencia de distancias a F1 y F>
es 2a. Esto es, los puntos P que satisfacen

|d(P,F)—d(P,F)|=2a.

> Vamos a determinar la ecuacién cartesiana de la hipérbola indicada
respecto de un sistema rectangular adecuado.

+ Tomamos como origen de coordenadas el punto medio de los
focos.

» Como eje abscisas la recta que pasa por los focos.

» Como eje de ordenadas una perpendicular al eje de abscisas
que pasa por el origen.
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3.3. Hipérbola (2) RO

> En el sistema de referencia elegido

* los focos tienen coordenadas F; = (C,O)T y Fo = (—C,O)T;
* un punto P = (x,y)T de la hipérbola cumple la ecuacién

‘\/x—c (y —0)> — \/(x—i—c)z—&-(y—O)2 =2a.

» Desarrollando y simplificando,
2 2
2—2—%—1 donde b? = ¢? — a°

Esta es la ecuacion reducida de la hipérbola.
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3.3. Hipérbola (3)

> Los elementos de la hipérbola aparecen en la siguiente figura.

§G" UNIVERSIDAD
" DEGRANADA

7
Centro

. . ]
A Asintotas y = t=r
— //
T y
— . Veértices (=+a, 0
o / — (.0
N
A
a -/}/ v
? ey
N J £ /
/
.f”f :_2 — ﬁ =1
- [ a2 b
—
Ejés de simietria
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3.4. Expresiones de las cénicas no degeneradas B DEGRANADA

Departamento de
Matematica Aplicada

Lo visto hasta aqui muestra que, elegido un sistema de referencia
adecuado, cada una de las cénicas no degeneradas tiene asociada
una ecuacion reducida.

Es decir, a cada cénica no degenerada le corresponde una ecuacion
cuadrdtica en dos variables que adopta la expresiéon mas simple
posible.

A continuacién veremos cémo pasar de la ecuacién general
(expresién que puede ser complicada) de una cénica cualquiera a la
ecuacion reducida (expresién que, en cierto modo, serd simple) de
dicha cénica.

15/55



4.1. Ecuaciones general y matricial de una cénica B DICRANADA

Definicién 4.1

Llamaremos cénica al conjunto de puntos del plano euclideo cuyas
coordenadas (x,y)T respecto de un sistema rectangular R
satisfacen una ecuacién (general) de segundo orden del tipo

anx2 + 822y2 + 2a1oxy + 2ap1x + 2ag2y + ago = 0.

Matricialmente, podemos escribir la ecuacién de la cdnica como tres
sumandos,

a1l 412 X X
+2 + =0.
(X y) (312 322> ()/) (301 302) (}’) 300

X air a2 do1
X = B A - é - 9
(y > 00 (812 322) y (ao2>

entonces tenemos la ecuacién matricial

XT AgoX + 20T X + ago = 0.
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UNIVERSIDAD
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4.2. Célculo de la ecuacién reducida (1)

> El objetivo es conseguir un sistema de referencia rectangular R’ en
el que la ecuacién de la cénica adopte su expresiéon mas simple.

Tal objetivo se logrard mediante un giro y una traslacién del sistema
de referencia de partida.

» Empezamos realizando el giro del sistema de referencia sobre el
origen de coordenadas inicial.

« Las coordenadas (x, y)" respecto de R y las coordenadas
(x',y")7" respecto de R’ cumplen

!
5)=<()
y y
con
G (cosa —sena
~ \senav  cosa |’
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4.2. Célculo de la ecuacién reducida (2) 8% SCRANADA

‘Aplicada

» Realizando el cambio de sistema de referencia en la ecuacién
matricial de la cénica, se tiene que la ecuacién, respecto del
sistema de referencia R/, es

(X)7 (GTAwG) (X') +2(GTe)" X'+ ag = 0,

siendo X' = (x,y")".
« Podemos tomar G (el dngulo ) tal que G Ay G sea diagonal.

Para ello, al ser Agy simétrica entonces se puede diagonalizar
ortogonalmente, esto es, existe P ortogonal tal que

A1 O
T _ 1
P AOOP—(O )\2),

donde P se forma con los vectores propios normalizados de A;
y Ao, tomdndolos por columnas.
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4.2. Célculo de la ecuacién reducida (3) 8% SCRANADA

= Si utilizamos P en la ecuacién anterior nos queda

'y (%1 fz) (;:) +2 (PTY) (;:) + a0 = 0.

« Desarrollando, y llamando P"¢ := (b, by), tenemos

)\1(X/)2 + )\g(y/)2 + 2(b1 bz) <;,> + agp = 0.

» Queda asi la ecuacién
)\1(X’)2 + )\2(}//)2 + 2b1X/ + 2b2y’ + agp = 0.

Esta es la ecuacidon de la cdnica en el sistema de referencia
R’ ={0;{v1,v2}}, donde v; y v» son los vectores propios
normalizados.
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UNIVERSIDAD

4.2. Célculo de la ecuacién reducida (4) %% DEGRANADA

» Tras el segundo cambio de sistema de referencia, que se llevard a
cabo mediante una traslacién, llegaremos a la ecuacién reducida.

» Las coordenadas de los puntos de la cénica en ambos sistemas

(X" x' . .
de referencia (|~ , vy, satisfacen una relacién del
y R// R/

()=(2)C)

c .
n = n rden rigen
donde O’ c son las coordenadas del origen de
2

coordenadas de R” en R'.

tipo

. (5} . .. .
= Para determinar o, | seguiremos el procedimiento descrito a
2

continuacion.
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4.2. Célculo de la ecuacién reducida (5) DEGRANADA

oey

‘Aplicada

« Sustituyendo x’ = ¢; + x” e y' = ¢ + y” en la ecuacién de la
cdnica,

M (X)? + Xa(y")? + 2b1x" 4 2byy’ + ago = 0,

los elementos del punto

se eligen, de existir, de manera que la ecuacién resultante no
contenga términos lineales (términos en x e y).

= Si ¢ existe, el correspondiente punto se denomina centro de la
conica en los casos de elipses e hipérbolas.

* Un procedimiento andlogo permite determinar el vértice en las
pardbolas. En este caso, se elimina el término lineal en la
variable que aparece elevada al cuadrado y, ademds, se elimina
el término constante incorpordndolo en la otra variable (esto
es, la que no aparece elevada al cuadrado).
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UNIVERSIDAD

4.3. Célculo de la ecuacién reducida: ejemplos (1.1) X DIGRANADA

Ejemplo 4.2
Halla la ecuacién reducida de la cénica que, respecto del sistema de referencia
R ={0;Bc ={e1,e}} con O =(0,0), & =(1,0) y & = (0,1), tiene por
ecuacién

x2+4xy+y2—2x—3y—1:0.

» En primer lugar, se escribe la cénica como

(x y)(; i) (§)+(72 73)@)71:0.
e () ¢

Entonces
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4.3. Célculo de la ecuacién reducida: ejemplos (1.2) B DNCRANRSR
Ejemplo (4.2 cont.)
» Diagonalizamos ortogonalmente Ag. La ecuacidn caracteristica de Ay es

1-x 2
det(2 1_A>:o:>(1—,\)2—4:o.

> Resolviéndola, resultan los valores propios A1 =3y Ao = —1.

ool (57420 6)- )
e (2 2)6)- )

={(y) [ —2x+2y =0} = L({(1,1)}).

El espacio asociado a \; estd generado por el vector unitario

1
ny = ﬁ(l’ 1)

» Vector propio asociado a 1.
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4.3. Célculo de la ecuacién reducida: ejemplos (1.3) B DEGRANADA

Ejemplo (4.2 cont.)

» Para el valor propio A, los célculos se realizan de igual manera.

VAZ—{X )‘ Hl 1—2r1)<;)_(g)}
{16 90)-6)

{(oy) [2x+2y =0} = L({(-1,1)}).

El espacio asociado a A\, estd generado por el vector unitario
1
V2
> Una vez determinada una base ortonormal formada por vectores propios,

realizamos el cambio de sistema de referencia

()=0 )G

(—1,1).

ny —
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4.3. Célculo de la ecuacién reducida: ejemplos (1.4) B DNCRANRSR

Ejemplo (4.2 cont.)

» Sustituyendo en la ecuacién,

nfE DG ee 9o

obtenemos la ecuacién de la cénica en el sistema de referencia
R1={0; Bi = {n1, n2}}. Concretamente,

g (h )G %6 )0

a6

> Simplificando, se cumple que

(x1 »1) (g _01) (;1) + %(—5 -1) (;) —1=0.

5

Esto es, 3x? — y? — Zx— %yl —~1=0.
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4.3. Calculo de la ecuacién reducida: ejemplos (1.5) 5 ORCRANRSR

DEGRANADA

Ejemplo (4.2 cont.)

» Como los términos x; e y; tienen coeficientes no nulos, es necesario
realizar una traslacién para anularlos.

Para esto podemos aplicar el proceso visto anteriormente o,
alternativamente, completando cuadrados.

« Primero consideramos los términos 3x? — %xl.

2

3x2 > X 3 x > X:
1— —=X1 = 1 — ——=X1
V2 3v2
5 5 25 25
(42505 o)~ 03)

5 \° .25 5 \° 25
=3(n-7s) en=3(n o)

* Andlogamente,

2 [R— R

+ =yt +1—17< +1>2—1
it ognEnt2 et -—g=nts s 5
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4.3. Célculo de la ecuacién reducida: ejemplos (1.6) B DEGRANADA

Dep:

Ejemplo (4.2 cont.)

» Por tanto, la cénica se puede escribir como

3(X,i )225( L )111_0
! 62 24 7 22 8 ’

3(X _5)2_( +1)2_23_0
1 6\@ i 2\@ 12 5

» Ahora el cambio de variables

es decir

X2 = X1 —

5 1
_— = —+ —,
6\/§ yor=n 2\/§
que corresponde al cambio de sistema de referencia

Ro = {(6%/5, 7ﬁ>nl; Bi = {m, ng}}, da lugar a la ecuacién reducida

3 -y = 12
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4.3. Célculo de la ecuacién reducida: ejemplos (1.7)

Ejemplo (4.2 cont.)

> Por tanto, tenemos la expresidén equivalente

2 2
X2 o

v\ (B
6 V12

> Asi pues, se trata de una hipérbola de semiejes

_ V3 V2
6 9 /127

y con semidistancia focal

e VETE. BB _ [

36 12

w

UNIVERSIDAD
DEGRANADA
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4.3. Célculo de la ecuacién reducida: ejemplos (2.1)

a

e,
En el siguiente ejemplo veremos cémo calcular los elementos de la hipérbola
partir de su ecuacién reducida.

Ejemplo 4.3
Halla la ecuacién reducida de la cénica que, respecto del sistema de referencia

R ={0;Bc ={e1,e}} con O =(0,0), & =(1,0) y & = (0,1), tiene por

ecuacion
x* 4+ 10xy + y* — 14x — 22y + 24 = 0.

Ademads, determina sus elementos.

» En este caso tenemos

1 5 —7
Ao = (5 1> , L= <711) , oo = 24.

» Para diagonalizar ortogonalmente Agg, calculamos su polinomio

caracteristico.

det(Aoo—A/):'lgA IEA‘:A2—2)\—24.
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4.3. Calculo de la ecuacién reducida: ejemplos (2.2) 8% DRGRANADA

Departame
Matematica apiicada

Ejemplo (4.3 cont.)

> Los valores propios de A se obtienen resolviendo su ecuacién
caracteristica.
N -2\ —24=0.

> Asi, tenemos
)\1 = 6 Yy )\2 = —4,

> Los vectores propios asociados a \; satisfacen el sistema

(5" 226 (2) =)

es decir, —vi + v» = 0.
> Por tanto, el subespacio de vectores propios asociado a A1 estd generado
por el vector unitario

(L,1).

n =

&\H
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4.3. Célculo de la ecuacién reducida: ejemplos (2.3) B DEGRANADA

Departamento de
Matematica Aplicada

Ejemplo (4.3 cont.)

» Andlogamente, los vectores propios asociados a A2 son soluciones del

sistema
1+4 5 viy _ (0
5 1+4 Vo —\0/’
por lo que cumplen la condicién vi + v» = 0.

> Entonces el subespacio de vectores propios asociados a \» estd generado

por el vector unitario

1
ny = ﬁ(—l, 1).

> Efectuamos ahora el cambio de sistema de referencia (giro) dado por

1 1
=Y N .
y 7 7 N
» Observemos que los vectores unitarios calculados son las columnas de la
matriz del cambio de sistema de referencia R1 = {O; B1 = {n1, m}} al

sistema de referencia R original.
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4.3. Célculo de la ecuacién reducida: ejemplos (2.4)

Ejemplo (4.3 cont.)

» La ecuacién de la cénica escrita en el sistema R; es
6xF — 4yf — 18v/2x1 — 4v/2y1 + 24 = 0.

» Ahora efectuamos un cambio de sistema de referencia, por medio de una
traslacién, para ver a qué punto (o, 3) se debe trasladar el origen. Para
ello tomamos

X1 X2 + v,

n=y+p.

> Asi, en el sistema de referencia R2 = {(a, f)r,; B = {m, m2}}, la
ecuacion de la cdnica es

0:6X22—4y22—2(9\@—60)&—2(2\64-45))/2

—2 (—12 +9v2a — 302 +2v28 + 252) .
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UNIVERSIDAD
DEGRANADA

4.3. Célculo de la ecuacién reducida: ejemplos (2.5)

Ejemplo (4.3 cont.)

» Para que se anulen los términos en x» e y» es necesario que

9v2 — 60 =0,
V2448 =0.
De donde,
R S
= y p= >
» Con estos valores, la ecuacién de la cdnica queda como
2 2
6x3 — 4yl —1=0= 2, — 2 =
1 =
(z) ©

> Por tanto se trata de una hipérbola de semiejes a = % y b= %
Ademds, la semidistancia focal es

5 15 V15
= 2 2 — _—= _— = —
c=+va*+b \/12 ”36 6
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UNIVERSIDAD

4.3. Célculo de la ecuacién reducida: ejemplos (2.6) B DNCRANRSR

Ejemplo (4.3 cont.)
> En el sistema de referencia R2, los vértices de la hipérbola tienen

T s T
coordenadas (iﬁ,O) y los focos (i%,O) .

Las coordenadas en el sistema de referencia R se calculardn teniendo en

cuenta que
()-)-<(43
y » ~ 75ty

Haciendo célculos, en el sistema de referencia R
T
’

+ los vértices tienen coordenadas (1212%\/57 %)

h
* los focos son (% V30 124930 V3O) :
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4.3. Célculo de la ecuacién reducida: ejemplos (2.7)

UNIVERSIDAD
DEGRANADA

Ejemplo (4.3 cont.)

> Los ejes de la hipérbola tienen ecuaciones x = 0 e y» = 0 en el sistema
de referencia Ro.

Teniendo en cuenta que (obsérvese que G™* = G7)

o+ X T (X
, =G
(ﬁ +Y2) <Y> ’
se deduce que
(2)=5C)-()- ()-
y2 y B y
()= (B R
) T\ gy )

Por tanto, las ecuaciones de los ejes en el sistema de referencia R son

Pxt Py =2 =0, Py Pxt P =0,

es decir, x+y—3=0,x—y—1=0.

|
N
S

V2

Sty

S-Sl
SN—
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UNIVERSIDAD

4.3. Célculo de la ecuacién reducida: ejemplos (2.8) X DIGRANADA

Ejemplo (4.3 cont.)

> Las ecuaciones de las asintotas en el sistema de referencia R, son
b
Yo = i;Xz.

Entonces, debido a la relacién entre (x2,y2)" y (x,y)", se cumple que

V2 \f \f 1/2 f V2 3\/

Y, tras simplificar, llegamos a la expresién
yfx+1:i§(x+yf3).
Asi, las ecuaciones de las asintotas en el sistema de referencia R son
(V6 +2)x+ (V6 —2)y =3v6 + 2,
(V6 —2)x + (V6 +2)y = 3v6 — 2.
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4.3. Célculo de la ecuacién reducida: ejemplos (3.1) B DEGRANADA

Ejemplo 4.4

Sea la cénica que, en el sistema de referencia R = {O; {e1, e2}} con

0 =(0,0), &1 = (1,0) y & = (0, 1), tiene por ecuacién
x2—2xy—|—y2—|—4x—6y+1:0.

Calcula su ecuacién reducida, dando los cambios de sistema de referencia que

hay que hacer para llegar a ésta.

» La parte cuadratica proporciona la matriz

1 -1
Ago = (_1 1 ) .

> La ecuacién caracteristica de A, para calcular los valores propios, es

‘17)\ -1

— 2_ —
1 1_/\‘70:>/\ 220 =0.

» Por tanto los valores propios de Ason \;1 =0y A\, = 2.
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4.3. Célculo de la ecuacién reducida: ejemplos (3.2) B DEGRANADA

Ejemplo (4.4 cont.)

> Los vectores propios asociados a A\; cumplen la condicién x — y = 0, por
lo que estdn generados por el vector unitario vi = %(1, l)T.
» El subespacio asociado a A\, estd generado por v, = %(—17 1)7.

» Ahora, si realizamos el cambio de sistema de referencia

1 1
- H)6
a9 )
y V2 V2 Y1
la cénica adopta la expresién 2yZ — v/2x; — 5v/2y1 +1 = 0.
» En este caso sélo tenemos que completar cuadrados en y;. Asi,

2 2
2y125\@y1:2<y125\fy1>:2<(y15;@> <5;@> > =
5v2 ) 5v2)°
2((}’14) <4>>\6X1+1=0:>
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4.3. Célculo de la ecuacién reducida: ejemplos (3.3)

Ejemplo (4.4 cont.)

16

X" UNIVERSIDAD
: DEGRANADA
Departame

Matematica apiicada

5 0 5 21
2<Y1f> ﬁxl 2+1—0:>2<y1f> *ﬁX177:O:>

(- 5{) H(aa s ) o (f)f

» Por tanto, el cambio de sistema de referencia dado por

21 _ . 5/2
4\/5, Y2=n 4

X2 = x1 +

conduce a la ecuacién

» Concluimos que la cénica es una paradbola.

(v 25)
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4.3. Célculo de la ecuacién reducida: ejemplos (4.1) o ROENR

DEGRANADA

Ejemplo 4.5
Sea la cénica que, respecto del sistema de referencia R de los ejemplos
anteriores, tiene la ecuacién

x2+2xy+2y2fx+2y:0.

Halla el sistema de referencia con el que adopta su ecuacidn reducida y escribe
dicha ecuacién.

> Se tiene que

» Como

det(Aoo—)\l):‘le 21/\’:>3—3)\+1,

la ecuacién caracteristica de A es A2 —3A+1=0.

Por tanto, los valores propios de A son \; = 3+T‘/§ y A = %
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4.3. Calculo de la ecuacién reducida: ejemplos (4.2) 5 DEGRANADA

Ejemplo (4.5 cont.)

> Los subespacios de vectores propios asociados a A1 y a \» estdn
generados repectivamente por

v1f< 1;\/ ) y v2_(1+2\/§’1)T

Normalizando, tenemos los vectores

T T
—1+5 y m=(- 145 2 )
V2(5—v5) " /2(5- \f V2(5+v8) 7 \/2(5+V5)
> Por tanto, efectuamos el cambio de sistema de referencia (giro) dado por

—1+v5 1+5

X\ _ [ V26-v5)  +2(51v5) X1
v) = 2 2 )
V/2(5—+/5) V/2(5++/5)
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4.3. Célculo de la ecuacién reducida: ejemplos (4.3)

Ejemplo (4.5 cont.)

> Asi, en el sistema Ry = {O; B1 = {m, n2}}, la ecuacién de la cénica es

(VB + (- VB + 26— V) + /254 VEIm ) =0

> Ahora, si efectuamos el cambio de sistema de referencia (traslacién)

X1 = X2 +
n=y+70,
tenemos que

0:%[(3+\/§)x22+(3—\/g)y22+< 2(5—\/§)+2(3+\/§)a)><2
+ (\/2(5+\/§)+2(3—\/§)‘3) 2+ /205 —V5)a+ (3+v5)a?

+,/2(5+\@)8+(3—\/§)82].
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4.3. Célculo de la ecuacién reducida: ejemplos (4.4) B DEGRANADA

Dep:

Ejemplo (4.5 cont.)

» Como queremos que se anulen los términos en x2 e y», necesitamos que

\/2(5—V5)+2(3+V5)a=0, 1/2(5+V5)+2(3—V5)5=0.

» Entonces

o= 2(5—/5) 5= _ V2(5+v5)
T 2(3++/5) y P= 2(3—+/5) ’

de donde la ecuacién de la cénica queda como

%((3+\/§)x§+(3—\/§)y§—5):0:

2 2
B+VE)E+(B-VB)yi=5=> "2+ 22 —1=
3+V5 3—5
< S S

(Vea) (Vea)
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4.3. Calculo de la ecuacién reducida: ejemplos (4.5) 8% DRGRANADA

Ejemplo (4.5 cont.)

» Concluimos que se trata de una elipse de semiejes

a= > ~ 0977198 y b= 5 ~ 2.558336.

3+5 3-5

> Como a < b, el semieje mayor de la elipse esta en el eje de ordenadas
(x2 = 0). Lo mismo ocurre con los focos de la elipse.

> La semidistancia focal es (teniendo en cuenta que los papeles de ay b
estan intercambiados)

_ b= V10v5 10
Por tanto, en el sistema de referencia R2 = {(a, 3),,; B1 = {m, n2}}, los

-
focos tienen coordenadas <0, :tivlg‘/g)
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4.3. Calculo de la ecuacién reducida: ejemplos (4.6) o ROENR

Depar
Matematica

Ejemplo (4.5 cont.)

> A partir de los resultados obtenidos es facil determinar los elementos de la
elipse en el sistema de referencia original R.

En el préximo ejemplo veremos cémo, aplicando una simetria conveniente,
podemos hacer que el semieje mayor de la elipse aparezca en el eje de abscisas

en una situacién similar a la del ejemplo que acabamos de analizar.
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4.3. Célculo de la ecuacién reducida: ejemplos (5.1) B DEGRANADA

Dep:

Ejemplo 4.6
Clasifica la cénica de ecuacién

3x% 4 2xy + 3y2 —6v2x —10v2y + 10 = 0.

(31 _(-3V2 B
Aoo = (1 3> y ! = (_5\@) s ao0 — 10.

» Diagonalizamos la parte cuadritica. Como

» En este caso

1

det(Aoo — )\I) = 'i’ 3

‘:)\2—6>\+8.

Por tanto, los valores propios son A\1 =4y Ao = 2.
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4.3. Célculo de la ecuacién reducida: ejemplos (5.2) B DEGRANADA
R

Ejemplo (4.6 cont.)

> Los vectores propios asociados a A\; cumplen que

-1 1 1% . 0
1 —-1/\wn/) \0)’
es decir, satisfacen la igualdad vi = v».

» Por tanto, una base del subespacio invariante asociado a A\; estd dada por
el vector (1,1)”. Normalizando, tenemos el vector

PN
n = ﬁ(l’ 1) .

» El subespacio invariante correspondiente a A\ estd dado por las soluciones

del sistema
1 1 1%1 _ 0
1 1 V2 - 0 ’

es decir, estd formado por los vectores tales que vi + v» = 0.
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4.3. Célculo de la ecuacién reducida: ejemplos (5.3) X DIGRANADA

Ejemplo (4.6 cont.)

» Concluimos que el subespacio asociado a )\, estd generado por el vector
unitario

1 T
npy = ﬁ(_]-’ 1) .

> Efectuando el cambio de sistema de referencia (giro) dado por
.

va \/§> <X1)

1 1 ’

i /W

4><12 + 2y12 —16x; — 4y +10=0,

la ecuacién resultante es

es decir,
4 (X12 — 4x1) +2 (y12 — 2y1) +10=0.
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4.3. Calculo de la ecuacién reducida: ejemplos (5.4) 5 DEGRANADA

Ejemplo (4.6 cont.)
» Ahora bien, como
X —da=(xa—2"—4 yi-2n=(—-1"-1,
se cumple que
4(x1 —2)* =16 +2(y1 —1)> =2+ 10 = 0.

> En definitiva, en el sistema de referencia R1 = {O; B1 = {nm, n2}},
tenemos la expresion

41 —2)° +2(y1 — 1) =8.
> El cambio de sistema de referencia de ecuaciones (traslacién)

X2:X].—27
y2=y-—1

da lugar a la expresién
4x5 +2y3 =8.
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4.3. Célculo de la ecuacién reducida: ejemplos (5.5) X DIGRANADA

Ejemplo (4.6 cont.)
> Asi, tomando R> = {(2,1)r,; Bi{ni, n2}}, la cdnica estd dada por

2 2
X2 Y2

v 2 T

» Como a = v/2 es menor que b = 2, los focos no se encuentran en el eje
x, = 0. Haciendo el cambio de ecuaciones (simetria)

X3 = Y2,
y3 = X2,
la ecuacién pasa a ser
2 2
X3 Y3

27" (2

> O sea, se trata de una elipse de semiejes 2 y /2.
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4.3. Célculo de la ecuacién reducida: ejemplos (5.6)

Ejemplo (4.6 cont.)

> En el sistema de referencia R3 = {(2,1)z,; Bs = {n2, n1}} tenemos que

.
« los vértices son (£2,0)7 y (O,iﬁ) ;

« la semidistancia focal es ¢ = 1/22 — (v/2)2 = v/2;

« los focos tienen coordenadas (++/2,0)".

> A partir de estos resultados es facil determinar los elementos de la cénica
en el sistema de referencia original R.
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5. Clasificacién de las cénicas (1) 8% SCRANADA

Depar
Matematica

Resultado 5.1
El procedimiento general detallado en la seccion anterior permite encontrar un
sistema de referencia respecto del que la cénica adopta su forma reducida.

1. Una primera posibilidad es que la ecuacion reducida sea

2 17
71’

siendo (x,y)" las coordenadas en el sistema de referencia calculado.

1a) En el primer caso, se trataria de una elipse.

1b) En el segundo, la cdnica degenera en un par de rectas imaginarias,
puesto que

a

* Ndtese que las dos rectas se cortan en el origen, pues los tnicos valores
reales que cumplen la ecuacién son x =0 ey =0.

1c) En el tercer caso, es una elipse imaginaria.
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5. Clasificacién de las cénicas (2) 8% SCRANADA
pmnm,

Resultado (5.1 cont.)

2. Una segunda posibilidad es que la ecuacién reducida sea

X2 B y2 _ +1,
= 0

siendo (x,y)" las coordenadas en el sistema de referencia calculado.

2a) En el primer caso, se trataria de una hipérbola.
2b) En el segundo, la cénica degenera en un par de rectas reales, puesto

que
X y x y X y b
- - =0 (-+= - —>=]=0&y=*x—x
a2 b2 (a b)(a b) Y a

3. Una tercera posibilidad es que la cénica reducida sea de la forma
y2 + bx =0,

con b # 0. Se trata de una pardbola cuyo eje es la recta y = 0.
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5. Clasificacién de las cénicas (3) 8% SCRANADA
pmnm,

Resultado (5.1 cont.)
4. La dltima posibilidad es que la ecuacién reducida sea de la forma
y2 +c=0.

4a) Sic <0, entonces se trata de un par de rectas paralelas: y = £/c.
4b) Sic =0, la cdnica es un par de rectas coincidentes: y = 0.

4c) Sic >0, entonces son dos rectas imaginarias: y = +iy/c.
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