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UNIVERSIDAD

1.1. Isometrias afines: definicién y propiedades (1) B DNCRANRSR

» Supongamos que T : A — A es una isometria afin del espacio afin
euclideo A (con espacio vectorial asociado V).

» Entonces T es una aplicacién afin cuya aplicacién lineal asociada, 7,
es una isometria lineal (en V).

> Si R = {O; B} es un sistema de referencia de A, entonces las

-
coordenadas (x1,%p,...,X,) de un punto P € Ay las coordenadas
T . , )
(x{,x5,...,x,)" del punto T(P) se relacionan mediante la ecuacién
!
X1 X1 dal
Xé X2 an
=MrnB)Yl . |+] .|,
/
x! Xn an

donde M(7, B) es la matriz de la aplicacién lineal 7 respecto de By
(a1,a,...,a,)" son los coordenadas de T(O) respecto de B.
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UNIVERSIDAD

1.1. Isometrias afines: definicién y propiedades (2) B DEGRANADA

» Como T es una isometria afin, entonces 7T sera una isometria lineal;
por tanto, si consideramos un sistema de referencia rectangular
(esto es, la base es ortonormal), entonces M(7, B) serd una matriz
ortogonal.

Si A es el espacio euclideo usual R¥ y el sistema de referencia est3
formado por el origen O = (0,0,...,0) y la base candnica, entonces
la imagen P" = (p1,p5, ..., p,) del punto P = (p1,p2,...,Pk) es
del tipo

(muipr + -+ mikpk + a1, ..., Mgap1 + -+ + Mikpk + ak)
donde los coeficientes mj; son las componentes de la matriz
M(7,B) € Myxky T(O) = (a1,...,a) -
En otros términos, se tiene que

p myy - Mik P1 ai

=~

-

Pk My - Mgk Pk ak

donde la matriz M = M(7, B) € My es ortogonal.
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1.2. Isometrias afines: criterios de clasificacién (1) 5 DEGRANADA

» Clasificaremos una isometria afin T de R¥ a partir de sus puntos
fijos, es decir, a partir del conjunto de puntos P € R¥ tales que

T(P)=P.
> De (1), se sigue que P es un punto fijo de T si, y solo si, se verifica
que
myp - Mg p1 a p1
: : + = ;
Mgy - My Pk Ak P
es decir,
myp—1 - M1k p1 a
: : = | (2)
mer oo omge— 1) \px ak

» En consecuencia, habrad puntos fijos para T siy, solo si, el sistema
de ecuaciones lineales (2) es compatible.
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1.2. Isometrias afines: criterios de clasificacién (2) 8% DRGRANADA

> Por el Teorema de Rouché-Frobenius, (2) es compatible si, y solo si,

myp—1 - m —a
mi—1 - Mk 11 1k 1

rg : : =rg

m e o my —1
k1 Kk M1 oo m—1 | —ak

» En otros términos, existirdn puntos fijos si, y solo si,
rg(M—I) =rg(M— I | =T(0)),

donde /; es la matriz identidad de orden k.

> Si existen puntos fijos, estos formaran una variedad afin, £ = F(T),
de dimensién k — r, donde r = rg (M — I).

> Ademis, la variedad afin £ = F(T) tendrd asociado un subespacio
vectorial director, W, de dimensién k — r.

Por cierto, W es el subespacio vectorial formado por los vectores
fijos por 7, es decir, aquellos vectores w tales que 7(w) = w.
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1.2. Isometrias afines: criterios de clasificacién (3) 5 DEGRANADA

Otro concepto que ayuda en la clasificacién de las isometrias afines es el
de variedad afin invariante.

» Si la imagen de todo punto de una variedad afin £ de R¥ pertenece
a L, entonces diremos que L es invariante por T.

> Asociado a W (el subespacio vectorial de vectores fijos por 7)
podemos considerar el subconjunto

/(T):{PeRHWeW},

que es una variedad afin invariante por T.

> Los puntos de /(T), de existir, estdn caracterizados por ser
soluciones del sistema

(M—1)> P+ (M~ 1) T(0)=0.
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2.1. Isometrias afines en el plano afin euclideo R? X DIGRANADA
Supongamos que T : R? — R? es una isometria afin directa, con isometefs==
lineal asociada definida por la matriz

_ (c059 —senf

sen 0 cos 6

da

) , 0€10,2n].

> Si hay puntos fijos, entonces T es

» la identidad cuando 6 = 0;

» la simetria central cuando 8 = ;

= un giro de dngulo 6, respecto del punto fijo F(T), en cualquier
otro caso.

> Si no hay puntos fijos, entonces T es una traslacién.

Supongamos ahora que T es una isometria afin inversa, con

. (cos 0 senf

sen —cosH) , 0 €[0,2n].

> Si hay puntos fijos, entonces T es una simetria respecto de F(T).

> Si no hay puntos fijos, entonces T es una simetria deslizante, es decir,
una simetria respecto de una recta (dada por /(T)) seguida de una
traslacién de vector paralelo a la recta de simetria.
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2.2. Isometrias afines en el espacio afin euclideo R® (1) 8% DRGRANADA

Mate

Supongamos que T : R® — R3 es una isometria afin directa y que, respecto de
una base ortonormal, la matriz de la aplicacién lineal 7 (asociada a T) adopta
la expresion

1 0 0

0 cosf —senf |, 0€][0,2n].

0 senf cosé

> Si hay puntos fijos, entonces T es

* la identidad cuando 6 = 0;

= una simetria (ortogonal), respecto de la recta F(T), para
0 =m;

« un giro de dngulo 0, alrededor de la recta F(T), en cualquier
otro caso.

> Si no hay puntos fijos, entonces T es

* una traslacién si § = 0;

» para cualquier otro valor de 6, un movimiento helicoidal
alrededor del eje /(T), es decir, un giro de dngulo  respecto
de I(T) seguido de una traslacién de vector paralelo a I(T).
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2.2. Isometrias afines en el espacio afin euclideo R® (2) 8% DRGRANADA

Departamento de
Matematica Aplicada

Supongamos que T : R® — R® es ua isometria afin inversa y que, respecto de
una base ortonormal, la matriz de la aplicacién lineal 7 (asociada a T) adopta
la expresion

-1 0 0

0 cosf —senf|, 0€][0,2n[

0 senf cosf

> Si hay puntos fijos, entonces T es

* una simetria respecto del plano dado por F(T);
= la composicién de un giro y una simetria, siendo el eje de giro y
el plano de simetria perpendiculares entre si. Ademads, el punto
de corte del eje y el plano es el tnico punto fijo en tal caso.
> Si no hay puntos fijos, entonces T es una simetria deslizante, es decir,

una simetria respecto de un plano (dado por /(T)) seguida de una
traslacién de vector paralelo al plano.
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3.1. Ejemplos en R? (1) L ISR

Ejemplo 3.1
Vamos a estudiar la aplicacién afin del plano en si mismo dada, en el sistema
de referencia R = {O; B = {é1, &}} usual, por

G- (5 6 (
M:Gz )

es claro que M - MT = L. Por tanto, tenemos una isometria afin.

[SIESNGITS)

» Si tomamos

alw ol

> Ademads, como det(M) = —1, se trata de una isometria afin inversa.

> Para determinar la variedad afin de puntos fijos, estudiamos la expresidn

(- 306

[SIF NN
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DEGRANADA

3.1. Ejemplos en R? (2) ¥ pversoan

Ejemplo (3.1 cont.)

» O sea, vemos si tiene solucién el sistema

-3 )0

Para ello, calculamos los rangos rg (M — h|b) y rg (M — k).

2

5\ (1 2|1\ _
¢ ¢ =%\ 0|0)= 1

5

entonces existe una variedad de puntos fijos de dimensién 1 (=2 — 1),

es decir, una recta de puntos fijos (concretamente, la recta dada por
x+2y=1).

» Como

alls ain

4
5
8
5

» Concluimos que la isometria corresponde a la simetria respecto de la
recta x +2y = 1.

12/22



3.1. Ejemplos en R? (3) L ISR

Departamento de

a
Matematica Aplicada

Ejemplo 3.2

Hallemos las ecuaciones de la isometria afin T, en el plano afin usual,
correspondiente a la simetria respecto de la recta r = x — 2y = 5.

» Dado un punto P = (p1, p2) € R? cualquiera, empezamos determinando
la recta rp- que es ortogonal (perpendicular) a r y pasa por P.

+ Teniendo en cuenta que r = X3 = £, entonces (2,1) es un vector
director de r. Asi, (1, —2) sera un vector director de rp.
« Por tanto, una expresién para ri es la dada por
X—pi_y—p
1 -2

De donde la ecuacién cartesiana de rp es 2x + y = 2p1 + pa.

» Como la proyeccién ortogonal de P sobre r es el punto P’ = rNrp,
calculando la solucién del sistema de ecuaciones

x—2y=5H
2x+y=2pi+pf’

concluimos que P’ = 1(4p1 4+ 2p> + 5,2p1 + p2 — 10).
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3.1. Ejemplos en R? (4) L ISR

Ejemplo (3.2 cont.)

» Si denotamos por P" al punto simétrico de P respecto de la recta r, es
claro que PP’ = P'P”. Por tanto,

P—P=P' —P =P =2P - P=

3 4 4 3
P == = 2. =p1——po—4|.
<5p1+5P2+ 15PLT 5P )

> Por tanto, la expresiéon matricial de la isometria afin es

r()-(0 4) (@) (2)

aIls glw

» Tomando

<
Il
7 N
als glw
‘ ol
oW
N————

es claro que MMT = |, y que det(M) = —1. Esto debia ser asi pues las
simetrias son isometrias afines inversas.
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3.2. Ejemplos en R® (1) W uNvERsDAD

DEGRANADA

Ejemplo 3.3

Vamos a estudiar la aplicacién afin de R en R® dada, en el sistema de

referencia R = {O; B = {é&l, &, &}} usual, por
/
X/ 1 4 1 -1 -2 =2 X
y = 3 2| + 3 -2 2 -1 y
z' 2 -2 -1 2 z

En particular, si existen, determinaremos sus puntos fijos.

» Si tomamos

(-1 -2 -2
M=3(-2 2 -1),
2 -1 2

es claro que M - MT = k5. Por tanto, tenemos una isometria afin.

> Ademds, como det(M) = —1, la isometria afin es inversa.
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3.2. Ejemplos en R? (2) "] 55““‘“’i§

Ejemplo (3.3 cont.)

» Para determinar los puntos fijos, tenemos que estudiar el sistema

X 1 4 1 -1 -2 =2 X
yl==12]+ 3 -2 2 -1 y
z 2 -2 -1 2 z
> Para ello, operando adecuadamente,
X 1 4 1 -1 -2 =2 X
vl -3 2l==-2 2 -1 vl e
z 2 -2 -1 2 z
1 4 1 -1 -2 =2 X X
—3 2l==-2 2 -1 yvI—-|yl| <&
2 -2 -1 2 z z
4 -1 -2 =2 X X
1
f% 2 :% 2 2 1] (y]|-536R(r]e
2 -2 -1 2 z z
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3.2. Ejemplos en R? (3) B RN

Ejemplo (3.3 cont.)

1 —4 1 -1-3 =2 -2 X
3 -2 | = 3 -2 2-3 -1 vyl &
-2 -2 -1 2-3 z
—4 -4 -2 =2 X
—2|=(-2 -1 -1 y
-2 -2 -1 -1 z
» Examinemos la compatibilidad del sistema resultante. Puesto que
-4 -2 =2 2 1 1
rg{l—2 -1 —-1]=rg|0 0 0] =1
-2 -1 -1 0 0 O
Y 4 2 2| -4 2 1 1]2
rgl -2 -1 —-1|-2]=rg|0 0 0]0]| =1,
-2 -1 -1 -2 0 0 0]O0

entonces la aplicacién afin tiene una variedad de puntos fijos de
dimensién 2 (= 3 — 1), esto es, un plano.

» Conclusién: es una simetria respecto del plano m =2x+y + z = 2.
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3.2. Ejemplos en R® (4)

Ejemplo 3.4
Vamos a estudiar la aplicacién afin de R3 en R® dada, en el sistema de

referencia R = {O; B = {&, &, &}} usual, por

x' ? 0 % X 1-+/3
y]=10 1 0 y|+ 1
2) \ 1o o)\ eova
» Si tomamos
Vi g 1
2 2
M=]10 1 0|,
N
10 4

es claro que M - MT = k. Por tanto, tenemos una isometria afin.

> Ademds, como det(M) = 1, la isometria afin es directa.
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3.2. Ejemplos en R? (5)

Ejemplo (3.4 cont.)

> Para determinar los puntos fijos, tenemos que estudiar el sistema
X 1—+3
y|+ 1
z 3-V3

"
20
0 1

0

_1
2

w

1
2
0

V3

2

N < X
I

Dicho sistema es equivalente al sistema

@ 0 % X —14++3
0 0 0 y|= -1 ,
1 g 2] \z -3+3

que es claramente incompatible. Por tanto, no hay puntos fijos para la

isometria afin propuesta.

19/22



3.2. Ejemplos en R® (6) ¥ pversoan

DEGRANADA

Ejemplo (3.4 cont.)

> Para comprobar si existe una variedad invariante, estudiamos el sistema
1-3

=—(M—1£k) 1
3-V3

(M = I)?

N < X

Haciendo célculos, obtenemos

3223 g B2\ [y 1-v3

0 0 0 y| = 0 )
—V3 —2V3 —
223 0o 3 g 3 z 5—3v3

cuya solucién es (x,y,z) = (2,\,2), A € R.

> Por tanto, tenemos un movimiento helicoidal cuyo eje de simetria es la
variedad invariante que acabamos de calcular. Concretamente, la recta r
de ecuaciones cartesianas
x=2
z= 2} ’
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3.2. Ejemplos en R? (7) L ISR

Ejemplo (3.4 cont.)

» Para hallar el vector de traslacién correspondiente al movimiento
helicoidal, basta con calcular la imagen de cualquier punto de la recta
invariante. Por ejemplo, si P = (2,0,2), entonces su imagen es

P’ =(2,1,2). Asi, el vector de traslacién es PP" = (0, 1,0).

> Para hallar el angulo de giro asociado al movimiento helicoidal, podemos
considerar un punto cualquiera @ que pertenezca a la recta invariante r,
determinar su proyeccién R sobre dicha recta y, finalmente, calcular el

< A (o 7 / P
angulo formado por los vectores @ y R'Q’ (siendo R" y Q' las imdgenes
respectivas de Ry Q por el movimiento helicoidal).

Por ejemplo, si Q = (0,0,0), entonces el plano 7 ortogonal a la recta
invariante r que pasa por Q es y = 0 (pues (0,1,0) es un vector director
der). Asi, R=rn=m=(2,0,2).

Ahora, como Q' = (1 —+/3,1,3 —v/3) y R' = (2,1, 2), entonces el

—
angulo formado por RG = (~2,0,-2) y R'@ = (=1 — v/3,0,1 — v/3)

viene dado por la expresién cosf = ?
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