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X" UNIVERSIDAD

1.1. Primeros conceptos (1) %% DEGRANADA

Definicién 1.1

Sean A, B € M,(R) matrices cuadradas de orden n. Decimos que
A es una matriz semejante a B (lo que denotamos por A ~ B) si
existe una matriz invertible P € M,(R), tal que B=P~1.A-P.

Definicién 1.2

Decimos que una matriz A € M,(R) es diagonalizable (por
semejanza) si existen dos matrices P € M,(R) (invertible) y
D € M,(R) (diagonal) tales que

D= P71.A.P (o, equivalentemente, A= P-D-P71).

Observacién 1.3
Podemos decir que una matriz A € M,(R) es diagonalizable si, y
solo si, es semejante a una matriz diagonal del mismo orden.
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1.2. Valores y vectores propios (1) 506

Definiciéon 1.4
Sean A € M,(R) y A € R. Decimos que A es un valor propio (o
autovalor) de la matriz A si existe un vector no nulo

x = (x1,...,xn) € R" tal que
X1 X1
A =
Xn Xn

En tal caso, decimos que x es un vector propio (o autovector) de la
matriz A asociado al valor propio A.

Observacién 1.5
Se verifica que Ax = A\x y, por tanto, el sistema (A — A,)x =0
debe ser compatible y, por ser homogéneo, indeterminado.
En consecuencia,
|A— Al =0.
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1.2. Valores y vectores propios (2) 8% SCRANADA

Definicién 1.6
Dada la matriz A € M,(R), se llama polinomio caracteristico de
A, y se denota por pa()), al determinante

pa(X) = |A — M.

Resultado 1.7
Sean A € M,(R) y X € R. Entonces,
1. X es un valor propio de A si, y solo si, \ es una raiz del
polinomio caracteristico pa()\).
2. x € R" es un vector propio asociado al valor propio X\ si, y
solo si, es una solucién no nula del sistema de ecuaciones
lineales homogéneo

(A= Alp)x = 0.
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1.2. Valores y vectores propios (3) 8% SCRANADA

Definicién 1.8
Sea una matriz A € M,(R) y sea A € R un valor propio de A.
» El subespacio vectorial de R" dado por
Vi={xeR"|(A—-A\,)x =0}
se llama subespacio propio (de A) asociado al valor propio \.
> La dimensién de V) se denomina multiplicidad geométrica del
valor propio A y se denota por mg(\). Es decir,
mg(X) = dim(Vy) = n — rango(A — Al,).
> Si A1,..., A, son los valores propios distintos de A, se llama
multiplicidad algebraica de \; (paracadai=1,...,r), y se

denota por m,(A;), al nimero de veces que aparece repetido
A; como solucién del polinomio caracteristico de A.

Observacién 1.9
Si A es un valor propio de A, entonces 1 < mg(A) < m,(A).
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1.3. Matrices diagonalizables por semejanza (1) 8% DRGRANADA

Departamento de
Matematica Aplicada

Resultado 1.10

Sea una matriz A € M,(R) y sean A1,..., A, los valores propios
distintos de A. Entonces A es una matriz diagonalizable (por
semejanza) en R si, y solo si, se verifican las dos condiciones
siguientes.

1. A €éR, paratodoi=1,...,r.
2. my(Aj) = mg(N;), paratodoi=1,...,r.
Ademds, A= P -D - P~1 donde

» D es la matriz diagonal con elementos A1, ..., Ar en la diagonal principal;

» P es la matriz compuesta por los vectores de cualesquiera bases de
Vs« V,, dispuestos en columnas.

(P es la denominada matriz de paso para la diagonalizacion de A).

Observaciéon 1.11
Si A es una matriz cuadrada de orden n que tiene n valores propios
reales y distintos, entonces A es diagonalizable.
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1.3. Matrices diagonalizables por semejanza (2) B DEGRANADA

Cémo diagonalizar una matriz cuadrada A en R (Bdésico para los célculos)
1. Hallamos la ecuacién caracteristica |A — Al,| = 0.

2. Determinamos las raices A\1,..., A, de la ecuacidén anterior con sus
multiplicidades algebraicas m,(A1), ..., ma(A,) respectivas.

*Si algtin valor propio A; no es un niimero real, entonces la matriz A no es
diagonalizable en R.

3. Para cada valor propio A;, 1 < i < r, hallamos su multiplicidad
geométrica mg(N\;) = n—rg(A — Ailn).

*Si ma(A;) # mg(\i), para algin i, entonces A no es diagonalizable en R
(es decir, A es diagonalizable en R si m,(Ai) = mg(N\;), Vi=1,...,r).

4. En caso de ser A diagonalizable en R,
i) hallamos una base para cada subespacio propio Vj;;
ii) formamos la matriz diagonal D situando los valores propios A;
(repetidos tantas veces como indique m,(A;)) en la diagonal;
iii) formamos la matriz regular P situando ordenadamente, y por
columnas, los vectores propios dados por las bases de los
subespacios propios hallados anteriormente.

8/20



1.3. Matrices diagonalizables por semejanza: ejemplo (1) o ROENR

Ejemplo 1.12
Diagonalicemos por semejanza la matriz

3 11
A=1[1 3 1
1 1 3

1. Primero hallamos el polinomio caracteristico de la matriz A.

3—A 1 1
p(A)=det(A—A)=| 1 3—=X 1 |=-X+09)\—24\+20.
1 1 3—A
2. Los valores propios son las soluciones de la ecuacién caracteristica

A —9X% 424X —20=0,

esto es, A =2 (con m,(2) =2) y A =5 (con m,(5) =1).
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1.3. Matrices diagonalizables por semejanza: ejemplo (2) o ROENR

Dep:
Mate

Ejemplo (1.12 cont.)

3. Hallemos los subespacios propios asociados a los valores propios.

* Para A =2,
3-2 1 1 X1 0
Vo ={xeR® 1 3-2 1 x»|=10
1 1 3-2/) \x 0

:{xeR3\X1+xz+><3:0}
:{X€R3‘X3:7X17X2}

={(x1, %, —x1 — x2) | x1, % € R}
={(x1,0,—x1) + (0, %2, —x2) | x1, % € R}
={x(1,0,-1) + x2(0,1, -1) | x1, x> € R}
=L({(1,0,-1),(0,1,-1)}).

Se cumple que mg(2) = dim Vo> = 2.
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1.3. Matrices diagonalizables por semejanza: ejemplo (3) o ROENR

Ejemplo (1.12 cont.)

* Para A =5,
3—-5 1 1 X1 0
Vs ={xeR® 1 3-5 1 x| =10
1 1 3—-5 X3 0
-2 1 1 X1 0
={xeR|[1 -2 1 x| =10
1 1 —2 X3 0
_ 3] —2x1+x+x3=0
_{XGR X1—2X2+X3:0}
=L({(1,1,1)}).

Asf, mg(5) = dim Vs = 1.

* Como, para cada valor propio, las multiplicidades algebraica y geométrica

coinciden, podemos asegurar que A es diagonalizable por semejanza.
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1.3. Matrices diagonalizables por semejanza: ejemplo (4) B DEGRANADA

Ejemplo (1.12 cont.)

4. La matriz A es equivalente a la matriz diagonal
2
0
0

0 0

D= 2 01,

0 5

es decir, existe una matriz regular, P, tal que
A=P.D-P .

Una posible matriz P se determina a partir de las bases calculadas
anteriormente para cada uno de los subespacios propios. Es decir,

1 0 1
P=10 1 1
-1 -1 1
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1.3. Matrices diagonalizables por semejanza: ejemplo (5)

Ejemplo (1.12 cont.)

Efectivamente,

P-D-P!

0 1 2 0
1 1 0 2
-1 1 0 0
0 1 2 0
1 1 0 2
-1 1 0 0
0 5 2
2 5 -1
-2 5 1
1
11 =A
3

UNIVERSIDAD
G A

0 1 0 1
0 0 1 1
5 -1 -1 1
0 1 2 -1 -1
0 3 -1 2 -1
5 1 1 1
-1 -1

2 -1

1 1
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2.1. Diagonalizacién de matrices por semejanza ortogonal (1) 8% DRGRANADA

Definicién 2.1

Se dice que una matriz A € M,(R) es diagonalizable por
semejanza ortogonal si existen una matriz ortogonal Q € M,(R)
(es decir, Q71 = QT) y una matriz diagonal D € M, (R) tales que
D=Q 1 A Q=Q" -A-Q.

Resultado 2.2

Toda matriz simétrica A € M,(R) es diagonalizable por semejanza
ortogonal.
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2.1. Diagonalizacién de matrices por semejanza ortogonal (2) 8% DRGRANADA

Depar
Matematica

Cémo diagonalizar ortogonalmente una matriz A simétrica (Bdasico para los

célculos)

1. Calculamos el polinomio caracteristico y los valores propios de A,
considerando la multiplicidad algebraica de cada uno de ellos.

2. Para cada valor propio A consideramos mg(\) vectores propios
ortonormales asociados (puede ser que necesitemos usar el proceso de
Gram-Schmidt). Es decir, para cada valor propio A consideramos una
base ortonormal del subespacio propio V.

3. Construimos la matriz ortogonal @ situando por columnas los vectores
propios considerados en el paso previo.

4. Construimos la matriz diagonal D situando en la diagonal principal los
valores propios en el mismo orden en que se han colocado los vectores
propios en Q.

5 Asi, D=Q ' A-Q=Q"-A-Q, con D diagonal y Q ortogonal.
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2.1. Diagonalizacién de matrices por semejanza ortogonal: ejemplo (1)

Ejemplo 2.3 (Ejemplo 1.12)
Diagonalicemos por semejanza ortogonal la matriz
311
A=1|1 3 1
1 1 3

1. Por Ejemplo 1.12, sabemos que los valores propios de A son A = 2 (con
m,(2) =2) y A =5 (con m,(5) = 1). Ademds, los subespacios propios
respectivos son

Vo = {X S R3 | X1+ X2+ X3 = 0} = L({(lvov_l)v(ov 1, _1)})7

V5:{XER3

—2x1+x0+x3 =0
x1—2x+x3 =0

=L{(1,1,1)}).
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2.1. Diagonalizacién de matrices por semejanza ortogonal: ejemplo (2) % SRR

Departamento de
Matematica Aplicada

Ejemplo (2.3 cont.)
2. Como Vo ={x €R’ | x1 +x +x3 =0} = L({(1,0,—1),(0,1,-1)}),

una base ortogonal estarfa compuesta por el vector vi = (1,0,—1) y otro
vector v» = (x1, X2, x3) € V> ortogonal a vy, es decir, v, tal que

x1+x2+x3=0
X1—X3=0 ’

Por ejemplo, podemos tomar v» = (1, -2, 1).
En definitiva, una base ortogonal de V; es {(1,0,—1),(1,—-2,1)}."Y, por
tanto, una base ortonormal de V5, es

{ﬁ(Lo, ~1), ?(1, -2, 1)} .

2

Podriamos haber empleado el método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt. No
lo hemos hecho asi por tratarse de un subespacio vectorial muy simple.

Andlogamente, una base ortonormal de V5 es {?(1,1,1)}.
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2.1. Diagonalizacién de matrices por semejanza ortogonal: ejemplo (3) % seiRRe

Ejemplo (2.3 cont.)

3. Tras los célculos realizados, podemos considerar la matriz

V2 V6 V3

2 6 3

— V6 V3
Q=0 -x ¥
_v2 V6 V3

2 6 3

para realizar la diagonalizacién por semejanza ortogonal de la matriz A.

4. Entonces, como matriz diagonal D, tomamos

2 0 0
0 2 0
0 0 5

5. Asi tenemos que A= Q- D - Q" (equivalentemente, que D = Q" - A- Q).
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2.1. Diagonalizacién de matrices por semejanza ortogonal: ejemplo (4)

Ejemplo (2.3 cont.)
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Efectivamente,
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