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1.1. Definicién de aplicacién lineal (1) 8% SCRANADA

Definicién 1.1
Sean V' y W espacios vectoriales reales y una correspondencia
T :V — W que a cada vector v € V le asigna un (dnico) vector
w=T(v)e W.
Decimos que T es una aplicacion lineal si se verifican las dos
siguientes condiciones.

1. T(u+v)=T(u)+ T(v), Yu,v e V.

2. T(Au) =AT(u), Yue V, VA eR.

Definicién 1.2

Una aplicacién lineal T de un espacio vectorial V' en si mismo
(T : V — V) se denomina endomorfismo.
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1.1. Definicién de aplicacién lineal (2)

Ejemplo 1.3
La aplicacién T : R? — R? definida por T (x1,%) = (x1 + x2, x1 — X2, 3x2) es
lineal. En efecto,
> T (%) + (y1,02)) = Tlxa + y1, % + y2) =
(Ga +x1) + (e +y2), a +y1) — (e +y2),30e + y2)) =
(x1 4+ x2, x1 = x2,3%2) + (Y1 + y2, 01 — ¥2,3y2) = T(x1,x2) + T(y1, y2).
> T(A(Xl,Xz)) = T()\X17 AX2) = ()\X1 + Axz, Axq — )\X2,3(/\X2)) =
)\(Xl + X2, X1 — X2,3X2) = )\T(Xl,Xz).

Ejemplo 1.4
Si A es una matriz real de orden m x n, definimos la aplicacién T : R" — R"™
por T(x) = A-x (donde x = (x1, - ,Xa)").
La aplicacién T asi definida es lineal. En efecto,
> Tx+y)=A-(x+y)=A-x+A-y=TK)+ T(y)
> T(Ax)=A-(Ax) =AA-x)=AT(x).
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1.1. Definicién de aplicacién lineal (3) 8% SCRANADA

Ejemplo 1.5

Si consideramos los espacios V = C*(R) y W = C(R), entonces la aplicacién
T : V — W definida por T(f) = f' es evidentemente lineal: la derivada de
una suma es la suma de derivadas y la derivada de una constante por una

funcién es la constante por la derivada de la funcién.

Ejemplo 1.6

La aplicacién T : P> — P3, T (p(x)) = xp(x) es lineal. En efecto, si p,q € P>,
> T((p+a)(x) = x(p(x) + a(x)) = xp(x)+xq(x) = T (p(x))+ T (q(x)) -
> T (Ap(x)) = x(Ap(x)) = Axp(x) = AT (p(x))
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UNIVERSIDAD

1.1. Propiedades de las aplicaciones lineales B DEGRANADA

Propiedad 1.7

Sean V' y W espacios vectoriales realesy T : V — W una
aplicacién lineal entre ellos.

» T(0y)=0w.

» T(—u)=—-T(u), Vue V.

> Siag,...,ar ERy vy, ..., v €V, entonces
T(oavit+asvo+--Fakvk) = a1 T(vi)+aaT(vo)+- - -+ T(vi).

(Por esta tltima propiedad se dice que T es lineal: la imagen de una
combinacion lineal de vectores es igual a la combinacién lineal de las imagenes

de los vectores).
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2.1. Nicleo e imagen (1) DEGRANADA

Definicién 2.1
Sea T : V — W una aplicacién lineal. Se llama niicleo de T, y se
denota por N(T) o ker(T), al subconjunto de V definido por

N(T)={veV|T(v)=0w}.

Es decir, el nicleo de una aplicacién es el conjunto de los vectores
cuya imagen es el vector cero.

Definicién 2.2
Se llama imagen de T, y se denota por Im(T), al subconjunto de
W dado por

Im(T)={T(v)|veV}={we W |3veV tal que T(v) = w}.

Esto es, la imagen es el conjunto de vectores del segundo espacio
que son imagen de algtin vector del primer espacio.
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2.1. Ndcleo e imagen (2)

Depar
Mate

Ejemplo 2.3 (Ejemplo 1.3)
Sea la aplicacién lineal T : R? — R3, T(x,y) = (x +y,x — y,3y).

» Su nicleo es
N(T) = {(x,y) € R*| T(x,y) = (0,0,0)}
={(x,y) €ER*| (x+y,x — y,3y) = (0,0,0)}
:{(><,,\/)€]R2\ery:O7 x—y =0, 3y =0}.

Como el sistema homogéneo {x+y =0, x—y =0, 3y =0} es
compatible determinado, su tnica solucién es la trivial. Por tanto,

N(T) ={(0,0)}.
> Su imagen es

Im(T) = {T(x,y) | (x,y) € R} = {(x +y,x = y,3y) [ x,y € R}
= {(X7X70)+(y7_}/73y) ‘ X,y € R} = L{(l,l,O),(17—173)}.
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2.1. Ndcleo e imagen (3) ¥ pversoan

Ejemplo 2.4
Sea la aplicacién lineal T :R®* = R? T(x,y,z) = (x4 y,2x + 2y, x).

»> Su nicleo es

N(T)={(x,y,z) eR* | x+y =0, 2x +2y =0, x =0}
={(x,y,2) eR* | x=0,y =0}
={(0,0,z) e R’ | z € R}
= L{(0,0,1)}.

> Su imagen es

Im(T) = {T(x,y,2) | (x,,2) € R’}
={(x+y,2x+2y,x) | x,y € R}
={(x,2x,x) + (v,2y,0) | x,y € R}
=14{(1,2,1),(1,2,0)}.
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2.1. Ndcleo e imagen (4) uNvERSIDAD

Ejemplo 2.5
Sea la aplicacién lineal 7:R® = R? T(x,y,z) = (x — y,x + z).

> Su niicleo es
N(T) ={(x,y,2) € R’ | T(x,y,2) = (0,0)}
={(x,y,2) eR’ | (x — y,x + z) = (0,0)}
={(x,y,2) € R? |x—y=0,x+z=0}

El sistema {x —y = 0, x + z = 0} es compatible indeterminado, siendo
su solucién (x,y,z) = (A, A, —A), A € R. Por tanto

N(T) = L{(1,1, —1)}.

> Su imagen es
Im(T) = {T(x,5,2) | (x,y,2) € R’} = {(x = y,x+2) | x,y,z € R}
={(x)+(=y,0)+(0,2) [ x,y,z € R}
= L{(1,1), (=1,0), (0,1)} = L{(1,1), (—1,0)} = R>.
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2.1. Nicleo e imagen (5) 506

Ejemplo 2.6
Sea la aplicacién lineal 7T:R®* = R? T(x,y,z) = (x +y,x — 2y, x + y + 2).
> Su nicleo es
N(T) = {(x,y,2) € R*| T(x,y,2) = (0,0,0)}
={(x,y,z) eR*| (x+y,x — 2y, x+y + z) = (0,0,0)}
={(x,y,2) eR’ | x4+y=0,x—2y =0, x+y + z=0}.

Como el sistema {x +y =0, x —2y =0, x+ y + z = 0} es compatible
determinado, su tnica solucién es (0,0,0). Por tanto,

N(T) = {(0,0,0)}.

> Su imagen es
Im(T) ={T(x,y,2) | (x,y,2) € R’}
={(x+y,x—=2y,x+y+2)]|x,y,z€eR}
={(x,x,x) + (v, —2y,y) +(0,0,z) | x,y,z € R}
=1{(1,1,1),(1,-2,1),(0,0,1)} = R*.
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2.1. Nicleo e imagen (6) 8% SCRANADA

Resultado 2.7
Dada una aplicacion lineal T : V. — W, se cumplen las siguientes
propiedades.

1. N(T) es un subespacio vectorial de V.

2. Im(T) es un subespacio vectorial de W .
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2.2. Clasificacién de las aplicaciones lineales (1) 8% DRGRANADA

Definicién 2.8

Se dice que una aplicacién lineal T : V — W es un monomorfismo
si T es una aplicacién inyectiva, es decir, si elementos distintos de
V tienen imagenes distintas en W/,

%1 75 Vo = T(Vl) 75 T(Vg).

Resultado 2.9
Una aplicacién lineal T es un monomorfismo si, y solo si,

T(Vl) = T(Vg) = Vi = VWo.
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2.2. Clasificacién de las aplicaciones lineales (2) 8% DRGRANADA

Departamento de
Matematica Aplicada

Definicién 2.10

Se dice que una aplicacién lineal T : V — W es un epimorfismo si
es una aplicacién sobreyectiva (epiyectiva), es decir, si para
cualquier vector w € W existe al menos un vector v € V tal que
T(v)=w.

Definicién 2.11
Se dice que una aplicacién lineal T : V — W es un isomorfismo si
es monomorfismo y epimorfismo.

Observacion 2.12

Una aplicacién lineal T es un isomorfismo si, y solo si, T es una
aplicacién lineal inyectiva y sobreyectiva.
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2.2. Clasificacién de las aplicaciones lineales (3) 8% SCRANADA

Es posible caracterizar las aplicaciones lineales a partir de los
conceptos de nicleo e imagen.

Resultado 2.13
Sea T : V — W una aplicacion lineal. Se cumplen las siguientes
propiedades.

1. T es un monomorfismo si, y solo si, N(T) = {0y }.
2. T es un epimorfismo si, y solo si, Im(T) = W.

3. T es un isomorfismo si, y solo si, N(T) = {0y} e
Im(T) = W.
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2.2. Clasificacién de las aplicaciones lineales (4) 8% DRGRANADA

Dep:

Ejemplo 2.14 (Ejemplos 1.3 y 2.3)
Sea T:R? = R3 T(x,y)=(x+y,x—y,3y).

> Su nicleo es
N(T) = {(0,0)},
por lo que T es un monomorfismo.

> Su imagen es
Im(T) = L{(1,1,0),(1,-1,3)}.

Al no ser la imagen igual a R, T no es un epimorfismo.

Ejemplo 2.15 (Ejemplo 2.4)
Sea T:R® = R T(x,y,z) = (x+y,2x +2y,x).

» Su nicleo es

N(T) = L{(0,0,1)}.
Como el niicleo no es (0,0,0), T no es un monomorfismo.

> Su imagen es
Im(T) = L{(1,2,1),(1,2,0)}.

Al no ser la imagen igual a R®, T no es un epimorfismo.
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2.2. Clasificacién de las aplicaciones lineales (5)

Ejemplo 2.16 (Ejemplo 2.5)
Sea T:R} =R T(x,y,2z) = (x—y,x+2).

» Su nicleo es
N(T) = L{(1,1,-1)},

por lo que T no es un monomorfismo.

> Su imagen es
& Im(T) = R?,

lo que prueba que T es un epimorfismo.
Ejemplo 2.17 (Ejemplo 2.6)
Sea T:R* = R T(x,y,2)=(x+y,x—2y,x+y+2z).

> Su nicleo es
N(T) = {(0,0,0)}.

Luego T es un monoformismo.

> Su imagen es
& Im(T) = B®.

Por tanto, T es un epimorfismo.

> Al ser monoformismo y epimorfismo, T es un isomorfismo.
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3.1. Accién sobre una base (1) 8% SCRANADA

Resultado 3.1
» Sea V un espacio vectorial tal que dim(V) = n.

» Sean By = {vi,...,vp} una base de V. y wq,...,w, un
conjunto de n vectores de W .
» Entonces existe una tnica aplicacion lineal, T : V — W, tal
que
T(V,'): wi, = 1,...,[7.

» O sea, una aplicacién lineal estd completamente determinada
a partir de las imagenes de los vectores de una base de V
(es decir, conociendo T(v1), T(v2), ..., T(v,) para una base
{vi,...,vp} de V).
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3.1. Accién sobre una base (2) 506

Ejemplo 3.2 (Ejemplos 2.4 y 2.15)
Supongamos que

T(1,0,0) =(1,2,1), 7(0,1,0) =(1,2,0), T(0,0,1) =(0,0,0).
Entonces se obtiene la aplicacién lineal T : R® — R® definida por

T(x,y,2) = (x+y,2x+ 2y, x).

En efecto, veamos que dicha afirmacidn es correcta.

T(x,y,z) =T (x(1,0,0)+ y(0,1,0) + z(0,0,1))

= T (x(1,0,0)) + T (y(0,1,0)) + T (2(0,0,1))
xT(1,0,0) + yT(0,1,0) + z7(0,0,1)
x(1,2,1) + y(1,2,0) + z(0,0,0)
=(x+y,2x +2y,x).
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3.2. Generadores de la imagen (1) %% DEGRANADA

Resultado 3.3

Sea T : V — W una aplicacién lineal. Si By = {vi,...,vp} es una
base de V/, entonces {T(v1),..., T(va)} es un sistema de
generadores del subespacio imagen Im(T).

Ejemplo 3.4

Definamos un endomorfismo sobre el subespacio vectorial

V={(xy,z) eR’ | x+y—z=0}.

> Sabemos que el subespacio V' lo podemos describir en términos de sus
ecuaciones paramétricas o en términos de la base que lo genera.

V:{(X,y,Z)ER?"X-’-y—Z:O}
:{(x,y,z)6R3\x:)\—i—u,y:—/\,z:u, con A\, € R}
= L{(1,-1,0),(1,0,1)}.
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3.2. Generadores de la imagen (2) 8% SCRANADA

Ejemplo (3.4 cont.)

» Por tanto, para definir un endomorfismo debemos proporcionar las
imdgenes de los vectores de una base de V (siendo tales imagenes
pertenecientes a V).

> Un posible endoformismo seria el dado por
T1(17 _170) = (1’07 1)7 Tl(laov 1) = (15 _130)

» También seria un endomorfismo el definido por

T2(1a _170) = (13 -1, 0) + (1a 07 1)7 Tz(la 07 1) = (13 -1, 0) - (1a 07 1)

» En general, cualquier aplicacién de la forma
T3(la 717 0) = 0611(1, 715 0) + a21(1707 1)3

T3(17 Oa 1) = Ot12(1, _la O) + 0522(1707 1)7

(con au1, a1, a12, a2 € R) seria un endomorfismo en V.

22/56



X" UNIVERSIDAD
A

3.3. Relacién entre dimensiones (1) 506

Depar
Mate

Una propiedad fundamental de las aplicaciones lineales es la
siguiente.

Resultado 3.5
Sea T : V — W una aplicacién lineal. Entonces,

dim V = dimN(T) 4 dimIm(T).

Ejemplo 3.6 (Ejemplos 2.4, 2.15 y 3.2)
La aplicacién lineal T:R® — R®, T(x,y,z) = (x +y,2x + 2y, x), tiene por
ntcleo e imagen los espacios

> N(T)=L{(0,0,1)},
> Im(T) = L{(1,2,1),(1,2,0)}.
Es claro que
dimV = dimR® = 3 = dim N(T)+dimIm(T) =1+ 2.
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3.3. Relacién entre dimensiones (2) 8% SCRANADA

Departar
Mate

Ejemplo 3.7 (Ejemplos 1.3, 2.3 y 2.14)
La aplicacién lineal T:R? — R®, T(x,y) = (x +y,x — y,3y), tiene por
nticleo e imagen los espacios

> N(T) ={(0,0)},
> Im(T) = L{(1,1,0),(1,-1,3)}.
Es evidente que

dimV =dimR? = 2 = dimN(T) + dimIm(T) = 0+ 2.
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3.4. Matriz asociada a una aplicacién lineal (1) 8% DRGRANADA

>

>

Departamento de

Matematica Aplicada

Sea una aplicacién lineal, T, entre dos espacios vectoriales, V' 'y W, de
dimensién finita.
Entonces T queda caracterizada por una matriz, denominada matriz

asociada a T, a partir de la cual se pueden conocer todas las
caracteristicas de T.

En efecto, sean By = {v1,...,Vv,} una base de V'y By = {w1, ..., wn}
una base de W.
Entonces cualquier vector v € V admite una Unica expresién del tipo

V=X1Vi+ -+ XV,
de donde, por la linealidad de T, tenemos que

T(v)=x1T(v)+ -+ xaT(vn)-
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3.4. Matriz asociada a una aplicacién lineal (2) 5

» Como T(v;) € W,1<i<n,y By es una base de W, entonces
puede expresarse en términos de los vectores wj, 1 < j < m.

> Supongamos que las coordenadas de T(v;) respecto de By son

aij
(T(Vi))BW: ? i:17"'7n7

ami
es decir, que

T(v1) = auwi + -+ + am W,

T(Vn) = ainwi + -+ amnWm.

UNIVERSIDAD
DEGRANADA

Departamento de
Matematica Aplicada

T(vi)
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3.4. Matriz asociada a una aplicacién lineal (3) 8% DRGRANADA

Depar
Matematica

» Entonces,
T(V) = Xl(allwl + -+ amle) + -+ Xn(aanI +---+ amnWm)
= (allxl + -+ alnxn)Wl + -+ (amlxl +-+ amnxn)Wm

a11x1 + -+ + ainXn

amiX1 + -+ amnXn By

ai ce ain X1

am1 e amn Xn By /g
w

> Acabamos de ver que es posible calcular las coordenadas de T(v) en la

base By a partir de las coordenadas de v en la base By.
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3.4. Matriz asociada a una aplicacién lineal (4) 8% DRGRANADA

Resultado 3.8

La matriz asociada a la aplicacion lineal T : V — W, respecto de las
bases By y Bw, es la matriz M(T, By, Bw) definida por columnas a
partir de las coordenadas de los vectores T(v;), 1 < i < n, respecto de la

base By .
Es decir,
a1 d12 - din
a1 dx -+ dp
M(T,By,Bw) = ,
ami dm2 amn

donde las columnas de la matriz estan formadas por las coordenadas, en
la base By, de las imagenes de los vectores de la base By, .
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3.4. Matriz asociada a una aplicacién lineal (5) 8% SCRANADA

Resultado 3.9
Sea M(T, By, Bw) la matriz de la aplicacién lineal T : V. — W respecto de las
bases By y Bw. Entonces,

1.
2.
3.

(T(x))s,, = M(T,Bv,Bw)x,,, Vx € V.
N(T) = {x € V| M(T, By, Bw)x,, = Ow}.

Im(T)={y € W|M(T, By, Bw)XBV =Yg, €5 un sistema compatible}.

a1 ain

a1 azn
Im(T) =L ...,

ami amn

dim(Im(T)) = rg (M(T, Bv, Bw)).

T es un isomorfismo si, y solo si, M(T, By, Bw) es invertible.
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3.4. Matriz asociada a una aplicacién lineal (6) 8% DRGRANADA

Departamento de
Matematica Aplicada

Ejemplo 3.10
Sea la aplicacién lineal

T:R =R T(x,y,z) = (x+2y — z,2x + 2z, —x — y).

Queremos hallar la matriz asociada respecto de la base candnica, la imagen del
vector v = (1,2, 3) y calcular el nicleo y la imagen de T.

» Las imdgenes de los vectores de la base candnica son
T(17 070) = (17 27 _1)’ T(07 170) = (27 07 _1)’ T(07 07 1) = (_17 27 0)7

por lo que la matriz de la aplicacién es

1 2 -1
M(T,Be,B)=(2 0 2
-1 -1 0
> La imagen del vector v = (1,2,3) es
1 2 -1 1 2
T(V)Bc = M(T’ BCa BC)VBC = 2 O 2 2 = 8
-1 -1 0 -3

Bc Bc
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3.4. Matriz asociada a una aplicacién lineal (7) 8% DRGRANADA

Matematica Aplicada

Ejemplo (3.10 cont.)
» El nicleo y la imagen de T se pueden obtener facilmente considerando la matriz

Im(Bc (?)) Be(R?)
1 2 -1]|1 0 0
2 0 -1|/0 1 0
-1 2 0|0 0 1

» Por un lado, en la seccién de la izquierda tenemos las imdgenes de los vectores
de la base candnica por filas (o sea, la traspuesta de la matriz de la aplicacién

que acabamos de hallar).

» Por otro lado, en la seccién de la derecha se encuentran los vectores de la base
candnica por filas (o sea, los vectores de los que son imagen los vectores que se

hallan a su izquierda).
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3.4. Matriz asociada a una aplicacién lineal (8) 8% DRGRANADA

Departamento de
Matematica Aplicada

Ejemplo (3.10 cont.)

» Reduciendo dicha matriz, obtenemos

Im(Bc(R®)) Bc(R?) Im(B(R?)) B(R?)
Im(T) ,_/% ,—/h
1 2 —-1]1 0 o0 1 2 -—1/] 1 0 o
2 0 -1]0 1 0] —>--->|l0 -4 1/]-2 10
-1 2 0]0 o0 1 0 0 0 |[[=1 1 1]bHnNm

> Observando la dltima fila de la matriz reducida, vemos que la imagen del vector
(—=1,1,1) es (0,0,0), y por lo tanto este vector es el generador del niicleo.

> Y observando las dos primeras filas, vemos que los vectores (1,0,0) y (—2,1,0)
tienen imdgenes no nulas, que son (1,2, —1) y (0, —4,1). Por tanto, estos dos
ultimos vectores forman una base de la imagen.

» Por tanto,

32/56



3.4. Matriz asociada a una aplicacién lineal (9) 5 DEGRANADA

Departamento de
Matematica Aplicada

Ejemplo 3.11 (Ejemplo 1.6)
Consideremos la aplicacién lineal T : P> — P3, T (p(x)) = xp(x).

Hallemos su matriz asociada respecto de las bases canédnicas, su ntcleo y su imagen.
» La imagen de los vectores de la base candnica de P; es

T(l)=x, T(x)= x2, T(x2) =x3.

» Por tanto, la matriz de la aplicacién T en las bases candnicas de P, y P es

0 0 O
1 0 O
M(T7 BC(IPQ)vBc(I%)): 0 1 0
0 0 1

» Como la imagen de una base de P, es un sistema de generadores de la imagen
de T, tenemos que {x, x?,x3} es un sistema de generadores de Im(T). Adems3s,
al ser linealmente independientes, son una base de Im(T),

Im(T)=1L {x,x2,X3} .
> Finalmente, como dimP> = dim N(T) + dim Im(T), tenemos que dimN(T) =0
y, por tanto,
N(T) = 0.
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3.5. Efecto de un cambio de base (1) B DR

>

i Qué efecto tienen los cambios de base en los espacios

vectoriales V' 'y W de dimensién finita n'y m, respectivamente,

sobre la matriz asociada a una aplicacién lineal T:V — W?

Sean Cy y By bases de V; sean Cyy y By bases de W.

Sea M(T, Cy, Cy) la matriz asociada a T con respecto a las
bases Cy y Cyy.

Sea M(T, By, Bw) la matriz asociada a T con respecto a las
bases By y By .

Entonces, se puede probar que
M(T,By,Bw)= M(Cw, Bw)M(T, Cy, Cw)M(By, Cy)
= M(Bw, Cw)flM( T,Cy, Cw)M(Bv, Cv),

donde M(Bw, Cy) es la matriz de cambio de base de By a

Cw y M(By, Cy) es la matriz de cambio de base de By a Cy.
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3.5. Efecto de un cambio de base (2) B CRANROR

El siguiente esquema representa el proceso seguido.

-
74 _ w
M( T»CV7CW)
Cv _— Cw
M(By,Cy) | | M(By,Cy)™! M(Bw,Cw)™* | | M(Bw,Cw)
M( T»BV7BW)
By e Bw
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3.5. Efecto de un cambio de base (3)

Ejemplo 3.12 (Ejemplo 3.10)
Consideremos la aplicacién T : R3 — R3, T(x,y,z) = (x +2y — z,2x + 2z, —x — y).
Hallemos la matriz asociada a T en la base B; = {(1,2,-1),(0,1,1),(1,0,-1)}.

> La matriz de T en la base canénica de R3 es
1 2 -1

M(T,Be,Bo)=(2 0 2
-1 -1 o0

» La matriz de cambio de base de By a candnica es

1 0 1
M(By,B)={2 1 0
-1 1 -1

» Por tanto la matriz asociada a T con respecto a la base B; vendra dada por

M(T, B, B1) = M(Bc, B1)M(T, Bc, B-)M(Bi, Bc)

3 1

~3 1 1

2 2

= M(Bl,Bc)flM(T, B¢, Bc)M(B1, B.) = 3 0 1
15 0 5

2 2
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Departamento de
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Ejemplo (3.12 cont.)

» También podemos hallar la matriz de T calculando las imédgenes de los vectores
de la base Bj, esto es,

T(1727 _1) = (6707 _3)7 T(07 17 1) = (1727 _1)7 T(1707 _1) = (2707 _1)7

de modo que la matriz de T en la base By (para el primer espacio R3) y en la
base canénica de R? (para el segundo espacio R3?) es

6 1 2
M(T,Bi,B)=|0 2 0
-3 -1 -1

» Entonces, usando la matriz de cambio de B; a B, tenemos que

M(T, By, B1) = M(Bc, B1)M(T, By, Bc)

31
=M(Be, B))M(T,B1,B.)"*=| 3 0 1
15 0 5
2 2
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4.1. Isometrias lineales (1) 8% SCRANADA

Definicién 4.1

Sea V' un espacio vectorial euclideo. Dada una aplicacién lineal
f:V — V, sedice que f es una isometria lineal si, para
cualesquiera x,y € V/, se verifica que

(X, y) = (F(x), f(y))-

Observacion 4.2
Las isometrias lineales conservan la norma de los vectores y los
angulos entre vectores.

> xll = V/Txox) = VTR, FO0) = [ F()], para x € V.

> cos(x,Y) = i = Tratiiiegn = cos(F(x), (), para x,y € V.
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4.1. Isometrias lineales (2) 506

Resultado 4.3

Sean V' un espacio vectorial euclideo y B base ortonormal de V.
Entonces una aplicacion lineal f : V. — V' es una isometria lineal
si, y solo si, la matriz de la aplicacion M(f, B) es ortogonal; o sea,
f es una isometria lineal si, y solo si,

(M(f,B)) ™" = (M(f,B))" .

Observacién 4.4 (Clasificacién)
Como el determinante de una matriz ortogonal es +1, las
isometrias lineales se clasifican de la siguiente forma.
» Si det(M(f, B)) = +1, se dice que la isometria lineal es
propia o directa.
» Si det(M(f, B)) = —1, se dice que la isometria lineal es
impropia o indirecta.
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4.2. Isometrias lineales: representacién matricial (1) 8% DRGRANADA

Ejemplo 4.5
Consideremos la aplicacién lineal T : R? — R?, T(x,y) = (y, x).

» T es una isometria lineal cuando consideramos el producto escalar usual
2
en R*.

> En efecto, la matriz de T en la base canénica de R? es

m(r.8= (] 5).

que es una matriz ortogonal, como podemos comprobar facilmente,

M(T, Be, Be) (M(T, Be, B.))T = (2 é) (g 8) _ ((1) 2)

» Ademds, puesto que
detM (T, B, B.) = —1,

concluimos que T es una isometria lineal impropia.
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4.2. Isometrias lineales: representacién matricial (2) 5 DEGRANADA

Ejemplo 4.6
Consideremos la aplicacién lineal T :R? — R?, T(x,y) = (2x,2y).

>

En este caso, T no es una isometria lineal para el producto escalar usual
2
en R-.

En efecto, la matriz de T en la base candnica de R? es

M(TchvBC): ((2) g>7

que no es ortogonal pues

M(T, Be, B) (M(T, Be, B.))T = ((2) g) (g g) _ (3 2),

Por tanto, T no es una isometria lineal.
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4.2. Isometrias lineales: representacién matricial (3) 8% DRGRANADA

Ejemplo 4.7
Consideremos la aplicacién lineal T:R? — R?, T(x,y) = %(X +y,y —x).
» T es una isometria lineal cuando consideramos el producto escalar usual
en R?.
> En efecto, la matriz de T en la base canénica de R? es
1

1 1
M(TvBchC): V3 \{E )
7

1
V2
que es ortogonal pues

M(T, Be, Bc) (M(T, Be, B.))" = (

-k
sy
SN—

» Ademas, al ser
det M(T,B.,B.) =1,

concluimos que T es una isometria lineal propia.
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4.3. Isometrias lineales en R?: giros (1) %% DEGRANADA

Giro de dngulo « (en torno al origen)

€2

» Un giro de dangulo « en torno al origen es una aplicacién ortogonal,
pues conserva el dngulo entre los vectores (y, en consecuencia, la
norma de vectores).

» La aplicacién que define un giro de dangulo « en torno al origen es

Gu(x,y) = (xcosa — ysena, xsen v + y cos ).
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4.3. Isometrias lineales en R?: giros (2) 8% SCRANADA

Departamento de

a
Matematica Aplicada

Giro de dngulo « (cont.)

> La rotacién de los elementos de la base canénica B¢ de R? es
Gu(1,0) = (cosa,sen ), G,(0,1) = (—sen a, cos ).

» Por tanto, la matriz del giro, en la base candnica, es

Cosax —sen«
sen « Cos &

M(Ga, Bc) = (

» Como det M(G,, Bc) = cos® a + sen® a = 1, tenemos que G, es
una isometria lineal propia.

Ejemplo 4.8 (Giro de dngulo «)
La matriz de un giro de dngulo & = 7/6 en la base candnica de R? es

s us \/§
COS — — Sen - -5
M(Gr s, Bc) = (Seng cos f) = < > )
6 6

NI= N
""3 |
Wl NI=
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4.3. Isometrias lineales en R?: simetrias (1) 8% SCRANADA
.

Simetria respecto a una recta

T(u
” o /T_\ (1)
T(w2)

» Consideraremos una recta r que pase por el origen.

» En este caso no interesa tomar la base candnica, sino otra base que
sea mas adecuada para esta situacion.
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4.3. Isometrias lineales en R?: simetrias (2) %% DEGRANADA

Simetria respecto a una recta (cont.)

> Aprovechando la ecuacién de la recta, tomamos uno de sus vectores
directores (unitarios) como uno de los vectores de la base, u;.

El otro vector, up, serd un vector ortogonal a u; (y de norma uno).

Asi, la simetria respecto de la recta r se define como

S, R? = R? S () = uy, S(w2) = —us.
» Por tanto, la matriz de la simetria S,, en la base B = {uy, up}, es
1 0
w5~ (1 9).

> Ademds, como det M(S,, B) = —1, tenemos que S, es una
isometria lineal impropia.
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4.3. Isometrias lineales en R?: simetrias (3) %% DEGRANADA

Ejemplo 4.9 (Simetria respecto a una recta)
Hallemos la matriz de una simetria respecto a la recta r=x —2y =0, en la
base canénica de R

» Un vector director de la recta, con normal igual a uno, es

1
uy = ﬁ(l 1).

» Un vector uy, ortogonal a u; y con normal uno, es

u2

1
= £(-12)

> La matriz de la simetria respecto a la recta r, en la base B = {u1, p}, es

M(S,, B) = (é _01) .
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Isometrias lineales en R?: simetrias (4) 8% SCRANADA

Ejemplo (4.9, Simetria respecto a una recta, cont.)
> La matriz de cambio de la base B a la base canénica de R? es
2 1
Aaasg:<f _f>.
Vs VB
» Por tanto, la matriz de la simetria, respecto a la base candnica de R?, es
M(S;, B.) = M(B, B-)M(S,, BYM(B., B)
= M(B, B-)M(S,, B) (M(B, B.)) ™!
M(B, Bo)M(S,, B) (M(B, B.))"

1 2
s\ (1 O 5
2 0 -1 _ 1
V5 5

/N -~/

Sk Sl
~———

s alw S‘ S‘
= )
ol o

I ous
vllw
N——
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4.4. Isometrias lineales en R*: simetrias (1) %% DEGRANADA

Simetria respecto a un plano vectorial

>

>

Este caso es similar al de la simetria respecto a una recta.
No conviene usar la base candnica, pues los célculos son complejos.

Tomamos dos vectores u; y up del plano I1, ortogonales y unitarios,
como los dos primeros vectores de la base a utilizar.

El tercer vector serd un vector unitario ortogonal a u; y us.

Asi, la simetria respecto del plano I1 viene dada por

Sn:R* 5 R?, Sp(u) = w1, Sn(uz) = w2, Sn(us) = —us.

Por tanto, la matriz de tal simetria, en la base B = {uy, up, us}, es

1 0 0
M(Sn.B)=|0 1 0
0 0 -1
Como det M(Sp, B) = —1, concluimos que S es una isometria

lineal impropia.
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4.4. Isometrias lineales en R3: simetrias (2)

Ejemplo 4.10 (Simetria respecto a un plano vectorial)

Hallemos la matriz de la simetria respecto al plano[1=x+y +2z =0, en la
base candnica de R®.

> Una base del plano es B = {in, i} = {(—1,1,0),(—1,0,1)}.

» Tras aplicar Gram-Schmidt a B y normalizar, tenemos

» Un vector unitario ortogonal a u; y up es
u < 1 1 1 )
3=\ —F= 7= —= -
V3 V3 V3
> La matriz de la simetria respecto al plano I, en la base B = {u1, >, us},
es

10 0
M(Sn,B)= (0 1 0
00 -1
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4.4. Isometrias lineales en R*: simetrias (3) 8% SCRANADA

Dep:
Mate

Ejemplo (4.10, Simetria respecto a un plano vectorial, cont.)

> La matriz de cambio de la base B a la base candnica de R3 es

-1 =1 1

V2 V6 V3

1 1 1
MB,B)=|7 7%
0 2 L

Vi V3

> Por tanto, la matriz de la simetria, en la base canénica de R3, es
M(Sn, B) = M(B, B-)M(Sn, BYM(B., B)
= M(B, B-)M(Sn, B) (M(B, B.)) ™
M(B, B-)M(Sn, B) (M(B, B:))"

1 -2 =2
3 3 3
— | =2 1 =2
- 3 3 3
-2 =2 1
3 3 3
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4.4. Isometrias lineales en R®: giros (1) %% DEGRANADA

Giro

de angulo « respecto a una recta vectorial

Tomamos una recta, que pase por el origen, como eje de giro.

El primer elemento de la base, u;, serd un vector director de la recta
(invariante respecto al giro) con norma igual a uno.

Los otros dos elementos de la base, uy y usz, serdn dos vectores
unitarios y ortogonales entre si y, también, a u;.

Entonces la aplicacién estd definida por

G(;(U1) = ui,
G, R} R Gl (u) = wrcosa + us sen a,
Gi(u3) = —wsena + uz cos .

La matriz del giro, en la base B = {uy, u2, u3}, es

1 0 0
M(G,,B)=| 0 cosaa —sena
0 sena cos &

Como det M(G!, B) = 1, es una isometria lineal propia.
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4.4. lsometrias lineales en R3: giros (2)

Ejemplo 4.11 (Giro de dngulo « respecto a una recta vectorial)

Hallemos la matriz de un giro de dngulo o = 7/3 respecto a la recta r con
vector director (1,1, —1), en la base candnica de R3.

» El vector director normalizado es u; = (\%, %, f%) .
> Dos vectores ortogonales a u; son o> = (1,—1,0), a3 = (0,1,1).
> Ortonormalizando (mediante Gram-Schmidt), tenemos
( 1 1 0) ( 1 1 2 )
u2 = Ty T = , U3 = Y-S - <l B
V2T V2 V6 V6 V3
> La matriz del giro de dngulo o = 7/3 respecto a la recta r, en la base

B = {u1,w,us}, es

1 O 0
M(GL5B)=|0 3 %

0o B 1

2 2
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4.4. Isometrias lineales en R?: giros (3) 8% SCRANADA

Dep:
Mate

Ejemplo (4.11, Giro de dngulo « respecto a una recta vectorial, cont.)

> La matriz de cambio de la base B a la base canénica de R es
1 1 1

i V2 e
1 1 1

MB.B)=| A ~vi v
_1 0 V2

V3 V3

> Por tanto, la matriz del giro de dngulo o = /3 respecto a la recta r, en
la base candnica de R3, es

M(Gy 3, Bc) = M(B, B-)M(G;, 3, B)M(Bc, B)
= M(B, B-)M(G 3, B) (M(B, B)) ™"
= M(B, B)M(G}/5, B) (M(B, B.))"

2 1 _2
3 3 3
—[2 2 1
- 3 3 3
1 2 2
3 3 3
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4.4. Isometrias lineales en R®: composiciones B DEGRANADA

Composicién de una simetria respecto a un plano con un giro

Depar
Matematica

respecto al eje ortogonal a dicho plano

>

Primero haremos la simetria respecto a un plano 1y después el giro de
angulo « respecto de la recta (eje) r ortogonal al plano.

El primer vector, ui, de la base ortonormal serd un vector director unitario
de la recta r, al cual no le afectard el giro (pero si la simetria).

Los otros dos vectores, u2 y us, de la base serdn dos vectores unitarios del
plano I ortogonales entre si y, también, al vector u;. Los vectores o y us
no se veran afectados por la simetria, pero si por el giro.

La aplicacién resultante queda definida por

Sg(ul) = —u
52 R — R37 Sg(uz) = upcosa + uzsen
SN (us) = —wsena + uz cosa

Finalmente, la matriz de la isometria lineal, con respecto a la base

B = , U, , es
o, vz, 03} -1 0 0

M(SY,B)=|( 0 cosa —sena
0 sena cosa

Como det M(SY}, B) = —1, la isometria es lineal impropia.
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