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1.1. Matrices escalonadas y escalonadas reducidas (1) 8% DRGRANADA

Departamento de
Matematica Aplicada

Definicién 1.1 (Pivote)
Sea A € Mpxm una matriz (de nimeros reales). Llamaremos
pivote de una fila de A al primer elemento no nulo de dicha fila.

Definicion 1.2 (Matrices escalonadas)

Sea A € M,«m una matriz. Diremos que A es una matriz
escalonada por filas si se satisfacen las siguientes condiciones.

1. Si existen, las filas nulas de A estan agrupadas en la parte
inferior de la matriz.

2. El pivote de cada fila no nula estd a la derecha del pivote de
la fila inmediatamente por encima.

(Una fila de una matriz A es una fila nula si esta formada solo por ceros. En

caso contrario, diremos que es una fila no nula).
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1.1. Matrices escalonadas y escalonadas reducidas (2) X" DEGRANADA

Departamento de
Matematica Aplicada

Ejemplo 1.3 (Matrices escalonadas)

0o W x * * * * * * *

n . N | | * * 0 0 o n * * * * * *
0 n N 0 | * 0o o0 0 o W =« * * * *
0 0 ™ ? 0 0 | N 0 0 0 0 0 0 | | * * *
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 | *

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Ejemplo 1.4 (Matrices no escalonadas)

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

n . N n * * [ | * * * * * * * *
0 0 n 0 0 0 0o o0 0 o W x * * * *
0 n . ’ 0 0 | NI 0o o0 o n * * * * * *
0 | | * 0 o0 0 0 0 0o W« * *

0 0 0 0 0 0 0 0 | *

(En los Ejemplos 1.3 y 1.4, los simbolos B y * representan valores reales no

nulos y valores reales arbitrarios, respectivamente).
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1.1. Matrices escalonadas y escalonadas reducidas (3) 8% DRGRANADA

Departamento de
Matematica Aplicada

Es posible describir analiticamente la nocién de matriz escalonada.
Si

ai a2 T aim

A ani az e am
= b

anl  an2 - anm

entonces la i-esima fila de A es
Ai = (a1, ai2, - -, aim) -

Si r = r (A) es el nimero de filas no nulas de A, entonces

r=#{ie{l,2,...,n} | A #0},

donde 0 = (0, ...,0) representa la fila nula.

(Si C es un conjunto cualquiera, #C denota al nlimero de elementos de C).
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UNIVERSIDAD

1.1. Matrices escalonadas y escalonadas reducidas (4) 5 DEGRANADA

oey
Mat

Sea A; una fila no nula. Entonces su pivote, p; = p; (A), es

pi=min{je{1,2,...,m|a; #0}}.

Resultado 1.5
Sea A € M,xm una matriz real. Entonces A es escalonada si se
cumplen las siguientes condiciones (siendo r < n).

1. Ai#0paral <i<ryA; =0 paratodoi>r.
2. pp<p2<--<pr

Ejemplo 1.6
Aqui A es una matriz escalonada, pero By C no lo son. jPor qué?
1 2 3 4 5 1 2 3
0 1 2 3
0O 6 7 8 9 0 0 O
A= 0O 0 0 10 11}° B= <8 g g g) P €= 0 5 6
0O 0 0 O 0 0 0 O
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1.1. Matrices escalonadas y escalonadas reducidas (5) 8% DRGRANADA

Departamento de
Matematica Aplicada

Definiciéon 1.7
Sea A € M« m una matriz real. Diremos que A es escalonada
reducida por filas si es escalonada y, ademds, se satisfacen las
siguientes propiedades (siendo r < n).
1. En cada fila no nula A; el pivote es igual a 1, es decir,
aip, =1, 1<i<r.
2. En cada columna que contenga un pivote, los valores por

encima del correspondiente pivote son todos nulos, es decir,
ap, =0,2<i<r, 1<k<i—1

Ejemplo 1.8
Las siguientes matrices son escalonadas reducidas por filas.

o
=
o
o
N

1 0 2 0 3 0 1 0 0 2
D=0 1 4 5 6]|; E= 8 8 é 2 i;F: 0 0 1 3 4
0 0 0 0 O 00 0 0 0 0 0 0 0 O
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1.2. Transformaciones elementales. Matrices equivalentes (1) B DGRRRR

Departamento de
Matematica Aplicada

Definicién 1.9
Se llama transformacion elemental por filas de una matriz a
cualquiera de los siguientes procesos.

> Intercambio de dos filas entre si.
» Producto de una fila por un ndmero real no nulo cualquiera.

» Suma a una fila de cualquier otra fila multiplicada por un
ndmero real cualquiera.

Definicién 1.10

Dos matrices A, B se dicen equivalentes por filas si B se obtiene a
partir de A mediante transformaciones elementales por filas.
Denotaremos este hecho por A ~¢ B.
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1.2. Transformaciones elementales. Matrices equivalentes (2)

Ejemplo 1.11
Transformemos la siguiente matriz en una escalonada equivalente.

2 1 0 3
G=|(4 0 6 2
1 3 2 0

Empezamos permutando las filas primera y tercera.

2 1 0 3 1 3 2 0

4 0 6 2|~|4 0 6 2

1 3 2 0 2 1 0 3

A continuacién restamos, a la segunda fila, la primera multiplicada por cuatro.
0 1 3 2 0

2|~ |0 —-12 -2 2

3 2 1 0 3

o oN

13
4 0
2 1
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1.2. Transformaciones elementales. Matrices equivalentes (3) B DGRRRR

Ahora restamos, a la tercera fila, la primera multiplicada por dos.

1 3 2 0 1 3 2 0
0 -12 -2 2|~|0 —-12 -2 2
2 1 0 3 0 -5 -4 3

Dividimos la segunda fila por —2 y cambiamos de signo la tercera.

1 3 2 0 1.3 2 0
0 -12 -2 2|~(0 6 1 -1
0 -5 -4 3 0 5 4 -3

Finalmente restamos, a la tercera fil, la segunda multiplicada por 5/6.

1 3 2 0 1 3 2 0
0 6 1 —-1|~10 6 1 -1
0 5 4 -3 o0 2 -2
En definitiva,
1 3 2 0
G~f |0 6 1 -1
00 ¥ b
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1.2. Transformaciones elementales. Matrices equivalentes (4) B DGRRRR

Departamento de
Matematica Aplicada

A partir del Ejemplo 1.11, tenemos que la matriz G es equivalente
por filas a una matriz escalonada.

Otras transformaciones elementales producirdn otras matrices
(escalonadas o no) equivalentes por filas a G.

El procedimiento que se ha utilizado anteriormente, completado de
manera adecuada (;como?), conduce al siguiente resultado.

Resultado 1.12
Dada una matriz A € M ,«m, existe una tinica matriz B € Mpxm
escalonada reducida equivalente a A, es decir, tal que A ~¢ B.
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2.1. Matriz regular. Matriz inversa (1) 8% SCRANADA

Definicién 2.1

Sea A € M« una matriz cuadrada real. Diremos que A es regular
si existe B € M« tal que AB = BA = [,, donde /,, representa la

matriz identidad de orden n. En tal caso, B se llama inversa de A.

Ejemplo 2.2
Consideremos las matrices
1 00 1 0 0
A=|1 1 0] vy B=[-1 1 o0
1 1 1 0 -1 1
Como
1 00 1 0 0 1 00
AB=11 1 0]-[-1 1 0]=1(0 1 0] =5,
1 1 1 0 -1 1 0 0 1

y BA =I5 (jcompruébese!), se verifica que B es la inversa de A.
Por cierto, como B es la inversa de A, entonces A es la inversa de B (; por
qué?).
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2.1. Matriz regular. Matriz inversa (2) 8% SCRANADA

Resultado 2.3
La matriz inversa de una matriz dada A € M, «,, Si existe, es
tnica.

La inversa de A se denota por A~L.

Ejemplo 2.4

En el caso visto en el Ejemplo 2.2,
1 0 o\ "' 1 0 0
110 =A'=B=(-1 1 0
1 1 1 0 -1 1

Un resultado bastante interesante para el cilculo de matrices
inversas es el siguiente.

Resultado 2.5
Sea A € M, una matriz regular. Entonces la matriz (A|l,) es
equivalente por filas a la matriz escalonada reducida (I,|A~1).
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2.1. Matriz regular. Matriz inversa (3) B RN

Dep:

Ejemplo 2.6

Volvamos al Ejemplo 2.2 y apliquemos el Resultado 2.5 para comprobar que B
es la inversa de A.

1 0 0j1 0 O 1 0 0|1 0O
11 00 1 O0)J~f|0 1 Of—-1 1 O} ~r
11 10 0 1 01 1]-1 01

1001 0 O

01 0]-1 1 O

0 0 1]0 -11

Por cierto, jcudles han sido las transformaciones empleadas? (Pista: dos en el
primer paso y una en el segundo).

Por tanto,
1 0 0\ "' 1 0 0
1 1 0 =1|-1 1 0
1 1 1 0 -1 1
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2.1. Matriz regular. Matriz inversa (4) §f: UIvERSIDAD

Depar
Mate

Resultado 2.7
Si las matrices A, B € M, «, tienen inversa, entonces AB es
invertible y se verifica que (AB)™! = B71A1,

Demostracién.
> Ainvertible = Existe A”* talque A- A"l = A"1. A=
> B invertible = Existe B~! tal que B- B! =B"!.B=1.
» Es claro que
(AB)(BT'TATH)=ABB A T=A-1 . A=A A=
y que
(BT'AY)YAB)=B (A 'AB=B'.1-B=B'-B=1I.

> Por tanto, existe C tal que (AB)C = C(AB) = I, es decir, AB es
invertible.

Ademss, (AB)™! = C=B"1A"1

v
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2.2. Determinante de una matriz (1) B RN

Dep:

Para introducir el concepto de determinante de una matriz ”
necesitamos previamente el concepto de permutacion.

Definicién 2.8
Una permutacion de n elementos es una aplicacién biyectiva

La permutacién o transforma la n-upla (1,2,...,n) en la n-upla
(0(1),0(2),...,0(n)). Asi, escribiremos

o(1,2,...,n) = (0(1),0(2),...,0(n)).

Ejemplo 2.9
Una permutacién de 3 elementos es o(1,2,3) = (2,3, 1), es decir,

o(l)=2, o(2)=3, o(3)=1.
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2.2. Determinante de una matriz (2) B RN

Notemos por P, al conjunto formado por todas las permutaciones
de n elementos.

Se verifica que #P, = nl =1-2--.n. En particular, #P; = 1,
HPr=21=2 #P3=31=6, #P, =41 =24, .. ..

Ejemplo 2.10
> Pr=A{(D}
> P, ={(1,2),(2,1)}.
> P;=1{(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1)}.

A continuacién veremos el concepto inversién en una permutacion.
Para facilitar su comprensién, en lugar de hacerlo analiticamente,
usaremos un ejemplo.

18/94



2.2. Determinante de una matriz (3) 8% SCRANADA

Depar
Matematica

Ejemplo 2.11
Consideremos la permutacién o(1,2,3,4) = (2,4,1,3).
» Comenzamos con el elemento que aparece en la primera posicién: 2.
* Con respecto al valor que aparece en segunda posicién (o sea, 4), 2
conserva el orden (2 es menor que 4): no hay inversién.
= Con respecto al valor que aparece en tercera posicién (o sea, 1), 2
no conserva el orden (2 no es menor que 1): hay una inversidn.
* En lo que se refiere al elemento de la cuarta posicién (esto es, 3), 2
si conserva el orden (2 es menor que 3): no hay inversidn.

» Pasemos ahora a considerar el valor que ocupa la segunda posicién, 4, y
comparémoslo con los que se encuentran a su derecha.

* 4 no es menor que 1 o 3: hay dos inversiones.

> Si nos fijamos en el valor que ocupa la tercera posicién, 1, estd bien
ubicado respecto del dnico que hay a su derecha (1 es menor que 3), por
lo que no hay inversién.

En definitiva, la permutacién o dada presenta tres inversiones.
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2.2. Determinante de una matriz (4) B CRANROR

Definicién 2.12
Si i(0) representa el nimero de inversiones de la permutacién o,
entonces la signatura de o es el valor (o) = (—1)().

Ya estamos en condiciones de definir el concepto de determinante
de una matriz cuadrada.

Definicién 2.13

Sea A € M«,. Se define el determinante de A como sigue.

det A= £(0)a1(1)220(2) "+ Anofn)-
o€Pn

A veces se usa la notacién |A| para el determinante de A.

Observacién 2.14
Es evidente que el determinante de la matriz A = (a11) es det A = a11 pues la

tnica permutacién de Py es o(1) = 1.
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2.2. Determinante de una matriz (5) B RN

Observacién 2.15
Para hallar el determinante de una matriz cuadrada de orden 2,

A= (311 312) 7
a1 ax
consideramos P> = {01(1,2) = (1,2) y 01(1,2) = (2,1)}. Como e(01) =1y
e(o2) = —1, entonces
det A = €(01)a10,(1)320,(2) + €(02)310,(1)3205(2) = a11822 — A12321.
Observacién 2.16
Hallemos ahora la expresién del determinante de una matriz de orden tres,
ai1 a2 a3
A= |axn ax» axs
a3 as ass
Para ello consideramos las seis permutaciones de Ps. A saber,
01(17 2, 3) = (17 2, 3)7 02(15 2, 3) = (17 3, 2)7 03(17 2, 3) = (25 1 3)7
04(17 27 3) = (27 37 1)7 05(17 27 3) = (37 17 2)7 06(17 27 3) = (37 2, 1)
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2.2. Determinante de una matriz (6) 8% SCRANADA

‘Aplicada

Mate

Es facil comprobar que
e(o1) = e(oa) = e(os) = 1y que e(02) = £(03) = €(06) = —1 (jhacerlo!).
Entonces,
det A = €(01)a10,(1) 320, (2) 330, (3) + €(04)3104(1) 3204 (2) 3304(3)+
€(05) a105(1) 3205 (2) 3305(3) T €(02) A105(1)320(2) 3305(3) +
£(03)a105(1) 3203(2) 3305(3) T €(06)A106(1) 3206(2) @306(3) =
det A = (a11a2a33 + apazzass + aizaziasz)—
(a11a23a32 + arpariass + aizaxas) =
det A = (311822333 + ar1a32a813 + a12a2333,1)—

(813822831 + apaiass + azasean).

Se obtiene asi la llamada Regla de Sarrus. Graficamente (mds o menos),
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2.2. Determinante de una matriz (7) B RN

La expresidn explicita, para el determinante de una matriz de orden
cuatro, contiene 4! = 24 sumandos. Por este motivo, se hace
necesario establecer métodos alternativos para el calculo de un
determinante.

Definicion 2.17
Sea una matriz A € M, «n.

» Se define el menor complementario del elemento a;; de A
(denotado por Ajj) como el determinante de la submatriz que
resulta de eliminar la fila i y la columna j en la matriz A.

> Se define el adjunto del elemento aj; de A como el niimero
real AU = (—1)’+J/\,'J'.

» La matriz formada por los adjuntos de los elementos de A se

denomina matriz adjunta de Ay se denota por adj(A), esto
es, adj(A) = (Aj).
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2.2. Determinante de una matriz (8) 8% SCRANADA

Depar
Matematica

Ejemplo 2.18

. . - a1l a2
Consideremos una matriz genérica de orden dos, A = (a ; ) .
21 82

» El menor complementario del elemento a1 es Ai1 = ax, por lo que su
adjunto es Ay; = (—1)* Ay = an.

» El menor complementario de ai» es A1z = a»1, de donde
142
Atz = (—1)"App = —az.

Para a1, se tiene que Ay = a2 y, por tanto, Ay = (—1)*" Ay = —an.

Por dltimo, el menor complementario de ax es A = a1 y su adjunto es
_ 242 _
Ay = (1) = an1.

Por tanto, la matriz adjunta de la matriz A dada es

ad'(A):ad' ain  an _ ax —al1
/ ! a1 ax —ai2 ai '
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2.2. Determinante de una matriz (9) 506

Ejemplo 2.19
1 2 3
Sea la matriz cuadrada deorden3 B= (0 -1 2
0 0 1

Para hallar la adjunta de B, a partir de la definicién,

-1 2 0 2 0 1
1+l _\142 _1\143
e P G FE NG
aie)= | 02 53| § T o] g
2 3 1 3 1 2
_qy3+1 1\342 1\343
R G P G
-1 0 0
=1-2 1 0
7 -2 -1
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2.2. Determinante de una matriz (10) B DNCRANRSR

Mediante el concepto de adjunto tenemos un nuevo método para
calcular el determinante de una matriz.

Resultado 2.20
Sea una matriz A = (ajj) € Mpxn.

1. Para cualquier indice i (1 < i < n) se verifica que

det A = ajpAj + ajppAix + - + ainAipn.
(Desarrollo por filas)

2. Para cualquier indice j (1 < j < n) se verifica que

det A = ayjAyj + apjAzj + - -+ + anjAnj.

(Desarrollo por columnas)
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2.2. Determinante de una matriz (11) B RN

Ejemplo 2.21
1 -1 1 2
. . 2 0 -1 0
Consideremos la matriz A = 4 3 5 1
1 2 3 4

Para calcular su determinante, desarrollamos por la primera fila (i = 1).

det A = a11A11 + a12A12 + a13A13 + a14A14

0 -1 0 2 -1 0
=1-(=D)"'det [3 2 1| +(-1)-(-1)"?det|[4 2 1

2 3 4 1 3

2 00 2 0 -1
+1-(-1)"3det [4 3 1| +2-(-1)""det|4 3 2

1 2 4 12 3
=1-1-104(-1)-(-1)-25+1-1-20+2-(-1)-5

=10+ 25+ 20 — 10 = 45.
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2.2. Determinante de una matriz (12) B RN

Ejemplo (2.21 cont.)

También se puede desarrollar por los elementos de la segunda fila (i = 2), lo
que requiere menos célculos ya que dos elementos de dicha fila son nulos.

det A = ax1 Az + anAx + a3Axs + auAo
=2-An+0-An+(-1)-As+0-Ax
=2-Axn — An.

Por tanto, solo hay que calcular dos adjuntos. Como

-1 1 2
An =(—1)>"det| 3 2 1| =5
2 3 4
Y 1 -1 2
Ay = (—1)"det [4 3 1| =-35
1 2 4

concluimos que

det A=2- Ay — Az =2-5—(—35) =45.
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2.2. Determinante de una matriz (13) 8% SCRANADA

Veamos, sin demostracidn, varios resultados Utiles para calcular
determinantes.

Resultado 2.22
Sean A, B, A1, Az, A3 € Mxn matrices cuadradas de orden n.

> El determinante de A coincide con el determinante de su traspuesta A",
es decir, det A = det(AT).

> El determinante de A cambia de signo si se intercambian dos filas (o dos
columnas) entre si.

» El determinante de A no varia si a una fila o columna se le suma otra
multiplicada por cualquier nimero real.

» Si de una fila o columna de A se extrae un factor comiin a todos sus
elementos, el determinante de A es igual al factor extraido por el

determinante de la matriz resultante tras la extraccion de dicho factor
comiin.

ain o+ Aay e A ai -+ A&y s A
det | i . . : = Adet
apt - Aap v am anl  cc anj

ann
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2.2. Determinante de una matriz (14) 8% SCRANADA

Resultado (2.22 cont.)

> Sila i-ésima fila (o columna) de A; es la suma de las i-ésimas filas (o
columnas) de A, y As, entonces det A; = det A + det Az. Esto es,

ai - atay; o a
det | : : L =

anl v+ anitan o am

aiw e+ Ay am aiy - Ay - am
det : : . : + det

anl -+ aApi  ccc ann an -+ an ot am

» Si una matriz tiene una fila (o columna) de ceros, el determinante es cero.

Si una matriz tiene dos filas (o columnas) iguales o proporcionales,
entonces su determinante es cero.

» Si una fila (o columna) se obtiene como combinacién lineal de otras filas
(o columnas), entonces el determinante es cero.

» El determinante del producto de dos matrices es igual al producto de sus
determinantes. Esto es, det(AB) = det Adet B.
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2.2. Determinante de una matriz (15) B RN

DEGRANADA

Departamento de
Matematica Aplicada

Ejemplo 2.23

Podemos calcular el determinante del Ejemplo 2.21 utilizando algunas de las
propiedades anteriores. En concreto, si a la segunda fila le restamos dos veces
la primera (F, — 2F1), a la tercera cuatro veces la primera (Fs — 4F1) y,
finalmente, a la cuarta la primera (Fs — F1), entonces

1 -1 1 2
B 2-2.1 0-2.(-1) -1-2.1 0-2.2
detA=det|, 4.1 3-4.(-1) 2-4.1 1-4.2
1-1 2-(-1) 3-1 4-2
1 -1 1 2
0 2 -3 —4
=detly 7 2 7
0o 3 2 2

Ahora se puede desarrollar por los elementos de la primera columna, que tiene
todos sus elementos nulos excepto el primero. Por tanto,

2 -3 —4
det A=1-(—-1)""det |7 -2 -7
3 2 2

31/94



2.2. Determinante de una matriz (16) B RN

Dep:

Ejemplo (2.23 cont.)
En lugar de emplear la Regla de Sarrus, sigamos aplicando las propiedades de
Resultado 2.22.

2 -3 -4 2 -3 —4+42
detA=det|7 -2 —7|=det|7 -2 —-7+7
3 2 2 3 2 2+3

2 -3 =2

=det|7 -2 0

3 2 5

oy (_1\143 7 =2 (L 1\343 2 -3
=(=2)-(=1)"det <3 ’ ) +5-(=1)""det (7 72>
= —2.2045-(—4+21) = —40 + 85 = 45.

i Qué propiedades se han usado?
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2.3. Determinantes y matrices inversas (1) R Uyvensioan

DEGRANADA

Departame
Matematica apiicada

Usando determinantes, podemos hallar la inversa de una matriz regular.

Resultado 2.24

Sea A € M,xn. Entonces A es invertible si y solo si det A # 0.
En caso afirmativo,
-1 _
= St A tA (adjA)".

Ejemplo 2.25

Haciendo uso del resultado anterior, hallemos la inversa de la matriz

1 0 -1
A=11 -1 O
1 1 1
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2.3. Determinantes y matrices inversas (2)

Ejemplo (2.25 cont.)
1 0 -1
> detA=det|{1 -1 0 | =
1 1 1
1 0 -1
> adjA=adj{1 -1 0 | =
1 1 1
-1
> ATl = 2 (adjA)T =L | -1
—1
Por tanto, .
3
-1
Atz L
_2
3

-1
-1
-1

I o |
=T =

X" UNIVERSIDAD
: DE DA

Dep:

—3 = A es regular.

-1 2
2 -1
-1 -1
2\’ 1 -1 -1
-1 =3t1-1 2 -1
-1 2 -1 -1
1
3
1
3
1
3
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UNIVERSIDAD

2.4, Rango (1) ” DEGRANADA

Definicién 2.26
Sean A, B € M« tales que A ~f By B es escalonada. Se llama
rango de A, y se denota por rg A, al nimero de filas no nulas de B.

Observacién 2.27

Se deduce, por la unicidad de la matriz escalonada reducida, que el
rango de una matriz es independiente de la matriz escalonada que
se considere. En consecuencia, dos matrices equivalentes por filas
tienen el mismo rango.

El rango de una matriz se puede caracterizar mediante submatrices
regulares (o por determinantes).

Resultado 2.28
El rango de una matriz A € M« m coincide con el mayor orden
posible de las submatrices cuadradas regulares de A.
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p de

2.4. Rango (2)

Ejemplo 2.29
Usando el Resultado 2.28, vamos a calcular el rango de la matriz
1 -1 2 -3
A=[2 —2 4 -1
1 -1 2 2

> (211) = (1) #* (0) =rgA>1.
» Tomado ai; como elemento fijo, las posibles submatrices de A formadas
con elementos de la primera y segunda filas son

1 -1 12 1 -3
a=(e 2)om=( 2 o= 2)

det(By) =0, det(B,) =0, det(Bs) =5 #0=>rg A > 2.
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2.4. Rango (3) N RORNRR

Ejemplo (2.29 cont.)

» Fijando B3 como submatriz regular de orden 2 de A, formamos
submatrices de orden 3 utilizando los elementos de la tercera fila.

1 -1 -3 1 2 -3
G=1[2 -2 -1, G=[2 4 -1
1 -1 2 1 2 2

det(C1) = 0, det((;) = 0 = no hay submatrices regulares de orden 3.
Por lo tanto, rg A = 2.

iSeria mas rapido calcular el rango hallando una matriz escalonada equivalente

(usando transformaciones elementales)? Inténtese.
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3.1. Sistemas de ecuaciones lineales (1) 8% SCRANADA

Departamento de

a
Matematica Aplicada

Definicién 3.1
> Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de
ecuaciones del tipo

auxi 4apxe +--- 4amxXm = b
anx1 4anxe +-- tamxXm = b
an1X1 +amx2 +- - +anmXm = bn

» Matricialmente, el sistema se escribe de la forma Ax = b,
donde

ai - aim X1 by

anl e anm Xm bn

» A es la matriz de coeficientes del sistema, x es el vector de
incégnitas del sistema y b es el vector de términos
independientes del sistema.
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3.1. Sistemas de ecuaciones lineales (2) 8% SCRANADA

Definicion 3.2

Sea Ax = b un sistema de ecuaciones lineales con matriz de
coeficientes A € M« m, vector de incégnitas x € M,«x1 y vector
de términos independientes b € M «1.

Se dice que s € M ,«x1 es una solucién del sistema Ax = b, si al
sustituir x; por s1, X por S, ..., Xm POr Sy, se satisfacen todas
las igualdades.

Ejemplo 3.3
iEs s =(2,1,3,0)" una solucién del sistema
X1 — X2 + X3 = 4
—Xx1+2x0—x3+2x4 = -3
X1 —Xo+5x3+2x4 = 16
2x2 +2x3 +6x4 = 7
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3.1. Sistemas de ecuaciones lineales (3) 8% SCRANADA
pmnm,

Definicién 3.4

Sea Ax = b, un sistema de ecuaciones lineales con matriz de
coeficientes A € M« m, vector de incégnitas x € M,«1 y vector
de términos independientes b € M, «1. El sistema es

» compatible determinado si tiene una tnica solucién x,
» compatible indeterminado si tiene infinitas soluciones,
» incompatible si no tiene solucién.

El sistema se dice compatible si es compatible determinado o
indeterminado.
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3.1. Sistemas de ecuaciones lineales (4) 8% SCRANADA

Resultado 3.5 (Teorema de Rouché-Frobenius)

Sea Ax = b un sistema de ecuaciones lineales, con matriz de
coeficientes A € M ,«m, vector de incégnitas x € M ,x1 y vector
de términos independientes b € M 1.

Notemos por (A|b) € My (m+1) @ la matriz ampliada del sistema.

» Sirg A =rg(A|b) = m, entonces el sistema es compatible
determinado.

» Sirg A =rg(A|b) < m, entonces el sistema es compatible
indeterminado.

» Sirg A # rg(Al|b), entonces el sistema es incompatible.

Observacién 3.6
> m es, justamente, el nimero de incégnitas del sistema.

» El Teorema de Rouché-Frobenius es también conocido como Teorema de
Kronecker-Capelli (Rusia), Teorema de Rouché-Capelli (Italia), o Teorema
de Rouché-Fontené (Francia).
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3.1. Sistemas de ecuaciones lineales (5) 8% SCRANADA

Ejemplo 3.7
Estudiemos el caracter del sistema de ecuaciones

1

X+y+z
x—2y+2z = 0
2x—y+4z = -1

4

1

» La matriz de coeficientes del sistema es A = ( —2 2
1
> La matriz ampliada del sistema es (A|b) = | 1
2

-1 4 -1
» Como det A = —3, se cumple que rg A = 3.

> Como A es un menor de orden 3 de la matriz (A|b), y no puede haber
menores de orden 4, se cumple que rg(A|B) = 3.

» Conclusién: como rg A =rg(A|B) = 3y 3 es el nimero de incégnitas del
sistema, entonces el sistema es compatible determinado.

Por cierto, jcdmo hallaremos la tnica solucién del sistema en este ejemplo?
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3.2. Sistemas de ecuaciones lineales: regla de Cramer (1) X DrGRANADA

Consideremos una matriz cuadrada A de orden ny que rg A = n.

Entonces el sistema Ax = b es compatible determinado (como en el
Ejemplo 3.7).

» La Unica solucién del sistema Ax = b se puede calcular

« a partir de la inversa de A (puesto que x = A~1b),

= aplicando transformaciones elementales (como se verd mds
adelante),

= 0 mediante la Regla de Cramer.

» Recordemos que, por la Regla de Cramer, la i—ésima componente de la
solucién es _
o det A;
X7 detA”
donde /Z; es la matriz obtenida el reemplazar la columna i—ésima de A
por el vector b de términos independientes.
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3.2. Sistemas de ecuaciones lineales: regla de Cramer (2) B DGRRRR

Departame

Matematica apiicada

Ejemplo 3.8
Resolvamos el sistema del Ejemplo 3.7 usando la Regla de Cramer.
1 1 1 1
det| O -2 2 det 2
— -1 -1 4 —10 4 1 1
T 1y T S N A
det| 1 -2 2 det 2
2 -1 4 4
1 1 1
det|1 —2 0 x 10
U S Y AT TR 3
ST/ 1 o1 3 R
det|1 -2 2 z =2
2 -1 4
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3.2. Sistemas de ecuaciones lineales: regla de Cramer (3) B DGRRRR

Departamento de
Matematica Aplicada

Ejemplo 3.9

Consideremos el sistema de ecuaciones
2x4+y+z+w
—4x -2y +z—-5w =
Tx + %y + 2z + 8w

I [l
S NX X
N~— © ~ o

En forma matricial, el sistema viene dado como A = b, donde
2 1 1 1 0
7 L 2 8 9

> det(a;n) =det(2) =2#0=rgA>1.

ail a3 2 1
> = =
det (321 a23) det (_4 1) 6#A0=rgA>2.
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3.2. Sistemas de ecuaciones lineales: regla de Cramer (4) X DrGRANADA

Ejemplo (3.9 cont.)

>

vvyyvyy

v

2 1 1
det| -4 1 —-5)=18#0=rgA>3.
7 2 8

Como el sistema solo tiene tres ecuaciones, entonces rg A = 3.
Ademds, rg(A|b) = 3.
Como rg A = rg(Al|b), el sistema es compatible.

Como el nimero de incégnitas es 4, el sistema es compatible indeterminado.
Pero, iqué incégnita “sobra”?

Como el menor de mayor orden en A se ha formado a partir de las columnas
primera, tercera y cuarta, la incégnita “sobrante” es la que corresponde a la
segunda columna, es decir, la incégnita y.

Por tanto, tomando y = A\ (pardmetro), el sistema auxiliar a resolver es

2x+z4+w = —A
—4x+z—5w = T+2)\
Tx+2z+8w = 9—1X
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3.2. Sistemas de ecuaciones lineales: regla de Cramer (5) B DGRRRR

Departamento de
Matematica Aplicada

Ejemplo (3.9 cont.)

» Teniendo en cuenta que el determinante, de la matriz de coeficientes del sistema
auxiliar, es igual a 18 (;por qué?), aplicando la Regla de Cramer tenemos que

-2 1 1
det [ 7+2X 1 -5
- 9-2ZX 2 8/ 9A-96  3A+32
X 18 -1 6
2 -2 1
det | -4 742X -5
7 9-1I)x 8 13
zZ = =
18 2
2 1 =)
det | -4 1 7+2)
7 02 9-1Ix 25
w = =

18 6

> Asi pues, la solucién del sistema (original) es

( )7 (3,\+32 13 25
X, Yz, w = - IO R

-
YA , para cualquier A € R.
6 2’6 ) P 4
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3.3. Sistemas de ecuaciones lineales con matrices escalonadas (1) X DrGRANADA

Resultado 3.10 (Bdsico para estudiar sistemas de ecuaciones lineales)
Sea Ax = b un sistema de ecuaciones lineales, con n ecuaciones y m
incégnitas, tal que A € Mpxm es escalonada y k = rg A.
> El sistema es incompatible si, y solo si, existe una fila i de A que es nula y
tal que b;i es no nulo (jpor qué?).
» El sistema es compatible determinado si, y solo si, es compatible y k = m
(esto es, rg A es igual al nimero de incdgnitas).
La dnica solucién se obtiene despejando las incégnitas y sustituyéndolas
hacia atrds, desde la dltima ecuacién no nula hasta la primera.
» FEl sistema es compatible indeterminado si, y solo si, es compatible y
k < m (esto es, rg A es menor que el nimero de incégnitas).
Las incognitas correspondientes a las k columnas que hacen que el rango
de A sea igual a k se llaman incdgnitas dependientes y las m — k
restantes se llaman incdgnitas libres.
El niimero m — k es el niimero de grados de libertad del sistema.
El sistema se resuelve a partir de un sistema auxiliar en el que se despejan
las incognitas dependientes y, ademds, a cada incdgnita libre se le asigna
un valor paramétrico.
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3.3. Sistemas de ecuaciones lineales con matrices escalonadas (2) B DGRRRR

Departamento de
Matematica Aplicada

Resultado 3.11

Si se transforma la matriz ampliada, de un sistema de ecuaciones
lineales, en otra mediante transformaciones elementales, entonces
el sistema resultante tiene las mismas soluciones que el inicial.

Observacién 3.12

» El Resultado 3.11, junto con el el Resultado 3.10, es la base
de los métodos de Gauss y de Gauss-Jordan para la resolucién
de sistemas de ecuaciones lineales.

» Concretamente, la idea subyacente de ambos métodos es
transformar, mediante el Resultado 3.11, un sistema dado en
un sistema escalonado y, posteriormente, estudiar este ultimo
aplicando el Resultado 3.10.
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4. Método de Gauss (o método de eliminacién de Gauss) B ISR

Departamento de
Matematica Aplicada

» El método de Gauss para la discusién y resolucién de un
sistema de ecuaciones lineales Ax = b, con A € Mpxm y
b € R", consiste en transformar la matriz (A|b) en una matriz
escalonada equivalente por filas que, gracias al
Resultado 3.11, tendrd el mismo conjunto de soluciones.

» El método de Gauss-Jordan para la discusién y resolucién de
un sistema de ecuaciones lineales Ax = b, con A € M,xmy
b € R", consiste en transformar la matriz (A|b) en una matriz
escalonada reducida equivalente por filas que, gracias al
Resultado 3.11, tendra el mismo conjunto de soluciones.

» La principal ventaja de ambos métodos es que la discusién,
mediante el Resultado 3.10, de sistemas cuya matriz ampliada
es escalonada o escalonada reducida resulta muy simple de
realizar. Ademads, la resolucién de tales tipos de sistema
también es bastante simple.
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4.1. Método de Gauss: ejemplos (1)

Ejemplo 4.1
Discutamos y resolvamos, en

2X1 —

X1 —
X1 —

% UNIVERSIDAD
: DEGRANADA

Departamento de

a
Matematica Aplicada

su caso, el sistema de ecuaciones lineales

X2 +
3X2 — 4
3x2

X2 +

X3
X3

X3

2
-1
-2

1

Para llevar a cabo este problema, consideramos la matriz ampliada asociada y la
transformamos en una matriz escalonada equivalente mediante transformaciones

elementales por filas.

2 -1 1 2
0 3 -4 -1
1 -3 0 -2
1 -1 1 1
1 -1 1 1
0 3 -4 -1
0 -2 -—-1| -3
o 1 -1 0

Fi<>Fy

N = O

Fo<>Fy

[eNeNeN -

-1
-1
—a

-1
-2

-3
-1

F3—F]—F3
F4—2F —Fy
_

F3+2Fy—F3
F4—3Fy—F
——
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4.1. Método de Gauss: ejemplos (2) B RN

Departamento de
Matematica Aplicada

Ejemplo (4.1 cont.)

1 -1 1 1 1 -1 1 1
0o 1 -1 0 F3¢s—Fy 0o 1 -1 0 Fy+3F3<3Fy
0 0 -=-3|-3 0 O 1 1
0 0 -—-1|-1 0 0 -3 -3
1 -1 1 1
0 1 -110
0 O 1 1
0 O 0 0

Por tanto, como rg A = rg(A|b) = 3, que es el nimero de incégnitas, concluimos que
el sistema es compatible determinado.

El sistema equivalente asociado es

x1—x2+x3 = 1
xx—x3 = 0
x3 = 1

Ahora, despejando y sustituyendo de abajo arriba, tenemos que la solucién es

(1%, x3) T = (1,1,1)7.
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4.1. Método de Gauss: ejemplos (3) 8% SCRANADA
pmnm,

Ejemplo 4.2
Discutamos y resolvamos, en su caso, el sistema de ecuaciones lineales
X1 — X + X3 = 1
3X2 - 4X3 = -1
x1 + 2x2 — 3x3 = 0
2x1  + X2 — 2x3 = 1

Consideramos la matriz ampliada asociada y la transformamos en una matriz
escalonada equivalente.

1 -1 1 1\ m-f-r (1 -1 1 1\ m-mor
0 3 —4 | —1| fa—2R—=FR |0 3 —4 | —1| RB-FR—hk
1 2 3| oo 3 —a|-1|—
2 1 2|1 0 3 -4 -1

1 -1 1 1 1 -1 1 1

0 3 —4]|-1| 3=~R [0 1 -4]-1

0 0 o0 o]——|o o o 0

0 0 0 0 0 0 0 0
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4.1. Método de Gauss: ejemplos (4) B RN

Ejemplo (4.2 cont.)
Por tanto, como rg A = rg(A|b) = 2, que es menor que el nimero de incégnitas,
entonces el sistema es compatible indeterminado.

El sistema equivalente es

X1 — X2 + X3

= 1
4 1 :
X —3x3 = —3

Si k representa el nimero de incégnitas del sistema, entonces k — rg A = 1, por lo que
hay 1 grado de libertad en el sistema.

Ahora, eligiendo como pardmetro la incégnita x3 (por ejemplo, x3 = \) y despejando
el resto de las incégnitas, tenemos el sistema

X1 —x2 = 11—
X = 7% - %)\ ’
cuya solucién general es
4,1
x1 3132
x| =1-2+%x|, VA€R
X3 By
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4.1. Método de Gauss: ejemplos (5)

Ejemplo 4.3

UNIVERSIDAD
DEGRANADA

Departamento de

a
Matematica Aplicada

Discutamos y resolvamos el sistema de ecuaciones lineales

2X1
— 2X1
X1
4X1

Jr

3 +

2X2 —
3X2 —

X3
4X3
3X3
3X3

Empezamos transformando la matriz ampliada del sistema en una escalonada

equivalente.
2 -3 1
-2 0 4
1 2 -3
4 -3 -3
1 2 -3
0 4 -2
0o -7 7
0o —-11 9

F1<F3

Fy<F3

[=NeNeN

0 Fp+2F) —Fp
0 4 2 F3—2F—F3
-3 1 0 Fa—4F —Fy
-3 -3 -4
2 -3 0
-7 7 0 —iR—hR
4 -2 2 | ——
—-11 9 —4
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4.1. Método de Gauss: ejemplos (6) 8% SCRANADA
pmnm,

Ejemplo (4.3 cont.)

1 2 -3 0 Fa—aFy—ry (1 2 =3 0
0 1 1 0 FRHith—F [0 1 —1 0 1r—F
0 4 2| 2|70 0 2 2 | —
0 -—11 9 —4 0O 0 —2| -4
1 2 -3 0 1 2 -3 0
0o 1 -1 0 F+2R3—F [0 1 —1 0 -1r-R
0 0 1 1| 7o 0o 1 1| —
0O 0 —-2|—4 0 0 O -2
1 2 -3]0
0 1 -11/0
0 O 1 1
0o 0 O 1

Por tanto, como aparece una ecuacién del tipo 0 = 1, el sistema es incompatible.
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4.1. Método de Gauss: ejemplos (7)

Ejemplo 4.4

% UNIVERSIDAD
: DEGRANADA

Departamento de

a
Matematica Aplicada

Discutamos y resolvamos, por el método de Gauss-Jordan, el sistema de

ecuaciones lineales

2X1 —

X1 —
X1 —

Transformamos la matriz ampliada en una escalonada equivalente.

2 -1 1 2
0 3 -4 -1
1 -3 0 -2
1 -1 1 1
1 -1 1 1
0 3 -4 -1
0 -2 -1| -3
0o 1 -1 0

X2+
3X2 —
3X2

X2 +

F1<>Fy

F1<>Fy

4

N = O

[oNeNeN

X3
X3

X3

-1
3
-3
-1

2
-1
-2

1

1
—4
0
1

-1
-1
—4

1
-1
-2

2

-3
-1

F3—F]—F3
Fa—2F1—Fy
_

F1+Fy—F1
F3+2fp—F3

e
F4—3Fy—Fy
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4.1. Método de Gauss: ejemplos (8) B RN

Departame
Matematica apiicada

Ejemplo (4.4 cont.)

1 0 O 1 1 0 1\ meron
01 1| 0] -im=m |0 1 —1| 0| Fth—r
00 -3|-3[——0 0o 1 1|/
0 0 —-1]|-1 0 0 —-1] -1

1 0 o1

01 01

0 0 1]1

0 0 0o

Por tanto, como rg A = rg(A|b) = 3, que es el niimero de incdgnitas, entonces el
sistema es compatible determinado.

El sistema equivalente es

I
—

X1
X2 = 1

3
I
—

cuya solucién es, obviamente,

(x1,x2,x3) T = (1,1,1)7
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4.2. Método de Gauss: procedimiento (1) B RN

Departamento de
Matematica Aplicada

Queremos reducir (esto es, transformar) el siguiente sistema a un sistema
triangular superior equivalente.

2x —2y+5z = 6
2x+3y+z = 13
—x+4y -4z = 3

Paso 1. Con ayuda de la primera ecuacién, efectuamos operaciones elementales
para conseguir nuevas ecuaciones segunda y tercera cuyos coeficientes en x
sean iguales a 0.

2x =2y +5z = 6
(Ez*El) 5y—4Z = 7
(Es + 1E1) 3y—3z = 6

Paso 2. Con ayuda de la segunda ecuacién, efectuamos operaciones elementales
para conseguir una nueva ecuacion tercera cuyo coeficiente en y sea igual a 0.

2x -2y +5z = 6
S5y—4z = 7
(E37§E2) %Z = %
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UNIVERSIDAD

4.2. Método de Gauss: procedimiento (2) B CRANROR

El nuevo sistema es equivalente al inicial y es de tipo triangular superiof:

2x =2y +5z = 6
S5y—4z = 7

9 _ 9

10Z T 5

Para resolverlo usaremos sustitucién regresiva.

22—9:>z—2
107 5 B

S5y —4z=7=—5by—-8=7T—y=3
2x —2y+5z=6—=2x—-64+10=6—=x=1

Usando notacién matricial, el proceso que acabamos de ver seria el siguiente.

2 -2 5 6 2 -2 5 6
2 3 1 13]=[0 5 -4 7|=
-1 4 -4 3 0 3 -3 6
2 -2 5 6
0 5 —4 7
9 9
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4.3. Método de Gauss: notacién general en sistemas de orden 3 (1) B CRANROR

En general, queremos reducir el sistema

auxy + axe + aizxz = by
ag1x1 + axxo + axxz = by
as1xi + aspxo + azxz = b3

a un sistema de tipo triangular superior equivalente.

Paso 0. Escribimos el sistema original de la forma
aﬁ)xl + agg)xz + a:(lg)X3 = bgo)
alxi + aldxe + alYxs = b

agg)xl + agg)X2 + agg)X3 = bgo)

. 0 . .
Paso 1. Si agl) # 0, efectuamos operaciones elementales para conseguir
nuevas ecuaciones segunda y tercera con coeficientes nulos en x;.
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DEGRANADA

4.3. Método de Gauss: notacién general en sistemas de orden 3 (2)

1) (1)

ap X tapxet 3%)’@ = bgl)
0
(E2— 25 E1) al)xs + aly)xs = b§V
1
2 (1) &) @
(E37 WEl) a32xz+a33><3:b3

donde agj) = aﬁ)) j=123y bgl) = bgo)_

Paso 2. Si agz) # 0, con ayuda de la segunda ecuacién, efectuamos
operaciones elementales para conseguir una nueva ecuacion tercera cuyo
coeficiente en x, sea igual a 0.
(2
agl)xl + a§2)><2 + a13 X3 = b )
2g2 Xo + 323 X3 = b2
oD

(Es — %5 E2) a$)x = b?

(

donde ai) = all), i=1,2,i<j<3,ybP =p", i=12
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5. Métodos numéricos de resolucién de sistemas (1) B DRCRANADA

Departamento de
Matematica Aplicada

» La aplicaciéon de la Regla de Cramer no es un procedimiento
adecuado para resolver un sistema de ecuaciones lineales, pues
obliga a realizar, incluso cuando la matriz de coeficientes es
de orden bajo, un gran nimero de operaciones. Se suele decir
que Cramer es un método costoso.

> Sin embargo, los métodos de Gauss y Gauss-Jordan son mds
baratos y adecuados para emplear en un ordenador.

» En este seccidén veremos algunos procedimientos bdsicos que
son, incluso, mejores que el método de Gauss.

» Comenzaremos recordando cdmo resolver los sistemas
triangulares superiores con igual nimero de ecuaciones e
incognitas. Esto es, sistemas cuya matriz de coeficientes es
una matriz cuadrada triangular superior.
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5. Métodos numéricos de resolucién de sistemas (2) B DRCRANADA

» Sea A una matriz cuadrada tal que a;; = 0 cuando / > j, es

decir,
a1 a2 ai,n—1 ai,n
0 ax»n - a2,n—1 a,n
A =
. dn—1,n—1 dn—1,n
0 o .- 0 ann
» Sea b= (bi,...,b,)T el vector de términos independientes.

» Entonces el sistema Ax = b puede escribirse como

aiix1 +aipxo + -+ ain—1X—1+ainxs = b
a22X2 + 0+ @2 n—1Xn—1 + A2nXn = b,
(1)
An—1,n—1Xn—1 + an—1,nXn = bp_1
an,nXn = bn
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5. Métodos numéricos de resolucién de sistemas (3) B DRCRANADA

> Es claro que el sistema (1) tiene solucién (dnica) si y sélo si
a;,,-7£0, lgign.
En lo que sigue, supondremos que se cumple esta condicién.

» Despejando x, en la dltima ecuacidn, obtenemos

bn
an n

3

Xn =

Tenemos asi el valor de la componente n—ésima de la solucién s del

sistema, es decir,
b,

ann

> Conocido s,, sustituimos en la pendltima ecuacién del sistema (1) y
despejamos x,—1. Obtenemos asi el valor de la componente s,_; del
vector solucién s.

Sp =

dn—1,n—1Xn—1 + dn—1,nSn = bn—l -

adn—1,n—1Xn—1 = bp—1 — an—1,nSn —>

bnfl — an—1,nSn

Xpo1 = —————
an—1,n—1
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5. Métodos numéricos de resolucién de sistemas (4) B DRCRANADA

» Halladas sucesivamente las componentes s,, S,—1, ..., 5 de la solucién del
sistema mediante el procedimiento de sustitucién indicado, s; se
determina de igual modo, obteniéndose

n
by — a1,25 — a1,353 — -+ — a1,nSn 1
L =—(b-> auys
ai ai1 .
j=2

» El método descrito para la resolucién de sistemas triangulares es
ciertamente sencillo.

> Este serd nuestro objetivo: (intentar) trabajar con sistemas triangulares.

Observacién 5.1
Cuando a;; =0, para j > i, el sistema se llama triangular inferior y puede ser
resuelto por eliminacién progresiva, es decir, hallar (progresivamente) los

valores s1, sz, ..., s, de la solucién s del sistema.
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5. Métodos numéricos de resolucién de sistemas (5) B DRCRANADA

Departamento de
Matematica Aplicada

Para alcanzar nuestro objetivo haremos uso de varias propiedades
elementales.

Propiedad 5.2

Si s es solucidn de una ecuacién g;, entonces s también es solucién
de la ecuacién ke;, donde k € R* =R\ 0.

Propiedad 5.3

Si s es solucién de las ecuaciones e; y e, entonces s también es
solucién de e; + e;.

Propiedad 5.4

El orden de las ecuaciones del sistema no afecta a la solucién del
mismo.
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5.1. Métodos directos: Gauss (1) B DRCRANADA
S,

» Es (posiblemente) el método mds importante de entre los
métodos directos de resolucion de sistemas lineales.

> La idea que se sigue en este método es la eliminacién
sistematica de las variables, desde x; hasta x,_1, en
determinadas ecuaciones del sistema de partida hasta llegar a
un sistema triangular.

» Bdsicamente, es el método de reduccién de la matriz ampliada
del sistema a forma escalonada por filas, pero permitiendo las
transformaciones elementales (dadas por las Propiedades 5.2 y
5.3) sélo en determinado orden.
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5.1. Métodos directos: Gauss (2) 8 DiCanava
L

» Consideremos un sistema Ax = b de orden n con

a1 a2 - ain X1 b

a1 a2 - az,n X2 by
A= : . . - y X = . ; b= i

an,1 an,2 e an,n Xn bn

’

» La existencia de solucién del sistema Ax = b estd
caracterizada por la no anulacién del determinante de A
(Teorema de Rouché-Frobenius), en cuyo caso la solucién sera
(nica.

» Por tanto, en lo que sigue, supondremos que det A # 0.
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5.1. Métodos directos: Gauss - algoritmo (1) 8 DRSNS

DEGRANADA

Departame
Matematica apiicada

Paso 1. Definimos A® = Ay b(® = b y suponemos que afi =a1,1 #0.

> Se elimina la variable x;, desde la segunda ecuacién hasta la n—ésima, del
siguiente modo: para cada i = 2,...,n, se resta la primera ecuacién
(0)
3

. . aj
multiplicada por /;; = ﬁ (0 a la i—ésima ecuacién, obteniéndose un
) 21 1

nuevo sistema AVx = () donde

1 1 1

S R,
1 1

N I
o ) o a)

6 — (o) b<1>,...,b9>)T,

aglj = agoj). = aj, 1< <n,
a) =al — 114, 2<i<n 1<j<n

con

b = O M = pO _ pO 2 <<,
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5.1. Mtodos directos: Gauss - algoritmo (2) B DNCRANRSR

oey
Mat

Paso k+1. Supongamos que se ha conseguido el sistema equivalente

con
k k K k k
a) A9, & 2! a9
(k) (k) (k) (k)

0 A1 k—1 W1k A1 A 1,n
(k) (k) (k)
A — 0 0 Ak A k,n
0 0 “ a al
0 0 anl:z asf} ank;

y que, ademds, a(k’,? # 0.
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5.1. Métodos directos: Gauss - algoritmo (3) 8 SoRANADA
Emmmnt

> Se determinan A+ = (a,(k.“)) y b+ = (bl(kﬂ)) por
J 1<ij<n 1<i<n
medio de las expresiones
(k) i<k
i ="
k+1
i =0 A e ik >k
0 i>k+1, j<k,
plkHD) _ bfk) i <k,
' bl(k) — ,'7kb,(<k) i>k+1.
2
siendo /i k = i
A,k

. R . k
> Si el proceso puede ser completado, es decir, si todos los pivotes af(i son

no nulos, entonces la matriz A ser4 triangular superior y el sistema
AMx = p(" se podrs resolver por sustitucién regresiva.
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5.1. Métodos directos: Gauss - algoritmo (4) 8 SoRANADA
Emmmnt

Resultado 5.5

El método de eliminacion de Gauss descrito puede completarse sin
encontrar ningtin divisor nulo si, y solo si, las submatrices menores
principales

ak,1 ce Ak, k

de A son invertibles.

Observacién 5.6

El nimero de operaciones que hay que efectuar para reducir el
sistema a forma triangular y resolver el sistema por sustitucién
regresiva es & (4n> +9n% — 7n), frente a las (n+1)!In — 1
operaciones de la Regla de Cramer.
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5.1. Métodos directos: Gauss - algoritmo (5) 8 SoRANADA
Emmmnt

Observacién 5.7
» Si alguno de los pivotes es nulo entonces la eliminacién
gaussiana no puede llevarse a término.
» Aun no siendo nulo, un valor muy pequefio de un pivote
tendria como efecto una amplificacién de los errores de
redondeo a los que todo célculo conduce.

» Estos dos inconvenientes motivan el disefio de estrategias para
disminuir, en lo posible, sus efectos.

Observacién 5.8
» El proceso de eliminacién gaussiana también se puede aplicar
a un sistema m x n (m ecuaciones con n incégnitas), m < n,
siguiendo las mismas etapas anteriormente indicadas, sélo que
al final, de poder completar todas las etapas, se obtendrd un
sistema reducido del tipo siguiente.
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5.1. Métodos directos: Gauss - algoritmo (6) 8 SoRANADA
BT

ag %Xl + a(l)x2 + ag ) ot a(l) Xm + 382,,+1Xm+1 ot aglzxn — b§1)
agz,%xz + ag %X3 + -+ 3(2) Xm + agznﬂxmﬂ 4+ afz’x,, = bgz)

ag3g><3 + s+ 3(3) Xm + ag?,)7,+1xm+l + e+ afzxn = b§3)

(m)

m
(m) 1Xm+1 + -+ am,nXn =

Al + 3

b{™

» Para obtener un sistema triangular basta con pasar al segundo
miembro los sumandos asociados a las variables xp41, ..., Xp.

» A continuacién el sistema triangular obtenido se resuelve
mediante sustitucién regresiva.

» La solucién vendrad expresada en términos de las variables
Xm+1, - - - s Xn, resultando una familia de soluciones
dependiente de m — n pardmetros.
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5.1. Métodos directos: Gauss-Jordan B DN GRANADA

Departamento de
Matematica Aplicada

» El método de Gauss-Jordan consiste en encontrar un sistema
diagonal equivalente al de partida.

» Como en el método de Gauss, se hace uso del correspondiente
pivote para anular los elementos por debajo y, en este caso,
también por encima de la diagonal principal.

» Es, bisicamente, equivalente a encontrar la forma escalonada
reducida por filas de la matriz ampliada del sistema.

» En la practica, tiene las mismas ventajas e inconvenientes que
el método de Gauss.
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5.2. Métodos iterativos 0 Do

Departamento de

Matematica Aplicada

» Consideremos un sistema de ecuaciones lineales Ax = b,
donde

« A es una matriz real de orden n tal que det A #£ 0,
~ b es un vector de R”".

» Un método iterativo para resolver tal sistema es cualquier
procedimiento que genere, a partir de un vector inicial
prefijado x(© € R”, una sucesion x(I), x(@) . x(k) (de
vectores en R") que converja a la solucién exacta, es decir,

lim x() = A= 1p.
k—o00
» Describiremos dos de estos métodos.

» Método de Jacobi.
» Método de Gauss-Seidel.
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5.2. Métodos iterativos: Jacobi (1) 0 Do

Departamento de

Matematica Aplicada

» Supongamos que A = (aivj)léi,jﬁn y b= (b1, bo,..., b,,)T.
» Entonces el sistema Ax = b es el que sigue.

X1+ aipxe+ -+ aynxs = b
A 1X1+ apXo+ - A aXxs = b
an,1X1 + an2X2 +--- 4+ an,nXn = bn

> La idea del método de Jacobi es sustituir este sistema por
otro equivalente de manera que las nuevas ecuaciones nos
permitan definir la sucesién de aproximaciones a la solucién.

» Supondremos (por el momento) que los elementos a; ; de la
diagonal principal de la matriz de coeficientes (o sea, de la
matriz A dada al principio) son no nulos.
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UNIVERSIDAD

5.2. Métodos iterativos: Jacobi (2) L ARSI

Paso 1. Se despeja x; de la primera ecuacién.

1
X1 = — (bl — ai2XxXg — - — al,an)-
aii

)

Paso 2. Se despeja x» de la segunda ecuacién.
1

2= (b2 — @2,1x1 — ap3%X3 — -+ — a2,nXn) -
2,2

Paso j. En general, se despeja x; de la j—ésima ecuacion.

1
= (b —ajxa =0 = 3j-1X-1 = A X1 = T 3jnXn) -
)

Paso n. Por (ltimo, se despeja x, de la n—ésima ecuacion.

1

dn,n

»

Xn = (bn —an1X1 — - — an,nflxnfl) .
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5.2. Métodos iterativos: Jacobi (3) B DRCRANADA
S,

-
» Dado x(0) = (x§0),x§0), . .x,(,o)) , generamos los vectores
T

x(k) = (xfk),xék), ... ,x,gk)) , k > 1, mediante el siguiente

método recurrente.

1 —1 k—1
X;Ek) =— (bl - 31,2X§k b )) )
ar1
1 - k—1 k—1
xék) = — (bg — 32’1X£k H_ 32,3X§ ) 32,an(1 )> s
a2
3 1 k—1 k—1 k—1 k—1
X = P (bj — oY = —a T — g - — g )) :
,j
1 _ _
Xr(1k) = (bn - an,lek b — = an,n—lX,(,k_ll)) .
an,n
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5.2. Métodos iterativos: Jacobi (4) 0 Do

Depar
Matematica

» Matricialmente, el método recurrente descrito se expresa de la forma

by
(k) 0 a2 (k—1) a
X1 a1 a1 X1 é’l
(k) _ 221 0 co. _fna (k—1) 2
X2 a2 a2 X2 o
= J’- ’
(k) _an1 LN L (k—1)
Xn an,n an,n 0 Xn bn
an,n
» O sea, como
x(K) = M, xk=1) 4 cy,
donde
by
ai,2 a1,n
_ A, .. _%n 3
ail a1 ;)'él
_ 21 0 . _én1 P2
a2 a2 a
' ’ 2,2
M, = . . . , €)= )
an,1 an,2
_ o, _ 2n, .. 0
an,n an,n b"
an,n
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5.2. Métodos iterativos: Jacobi (5) 0 Do

» El vector ¢y y la matriz M, son, respectivamente, el vector
la matriz del método de Jacobi.

» Como la aproximacién inicial x(0) es arbitraria, es frecuente

0
escogerla con todas sus componentes nulas, esto es, xi( ) = 0,
1<i<n.

» A partir de x(%) calculamos el vector x(1); una vez conocido

x(1) | calculamos x(?), y asi sucesivamente.

» Es frecuente recoger toda esta informacién elaborando una

tabla.
k ka) xz(k) . x,(,k)
1 Xl(l) Xz(l) cee x,(,l)
2 x£2) X2(2) cee x,(,Z)
3 X£3) X2(3) cee x£,3)
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UNIVERSIDAD

5.2. Métodos iterativos: Jacobi (6) 0 e

Departamento de
Matematica Aplicada

» Consideremos la matrices

a1 0 s 0 0 s s 0
D— 0 a2 A= a1 O 7

: . 0 .
0 s 0 an,n an1 -+ anpn—1 O

0 ai2 al.n

Ay = 0
an—1,n
0 .. 0

» Con esta notacién, es facil comprobar que

M;=—-D"YA,+Ay), c;=D"1h
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5.2. Métodos iterativos: Gauss-Seidel (1) 0 Do

Departamento de

a
Matematica Aplicada

» El método de Gauss-Seidel es similar al método de Jacobi.

» Pero, en Gauss-Seidel, cada componente calculada se utiliza
para hallar los valores de las siguientes componentes.

1 _ _
= = <b1 —ad Y — o ap 1)) :
ai1
K 1 K k— k—
X2( )= — <b2 - 32,1X£ ) _ 32,3X§ D_..- a2,nxr(1 1)) ,
ap
K 1 3 K k—1 k—1
X = P (bf —aq) == Y = e )) ,
,j
K 1 K K
XI('I ) = (bn - an,1X§ - an,n—lX,(,_)l) .
an,n
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5.2. Métodos iterativos: Gauss-Seidel (2) L GG

Departamento de
Matematica Aplicada

»> Puede probarse que, para el método de Gauss-Seidel,
X = Mes x*V + e,

donde
Mes =—(D+A) Ay, c=(D+A) " b

» Recuérdese la notacion

o 0o .- 0 0 .- o 0
D— 0 a2 AL _ a1 0 7
0
0 e 0 an,n an,1 o an,n—1 0
0 a2 ain
Ay = 0
: an—1,n
0 0
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UNIVERSIDAD

5.2. Métodos iterativos: convergencia (1) B DNCRANRSR

> Los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel son casos particulares del esquema
general
X0 =Bx* D p o k=1,2,...,

donde B es una matriz de orden n, ¢ € R" y el vector x©@ € R" es una
aproximacion inicial dada.

» Para que la sucesién x k) converja a la solucién x = A~1b del sistema, la
matriz B y el vector ¢ deben ser elegidos de modo que ¢ = (/ — B)A™'b.

> La sucesién generada por tal método, partiendo de un x(© arbitrario,
converge si, y sélo si, el radio espectral de B es menor que 1, lo que
notaremos por p(B) < 1.

p(B) = max {|\| | \ es valor propio de B} .
» Calcular el radio espectral de B no es facil.

> Sin embargo, existen resultados que permiten asegurar la convergencia sin

tener que calcular p(B).
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UNIVERSIDAD

5.2. Métodos iterativos: convergencia (2) B roRANADA

Definicién 5.9
Dada una matriz

a1 a1,2 - din

a1 a2 '+ an
A= ,

an,1 an,2 e an,n

decimos que A es diagonalmente dominante por filas en sentido estricto si se
verifican las siguientes desigualdades.

> |ay1| > |a2| + |ais| + -+ |ain

> |azo| > |aza| + a2z + -+ + |az2n

> .

> ak k| > |aka] + |ak2| + -+ |akk—1] + |ak k1| + - -+ |ak,n]
> .

> |3n,n| > |an,1|+‘an,2 +"'+|an,n—1|
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5.2. Métodos iterativos: convergencia (3) 8 SoRANADA

Resultado 5.10

Dado un sistema lineal de ecuaciones Ax = b tal que A es una matriz
diagonalmente dominante por filas en sentido estricto, entonces los métodos de
Jacobi y de Gauss-Seidel convergen.

Observacién 5.11

» Con el anterior resultado, no es preciso realizar el método para saber, a
priori, si va a ser convergente.

> Sin embargo, el anterior resultado no informa sobre qué ocurre en el caso
de que la matriz A no sea diagonalmente dominante por filas en sentido
estricto. Es decir, el resultado proporciona una condicién suficiente pero
no necesaria.

Recuérdese que si llueve, entonces el jardin se moja. Pero si no llueve, entonces el
jardin puede mojarse o no; por ejemplo, si alguien lo riega, entonces se mojard aunque
no llueva.

Conclusién: es suficiente que llueva para que el jardin se moje; pero no es necesario

que llueva para que el jardin se moje.
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5.2. Métodos iterativos: ejemplos (1) B DNCRANRSR

Ejemplo 5.12

Consideremos el sistema
x1+3x —x3 = 6
4x1 —xp +x3 = 5
x1+x2—7x3 = —9

(Es la matriz de coeficientes (de este sistema) diagonalmente dominante en
sentido estricto? En caso negativo, indica si hay algln intercambio entre las
ecuaciones que permita pasar a un sistema equivalente cuya matriz si lo sea.

» La matriz del sistema propuesto es

1 3 -1
A=14 -1 1
1 1 -7

> Como [1| # 3| +|1], | = 1] # 4|+ |1]. | = 7] > |1] + |1], entonces la
matriz A no es diagonalmente dominante en sentido estricto.

> Si intercambiamos las ecuaciones primera y segunda del sistema, la
matriz de coeficientes del nuevo sistema serd diagonalmente dominante
en sentido estricto (jcomprobarlo!) y podremos aplicar, con éxito
asegurado, los métodos iterativos de Jacobi o de Gauss-Seidel.
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5.2. Métodos iterativos: ejemplos (2) B DNCRANRSR

Ejemplo 5.13
Consideremos el sistema
1 1
X+ Ey + Ez = 2
1 1
Ex +y+ 52 = 2
1 1
EX + Ey +z = 2

> En este caso, la matriz de coeficientes (del sistema) tampoco es
diagonalmente dominante en sentido estricto (;por qué?).

> Para el método de Jacobi se puede asegurar que no hay convergencia,
aunque ocurre un fenémeno curioso. Lo veremos a continuacién.

> Sin embargo, si hay convergencia para el método de Gauss-Seidel.
También lo veremos después.
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5.2. Métodos iterativos: ejemplos (3) B DNCRANRSR

Departamento de
Matematica Aplicada

Ejemplo (5.13 cont.)

»> En este ejemplo, el método de Jacobi, matricialmente escrito, viene dado
por el esquema recurrente

0 1 1
(k+1) L2 2w 2
y) ) = [ 2 0 _z y® 1+ (2], k>0
2k+1) T RV 2
-~ - 0
2

T
» Empezando con la aproximacién (X(O),y(o),z(o)) = (0.870,8,0.8)T,
obtenemos la siguiente tabla.

l

[ x® 1,0 k]
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5.2. Métodos iterativos: ejemplos (4) B DNCRANRSR

Departamento de
Matematica Aplicada

Ejemplo (5.13 cont.)

> En este ejemplo, el método de Gauss-Seidel, matricialmente escrito, viene
dado por el esquema recurrente

1
0 —-- _—=
x(k+1) 2 2 (k) 2
e =0 L ZE [y} 4[], k>0
(k+1) 4 4| \Zw !
z 1 3 z -
0 - > 2
8 8

T
» Empezando con la aproximacién (X(O),y(o),z(o)) =(0.8,0.8,0.8)" una
vez mds, obtenemos una tabla (véase la siguiente transparencia) que nos

lleva a pensar que la solucién del sistema es (x,y,z)" =(1,1,1)7
(jcomprobar que efectivamente esa es la solucién del sistema dado!).

> Tenemos que (casi con toda seguridad) el método de Gauss-Seidel
converge a la solucién del sistema.
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5.2. Métodos iterativos: ejemplos (5) B DNCRANRSR

Depar
Matematica

Ejemplo (5.13 cont.)
> La tabla para el método de Gauss-Seidel es la siguiente.

[« [ x [ y® [ 2R ]

0 0.8 0.8 0.8

1 1.2 1. 0.9

2 1.05 1. 0.9625

3 1.0062 1.0156 0.98906

4 0.997656 1.00664 0.9978

5 0.997754 1.0022 1.00002

6 0.998889 1.00054 1.00028

7 0.999586 1.00006 1.00017

8 0.99988 0.999973 1.00007

> Los datos sugieren que las iteraciones convergen a la solucién exacta del
problema.

> Por tanto, tenemos un sistema con matriz de coeficientes que no es
diagonalmente dominante en sentido estricto, para el cual el método de
Jacobi no es convergente y si lo es el de Gauss-Seidel (aunque deberia ser
demostrado).

> Recuérdese: Resultado 5.10 da una condicién suficiente, pero no
necesaria. El ejemplo dado ilustra esta situacién.
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