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1. (12.5) En el espacio vectorial usual R3, se considera el subespacio vectorial
U={(z,y,2) ER® |z +y—2=0}.

Ademas, sean B; = {(1,—1,0),(3,-1,2)} vy Ba ={(1,—1,0),(1,1,2)} bases de U.
Halla, justificadamente, la matriz de cambio de base de B; a Bs.

Resoluciéon

Consideremos un vector cualquiera @ = (x,y,z) € U. Puesto que By y Bg son bases de U, @
tendra coordenadas (tinicas) en ambas bases. Por ejemplo,

» o = (ry,s1) en la base By,

= 4 = (rg,s2) en la base Bs.
En este ejercicio nos piden como se pasa de (r1,s1) a (7o, s2).
Empezamos hallando cémo se expresan los vectores de By en la base Bs.

» (1,-1,0) = 1(1,—1,0) 4+ 0(1, 1, 2), sin necesidad de mas calculos.
» (3,-1,2) = a(l,—1,0) + b(1,1,2) para ciertos a,b € R. Para hallarlos basta con resolver

el sistema
a+b=3

—a+b=-1
20 =2

De la ultima ecuacién, es claro que b = 1. Sustituyendo este valor tanto en la primera
ecuacion como en la segunda™, se obtiene a = 1.

Asi pues, (3,—1,2) = 2(1,-1,0) + 1(1,1,2).

Ya podemos determinar la relacion entre (r1,s1) y (r2,s2). En efecto,
Tl(la _1’0) + 81(37 -1, 2) = Tl[l(l’ -1, O) + O(]-a 1, 2)] + 81[2(17 -1, 0) + 1(15 1, 2)] =

(Tl + 281)(17 _]-a 0) + 51(17 1’ 2) = T2(17 _17 0) + 82(1’ ]-a 2)7

r1+ 281 =19 N 1 2 ri\ (T2

Tras los calculos anteriores, podemos concluir que la matriz de cambio de base de By a By es

1 2
)

de donde,

()Si el valor de a fuera diferente en cada una de las dos ecuaciones, entonces el problema no tendria solucién, pues
estaria mal planteado.



2. (15) En el espacio vectorial usual R3, se considera el endomorfismo T' definido por

x rT+y—=z
Tly| = Yy
z rT+y+z

Halla, justificadamente, una base de T'(U) para U = {(z,y,2) € R?® |z —y — z = 0}.
Resolucién

Empezamos viendo cudles son los vectores U. Para ello basta con resolver el sistema de ecua-
ciones (en realidad, la ecuacion)
r—y—2z=0 } .

Es claro que las soluciones vienen dadas por

T=A+p,
y=A con A\, u € R.
z =,

Por tanto, todos los vectores de U vienen dados por la expresién

T 1 1
yl=A|1|4+p[0], con\,ueR.
z 0 1

Ahora, teniendo en cuenta la linealidad de T, la imagen de cualquier vector de U vendra dada
por

T 1 1 2 0
Tly | =AXT|{1]+upuT (0] =A]1])+u[0], conuecR.
z 0 1 2 2

De este modo, {(2,1,2),(0,0,2)} es un sistema de generadores de T'(U).

Por otra parte, los vectores (2,1,2) y (0,0, 2) son linealmente independientes pues, por ejemplo,
(es claro que) ninguno de los dos es multiplo del otro.

Por tanto, ya que B = {(2,1,2),(0,0,2)} es un sistema de generadores de T'(U) formado por
vectores linealmente independientes, podemos concluir que B es una base de T'(U).



3. (15) En el espacio afin euclideo tridimensional usual R3, con el sistema de referencia canénico,
se consideran las rectas

= 7, que pasa por el punto A = (1,—2,4) y tiene a ¥, = (1, —3,—2) como vector director;

= s, que pasa por el punto B = (2,4, —1) y tiene a ¥ = (2, -2, —1) como vector director.
Halla, justificadamente, los puntos P (de ) y @ (de s) tales que d(P, Q) = d(r, s).
Resolucion

Comenzamos viendo la posicion relativa de r y s. Asi, puesto que 4, y s no son proporcionales,
podemos asegurar que r y s no pueden ser paralelas, esto es, se cortaran en un punto (seran
secantes) o no se cortaran en ningin punto (se cruzaran).

Para comprobar si son secantes, tendremos en cuenta que

» los puntos de 7 son de la forma (1, —-2,4) + A(1,—3,—2) con A € R,
» los puntos de s son de la forma (2,4, —1) + u(2,—2,—1) con A € R.

Por tanto, si r y s se cortaran en un punto X, entonces existirian \, u € R tales que
X =(1,-2,4)+ \1,-3,-2) = (2,4,—1) + p(2, -2, -1).

En tal caso el sistema

1+ A=2+2y A—2u=1
—2-3A=4-2u y = 3A—2u=-6
4—22=-1—yu 2A—p=5

deberia ser compatible. Pero, de la tercera ecuacién, p = 2A — 5 y, sustituyendo en las dos
primeras:

= A-220-5) =1 — -3X4+10=1 = A =3;
" 30\ —220—5)=—6 = -A+10=-6 = \=16.

Como obtenemos dos valores distintos de A\, podemos asegurar que el sistema es incompatible.
Por tanto,  y s no tienen puntos en comun. O sea, las rectas r y s se cruzan.

Para hallar los puntos P de r y @ de s tales que d(P,Q) = d(r,s), podemos seguir varios
caminos. Veamos dos posibles modos.

Modo 1 (usando las proyecciones de puntos sobre variedades afines)

Puesto que d(P,Q) = d(r,s) (con P punto de r y @ punto de s), entonces es necesario que
d(P,Q) = d(r,s) = d(P,s) = d(Q,r). Por tanto, @ serd la proyecciéon de P sobre s y, a su
vez, P serd la proyeccién de @) sobre r. En consecuencia, el vector I@ serd ortogonal tanto a
r como a s. Es decir, PQ) sera ortogonal a v, (vector director de r) y ¥Us (vector director de s).

Ahora bien,

s P=(1,-2,4)+ A\(1,-3,-2) = (1+ A\, =2 — 3),4 — 2),
= Q = (2747 _1) + /’L(27 _27 _1) = (2 + 2:“’74 - 2#7 —-1- ,U,)

De donde, PG = (1 — A+ 24,6 + 3X — 241, —5 + 2\ — 1.
Exigiendo que 1@ sea ortogonal a ¥, y ¥s, tenemos que

(PG, %) =0 (1= A+ 20,6+ 3)\ — 201, —5 + 2\ — ), (1, —3,—2)) = 0
e e
(PZ/;,175> =0 (1 —=X4+2u,64+3X—2u,—5+2X—pu),(2,-2,-1)) =0



1= A+2u— 18 =9\ + 6+ 10 — 4\ + 21 = 0 —7— 14X+ 10 =0
2 — 2N+ 4 —12—6A+4u+5—224 =0 —5—10A+9u =0

14\ — 10p = —7

1 1 1
— A=-—,pu=0 = P=(-,-2,5 =(2,4,-1).
10)\_9/14:_5} 27M <27 27 )7Q (77 )

Modo 2 (hallando, en R?, la recta perpendicular comtin a dos rectas que se cruzan)(T)

Para hallar la recta ¢ que corta perpendicularmente a r y s, determinaremos los planos

= 71 que contiene a 7y t,

= Ty que contiene a sy t.

Por consiguiente, t = m; N 7my. Ademés, al ser ¢ la tinica recta que corta perpendicularmente a
ry s, podemos afirmar que P=rNty Q =sNt.

Ya que t cortar perpendicularmente a r y s, el vector director de ¢ serd ortogonal a los vectores
U = (1,-3,-2) y Us = (2,—2,—1). Por tanto, si denotamos por #; = (z,y, z), entonces

(U, ) =0 ((x,9,2),(1,-3,-2)) =0 z—3y—22=0
(@,@):0} — <(x,y,z),(2,2,1)>:0} 21:+2yz:0} -

r— 3y =2z z z
— r=—— y=—-.
20 +2y =2

Asi, tomando z = —4, tenemos que vy = (1,3, —4).

Ahora hallamos la ecuacion cartesiana del plano ;. Para ello, va que dicho plano debe pasar
por el punto A = (1,—-2,4) y tener a , y ¥ como vectores directores, entonces las ecuaciones
paramétricas seran
=1+ A+ pu,
y=—-2-3x+3u, \peckR.
z=4—=2)\—4pu,

Resolviendo este sistema en A y p,

Ad+p=xz—-1 Adpu=x-—1 Ad+pu=zxz—-1
3AN—=3u=-y—2 = —b6u=-3r—y+1 = 0=-92—-y—32+19
22+4p=—2+4 20 =—-2r—2+6 20=—-2x—24+6

y, por tanto, el plano 7 viene dado por la ecuacién cartesiana 9z 4+ y + 3z = 19.

Procedemos de manera similar para hallar la ecuacién cartesiana del plano o, que debe pasar
por el punto B = (2,4, —1) y tener a ¥ y ¥y como vectores directores.

T =242+ p, 2N+ p=2-2 Atdp=—2-1
y=4—-2A+3u, L, peR = 22-3u=-y+4 = 2 +tu=x-2 =
z=—-1—X—A4pu, Atdp=—2-1 2 —-3u=-y+14
Ad+dpy=—2z2-1 Adpy=—2-1 Atdp=—2-1

—Tu=x+2z == T =—11z — 222 - T =—11z — 222
—1lp=—-y+22+6 Tl ="Ty— 14z — 42 0=11x+ Ty + 8z — 42

y, por tanto, el plano me viene dado por la ecuacién cartesiana 11z + 7Ty + 8z = 42.

(MPuesto que r y s se cruzan, solo puede existir una recta ortogonal a ambas.



Para terminar, basta con calcular P = r Nty @ = sNt. Para ello, teniendo en cuenta que
t = w1 N e, podemos asegurar que ¢ viene dada por las ecuaciones cartesianas

9z +y+32=19
M +T7y+82=42 |

» Calculo de P. Como los puntos de 7 son de la forma (1+ X\, —2 —3X,4—2\) con X € R,
sustituyendo en las cartesianas de ¢:

91+ A+ (—2-3N)+34 -2\ =19 . 19=19 !
111+ X)) +7(=2 —3)) + 8(4 — 2)\) = 42 29 — 26\ = 42 2

Por tanto, P = (%, —%, 5).

» Calculo de Q. Como los puntos de s son de la forma (24 2u,4 —2u, —1 — pu) con pu € R,
sustituyendo en las cartesianas de ¢:

(2 +21) + (4 — 2u) + 3(—1 — 1) = 19 19 + 134 = 19 B
11(2+20) +T(4—2u) +8(—1—p) =42 [ 42 = 42 = n=0

Por tanto, @ = (2,4, —1).



4. (12.5) Se considera una elipse C' que admite la expresiéon % + 11’—2 = 1 como forma canénica.
Justifica por qué F; = (0,0) y F» = (0,—6) pueden ser los focos de C' y, ademas, halla una
expresion general asr? + a1y + a02y2 + a0z + ag1y + ago = 0 de C para tales F} y Fb.

Resolucion

A partir de la expresion canénica de C, sabemos que su semieje mayor mide 5 unidades y el

menor 4. Por tanto, la semidistancia entre focos es un valor ¢ tal que 4% 4+ ¢ = 52, esto es,
=4/25—-16 = 3.

Ahora bien, ya que d(F1, F3) = ||(0 — 6) — (0,0)|| = ||(0, —6)|| = 6, concluimos que los focos de

C pueden estar situados en los puntos F; = (0,0) y F» = (0, —6).

Para hallar una expresion general de C, basta tener en cuenta la definicién de elipse: lugar
geométrico de los puntos (z,y) tales que la suma de las distancia a los focos Fy y Fy es
constante e igual a la longitud del semieje mayor. Asi pues, C' corresponde a los puntos (x,y)
tales que

d((z,y), (0,0)) + d((z, y), (0,-6)) = 10,
de donde

V2 + 12 +V22+ (y+6)2=10 = a2+ (y+6)2=10— 22 +12 =
(V2 + (y+6)2)2 = (10— 22 +92)? = 22+ (y+6)?> =100—20\/22 + 92 +2°+¢> —

22+ + 12y +36 =100 — 20\/22 + 2 + 2® +y* = 12y +36=100—20\/22 +12 —
20V/22 +y2 =64 — 12y = 522 +y2=16-3y = (5v/22+y?)? = (16 —3y)? =
25(x% 4+ y?) = 256 — 96y + 9> = 2522 + 163> + 96y — 256 = 0.

Concluimos que una expresién general de C' es 2522 + 16y? + 96y — 256 = 0.



5. (10) Comprueba, justificadamente, que la ecuacion diferencial

t* + 2? t* 4 a°
5— dt + dr =0
T tx
admite un factor integrante del tipo u(t,z) = t*2® para ciertos o, 8 € R.
Resolucion

Comenzamos comprobando que la ecuacién dada no es exacta.()

o 4 (2422 _ 2w’ (4?20 22
dx x2 - 1 -z
- i t2+gj2 _ 2tt$*(t2+332)l’ _ t2$—aj3 _ l oz
dt tx - 1222 T 222 Tz 2
C 2t2 1 x
OmO =753 7 3 ~ 12

la ecuacion dada no es exacta.

Pasamos a buscar un factor integrante del tipo indicado. Para ello consideramos la ecuacién

2 2 2 2
to‘xﬁt —|—2x dt + taxﬁu
x

que se puede reescribir de la forma

dx =0,

(22282 2Pyt 4 (19T 2P 4 9 LaP Y de = 0.
A partir de aqui,

. d(tot2gP—2 o)

- — (ﬁ - 2)t0‘+2:c5_3 + ,Btalﬂ_l,
d(ta+1zﬁ_l+to‘_1x’3+1)
| ]
dt

= (a+ D)teaf 1 4 (o — 1)t 2P+

Asi, imponiendo la condicion de exactitud, tenemos que

d(t"‘”xﬁ” +taxﬁ> B d(ta+1$571 +ta71x,3+1)
dx -

di —
(B — 2t 2873 4 ptoP~ = (a+ Dtz 4 (a — Dt —
B-Dt2P 3 L (B—a—-Dt T —(a -t 2 =0 =
23 (B -2t + (B—a—1)t*2® — (a—1)2*) =0 =
(B-2)t"+ (8~

a—Dt?*2? —(a-1)zt =0 =

_9—
B 0 a=1,
B—a—1=0 — B =2
a—1=0 -
De los célculos anteriores, concluimos que u(t, z) = t2? es un factor integrante para la ecuacion
diferencial ) ) ) )
t“+ t“+
5— dt + x = 0.
T tx

& = (K - (‘\ - & - g\ - & - é\ = (‘\

®Sj la ecuacion dada fuera exacta, entonces la pregunta planteada quedaria respondida tomando @ = 8 = 0. Esto
es, considerando (¢, z) = 1.



6. (15) Considera la ecuacién diferencial
tz' (t) = t + z(t). (1)

Halla, justificando adecuadamente cada paso e indicando explicitamente su dominio maximal,
la solucion de (1) que satisface la condicion inicial z(—1) = 2.

Resolucion

Comencemos expresando (1) en forma normal:
1
2(t) = 1+ Sa(t) (:> 2 =1+ %) .
Asi tenemos que (1) es una ecuacion lineal de primer orden, aq(¢)2’'(t) = ao(t)z(t) + b(t), con
» a1(t) =1 para todo t € R;
1

= ag(t) = 1 para todo t < 0 0 ag(t) = } para todo ¢ > 0;

» b(t) =1 para todo t € R.

Por tanto, podemos asegurar que las soluciones de (1) admiten como dominios maximales los
intervalos I_ =] — 00,0[ o Iy =0, +o0].

Ademas, es claro que (1) es también homogénea. Por tanto, podemos resolverla como homogénea
0 como lineal.

Resoluciéon como homogénea

Considerando el cambio de variable u = 7, tenemos que

T 1
u:¥ — r=tu — '=ut+td = l+u=ut+td = u':¥ ==

u=h|t|+C = %:ln]tl—l—C = z=tln|t|+ Ct.
Por tanto, tenemos dos familias de soluciones para (1). A saber,
w 2(t) =tln(—t) + Ct, ¥t <0, C € R;
» 2(t) =tln(t) + Ct, Vt >0, C € R.

Puesto que nos dan la condici6n inicial 2(—1) = 2, debemos considerar la familia cuyo dominio
contenga a t = —1, es decir, la expresion asociada a t < 0. Asi pues,

2(t) = thn(—t) + Ct = z(—1)=(—1)In(1)+C(-1) =C(-1) =2 = C =-2.

Concluimos que la solucién buscada es

x(t) = tln(—t) — 2t, Vt < 0.

Resolucion como lineal

Comenzamos resolviendo la ecuacién lineal homogénea asociada.
1 1
x’zl—i—% = /dm:/tdt = Injz|=ht|+C, CeR =
x

%:K,K;&O = 2(t) = Kt, K #0.

Ademas, x = 0 es también solucién, como se puede comprobar por sustitucion directa. Por
tanto, hay dos familias de soluciones para la lineal homogénea. A saber,

w () = Kt, V<0, K € R;

w z(t) = Kt, Vt >0, K € R.



A continuaciéon hallamos una solucion particular z,(t) de la ecuacion lineal completa. Para esto
emplearemos el método de variaciéon de constantes, esto es, supondremos que x,(t) = h(t)t.)

th
Ty =th = z,=h+th = h+th’:1+7 — th'=1 =

1 1
h’:; = h:/tdt = h(t)=Inlt| = =z, =tlt.

Por tanto, como soluciones particulares de la ecuaciéon completa, tenemos

w z,(t) =tln(—t), Vt <0
n 2,(t) =tn(t), V¢t > 0.

A partir de los célculos anteriores, hay dos familias de soluciones para (1). En efecto,

v 2(t) = zp(t) + 2p(t) = Kt +tln(—t), Vt <0, K € R;
v 2(t) = zp(t) + 2p(t) = Kt + tin(t), Vt > 0, K € R.

A partir de aqui, se sigue igual que en la resolucién como homogénea.

&L-&-&-&-&-&-&-&

()En principio no haremos distincién segtin el dominio. O sea, supondremos que un proceso Gnico proporcionara
zp(t), tanto para ¢t < 0 como para ¢ > 0. Solo si fuera necesario, distinguiriamos casos.



