Asignatura: MATEMATICA APLICADA — Curso: 2022-2023
Relacion de ejercicios del Tema 7: Ecuaciones diferenciales y métodos numéricos
de resolucién (Segunda parte)

Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales.

a) 2" — 22" — 3z = 4.
b) o' =1+ €.

¢) (2 +9)2’' +tx=0.
d) 2/ = tlgjg’;

e) ' = ¥(Inx —Int).
f) ta' +x =2t

Resuelve los siguientes problemas de valores iniciales.
a) tr' +x =2t x(1) =0.
) (cos’t)a’ +x =1, x(0) = —3.
) ta' +tx+ 2z + 2t =0, z(1) = 0.
d) o' =22 —4, z(0) = 2.
) zx' +t =0, z(4) = 3.
)
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La ecuacion diferencial ¢+ 2’ +tx =0, jes lineal? ;Y de variables separadas?

Resuélvela dando su solucién general.

Entre las siguientes ecuaciones diferenciales hay una lineal, una de variables separadas y
una homogénea (no lineal). Deduce el tipo de cada una de ellas y resuélvelas.

a) o/ = 5—x7t2t2.
b) Lt =2t(x + 1).

¢) 7' = 2% +tz + 12

Senala cudles de las siguientes ecuaciones diferenciales son lineales.

a) (1+t)a —tzx=t+1t2
b) (1+t)a’ —ta? =t + 2.
c) @ +2t=e® + (tgt)e 2.
d) o +2x = e + (tgt)e 2.

Resuelve la ecuacién del apartado d) y determina la solucién que en x = 0 toma el valor 1.

Un cultivo tiene inicialmente una cantidad Py de bacterias. Tras una hora, el namero de
bacterias es %P{). Si la rapidez de multiplicacién es proporcional al nimero de bacterias
presentes, determina el tiempo necesario para que el niimero inicial de bacterias se triplique.

(Indicacién: siendo P(t) el niimero de bacterias en el instante t, se verifica que P’(t) = kP(t), con k € RT).
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En cada caso, determina la familia de trayectorias ortogonales a la familia dada.

a) 22 +y? =c.
b) y? = 2px

c) y? = ca’.

d) 222 —y? =c.
e) y=ce’.

f) a*=cy

Un reactor transforma plutonio 239 en uranio 238, que es relativamente estable, para la

7.10

fabricacién de energia eléctrica. Después de 15 anos se determina que el 0.043% de la
cantidad inicial Ay de plutonio se ha desintegrado. Determina la semivida de este is6topo
si la rapidez de desintegracién es proporcional a la cantidad que queda.

(Indicacién: siendo x(t) la cantidad de plutonio en el instante ¢, se verifica que x’(t) = kx(t), con k € R™).

Sabiendo que la semivida del carbono 14 radioactivo es aproximadamente de 5.600 afios,
determina la edad de un fésil que contiene Wloo de la cantidad original de C-14.

(Indicacién: siendo z(t) la cantidad de carbono 14 en el instante ¢, se verifica que z’(t) = kz(t), con k € R7).

La ley de Newton del enfriamiento dice que, en un cuerpo que se estd enfriando, la rapidez
con que la temperatura T'(t) varia es proporcional a la diferencia entre la temperatura del
cuerpo y la temperatura Ty del medio que lo rodea (que se supone constante).

Se saca un pastel del horno a una temperatura de 300°. Tres minutos después su tempera-
tura es de 160°. Sabiendo que la temperatura del exterior es 20°, ;qué temperatura tiene
tras 9 minutos? ;Cudnto tardara en enfriarse hasta una temperatura de 30°7

(Indicacién: siendo T'(t) la temperatura del pastel en el instante ¢, se verifica que T"(t) = k(To — T'(t)), con
k € R).

Un termoémetro, que estaba en un recipiente aislado a una temperatura de 70°, se saca al
exterior. Dos minutos més tarde el termémetro marca 40° y, tras dos minutos més, marca
25°. ;Cudl es la temperatura del exterior?

(Indicacién: siendo T'(¢) la temperatura del termémetro en el instante ¢ y 7. la temperatura del exterior,
se verifica que T"(t) = k(T. — T(t)), con k € R).

En un depésito, que contiene inicialmente 300 litros de salmuera en una concentracion de
0.1 kg/1, se bombea, a razén de 3 litros por minuto, una solucién salina cuya concentra-
cién es de 0.2 kg/l. De manera simultdnea, la mezcla (adecuadamente uniformizada por
agitacién) se extrae a la misma velocidad.

Determina la cantidad de sal que hay en el depdsito en un instante cualquiera. ; Cudnta
sal hay después de 50 minutos? ;Y tras un tiempo largo?

Realiza el mismo ejercicio suponiendo que la velocidad con la que sale la mezcla fuera del
depdsito es de 2 litros por minuto.

(Indicacién para la primera situacién: siendo z(t) la cantidad de sal en el depdsito en el instante ¢, se

3I(t>)'

verifica que z'(t) = 0.2x3 — =55
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Un estudiante portador de un virus de gripe regresa a un campus universitario aislado que
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tiene 1000 estudiantes. Si se supone que la rapidez de propagacién del virus es proporcional
tanto al nimero de estudiantes contagiados como al niimero de no contagiados y, ademas,
se ha observado que después de 4 dias hay 50 contagiados, determina el niimero de alumnos
contagiados después de 6 dias.

(Indicacién: siendo x(t) el ntimero de infectados en el instante ¢, se verifica que z'(t) = kx(¢)(1000 — z(t)),
con k € R).

La poblacién P(t) de un suburbio de una gran ciudad en un instante cualquiera se rige
por la ecuacion

dpP
— = P0'-107"P
dt ( )7

donde ¢ se mide en meses. Ademads, se sabe que la poblacién inicial es P(0) = 5000. ;Cual
es el valor limite de la poblacién? ;En qué momento serd la poblacién igual a la mitad de
su valor limite?

n cuerpo m m, qu ravé un medio visco ncuentra una resistenci
Un cue de masa m, que cae a t s de edio viscoso, encuentra una resistencia
proporcional al cuadrado de su velocidad instantanea. En este caso, la ecuacién diferencial
para la velocidad v(t) en un instante cualquiera es

mv' =mg — kv?,

donde k es una constante positiva asociada al rozamiento. ;Cudl es la velocidad limite del
cuerpo que cae?

Esta nevando con regularidad y, a las doce, sale una maquina quitanieves que recorre 2 km
en la primera hora y 1 km en la segunda. Admitiendo que la cantidad de nieve quitada
por la maquina quitanieves en unidad de tiempo es uniforme, es decir, que su velocidad
de avance es inversamente proporcional a la altura de nieve encontrada en su camino, ;a
qué hora empezd a nevar?

(Indicacién: siendo h(t) y (t) la altura de la nieve y la distancia recorrida por el quitanieves en el instante

t, se verifica que h(t) = at y z'(t) = con a,k € R).

_k_
h(t)”

Una bateria de 12 voltios se conecta a un circuito simple en serie RL en el cual la induc-
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tancia es de 0.5 H y la resistencia de 10 ). Determina la corriente ¢ si la intensidad inicial
es nula.

(Indicacic’)n: siendo i(t) la intensidad de corriente en el instante ¢, L la inductancia y R la resistencia, se
verifica que Ldil(tt) + Ri(t) = E(t), donde E(t) es el voltaje de la baterfa).

Dos sustancias quimicas A y B se combinan para formar un compuesto C. La reaccién
resultante entre las dos sustancias es tal que por cada 2 gramos de A se usan 3 gramos de B.
Sabiendo que se forman 5 gramos del compuesto C' en 15 minutos, determina la cantidad
C en un instante cualquiera si la rapidez de reaccién es proporcional a las cantidades A
y B restantes y, ademas, en un principio hay 20 gramos de A y 15 gramos de B. ;Qué
cantidad de compuesto C' hay tras 30 minutos? ;Qué ocurre cuando t — co?

(Indicacién: siendo z(t) la cantidad de compuesto C en el instante t, se verifica que la dindmica de la
reaccién viene dada por la ecuacién z'(t) = k (20 — 2x(t)) (15 — 2z(t)), con k € R).



4 Tema 7: Ecuaciones diferenciales (Segunda parte)

En una cuenta de ahorros se depositan 2500 euros a un interés compuesto que se capitaliza
continuamente al 0.05 % anual. Calcula la cantidad de dinero acumulada después de cinco
anos. ;FEn cudntos afios se duplicara la cantidad invertida?

(Indicacién: siendo z(t) la cantidad de dinero en el instante ¢, se verifica que z'(t) = rz(t), donde 7 es el

interés anual).

Usa el método de Euler para aproximar la solucién del problema de valores iniciales

4t
¥ =—~tz+—, z(0)=1,
T

en el intervalo [0,1] para h = 0.25 y h = 0.1.

Usa el método de Euler para aproximar la solucién del problema

2
x,:_x—l—:v ;o x(l) = =2,

en el intervalo [1, 3] tomando h = 0.2.

Escribe los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales lineales en forma matricial.
de _
2) S = 31 — 5y
d .
d—? =4z + 8y

%:—3x+4y—92
b) W=6x—y
%:10$+4y—|—3z

Comprueba, en cada caso, que el vector dado X es solucion del sistema correspondiente.

dr __
a) ar =304y | X = L e
@:4;1:—73/ ’ 2 .

dt
B — _
b) X' = ) xs o x= (e
1 -1 2
1 0 1 sent
) X'=[1 1 0 |X; X=|—3sent— 3cost
-2 0 -1 —sent + cost

Comprueba, en cada caso, que los vectores dados son un conjunto fundamental de solucio-
nes del sistema correspondiente y, ademas, forma con ellos una matriz fundamental.

! _ 41 . — 1 2t _ 1 Tt
a)X_<6 )X Xi=( ) et Xa= ()€™

!/ _ 4 1 . — -1 t — -1 t 0 t
b)X_<_9 L)X =) = ()t ()
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3 -2 2cost —2sent
’_ . _ _
¢) X' = (5 — )X’ X1 = <3cost+sent> » X2 = (cost—3sent>'

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales lineales homogéneos.

dr __

2) d—f—x+2y
%:453—1—33/
%f:x—i-y—z
d

b) & =2y
G =y—2
do

0 j—f—?):v—y
Y =9z -3y
dx

G =3r—y—=z

d) %:x—i—y—z
%:x—y—i—z

do _
=
e) %:2m+2y—z

dz __

S =y

dr __

j @y
Y =>5x+2y

%::p—y—i—lz

d
9 G =-r+y

dz _
G =Ttz

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales lineales no homogéneos.

dz _ 33 — 3y + 4

dt

a)
P=20-2y—1
de _ t

. G =2y+te
%z—x—i—Sy—et

Una fuerza de 400 N estira un resorte 2 m. Una masa de 50 kg se sujeta al extremo del
resorte y se suelta desde la posicién de equilibrio con una velocidad, dirigida hacia arriba,
de 10 m/s. Halla la ecuacién del movimiento y resuélvela.

(Indicacién: a partir de los datos, sabemos que la constate de Hooke del resorte es k = 4%0 N/m y que la
masa considerada es m = 50 kg; por tanto, siendo z(t) la posicién de la masa en el instante ¢, se verifica que

ma' (t) = —kz(t). Obsérvese que en el enunciado también aparecen los valores iniciales de z(t) y z'(t)).
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Un cuerpo con masa igual a 10 kg esta sujeto a un resorte alargdndolo 2 m. Dicho cuerpo

se engancha a un mecanismo de amortiguaciéon que ofrece una resistencia numéricamente
igual a B veces la velocidad instantanea. Determina el movimiento producido en funcién
de los valores de . Esboza las graficas de los movimientos representativos.

(Indicacién: siendo #(t) la posicién de la masa en el instante ¢, se verifica que ma"(t) = —Ba'(t) — ka(t),
donde k es la constate de Hooke del resorte. Por otra parte, recuérdese que un cuerpo con una masa de

1 kg ejerce una fuerza aproximadamente igual a 9.8 N).

Resuelve el siguiente problema de valores iniciales

d’x 2 /

el + w’zr = Fysen(wt), x(0) =2'(0) =0,
donde w y Fy son constantes. Esboza la grafica de la soluciéon y da una interpretacién fisica
del resultado.



