Asignatura: MATEMATICA APLICADA — Curso: 2022-2023

Ejercicios desarrollados - Tema 4(1)

El objetivo principal de este documento es comprender que la resoluciéon de un ejercicio no consiste
en una simple sucesién de calculos. Al contrario, un ejercicio debe contener explicaciones sobre qué se
va a hacer, c6mo se va a hacer y, quizas lo mas importante, por qué se va a hacer lo que se
hace.

Ejercicio 4.1

Enunciado

Determina aq, as, as, by, ba, b3 € R, sabiendo que (1,1,1), (1,0,—1) y (1,—1,0) son vectores propios
de la matriz

1 1 1
ay az ag
by b2 b3

Resolucion

Como, segun el enunciado, v; = (1,1,1), va = (1,0,—1) y v3 = (1,—1,0) son vectores propios de la
matriz

1 1 1
A=la1 ax asz|,
by by b3

entonces deben existir A1, Ao, A3 € R tales que Av; = \;v;, para i = 1,2, 3. Por tanto,

1 1 1 1 1 3 A1 3=\
A’L}1 = |lar ax as 1l=M|1]=|laitas+az ]| =| M| = a+ax+a3=)\
by ba b3 1 1 b1 +ba + b3 A1 b1 +ba+b3 =X\
1 1 1 1 1 0 Ao 0= X
AUQ = |ay az ag 0 = )\2 0 = a1 —az | = /\2 = ayp —asz = /\2
by by bs) \—1 -1 by — bs Ao by —bs = Ay
1 1 1 1 1 0 Ao 0= M3
AU3 = la as as -1 = /\3 —1|=la—a| = /\2 = a1 — ag = /\3
by by b3 0 0 by — by Ao by — by = A3

A partir de los tres sistemas obtenidos, los valores propios de A son \; = 3, Ao = 0y A3 = 0. Por otra
parte,

a1+a2+a3:3 a1+a2+a3:3 a1+a2+a3:3

b1 +by+b3=3 a1 —a3z3 =0 a; = as
a; —as =0 a1 —as =0 a1 = a9 ay =az =ag =1
by —b3 =10 :>b1+b2+b3:3 éb1+bz+53=3 :>b1:b2:b3:1 '
al—CLQ:O b1—b3=0 b1=b3
by —by=0 by —by=0 b1 = by

Ejercicio 4.2.iii
Enunciado

Sea la matriz

Ay — <cos¢9 —sené')’ (0<0<m).

senf)  cosf
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Diagonalizala si ello es posible.
Resolucién

Para ver si A3 es diagonalizable, primero hallamos su polinomio caracteristico.

cosf — A —send
sen 6 cost — A

p(A) = det ( > = (cos—\)?+sen? § = cos? §—2) cos O+ +sen? § = 14+X12—2) cos 6.

A continuacion resolvemos la ecuacién caracteristica asociada a As.

2 + V4 290 —4
p()\)=0:>)\2—2(0059))\+1=O:>)\: (c0s0) 5 cos* ¢ =cosf £ +v/cos20 — 1.

Pero, por el enunciado tenemos que 0 < 6 < 7, de donde —1 < cosf < 1y, por tanto, 0 < cos?f < 1.
Asf podemos concluir que cos?@ — 1 es siempre negativo, por lo que la raiz cuadrada no es real y, en
consecuencia, Az no es diagonalizable (en R).

Ejercicio 4.2.iv

Enunciado

Sea la matriz

Ay =

N Oy
S N O
_ o O

Diagonalizala si ello es posible.
Resolucién

Para ver si A, es diagonalizable, primero hallamos su polinomio caracteristico.
1—A 0 0

p(AN)=det[ 6 2-X 0 |=01-X1%2-N).
2 0 1-2A

A continuacién resolvemos la ecuacién caracteristica asociada a A4.
p(A)=0= (1-X)?(2-))=0= )\ =1dobley \y =2 simple.

Por dltimo, calculemos los subespacios propios asociados a A\; = 1 y Ay = 2. Empezamos con \; = 1,
tomando v; = (z,y,2) y la matriz identidad de orden tres Is.

1-1 0 0 x 0
A4’U1 = \v = (A4 — )\1]3)1}1 =0= 6 2—-1 0 Y| = 0| =
2 0 1-1 z 0
0 0 0 T 0 0=0 x=0
6 1 0 y|l =10 =6x+y=0;,=cy=0, ack
2 0 0 z 0 20 =0 z=aq,

Por tanto, el subespacio propio asociado a A\; =1 es V] = {(0,0,«a) | a € R} = L({(0,0,1)}), que es de
dimensién 1. Pero A1 = 1 es doble, por lo que, para que A4 sea diagonalizable, necesitamos dos vectores
linealmente independientes que sean vectores propios de Ay asociados a A;. Como esto no es posible,
concluimos que A4 no es diagonalizable.
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Ejercicio 4.2.viii
Enunciado

Sea la matriz

1 1 -1
Ag= (-1 1 1
-1 1 1

Diagonalizala si ello es posible.

Resolucion

Para ver si Ag es diagonalizable, primero hallamos su polinomio caracteristico.
1-A 1 -1
p(A)=det| -1 1-Xx 1

=(1-A’=(1-2)=01=-X)(1=X>=1)= 1=\ -2).
-1 1 1—A
A continuacién resolvemos la ecuacién caracteristica asociada a Ag.
PN =0=(1-NN=-2)=0=1-M)A\A-2)=0=X =0, o =1y N3 =2.

Por dltimo, calculemos los subespacios propios asociados a A\; =0, Aa =1 y A3 = 2. Empezamos con
A1 =1, tomando v; = (z,y, z) y la matriz identidad de orden tres Is.

1-0 1 -1 T 0
Agvl = \v = (Ag — )\1]3)1}1 =0= -1 1-0 1 Yy 0] =
-1 1 1-0 z 0
1 1 -1 T 0 r+y—2=0 r+y—2=0 T =q,
-1 1 1 y|=10]=>—2+y+2=0,; = 2y =20 =qy=0, aeR
-1 1 1 z 0 —x+y+z=0 0=0

Por tanto, el subespacio propio asociado a Ay =0 es V4 = {(,0,0a) | « € R} = L({(1,0,1)}).
Anélogamente calculamos los subespacios propios asociados a Ao =1 y A3 = 2. Vedmoslo.

1-1 1 -1 T 0
A8U2:/\21}2:>(A8—)\213)1}2:0:> -1 1-1 1 Yy 0] =
-1 1 1-1 z 0
0 1 -1 T 0 y—2z=0 T =aq,
-1 0 1 y|l=(0)]=—2+2=0;=<y=a ack
-1 1 0 z 0

—x+y=20 z = q,
Por tanto, el subespacio propio asociado a A =1 es Vo = {(o,a, ) | @« € R} = L({(1,1,1)}).

1-2 1 —1 T 0
Agvg = \3v3 = (Ag — )\1[3)1}3 =0= -1 1-2 1 Yy 0] =
-1 1 1-2 z 0
-1 1 -1 T 0 —zrz+y—2z2=0 z+y—2=0 z =0,
-1 -1 1 Y 0Ol = —=2—-—y+2=0),= —22=0 =><¢y=a, a€clR
-1 1 -1 z 0 —x4+y—2=0 0=0 z=q,
Por tanto, el subespacio propio asociado a A3 =2 es V3 = {(0,a,a) | « € R} = L({(0,1,1)}).

Como tenemos tres valores propios reales simples, entonces podemos asociarle a cada uno de ellos un

vector propio, de forma que los tres vectores asi obtenidos son linealmente independientes (jcompruébese
que en efecto son linealmente independientes!).

V1 = (1707 1)7 V2 = (1a 1, 1)7

V3 = (O, 1, 1).
Por tanto, Ag es diagonalizable y la expresién asociada es Ag = P-D-P~! con
110 0 00
P=[0 1 1| y D=0 1 0
1 1 1 0 0 2
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Ejercicio 4.3

Enunciado
1 172 -1/3
Se considera la matriz A = | =2/5 1/10 1/5 | y los vectores (1,—1,0), (1,0,2), (0,—2,—3).
2/5 2/5 2/15
a) Comprueba que dichos vectores son vectores propios de A.

b) A partir de a), halla los valores propios de A.

¢) (Es A diagonalizable? jPor qué? En caso afirmativo, diagonaliza A.

Resolucion

a) Recordemos que un vector v es vector propio de una matriz A si existe un nimero real A tal que
Av = M\v. Veamos que esto se verifica para los tres vectores dados.

1 1/2 —1/3\ /1 1 1/2 1 )
=2/5 110 1/5 | [l =A[-1]=|-1/2)=x(-1] ==
2/5 2/5 2/15) \ 0 0 0 0

1 1/2 —1/3\ (1 1 1/3 1 )
=2/5 1/10 1/5 | 0] =x{0] = [0 f=x|0]=x=q
2/5 2/5 2/15) \2 2 2/3 2

1 1/2 —-1/3\ /0 0 0 0 )
=2/5 1/10 1/5 || =2 =x{-2| = | -4/5] =A|-2] 5 A=C
2/5 2/5 2/15) \-3 -3 —6/5 -3

Por tanto, los tres vectores dados son vectores propios de A.

b) Al ser A una matriz cuadrada de orden tres, entonces puede tener, a lo sumo, tres valores propios

distintos. Por lo hecho en el apartado a), podemos asegurar que los valores propios de A son A; = %,
Ay = 3 Yy A3 = 2,
3 5

¢) Como A es una matriz cuadrada de orden tres con tres valores propios distintos, podemos asegurar
que es diagonalizable pues podemos encontrar tres vectores propios (uno por cada valor propio) que
serdn linealmente independientes.

Ademds, por lo hecho en los apartados a) y b), tenemos que A = P-D - P~! con

1 1 0 12 0 0
P=(-10 2| yp=[0 1/3 0
0 2 -3 0 0 2/5

Ejercicio 4.4
Enunciado

En funcién de los valores de los parametros reales o y 3, determina cudndo es diagonalizable la
siguiente matriz.

5 2 37
A=(0 -1 0
0 a p

Resolucion
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Para comprobar si la matriz dada es diagonalizable, comenzamos estudiando su polinomio caracteristi-

co.
5—A 2 3.7

p(A) = det 0 —1-A 0 =0B-=-XN)(-1=XN)(B=N).
0 « B—A

Es claro que los ceros de p(A) son A =5, A = —1y A = . Por tanto, si 8 # —1 y 8 # 5, entonces A seria
una matriz cuadrada de orden tres que tiene tres valores propios distintos y, en consecuencia, podemos
encontrar un conjunto de tres vectores (uno por cada valor) que serdn linealmente independientes. Asi
podemos concluir que A serd diagonalizable si § # —1 y 8 # 5 (para cualquier valor de «).

Veamos ahora qué ocurre cuando 8 = 5. En tal caso los valores propios de A serfan A = 5 doble
y A = —1 simple. Es claro que A = —1 no es un problema, para que A sea diagonalizable, por ser un
valor propio simple. Estudiamos, pues, el subespacio propio asociado a A = 5. Tomando v = (z,y, z) y la
matriz identidad de orden tres I3 (y teniendo en cuenta que 8 = 5),

5-5 2 3.7 x 0
Av=5v= (A-5)v=0= 0 -1-5 0 yl=1(0] =
0 o 5—95 z 0
0 2 37 x 0 20+3.72=0 204372 =0 T=q
0 -6 0 y|l=10]= —-6y=0 = y=20 =qy=0, ackR
0 « 0 z 0 ay =10 0=0 z =0,

Por tanto, el subespacio propio asociado a A = 5 es V = {(«,0,0) | « € R} = L({(1,0,0)}), que es de
dimensién 1. Pero A = 5 es doble, por lo que, para que A fuese diagonalizable, necesitariamos dos vectores
linealmente independientes que fueran vectores propios de A asociados a A = 5. Como esto no es posible,
concluimos que A no es diagonalizable si 5 =5 (para cualquier valor de «).

Acabamos viendo qué sucede cuando S = —1. En este caso los valores propios de A serfan A = 5
simple y A = —1 doble. Es claro que A = 5 no es un problema, para que A sea diagonalizable, por ser un
valor propio simple. Por tanto, hallamos el subespacio propio asociado a A = —1. Tomando v = (z,y, 2)
y la matriz identidad de orden tres I3 (y teniendo en cuenta que = —1),

5+1 2 3.7 x 0
Av=(-1)v=(A-(-)L)v=0= (A4+ L)v=0= 0 -1+1 0 yl=10] =
0 o -1+4+1 z 0
6 2 3.7 T 0 6z 4+2y+3.72=0
0 0 O y|l=10] = 0=0
0 a O z 0 ay =0

Para estudiar el sistema resultante, tenemos que distinguir dos casos: « =0y «a # 0.

Sia=0 (y f=—1) entonces

6 +2y+3.72=0

0=0 = 6x+2y+3.72=0.
0=0
Por tanto, el subespacio propio asociado a A = —1 es

V= {(_Mﬁ?’ﬂ),a,b> ‘a,b c R} = L({(~2,6,0), (—3.7,0,6)}),

que es un subespacio vectorial de dimensién 2. De esta forma, podemos tomar dos vectores vy, vg linea-
lemente independientes que seréan vectores propios de A asociados al valor propio A = —1. Puesto que
tenfamos un tercer vector propio vz de A correspondiente a A = 5 (y que, por tanto, junto a vy y vo
formaran un sistema de tres vectores linealmente independientes), concluimos que A es diagonalizable si
B=—-1ya=0.
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Sia#0 (y 8= —1) entonces
6 +2y+3.72=0

0=0 :»6x+2y+_%72_0}
oy =0 y=
Por tanto, el subespacio propio asociado a A = —1 es
-3.7
V={(="a0a, ‘ a€RY = L({(~3.7,0,6)}),
Pero A = —1 es doble, por lo que, para que A fuese diagonalizable, necesitariamos dos vectores linealmente
independientes que fueran vectores propios de A asociados a A = —1. Como esto no es posible, concluimos

que A no es diagonalizable si § = -1y a # 0.
Resumiendo, tenemos que
= si S € R\ {-1,5} entonces A es diagonalizable (para cualquier valor de «);
= si 8 =5 entonces A no es diagonalizable (para cualquier valor de «);
m si f=—1y a=0 entonces A es diagonalizable;

= si f=—1y a# 0 entonces A no es diagonalizable.

Ejercicio 4.5

Enunciado
Decide, de forma razonada, cuéles de las siguientes afirmaciones son ciertas.
i) Cualquier matriz diagonal es diagonalizable.

ii) Sea A una matriz cuadrada de orden n de modo que A? = —I,. Entonces A no posee valores
propios.

iv) Una matriz cuadrada es regular si, y sélo si, no admite a 0 como valor propio.

vi) Supongamos que una matriz cuadrada A posee un valor propio A. Entonces, para todo k € N, la
matriz A* admite a A* como valor propio.

vii) Sea A una matriz regular y sea A un valor propio suyo. Entonces el nimero % es un valor propio
de la matriz A1,

viii) Si A es una matriz cuadrada y A > 0 es un valor propio de A?, entonces, o bien VA, o bien —V/\,
son valores propios de A. (Indicacién: A2 — A\ = (A +V/AI)(A — VD).

Resolucion

i) Si A es diagonal entonces es claro que A =1, -A-I, =1,-A-(I,) ' =P-D-P~tcon P=1,
(siendo I,, la matriz identidad de orden n) y D = A. Por tanto, es cierto que toda matriz diagonal
es diagonalizable.

ii) Supongamos que A es una matriz cuadrada de orden n que tiene valores propios y tal que A2 = —1,,.
Si A es un valor propio de A entonces existird un vector no nulo v € R™ tal que Av = Av. Y, a
partir de aqui,

Av = v = A(Av) = A(\) = A% = M\(Av) = A\(W) = \v =
(L= Nv=> 0= Nv=> ) ov+v=0= (N +1)v=0.

Ahora bien, como v es no nulo, entonces A% +1 = 0, es decir, A2 = —1, lo cual no es posible pues
el cuadrado de cualquier niimero real es no negativo.

Asf pues, en las condiciones del enunciado, es cierto que A no tiene valores propios (reales).
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iv)

vi)

vii)

viii)

En este caso nos piden comprobar si es cierta la doble implicacién
A es regular & A no admite a 0 como valor propio

siendo A una matriz cuadrada.

=) Supongamos que A es una matriz cuadrada de orden n y regular, es decir, A es cuadrada e
invertible. Por otra parte, supongamos que A = 0 es un valor propio. Entonces existira un vector
no nulo v € R™ tal que Av = Ov = 0. Pero, por ser A invertible, tenemos que v = A~10 = 0,
lo que contradice que v sea no nulo. Por tanto, A no puede admitir a 0 como valor propio.

<) Supongamos ahora que A es una matriz cuadrada (de orden n) que no admite a A = 0 como
valor propio. Entonces no pueden existir vectores no nulos v € R™ tales que Av = 0v = 0. Esto
significa que el sistema AX = 0 ha de ser compatible determinado y, por tanto, A ha de tener
rango méaximo. En particular, por ser A cuadrada, A serd invertible.

Supongamos que A es una matriz cuadrada con un valor propio A. Entonces existird un vector no
nulo v tal que Av = Av. A partir de aqui, es claro que

A?v = A(Av) = A(W) = A(w) = Vo = A% = M\,

es decir, A? serd un valor propio de A2

Por hipétesis de induccién, supongamos que A™ es un valor propio de A™. Entonces,
ATy = A(A™) = A(\"0) = A" (Av) = N\ (M) = Xy = A" Ty = \nfly,

es decir, A"*! serd un valor propio de A"*+1!,
Asi hemos probado, por medio del método de induccién, que la afirmacién hecha es cierta.
Supongamos que A una matriz regular (esto es, invertible) y que A es un valor propio suyo. Entonces,

por el apartado iv), sabemos que A # 0. Ademds, existird un vector no nulo v tal que Av = Av.
Puesto que A es invertible y A # 0, tenemos que

Av= w=v=A"" )= A"v= %v =Aw=A4"1v= %U.

O sea, ya que v es un vector no nulo, es cierto que el niimero % es un valor propio de la matriz A~!.

Supongamos que A es una matriz cuadrada y que A > 0 es un valor propio de A2. Entonces existira

un vector no nulo v tal que A%2v = Av. A partir de aqui, siendo I la matriz identidad del mismo
orden que A,

A2 == (A2 =X =0= (A+ VAI)(A—VA)v =0.
Ahora bien, podrfa ser que (A —v/AI)v =0y, en tal caso,
(A= Vv =0= Av =V,

por lo que, por ser v un vector no nulo, podemos concluir que v\ es un valor propio de A.

También podria ocurrir que w = (A — v/AI)v fuera un vector no nulo. Pero, en tal caso,
(A+ VDA = VAo =0= (A+VAX)w=0= Aw = —Vw,
por lo que, al ser w un vector no nulo, podemos concluir que —v/A es un valor propio de A.

Al no haber més casos posibles, queda probado que la afirmacién hecha es cierta.
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Ejercicio 4.6.iii
Enunciado

Diagonaliza, mediante semejanza ortogonal, la matriz simétrica
3 0 2
cC=10 2 0
2 00

Resolucion

Sabemos que las matrices simétricas son siempre diagonalizables. Ademads, siempre se puede conseguir
una diagonalizacién por semejanza ortogonal, es decir, C = P - D - P~! de forma que P~ = PT. Para
ello, los vectores propios que formen la matriz P deberan ser ortonormales.

Empezamos hallando el polinomio caracteristico de C'.

3—A 0 2
p(A) = det 0 2—-Xx 0 :(2—)\)det(
2 0 0—A

3—X 2

5 _A> =(2-M)(\=3)—-4).

A continuacién resolvemos la ecuacion caracteristica asociada a C.
pPA)=0=2-NN=31-4)=0=>2- NN -4HA+1)=0=XA =2, g =4y A3 =—1.

Ahora calculemos los subespacios propios asociados a Ay = 2, Ao = 4 y A3 = —1. Para A\ = 2,
tomando vy = (x,y,2) y la matriz identidad de orden tres Is.

3-2 0 2 T 0
Cvi = \vg = (C’—)\Jg)vl =0= 0 2—2 0 yl| = 0] =
2 0 0-—2 z 0
1 0 2 T 0 r+22=0 r+22=0 z =0,
0 0 O y|l=1(0] = 0=0 = 0=0 =<¢y=a, ack
2 0 -2 z 0 20 — 22 =0 3x =0 z =10,
Por tanto, el subespacio propio asociado a Ay =2 es V3 = {(0,,0) | « € R} = L({(0,1,0)}).
Anélogamente calculamos los subespacios propios asociados a Ao =4 y A3 = —1. Vedmoslo.
3—14 0 2 T 0
Cvg = AUy = (C—)\QI3)U2 =0= 0 2—4 0 Yyl = 0] =
2 0 0—4 z 0
-1 0 2 T 0 —x+22=0 —x+4+22=0 T = 2a,
0 -2 0 y|l=1(0]= —-2y=0 = y=20 =4qy=0, aeR.
2 0 -4 z 0 20 —42=0 0=0 z=q,

Por tanto, el subespacio propio asociado a Ay =4 es Vo = {(20,,0,a) | « € R} = L({(2,0,1)}).

3—(-1) 0 2 T 0
Cvz = Av3 = (C — /\3[3)1}3 =0= 0 2 — (—1) 0 y|l =10 =
2 0 0—(-1) z 0
4 0 2 T 0 dr+22=0 20 +2=0 T = q,
0 3 0 y|l=10]= 3y=0 = y=0 = y =0, a e R
2 0 1 z 0 20 +2=0 0=0 z = —2aq,

Por tanto, el subespacio propio asociado a A3 = —1 es V3 = {(a,0, —2a) | @« € R} = L({(1,0,—-2)}).
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Como tenemos tres valores propios reales simples, entonces podemos asociarle a cada uno de ellos un
vector propio, de forma que los tres vectores asi obtenidos son linealmente independientes (jcompruébese

que en efecto son linealmente independientes!).

v1=(0,1,0), vz =(2,0,1),

Es inmediato que v, vs,v3 son tres vectores ortogonales entre si. Como necesitamos que formen un

sistema ortonormal, solo falta normalizarlos.

U3

v (0,1,0)  (0,1,0)

B T R TTCO M) T R

v (2,0,1)  (2,0,1)
P el TI@ODI T VB
w—”3—< -2 (1,0,-2) _
T sl T @O, =2) T VB

2 1
0 % & 2.0
p=[1 0 o) yD=|0 4
1 =2
0 % & 00

Ahora bien, como P~}
por semejanza ortogonal.

Ejercicio 4.8

Enunciado
2 -1
1 0
-1 1

-1
-1
2

Dada la matriz A = , calcula A'C.

Resolucién

Haciendo los oportunos célculos (jhdganse!) tenemos que A admite como valores propios A; = 1 doble

v A2 = 2 simple. Ademas, los subespacios propios respectivos

Vi={(z,y,2) eR’ |z —y—2=0} = {(a+ B,

Va ={(z,y,2)
Por tanto,
11 1 100\ /11 1\"' 11
A=11 0 1 01 01 0 1 =[1 0
0 1 — 00 2/ \o 1 -1 0 1
Finalmente, como A0 = P . D10. p~1,
11 1\/1 0 o\°/=1 2 1 11
A%=11 0 1]l0 1 0 1 -1 0 ]=|10
01 —-1/\o o0 2 1 -1 -1 0 1
11 1 10 0 -1 2 1
A%=11 0 1 01 0 1 -1 0
0 1 -1/ \o 0 1024 1 -1 -1

son

=(1,0,-2).

0
0
-1

1024
1023
—1023

con

—1023
—1022
1023

1 -1
1 -1

—1023
—1023
1024

= PT (jcompruébese!), tenemos que C = P - D - PT esto es, C es diagonalizable

B) | a,B € R} = L({(17 170), (1707 1)})?

€ER’ |~y —2=0, —z+y=0}={(o,0,~a) | a € R} = L({(1,1, ~1)}).



