Asignatura: MATEMATICA APLICADA — Curso: 2022-2023

Ejercicios desarrollados - Tema 1 (T2)

El objetivo principal de estas notas es comprender que la resolucién de un ejercicio no consiste en
una simple sucesién de calculos. Al contrario, un ejercicio debe contener explicaciones sobre qué se va a
hacer, cémo se va a hacer y, quizas lo mas importante, por qué se va a hacer lo que se hace.

Resolucién de sistemas (Ejercicio 1.10)

Enunciado
Discute y resuelve, en los casos que proceda, los siguientes sistemas de ecuaciones lineales.
3z+2y+z=1

a) Sr+3y+3z=2
r+y—z=1

2r+y+24+w=0

b) —drx—-2y+z—-6w="7
Tr 4 3.5y + 224+ 8w =29
3x+2y+5z—w=49

o) 20 —y—z4+w=2
r+y—3z—2w=-11
w=20

Resolucion

Para discutir y resolver los tres sistemas propuestos, usaremos notaciéon matricial y aplicaremos eli-
minacién gaussiana.

a) Dado el sistema de ecuaciones lineales

3z+2y+z=1

Sx+3y+3z2=2 », (1.1)
r+y—z=1
la matriz ampliada asociada es
3 2 1|1
(Alb)y=1[5 3 3 |2
1 1 —-1{1

Apliquemos eliminacién gaussiana para obtener una matriz escalonada (A’ | V') equivalente.!
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ILa notacién que usaremos es la siguiente:
= F; < Fj significa que intercambiamos las filas F; y F).

= F; + aF; — Fj significa que sumamos a veces la fila F; a la fila F; para obtener la nueva fila F;. Andlogamente,
F; — aF; — F; significa que restamos « veces la fila F) a la fila F; para obtener la nueva fila F;.

= aF; — F; significa que multiplicamos por « la fila F; para obtener la nueva fila F;.
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Por tanto, hemos llegado a la matriz escalonada

11 —-1]1
@y=[o 1 —4|2],
0 0 0|1

que es equivalente a la matriz (A |b). Ahora bien, (A’ |b) tiene tres filas no nulas (o, lo que es lo
mismo, tiene tres pivotes), por lo que su rango es igual a tres. Ademds, al estar el tltimo pivote en
la columna de los términos independientes, se verifica que

» la matriz de coeficientes del sistema (1.1) tiene rango igual a dos (rg(A) = 2);

» la matriz ampliada asociada al sistema (1.1) tiene rango igual a tres (rg(A4|b) = 3).

Asi, en virtud del Teorema de Rouché-Frobenius, el sistema (1.1) es incompatible.

A la misma conclusién podiamos haber llegado teniendo en cuenta que (A’|b') representa a un

sistema de ecuaciones lineales equivalente a (1.1). Concretamente, el sistema de ecuaciones asociado
a (A'|V) es

r+y—z=1

y—4z =2

0z+0y+0z=1

que claramente es incompatible ya que la ltima ecuacién no tiene sentido (pues 0 y 1 son distintos).

Dado el sistema de ecuaciones lineales
2r+y+z24+w=0
—4xr —-2y+z2—-6w="7 ,, (1.2)
Tr+ 3.5y + 22+ 8w =9
la matriz ampliada asociada es
2 1 1 110
(Alb)=-4 -2 1 —-6]|7
7 z 2 819
Apliquemos eliminacién gaussiana para obtener una matriz escalonada (A’ |b’) equivalente.
2 1 1 1 0 1r - 1 3 3 3 0 Fo+4F) —Fy 1 3 3 3 0 LRy Fy
-4 -2 1 —-6|7) ___—_—|-4 -2 1 —6|7 003—472
7 z 2 8 9 7 z 2 8 9 Fy =T =T 0 0 —32 2 9/ 5Fs—Fs
O T (LA N 4 S O S o A R £ B S S
00 1 —4fz2)]———|0 0 1 2|2 ]2_ 5|0 0 1 4|2
0 0 -1 3|6 0 0 0 3 |3 0 0 0 115
Por tanto, hemos llegado a la matriz escalonada
133 3]0
@ipy={o 0o 1 —4|3],
0 0 0 115

que es equivalente a la matriz (A|b). Ahora bien, (A’|Y’) tiene tres filas no nulas (esto es, tiene
tres pivotes), por lo que su rango es igual a tres. Ademds, ya que ninguno de los pivotes estd en
la columna de los términos independientes, se verifica que tanto la matriz de coeficientes como la
matriz ampliada del sistema (1.2) tienen rango igual a tres (rg(A) = rg(A|b) = 3). Por consiguiente,
aplicando el Teorema de Rouché-Frobenius, concluimos que el sistema (1.2) es compatible. Adem4s,
como dicho sistema tiene cuatro incégnitas, podemos asegurar que (1.2) tiene infinitas soluciones,
o sea, que (1.2) es compatible indeterminado.
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Para calcular el conjunto de soluciones de (1.2), y una vez hayamos determinado la incégnita libre,
aplicaremos sustitucién regresiva en el sistema asociado a la matriz (A’ |b").

Es claro que el sistema de ecuaciones asociado a la matriz (A’ |V') es

lz+iy+3z+3w=0

Puesto que las incégnitas correspondientes a los pivotes son x, z, w, lo “méas cémodo” sera considerar
a y como incégnita libre. De este modo, nos queda el sistema

1 1,, 1
le+ 52+ 5w=—-3y
4.,=7
lz—3w=g3

lw=5

Ahora, tomando y = A, con A € R, y resolviendo de abajo arriba (esto es, en modo regresivo),

YW=

4,y =7 — 7,4 — 7,4 7420 _ 27 -
" z-sw=g=>z=ztsw=>z=3+35-b=>z=3+F=5=2=0

1 lyp=—1 — L1, 1, 1 —_1y_1 _1 - _2A_
Tt 52t W= -5y =T =3 2—sw=r=—35A-5-9—-5-b=>zr=—-5-7

Asf pues, el conjunto de soluciones de (1.2) viene dado por
(z,y,2z,w) = (—7— %,/\,9,5) , con \ € R.

Por cierto, se dice que este conjunto de soluciones es uniparamétrico, pues tenemos una solucién
para cada valor real del parametro \.

¢) Dado el sistema de ecuaciones lineales

3x+2y+5z—w=49
2t —y—z4+w=2

r+y—3z—2w=-11 (~’
w=0

la matriz ampliada asociada es
2 5 =1\ 49
-1 -1 1 2
1 -3 —-2]-11
0 o0 1 0

(A]b) =

O = N W

2 5 —1] 49 1 1 -3 —2|-11

1 -1 1] 2 | mem |2 -1 -1 1| 2 | m2ror
1 -3 —2|-11| |3 2 5 —1| 49 | moron
0 0 1] o0 00 0 1|0

1 1 -3 —-2|-11

0 -1 14 5 82 | —Fe-r
0 -3 5 ) 24

0 0 1 0

-3 -2 | -11

—14 -5 —82 *3*17F3HF3

37 —-10| —-222| ——
0 1 0

Como en los apartados anteriores, aplicaremos eliminacién gaussiana pero, en este caso, para obtener
una matriz escalonada reducida (A’|b’) equivalente.

-1 14 5
0 0 1

3
2
1
0
1 -3 —-2|-11
-3 5 5 24 FyorFy
82
0
-3 -2 -11 1
—14 —5 | =82 | F3+3r—F3 [ ()
0
0

e oo o=

corRr R~ o

-3 5 ) 24
0 0 1 0

oS oo
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11 -3 —2|-11\ ... (11 -3 0]-11
0 1 —14 —5| 82| mesmorm |0 1 —14 0| —82| meor—n
0 0 1 o 6 F3—10F,—Fy 0 0 1 0 6 Fy+14F3—Fy
00 0 1] 0 00 o0 1|0
110 0|7 100 0]5
010 0[2] mrm-n |01 0 0]2
00106 |00 10]|6
000 1|0 000 1|0

Por tanto, hemos llegado a la matriz escalonada reducida

(A1) =

o = O O
— o O O
S O N Ut

0
1
0
0

o OO =

que es equivalente a la matriz (A|b). Puesto que (A’ | V') tiene cuatro filas no nulas (esto es, tiene
cuatro pivotes), entonces su rango es igual a cuatro. Por otra parte, al no estar ninguno de los
pivotes en la columna de los términos independientes, tenemos que la matriz de coeficientes y la
matriz ampliada del sistema (1.3) tienen rango igual a cuatro (rg(A) = rg(A|b) = 4). Asi, por el
Teorema de Rouché-Frobenius, deducimos que el sistema (1.3) es compatible. Ademds, como dicho
sistema tiene cuatro incégnitas, podemos asegurar que (1.3) tiene una tnica solucidn, es decir, (1.3)
es compatible determinado.

Finalmente, como (A’ |b") representa al sistema de ecuaciones lineales

le=95
ly=2
lz=6 [’
lw=0

y este es equivalente a (1.3), concluimos que la tinica solucién de (1.3) es

(x’ y? Z’ w) = (57 27 6’ O)'



