LA FACTORIZACION LU Y LA MATRIZ INVERSA

MATEMATICAS II - GRADO EN INGENIERIA DE QUIMICA

(16 de marzo de 2012)

La intencion de este complemento (a los apuntes del curso) es comprender por qué el método de
eliminacion gaussiana permite realizar factorizaciones LU. De paso se justifica un método (quizas
conocido) para el calculo de la inversa de una matriz dada.

En todo lo que sigue se entiende que

= las matrices son del orden adecuado para que los productos tengan sentido;

= si hablamos de la inversa de una matriz es porque sabemos que la inversa existe;
= [ es la matriz identidad y ser& siempre del orden adecuado para que las operaciones tengan

sentido.

1. EXPRESION MATRICIAL DE LA ELIMINACION GAUSSIANA Y DE LA FACTORIZACION LU

Consideremos la matriz
2 1 2
A= -1 -2 =3
3 —4 1

Para hacer ceros por debajo de la diagonal aplicamos el método de eliminacion gaussiana (en lo que
sigue F; indicara la fila i-ésima):

1. Restando (en A) %Fl aflyy %Fl a F3, obtenemos la matriz

2 1 2
U=|0 32 -2
0 =5t -2

—11

2. Restando (en Uy) =5 Fb (es decir, 2 F») a Fj, obtenemos la matriz
2

.

que ya es triangular superior.

En este ejemplo hemos dado dos pasos que pueden ser expresados mediante el producto de matrices.

1. Restar _71F1 afFry %Fl a F3 equivale a multiplicar (por la izquierda) por la matriz

1 00 1 00
L= -3 10]|= 3 10

3 3

-3 01 -3 01

Ejercicio 1: Comprueba que L - A = Uj.
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2. Restar 13—1F2 a F3 equivale a multiplicar (por la izquierda) por la matriz

1 0 0

Lo=[0 1 o0
11

0 -1

Ejercicio 2: Comprueba que Lo - Uy = Us.
Es interesante observar que las matrices Ly y Lo se obtienen aplicando, a la matriz identidad, las

operaciones por filas indicadas en cada caso.
De las igualdades Ly - A = Uy y Lo - Uy = Us, deducimos que

Lo-Uy =Ly (L1-A) = (Ly-L1) - A=TUs.

Pero, teniendo en cuenta que el producto de matrices triangulares inferiores da lugar a otra matriz
triangular inferior, lo que hemos conseguido es la expresion

L*-A=U,

donde L* = Lo - L; es triangular inferior y U = Us es triangular superior. Finalmente, puesto que la
inversa de una matriz triangular inferior es otra matriz triangular inferior,

A= (L tU

Por tanto, si consideramos L = (L*)™!, tenemos una descomposicion LU para A. Ademés, si revisa-
mos los calculos, vemos que U es facil de obtener, pero jqué ocurre con L? Veamos que tampoco es
muy dificil de calcular.
Si recordamos que la inversa del producto de dos matrices es el producto de las inversas “cambiadas
de orden”, tenemos que
L= (L)' =(L2- L)' = (L)~ - (La) 1,

Para justificar las expresiones de (L1)~! y (L2)~! debemos tener en cuenta qué significa que una
matriz sea la inversa de otra. Veamos, si M y N son matrices inversas una de la otra, entonces

(M-N)-B=M-(N-B)=B

para cualquier matriz B. Es decir, tras multiplicar sucesivamente B por N y M tenemos de nuevo
B, o sea, se puede decir que no hemos “hecho” nada.

Con tal interpretacion de las matrices inversas, parece claro que la inversa de L; ha de ser una
matriz que haga lo contrario que ella misma, esto es, una matriz que nos permita pasar de U; a A:
hacemos desaparecer los ceros de la primera columna de Uy para recuperar la primera columna de A.
Para ello, necesitamos sumar %Fl aFyy %Fl a F3, lo cual equivale a multiplicar (por la izquierda)
por la matriz

(L)~ =

ol M‘L —_
O = O
_= O O

Ejercicio 3: Comprueba que (L1)™!- L1 =Ly - (L)' =1y que (L)~ -U; = A.

Razonando de la misma forma, para la inversa de Lo necesitamos sumar %Fg a F3, lo que equivale
a multiplicar (por la izquierda) por la matriz

(Ly)~h =

S O =
= o O

0

1
11
3

Ejercicio 4: Comprueba que (L)™' Ly = Ly - (L)' =1y que (L)~ ! - Uy = Uy.
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Ahora veamos cudl es el resultado de multiplicar las inversas de L1 y L2 (quizés la cuenta maés
sorprendente de este desarrollo):

1 00 1 0 0 1 0 0
(L)t (L) t= F 10 010 |=]|F
5 0 1 041 3 4

Parece que basta con agrupar en una matriz la primera columna de (L1)~! y la segunda columna de
(L)~ (y anadir la tltima columna de cualquiera de ellas por ser la misma). En realidad, el producto
anterior no tiene nada de sorprendente si se piensa que, al estar (L1)~! a la izquierda de (L3)~!, lo
que estamos haciendo es llevar a cabo en (L)™' las operaciones por filas indicadas por (L1)~! (que,
recordemos, son sumar %Fl a Fy y sumar %Fl a F3).

Tenemos, pues, una manera bastante facil de construir la factorizaciéon LU de Doolittle de una
matriz dada. En el caso de la matriz A considerada,

9 1 9 1 0 O 2 1 2
A= -1 =2 3 | =) U=L1)" L) U= 5 1 0|-|0 F -2
341 4 0 0

Conviene sefialar que el nimero de cuentas para realizar la factorizacion de Doolittle de esta
manera es el mismo que el ntimero de cuentas que son necesarias cuando se aplica el algoritmo visto
para implementar en un ordenador. Sin embargo, esta forma de proceder es mas inestable que la del
algoritmo cuando se usan calculos aproximados, esto es, es mas susceptible a los errores de redondeo.

Para acabar esta seccion, realicemos un ejemplo con matrices de orden 4 x 4. Sea la matriz

2 -1 1 -1
1 -2 1 =2
B=10o -1 1 21
2 1 -1 3
1. Hacemos ceros en la primera columna de B restando %Fl a Iy, %Fl aflsy %Fl a Fy, quedando
2 -1 1 -1
0 _3 1 _3
la matriz Uy = 2 2 2
0o -1 1 -1
0o 2 -2 4
1 0 00
: -1 00
Observemos que Li - B = Uj si tomamos L = 2
0O 01 0
-1 0 0 1
2. Hacemos ceros en la segunda columna de U; restando %Fg (: %Fg) aFyy %FQ (: —%Fz)
2 2
2 -1 1 -1
o -3 1 _3
a Fy, quedando la matriz Uy = 2 g 2.
0 O 3 0
0 0 -3 2
1 0 00
0O 1 00
Observemos que Lo - Uy = Us si tomamos Lo = 0 -2 1 0
3
4
0 3 01
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_4
3. Por tltimo, hacemos ceros en la tercera columna de U restando —* F3 (= —2F3) a Fy, que-
3

2 -1 1 -1
0 -3 1 _3
dando la matriz Us = 0 02 g 02 , que ya es triangular superior.
3
0 0 0 2
1 0 00
. 01 00
Observemos que L3 - Uy = Us si tomamos L3 = 0010
0 0 2 1

Concluimos que la factorizacion LU de Doolittle para la matriz B es la siguiente,

9 1 1 —1 1 0 0 0 2 -1 1 -1
O I I e I A 0 0o -3 L 3
0 -1 1 -1 0 2 1 0 00 % 0
2.1 -1 3 1 -4 21 0 0 0 2

Observemos que, para construir L, hemos tomado las tres entradas de la primera columna de L;
que estan debajo de la diagonal principal, las dos entradas de la segunda columna Lo que también
estan debajo de la diagonal principal y la tinica entrada de la tercera columna de L3 que esté, de
nuevo, debajo de la diagonal principal pero, y esto es muy importante, con signo cambiado.

2. COMO OBTENER OTRAS FACTORIZACIONES

Supongamos que deseamos obtener la factorizacion LU de Crout. ; Podemos aprovechar el trabajo
realizado en la seccion anterior? La respuesta es si, como veremos a continuacion.

Recordemos que, en la factorizacion de Crout, es la matriz triangular superior la que tiene unos en
la diagonal principal. Por tanto, si volvemos al caso de la matriz A vista anteriormente, necesitariamos
pasar de la matriz

2 1 2
U= 0 3 -2
16

0 o

a otra matriz con unos en la diagonal. Para ello, bastard con multiplicar F; por %, F5 por —% y F3
por %, quedando la matriz

31

Us=| 0 1 3

0 0 1
0 0
Ejercicio 5: Comprueba que U3 = D - Us, siendo D =] 0 —% 0
0o 0 <

@)

Ejercicio 6: Sea D la matriz del ejercicio 5. Comprueba que D™! =

oS O N
o |
roleo
vz © o
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Teniendo en cuenta que D - D~! = D~!. D = I (y que la matriz identidad I acttia en el producto
de matrices como el 1 en el producto de nameros),

2 1 2
A=| -1 =2 -3 |=L-U=L-I1-U=L-D' " D-U=L¢ Uc
3 -4 1
y, asi, Lc - Ug es la factorizacion de Crout al tomar Lo = L- D™ !y Uz = D - U. Por tanto,
1 0 0 2 0 0 2 0 0
Le=| 3 1 0 0o -3 0 |=-1 -2 o[,
EEVAVIUE VAREIE
3 0 0 2 1 2 1 11
Uso=| 0 -3 0 035 -2 |=|01 %
0 0 < 0o o 00 1

Ejercicio 7: Comprueba que A = L¢ - Ue.

Para la matriz B de orden 4 x 4 que consideramos en la seccién anterior, puesto que la factorizacion
de Doolittle es

9 _1 1 —1 1 0 0 0 2 -1 1 -1
1 3 1 3
B— 1 -2 1 =2 LU= 5 1 0 0 0 -5 5 —3
0 -1 1 -1 0 2 1 0 o0 2 o |’
2 1 =13 1 -4 21 0 0 0 2
3 0 00
. 0 -2 0 0 .
tomando la matriz D = 3 , la descomposicion de Crout serd B = Lo - Ug con
0 0 2 0
2
o 0 0 1%
1 0 0 0 2 0 0 0 2 0 0 0
1 3 3
Le—1.p1_| 2 1 0 0 0 -3 00| 1 -5 00
0 2 1 0 0 0 20 0 -1 2 o |’
4 4
1 -4 21 0 0 0 2 2 2 -4 2
5 0 00 2 -1 1 -1 I
2 3 1 3
Uo=D. U= 0 -2 0 0 0 -5 53 =3 [_f[o0o 1 -1 1
0 0 320 0 0 %2 0 00 1 0
0 0 0 3 0 0 0 2 0o 0 0 1

Ejercicio 8: Comprueba que B = L¢ - Ug.

A la vista de lo realizado con las matrices A y B para obtener la factorizaciéon de Crout, es claro
que podriamos haber escogido otras matrices diagonales y, de esta manera, obtendriamos diferentes

factorizaciones. Por ejemplo, con D = (1] (2) 8 , a partir de la factorizacién de Doolittle de A,
0 0 3
2 1 0 O 2 1 2
A=1| —1 ( = 10 0 352 -2 |=
3 3 4 o0 ¥
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1 0 0 0 0 100 2 1 2
S 10 010 020 0 32 -2 |=
s 4 00 3 00 3 o o0 %

1 0 0 2 1 2

S 3 010 -3 —4

s 41 0 0 16

y conseguimos una factorizaciéon en la que la matriz triangular superior no contiene fracciones.

3. UN METODO PARA CALCULAR LA INVERSA DE UNA MATRIZ

En esta seccién vamos a justificar el funcionamiento de un método (quizas conocido) que esta
basado en la eliminacién gaussiana y que permite calcular matrices inversas. La idea de este método
es aplicar eliminacién gaussiana para hacer ceros tanto por debajo como por encima de la diagonal
y, ademas, conseguir que todos los elementos de la diagonal sean igual a uno.

Consideremos la matriz A vista en las secciones anteriores para describir dicho método. Ademas,
para ser mas practicos, las operaciones que se vayan realizando sobre A también se aplican a la
matriz identidad I. Para simplificar el proceso, se yuxtaponen la matriz A y la matriz identidad de
la siguiente forma,

2 1 2 [100
A= -1 -2 =3 ] 0 1 0
3 —4 1 |00 1

Empezamos haciendo ceros en A por debajo de la diagonal. Para ello, primero restamos %Fl a Foy
y %Fl a F3, operando sobre las filas de A e I conjuntamente, y tenemos

2 1 2 1 00

(My|N)=| 0 F -2 10
—11 3

0 =1 2| -2 01

A continuacién, restamos %Fg a F3 para obtener la matriz

2 1 2 1 0

(My|No)=| 0 52 —2 i 1 0
16 10 11

00 3 | -3 -3 1

Ejercicio 9: Comprueba que estas mismas operaciones ya las hicimos antes (aunque so6lo sobre A y
con los nombres de las matrices cambiados).

1 00 1 0 O
Ejercicio 10: Tomando L; = % 1 0 |yLey=| 0 1 0 [, compruebaque M; =1L;-A,
3 11
-5 0 1 0 —5 1

Vi=Li-1I, My =Lo-M;y Ny= Ls-Ny.

Ahora vamos a hacer ceros en My por encima de la diagonal. Primero en la tercera columna y
después en la segunda. Por tanto, empezamos restando %Fg aFry —%Fg a F5 y obtenemos

9 11 3

2 1 0 v T -3

(M3 | N3)=|[ 0 5 0 —3 _% %
0o o 1 _ 10 _ 11 1

w
w
<



LA FACTORIZACION LU Y LA MATRIZ INVERSA 7

Y restando —%FQ a F} queda

7 9 1

2 0 0 1 2 -4

(Mg |Nyy=|[ 0 F 0 -3 -3 3
16 10 11

00 3| -3 -5 1
10 -3 20

Ejercicio 11: Tomando Uy = | 0 1 % yUs=]| 0 1 0 |, comprueba que M3 = U - Ma,

0 0 1 0 0 1

N3 =Uy-No, My =Us - M3y Ny=Us- N3.

Para acabar tenemos que hacer unos en la diagonal de M,. Para ello, hacemos %Fl, —%FQ y %Fg,

7 9 1
(Ms[Ns)=| 0 10| 5 3 -3
5 11 3
Hemos alcanzado nuestro objetivo pues M5 es la matriz identidad.
10 0
Ejercicio 12: Tomando D = | 0 —% 0 |, comprueba que Ms =1 =D - My, N5 =D - Ny.
o o0 <
16

Ejercicio 13: Comprueba que A- N5 = N5-A=1.

Vamos a justificar por qué este método nos proporciona la matriz inversa de A. Por una lado,
I=Ms=D My=D -Uy-M3=D -Uy-Uy-Mo=D -Uy-Uy-Lo-My=D-Us-Uy-Lo-Lq-A.
Por tanto, D - Uy - Uy - Lo - L7 es la inversa de A. Pero, por otro lado,

Ny=D -Ny=D-Uy-N3=D-Uy-Uy-No=D-Us-Uy-Lo-Ny=D -Uy-Uy-Lo-Ly-1,
es decir, N5 = D - Uy - Uy - Ly - L7 es la inversa de A.
Nota 3.1. Con respecto a lo hecho para la matriz A, debemos tener en cuenta una serie de conside-
raciones

1. En algunos textos, antes de hacer los ceros por encima de la diagonal principal, se convierten los
elementos de la diagonal principal en unos. Como se puede ver en el Ejemplo 3.2, el resultado
final es el mismo y la justificacion de la validez del proceso es analoga a la realizada en el
parrafo precedente.

2. En algunas matrices hay que realizar cambios de filas para poder conseguir elementos distintos
de cero en la diagonal principal. El método de obtencién de la inversa sigue siendo valido y en
la justificaciéon del proceso se emplean las llamadas “matrices de transposicion”. Se veré esta
situacion en el Ejemplo 3.3.

Ejemplo 3.2. Recordemos los dos primeros pasos dados en el calculo de la inversa de A,

2 1 2 | 100
AlD=| -1 -2 =30 10
3 -4 1 |00 1

Primero restamos %Fl aFyy %Fl a Fjs,

2 1 2 1 00
(My|Ny)=[ 0 3 -2 i 10
0 = -2 | -3 01
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A continuacioén, restamos 1%Fg a Fjs,

2 1 2 1 0 0
My | No)=| 0 52 -2 1 1 0
2 2
16 10 11
0 3 | -3 —3 1

Ahora, en lugar de hacer ceros por encima de la diagonal principal (de Ms), vamos a hacer unos en
esta diagonal. Para ello, consideramos %Fl, —%Fg y 13—6F3,

1
2
(M3 | N3)=| 0

0

[ e
e
Sl o o

Hacemos ceros en la tercera columna tomando F} — F3 y Fs — %Fg,

1 9 11 3

L 50 s 16 16

(My|Nj)=1010| 5 3 —3
5 11 3

Acabamos haciendo ceros en la segunda columna mediante la operacién F} — %Fg,

7 9 1
(Ms|N;)=| 010 53 § -3
5 11 3

Por consiguiente, la inversa de A es la matriz N{ que, como no puede ser de otra manera, coincide
con la obtenida anteriormente.

Ejemplo 3.3. Veamos un ejemplo en el que, para calcular la inversa, es necesario realizar un cambio
de filas. Para ello, consideramos la matriz

2 3 2
c=12 3 -3
1 2 3
Para empezar escribimos
2 3 2 1 00
Cc|n=|(2 3 -3 010
1 2 3 0 01

Hacemos ceros en la primera columna con Fy, — Fy vy F3 — %Fl,

2 3 2 1 00
(My|N)=|[00 =5 | -1 10
03 2 | -3 01

En este momento necesitamos hacer un cambio de filas para poder seguir operando. Concretamente
tenemos que intercambiar la segunda y tercera filas, lo que expresaremos de la forma F5 < F3.

2 3 2 1 00
(M | N2)=1 0 2 -1 01

2
0 ) -1 1 0

S =
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Hacemos ceros en la tercera columna con F; + %Fg y Fo + %Fg,

3.0 320
(M3 |N3)=|0 5 0 | —g5 3 1
0 0 -5 -1 1 0
Hacemos ceros en la segunda columna con F; — 6F5,
0 0 6 -2 —6
_ 1 9 2
(My | Ny) = 05 0 10 5 1
0 0 -5 -1 1 0
Finalmente, hacemos unos en la diagonal con %Fl, 2Fy y —%Fg,
1 00 3 -1 =3
(M5 |Ns)=| 0 10 | -2 ¢
1 1
0 0 1 I
3 -1 -3
Concluimos que N5 = —% % 2 es la inversa de C.
1 1
5 5 0

Ejercicio 14: Comprueba que C' - N5 = N5 - C' = I.

Ejercicio 15: Comprueba la operacion Fy <+ F3 se puede expresar mediante la matriz (de transpo-
sicion)

T3 =

OO =
_ o O
O = O

Comprueba que My = Tog - My y No = Thz - Ny.
Ejercicio 16: Describe, por medio de matrices, todos los pasos dados para calcular la inversa de C.

Ejercicio 17: Repite el calculo de la inversa de C' pero haciendo unos en la diagonal principal antes
de hacer ceros por encima de dicha diagonal.
(Observa que tienes que hacer los célculos de nuevo a partir de (Ms | Na)).

Ejemplo 3.4. Para acabar, calculemos la inversa de la matriz B de orden 4 x 4 ya utilizada en las
secciones anteriores. Partimos de la expresion

2 -1 1 -1 1000
1 -2 1 =2 0100
(B 1) = 0 -1 1 -1 0010
2 1 -1 3 0 001

Hacemos ceros (por debajo) en la primera columna restando %Fl a Fyy F1 a Fy,

2 -1 1 1| 1 000
31 3| 1
AL AT B L1000
0 -1 1 -1] 0 010
0 2 -2 4 | -1 00 1
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Hacemos ceros (por debajo) en la segunda columna restando %FQ aFyy —%Fg a Fy,

2 -1 1 -1 1 0 00

3 1 3 1
(Ma | N2) = - A 12 L
00 2 o | 1 -210
4 5 4
0 0 -4 2 | -3 & o

2 -1 1 -1 1 0 00
o -2 3 321 -3 1 00
(M3’N3): g g > 12 2
0 0 %2 0 i =210
0 0 0 2 -1 0 21

2 -1 10| % o0 1 3%
0o =2 L 9o -5 1 3 3
M Ny = 2 2 4 2 4
( 4 | 4) 0 0 % 0 % _% 1 0
0 0 0 2 -1 0 21
Hacemos ceros (por encima) en la tercera columna restando %Fg aFyy %Fg a Fy,
2 -1 00| 0 1 -3 %
0 -3 0 0 _3 3 3 3
MIN =1 g g 2 9] & 2 1 0
3 3 3
0 0 0 2 -1 0 2 1
Hacemos ceros (por encima) de la segunda columna restando %Fg a F1,
2 0 00 1 0 -1 0
0 =3 0 0 _3 3 3 3
M, Ni) = 2 2 2 4 4
(Ms | No) 00 20| &+ -2 1 0
0 0 0 2 -1 0 2 1
Finalmente, hacemos unos en la diagonal principal tomando %Fl, —%F27 %Fg y %F4,
rLoo0o0] & 0 -1 o0
0100 1 -1 -3 -3
M7 | N7) = 22
MrIND =150 1 0 -1 3o
0001 -5 0 1 3

Por tanto, N7 es la inversa de B.
Ejercicio 18: Comprueba que B- N7y = N7 - B = 1.

Ejercicio 19: Describe, por medio de matrices, todos los pasos dados para calcular la inversa de B.

Ejercicio 20: Calcula, usando el método expuesto en esta seccién, la inversa de la matriz

01 2 3
3 01 2
E= 2 3 01
1 2 3 0



