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ABSTRACT

En la presente nota presentamos una serie de avances recientes en el estudio
de la propiedad de Dunford-Pettis alternativa en el caso de C*-álgebras y JB*-
triples. Un espacio de Banach X tiene la propiedad de Dunford-Pettis alternativa
si y solo si para cualquier par de sucesiones débil convergentes xn → x en X
y (ρn) → 0 en X∗ con ‖xn‖ = ‖x‖ = 1 se verifica que ρn(xn) → 0. En esta
nota describimos totalmente las C*-álgebras y los JBW*-triples que verifican la
propiedad de Dunford-Pettis alternativa.
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1. Introducción

En 1940 Dunford y Pettis [13] probaron que que cualquier operador débilmente
compacto de L1(µ) en cualquier otro espacio de Banach X aplica sucesiones débil-
mente de Cauchy en sucesiones convergentes en norma, esto es, todo operador débil-
mente compacto T : L1(µ) → X es completamente continuo. Posteriormente Gro-
thendieck demostró que la misma conclusión sigue siendo cierta para operadores
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débilmente compactos de C(Ω) en cualquier espacio de Banach X (véase [15]). Se
dice que un espacio de Banach X tiene la propiedad de Dunford-Pettis (en lo que
sigue notada por DPP) si todo operador débilmente compacto de X en cualquier
espacio de Banach es completamente continuo.

Gracias al Teorema de Gelfand-Naimark conmutativo sabemos que toda C*-álge-
bra conmutativa con unidad es de la forma C(Ω), para cierto espacio compacto Haus-
dorff Ω. El problema de ver si toda C*-álgebra satisface la propiedad DPP estuvo
abierto durante mucho tiempo. En [8], Chu e Iochum obtuvieron una caracterización
de la propiedad DPP en términos del producto de una C*-álgebra. Otro de los princi-
pales resultados obtenidos por Chu e Iochum fue la descripción de las álgebras de von
Neumann (C*-álgebras que son además espacios de Banach duales) que satisfacen la
propiedad DPP. Concretamente, Chu e Iochum probaron que un álgebra de von Neu-
mann A satisface la propiedad DPP si, y solo si, A es una `∞-suma finita de álgebras
de von Neumann de tipo In, es decir, álgebras de la forma C(Ω)⊗Mn(C), donde Ω es
una espacio hiperstoneano y Mn(C) denota el espacio de las matrices de orden n por
n con entradas en C (n ∈ N). Las álgebras de von Neumann cuyo predual satisface
la propiedad DPP fueron descritas por L. Bunce (ver [4]), mostrando que el predual
de un álgebra de von Neumann A satisface la propiedad DPP si, y solo si, A es un
álgebra de von Neumann de tipo I finita, es decir, A es una `∞-suma de álgebras de
la forma C(Ω) ⊗ Mn(C), donde Ω es una espacio hiperstoneano y Mn(C) denota el
espacio de las matrices de orden n por n con entradas en C (n ∈ N).

En el caso de C*-algebras, los resultados obtenidos respectivamente por Chu e
Iochum [9] y Hamana [17] permitieron concluir a Chu, Iochum y Watanabe en [9] que
una C*-álgebra A satisface la propiedad DPP si, y solo si, A no admite representa-
ciones irreducibles de dimensión infinita lo que también equivale a que el dual de A,
A∗, satisface la propiedad DPP.

La siguiente caracterización de la propiedad DPP es también debida a Grothen-
dieck. Un espacio de Banach X tiene la propiedad DPP si y solo si para cualquier
par de sucesiones débil-nulas (xn) en X y (ρn) en X∗, tenemos que ρn(xn) → 0. La
demostración de esta caracterización se puede encontrar en el trabajo [12], el cual es
un excelente survey sobre la propiedad DPP.

En 1997, W. Freedman (ver [14]) introdujo una versión más débil de la propiedad
DPP, la propiedad de Dunford-Pettis alternativa (propiedad DP1 en lo sucesivo).
Concretamente, un espacio de Banach X satisface la propiedad DP1 si y solo si para
cualquier par de sucesiones débil convergentes xn → x en X y (ρn) → 0 en X∗ con
‖xn‖ = ‖x‖ = 1 se verifica que ρn(xn) → 0.

Al restringir las condiciones de la propiedad DPP a la esfera unidad de X, la
propiedad DP1 permite una mayor libertad sobre el espacio X. En [14, Theorem
1.4], Freedman proporciona diversas caracterizaciones de la propiedad DP1 análogas
a las dadas para la propiedad DPP en [12, páginas 17-18]. Claramente la propiedad
DPP implica la DP1 y ambas propiedades son heredadas por subespacios comple-
mentados. No obstante, las diferencias entre las mencionadas propiedades comienzan
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a hacerse patentes en los siguientes casos. Por ejemplo, es conocido que un espacio
de Banach X tiene la propiedad DPP siempre que X∗ tiene dicha propiedad. Sin
embargo, este hecho no es verdad para la propiedad DP1, más concretamente, el es-
pacio L1(H) = K(H)∗ de los operadores clases-traza sobre un espacio de Hilbert
infinito dimensional H satisface la propiedad DP1 mientras que K(H), el espacio de
los operadores compactos en H no tiene dicha propiedad (ver [14, Remarks 1.2]).
Otra importante diferencia es que, a diferencia de la propiedad DPP, la propiedad
DP1 no se preserva mediante isomorfismos de espacios de Banach (ver [14, Example
1.6]). La propiedad DP1 es heredada por cualquier subtriple de un JB*-triple y por
cualquier subalgebra de una C*-álgebra (ver [1, Corollary 1] y [14, Corollary 3.2],
respectivamente).

El principal resultado obtenido por Freedman muestra que las propiedades DPP y
DP1 son equivalentes en algebras de von Neumann [14, Theorem 3.5]. En este mismo
trabajo Freedman conjeturó que las propiedades DP1 y DPP también coincid́ıan en
C*-álgebras y que el predual de toda álgebra de von Neumann podŕıa satisfacer la
propiedad DP1. Estas dos conjeturas han sido contestadas recientemente en [5] y
[1, 6] en en el caso de C*-álgebras y JBW*-triples, respectivamente. Concretamente,
en el ambiente de las C*-álgebras, se ha obtenido que las propiedades DPP y DP1
son equivalentes. Más aún, las álgebras de von Neumann cuyo predual satisface la
propiedad DP1 están descritas por ser álgebras de von Neumann de tipo I [5, Theorems
2 y 6]. En el caso de un JBW*-triple la propiedad DP1 da un poco más de libertad
que la propiedad DPP. Concretamente, un JBW*-triple W satisface la propiedad DP1
si, y solo si, o bien es isomorfo a un espacio de Hilbert complejo o bien satisface la
propiedad DPP [1, Theorem 2]. Esta nota está dedicada a presentar de una forma
unificada los disitintos avances obtenidos en el estudio de la propiedad DP1 en el caso
de C*-álgebras y JB*-triples.

Si X es un espacio de Banach, notaremos mediante BX , SX y X∗ a la bola unidad
cerrada de X, la esfera unidad de X y el espacio dual de X, respectivamente.

2. Descripción de las C*-álgebras que poseen la propiedad DP1

En esta sección abordamos las dos conjeturas realizadas por W. Freedman para
C*-álgebras que ya hemos comentado en la introducción. En primer lugar trataremos
de ver la equivalencia entre las propiedades DPP y DP1 en el caso de una C*-álgebra.
El propio Freedman demostró que en el caso de un álgebra de von Neumann ambas
propiedades son equivalentes. Según sus propias palabras, “en una C*-álgebra en gen-
eral esta equivalencia puede ser más dif́ıcil de probar debido a la escasez de resultados
que sobre teoŕıa de estructura existen para C*-álgebras en general” [14, Remark en
pág. 158].

En toda esta nota usaremos notaciones usuales en el ambiente de C*-álgebras.
Para las definiciones y términos básicos sobre C*-álgebras no definidos en esta nota
el autor puede consultar [23, 27]. Si x es un elemento positivo en una C*-álgebra, A,
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notaremos mediante A(x) al cierre en norma del conjunto xAx. Es conocido que si
r(x) ∈ A∗∗ denota a la proyección de rango de x, entonces A(x)∗∗ = r(x)A∗∗r(x).

Lema 2.1. Sea A una C*-álgebra verificando la propiedad DP1, sea x un elemento
positivo y no cero en A y sea e = 1 − r(x) ∈ A∗∗. Entonces A ∩ eA∗∗e satisface la
propiedad DPP.

Demostración. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad alguna, que ‖x‖ = 1.
Para simplificar notación, notaremos I = A ∩ eA∗∗e. Sean (xn) y (ρn) dos sucesiones
débil nulas en I e I∗, respectivamente. Para terminar probaremos que ρn(xn) → 0.
No es restrictivo suponer que ‖xn‖ ≤ 1, para todo n ∈ N.

Por [23, 3.21.2], sabemos que existe una proyección f (posiblemente cero) en A∗∗

verificando que
I∗∗ = fA∗∗f.

Para cada n natural, sea ρ̃n en A∗, el fucnionl definido por

ρ̃n(a) := ρn(faf).

Claramente (ρ̃n) es una sucesión bébil nula en A∗. Más aún, xn + x → x débilmente
en A. Como para cada n ∈ N, xn pertenece a I, entonces xn = exne. Como además
ex = xe = 0 tenemos que

x∗nx = xnx∗ = 0.

Por tanto,
‖xn + x‖2 = ‖x∗nxn + x∗x‖ = 1.

Como A satisface la propiedad DP1, concluimos que ρ̃n(xn + x) → 0, y por tanto,
ρn(xn) = ρ̃n(xn) → 0, tal y como queŕıamos.

El siguiente teorema obtenido por L. Bunce y el autor de esta nota en [4] muestra
que las propiedades DPP y DP1 son equivalentes en cualquier C*-álgebra, dando
aśı una prueba afirmativa a la conjetura realizada pro W. Freedman. Recordamos
que una representación de una C*-álgebra A es un ∗-homomorfismo π : A → B(H),
donde B(H) denota al espacio de los operadores lineales y continuos en un espacio de
Hilbert complejo H. Una representación π se dice irreducible si y solo si no se puede
expresar como suma de dos sub-representaciones, es decir, H y {0} son los dos únicos
subespacios de H que son invariantes mediante π(A).

Teorema 2.2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para cual-quier C*-álge-
bra A.

(a) A satisface la propiedad DP1.

(b) A tiene la propiedad DPP.

(c) Todas las representaciones irreducibles de A son finito dimensionales.

——————————
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Demostración. Como ya hemos comentado en la introducción, la equivalencia de (b)
y (c) fue probada en [9]. Como la implicación (b) ⇒ (a) es conocida, solo nos resta
demostrar que (a) ⇒ (c) para concluir la prueba.

Supongamos pues que A satisface la propiedad DP1. Sea π : A → B(H) una
representación irreducible de A. Con objeto de obtener (c), afirmamos que este caso
H debe de ser finito dimensional. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad que
H tiene el menos dimensión dos. En dicho caso, una sencilla aplicación del cálculo
funcional continuo nos asegura que π(A) contiene al menos un par de elementos
positivos y no nulos u y v tales que uv = 0. Por [2, 2.3 y 2.4] sabemos que los
elementos u y v pueden ser “levantados” de manera ortogonal a A, es decir, existen
dos elementos positivos y no nulos x e y en A tales que π(x) = u, π(y) = v y xy = 0.

Por el Lema 4.1.5 en [23], podemos afirmar que la aplicación

π|A(y) : A(y) → B(π(A(y))(H))

es una representación irreducible de A(y). Notemos además que A(y) está contenido
en A ∩ eA∗∗e, donde e = 1 − r(x). Ahora, por el Lema 2.1, junto con la ya cono-
cida equivalencia entre (b) y (c) observamos que v = π(y) debe tener rango finito.
Análogamente debe de ocurrir que u también tenga rango finito. En particular, π(A)
contiene operadores de rango finito.

Ahora bien, como π(A) contiene operadores de rango finito, el Lema 6.1.4 en [23]
afirma que π(A) contiene al espacio de los operadores compactos en H. En este caso,
el argumento anterior afirma que todo par de operadores compactos, positivos, no
nulos y ortogonales en H son operadores de rango finito. Esto implica que el propio
H es finito dimensional.

Es este un buen momento para dirigir nuestra atención al estudio de la propiedad
DP1 en los preduales de las álgebras de von Neumann.

Ya hemos recordado que las propiedades DPP y DP1 son preservadas en sube-
spacios complementados. Sea M un álgebra de von Neumann con predual M∗ y sea
P : M → M una proyección débil∗-continua sobre una subálgebra débil*-cerrada, N .
Si notamos por P∗ : M∗ → M∗ a la proyección inducida en el predual de M definida
por P∗(ρ) = ρP , entonces N∗ es isométricamente isomorfo a P∗(M∗). En consecuencia,
si M∗ satisface la propiedad DP1, entonces lo mismo le ocurre al predual de N . Por
tanto, recordando que el producto de un álgebra de von Neumann es separadamente
débil∗-continuo, si el predual de M satisface la propiedad DP1, entonces lo mismo le
ocurre al predual de eMe, para cualquier proyección e en M .

En una primera etapa presentaremos una clase de álgebras de von Neumann cuyo
predual siempre satisface la propiedad DP1. Sea M un álgebra de von Neumann de
tipo I. Por los resultados de estructura clásicos podemos afirmar que M es expresable
como una `∞-suma de productos tensoriales von Neumann de la forma

N⊗B(H),
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donde N es un álgebra de von Neumann abeliana y H es un espacio de Hilbert
complejo. En consecuencia el predual de M se expresa como `1-suma de preduales de
álgebras de von Neumann de la forma N⊗B(H). Como la propiedad DP1 se preserva
mediante `p-sumas (1 ≤ p < +∞), si demostramos que el predual de cada uno de los
mencionados factores tiene la propiedad DP1 obtendremos que el predual de cualquier
álgebra de von Neumann de tipo I satisface la misma propiedad.

Proposición 2.3. Sea N un álgebra de von Neumann abeliana y sea H un espacio
de Hilbert complejo. Entonces el predual del producto tensor von Neumann de N y
B(H) satisface la propiedad DP1. Como consecuencia, el predual de cualquier algebra
de von Neumann de tipo I satisface la propiedad DP1.

Demostración. Sea A la C*-álgebra producto tensorial de N y K(H), donde K(H)
denota el espacio de los operadores compactos en H. Como A es débil*-densa en
M = N⊗B(H), entonces M es ∗-isomorfa (y por tanto isométrica) a A∗∗z para
cierta proyección central z en A∗∗. Por tanto M∗ es isométrico a (A∗∗z)∗ el cual
está complementado en A∗. Aśı pues, si A∗ tiene la propiedad DP1 entonces también
la tiene M∗. Mostraremos que A∗ tiene la propiedad DP1 para concluir.

Sea (ρn) una sucesión de estados en A∗ que converge débilmente a un estado ρ en
A∗, y sea (xn) una sucesión débil nula en A∗∗. Por [14, 2.1.(b)], será suficiente probar
que ρn(xn) → 0. No es restrictivo asumir que ‖xn‖ ≤ 1 para todo n natural.

Sea 0 < ε < 1. Podemos elegir a en A satisfaciendo 0 ≤ a ≤ 1 y ρ(a) > 1 − ε.
Podemos también tomar x en el producto tensor algebraico, N ⊗F (H), satisfaciendo
x ≥ 0 y ‖a−x‖ < ε. Como x es un elemento en N⊗eB(H)e para cierta proyección de
rango finito e, entonces A(x)∗∗ es una subalgebra de un álgebra de tipo In, para cierto
n < ∞, por tanto A(x)∗ tiene la propiedad DPP. En consecuencia, como (xxnx) es
una sucesión débil nula en A(x)∗∗, tenemos que ρn(xxnx) → 0. Por tanto, para n
suficientemente grande, se verifica que

|ρn(axna)| ≤ |ρn(xxnx)|+ |ρn(axn(a− x))|+ |ρn((a− x)xnx)|

< 2ε + ε(1 + ε) < 4ε.

Más aún, como ρn(a) → ρ(a) y ρ(a) > 1− ε, obtenemos ρn((1−a)2) ≤ ρn(1−a) < ε,
para todo n suficientemente grande. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz deducimos
que, para todo n suficientemente grande,

|ρn(axn(1− a))|2 ≤ ρn(axnx∗na)ρn((1− a)2) < ε

y de modo similar que
|ρn((1− a)xn)|2 < ε,

lo que a su vez, implica que

|ρn(xn)| ≤ |ρn(axna)|+ |ρn((1− a)xn)|+ |ρn(axn(1− a))| < 4ε + 2ε
1
2 .

Por tanto, ρn(xn) → 0, tal y como queŕıamos.
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El resultado anterior estaba impĺıcitamente conjeturado en el trabajo de Freedman
y fue probado en [7]. En vista del mismo, podŕıamos preguntarnos si las álgebras de
von Neumann de tipo I son las únicas algebras de von Neumann cuyo predual satisface
la propiedad DP1.

El siguiente tipo de álgebras de von Neumann que uno debe considerar son las
álgebras de tipo II y de tipo III. Sea M un álgebra de von Neumann de tipo II. Es
bien conocido (ver por ejemplo [27]) que existe una proyección p en M verificando
que pMp es de tipo II1. Si M es un álgebra de von Neumann de tipo III, entonces por
[16, 11.1], [28, Lemma 1.5.8] y [29, page 309], existe una proyección débil∗-continua y
contractiva de M verificando que P (M) es de tipo II1. En consecuencia, si el predual
de cualquier algebra de von Neumann de tipo II1 nunca satisface la propiedad DP1,
entonces el predual de cualquier álgebra de von Neumann de tipo II o III nunca
verificaŕıa dicha propiedad.

Supongamos pues que M es un álgebra de von Neumann de tipo II1. Sea τ una
traza normal en M y sea (sn) una sucesión infinita de isometŕıas anti-conmutantes
en M (es decir, snsm + smsn = 0 para todo n 6= m). El espacio de Banach, H,
generado por (sn) es isométrico a un espacio de Hilbert que contiene a (sn) como
sistema ortonormal y además tenemos que τ(sn) = 0 para todo n natural (ver [18,
§6]). Denotemos mediante en a la proyección 1

2 (1+sn) y mediante τn al estado normal
en M definido por

τn(x) := 2τ(enx) (= 2τ(enxen)).

Como (sn) es un sistema ortonormal en H, tenemos que (sn) es una sucesión débil
nula en H y por tanto en M , se sigue que τn → τ débilmente en M∗. Pero τn(sn) = 1,
para todo n natural. Por tanto M∗ no satisface la propiedad DP1.

Finalmente, como todo álgebra de von Neumann se puede expresar como `∞-
suma de álgebra de von Neumann de tipo I, II y III, lo demostrado anteriormente
nos permite obtener la siguiente descripción de las álgebras de von Neumann cuyo
predual satisface la propiedad DP1.

Teorema 2.4. Sea M un álgebra de von Neumann. Entonces M∗verifica la propiedad
DP1 si, y solo si, M es de tipo I.

3. Descripción de los JBW*-triples que satisfacen la propiedad
DP1

Dedicamos esta sección a dar una completa descripción de los JBW*-triples que
verifican la propiedad DP1. Para iniciar dicha descripción vamos a estudiar dicha
propiedad en los seis tipos de factores de Cartan clásicos. Dichos factores de Cartan
son, en el caso de los JBW*-triples las piezas básicas para la descripción de los mismos.
Referimos el trabajo [25] como referencia básica para las definiciones y conceptos
básicos en la teoŕıa de los JB*-triples.
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El factor de Cartan de tipo 1 es el espacio de Banach complejo B(H,K), donde
H y K son espacios de Hilbert complejos y donde el producto triple está dado por
{x, y, z} := 1

2 (xy∗z + zy∗x). Si j : H → H es una conjugación (isomet́ıa conjugado
lineal de periodo 2) en H, entonces la ley z 7→ zt = jz∗j define una involución lineal
(isometŕıa lineal de periodo 2) en B(H). El factor de Cartan de tipo 2 (respectiva-
mente, de tipo 3) coincide con el espacio de Banach complejo formado por todos los
elementos t-simétricos (respectivemente, t-anti-simétricos) en B(H). Es claro que los
factores de Cartan de tipo 2 y 3 son subtriples de B(H) visto este como factor de
Cartan de tipo 1.

La herramienta para abordar la propiedad DP1 en los tres primeros tipos de
factores de Cartan será el siguiente lema.

Lema 3.1. Sea H un espacio de Hilbert infinito dimensional y sea Y un espacio de
Banach no nulo. Entonces el espacio H ⊕∞ Y no satisface la propiedad DP1.

Demostración. Como H es infinito dimensional podemos elegir una sucesión infinita
de vectores ortonormales (en) en H. Sea y un elemento en la esfera unidad de Y y sea
por último ρn el funcional en H∗ definido por ρn(x) := (x|en). Claramente la sucesión
(en, y) está en la esfera unidad de H ⊕∞ Y y converge débilmente al elemento (0, y).
Además la sucesión (ρn, 0) converge a cero débilmente en el dual de H ⊕∞ Y y para
todo n natural, tenemos (ρn, 0)(en, y) = 1. Esto muestra que H ⊕∞ Y no satisface la
propiedad DP1.

Proposición 3.2. Sea C un factor de Cartan de tipo 1,2 o 3. Si C satisface la
propiedad DP1, entonces C es o bien finito dimensional o bien isométrico a un espacio
de Hilbert complejo.

Demostración. Sea C = B(H,K) un factor de Cartan de tipo 1 verificando la pro-
piedad DP1. Afirmamos que si C no es finito dimensional entonces H o K tienen
dimensión uno. Supongamos por el contrario que uno es infinito dimensional y que el
otro tiene al menos dimensión dos. Como B(H,K) y B(K, H) son isométricamente
isomorfos, podemos suponer que H tiene dimensión infinita y que K tiene al menos
dimensión dos. Podemos tomar por tanto una sucesión infinita de elementos orto-
normales (hn) en H y dos elementos ortonormales k1, k2 en K. Sea Y el subespacio
complementado en B(H,K) generado por el conjunto

{k1 ⊗ e1, k2 ⊗ en : n ≥ 2},

donde para k ∈ K y h ∈ H, el operador k ⊗ h está definido por k ⊗ h(x) := (x|h)k
(∀x ∈ H). Es claro que Y coincide con

C(k1 ⊗ e1)⊕∞ Lin({k2 ⊗ en : n ≥ 2}),

donde el segundo de los espacios es isométrico a un espacio de Hilbert de dimen-
sión infinita. Por el Lema 3.1 podemos afirmar que Y , y por tanto C, no satisface
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la propiedad DP1. En consecuencia todo factor de Cartan de tipo 1 verificando la
propiedad DP1 es o bien finito dimensional o un espacio de Hilbert.

Supongamos ahora que j es una conjugación en un espacio de Hilbert complejo
H y sea t la involución lineal en B(H) dada por zt = jz∗j. Supongamos que H es
infinito dimensional y que el espacio de los operadores t-simétricos (respectivamente
t-anti-simétricos) en B(H) satisface la propiedad DP1. Sea (en) una sucesión infinita
de elementos ortonormales en H. Análogamente a lo ya demostrado para el factor
de Cartan de tipo 1, el subespacio Y de los operadores t-simétricos (respectivamente
t-anti-simétricos) en B(H) generado por

{j(e1)⊗ e1, j(e2)⊗ en + j(en)⊗ e2 : n ≥ 2},

(respectivamente, {j(e2)⊗ e1 − j(e1)⊗ e2, j(e2)⊗ en − j(en)⊗ e2 : n ≥ 3},) comple-
mentado y no satisface la propiedad DP1. Por tanto, cualquier factor de Cartan de
tipo 2 o 3 verificando la propiedad DP1 debe ser finito dimensional.

En el caso de los JBW*-triples, la propiedad DP1 está relacionada, además de con
la propiedad DPP, con la clásica propiedad de Kadec-Klee. Recordamos que un espacio
de Banach X tiene la propiedad de Kadec-Klee (propiedad KKP en lo sucesivo) si
y solo si la convergencia secuencial débil en la esfera unidad de X equivale a la
convergencia en norma. En otras palabras, la propiedad KKP no esotra cosa que la
restricción de la propiedad de Schur a la esfera unidad de X.

Es claro que la propiedad KKP también implica la propiedad DP1. En el caso
particular de los espacios de Banach reflexivos las propiedades DP1 y KKP son de
hecho equivalentes (ver [14, Corollary 1.5]).

Un factor de Cartan de tipo 4 es un JB*-triple equipado con un producto escalar
completo (.|.) y una conjugación * con triple producto y norma dados por

{x, y, z} = (x|y)z + (z|y)x− (x|z∗)y∗,

y
‖x‖2 := (x|x) + ((x|x)2 − |(x|x∗)|2) 1

2 ,

respectivamente.

Proposición 3.3. Todo factor de Cartan de tipo 4 tiene la propiedad KKP y por
tanto la propiedad DP1.

Demostración. Sea C4 un factor Cartan de tipo 4, con producto escalar (.|.) y conju-
gación ∗. Sea {eλ}λ∈Λ una base ortonormal para el producto escalar que verifique que
e∗λ = eλ para todo λ ∈ Λ. Si para cada x ∈ C4 expresamos x(λ) := (x|eλ), entonces
la norma está dada por la expresión

‖x‖2 = ‖x‖22 + q(x) := (x|x) + q(x) =
∑
λ∈Λ

|x(λ)|2 + q(x) (x ∈ C4),
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donde

q(x) :=

((∑
λ∈Λ

|x(λ)|2
)2

−
∣∣∣∣∑
λ∈Λ

x(λ)2
∣∣∣∣2
) 1

2

.

Primero comprobaremos que para cada conjunto F ⊂ Λ y x ∈ C4, se verifica la
siguiente desiguldad

q(x) ≥ q

(∑
λ∈F

x(λ) eλ

)
. (1).

En efecto, para x ∈ C4 y F ⊆ Λ se verifica(∑
λ∈F

|x(λ)|2
)2

+
∣∣∣∣∑
λ∈F

x(λ)2 +
∑

λ∈Λ\F

x(λ)2
∣∣∣∣2

≤
(∑

λ∈F

|x(λ)|2 +
∑

λ∈Λ\F

|x(λ)|2
)2

+
∣∣∣∣∑
λ∈F

x(λ)2
∣∣∣∣2,

lo que equivale a que

q(x) ≥ q

(∑
λ∈F

x(λ) eλ

)
.

Dado F ⊂ Λ, notaremos mediante PF a la proyección en C4 dada por PF (x) :=∑
λ∈F x(λ) eλ. Se sigue de (1) que ‖PF ‖ ≤ 1. Probamos ahora que para ε > 0 tenemos

que
F ⊆ Λ, x ∈ C4, ‖x‖ = 1, ‖PF (x)‖2 > 1− ε2 ⇒ ‖x− PF (x)‖2 < ε. (2)

A tal efecto, fijemos x ∈ C4 con ‖x‖ = 1 y un subconjunto F ⊂ Λ verificando
‖PF (x)‖2 > 1− ε2. Como

1 = ‖x‖2 =
∑
λ∈Λ

|x(λ)|2 + q(x),

entonces
ε2 > 1− ‖PF (x)‖2 = ‖x‖2 − ‖PF (x)‖2 =

=
∑

λ∈Λ\F

|x(λ)|2 + q(x)− q

(∑
λ∈F

x(λ)eλ

)
≥ por (1)

≥
∑

λ∈Λ\F

|x(λ)|2 = ‖x− PF (x)‖22.

Mostramos ahora que C4 tiene la propiedad KKP. Supongamos que {xn} → x0

débilmente con ‖xn‖ = ‖x0‖ = 1. Para cada ε > 0, elegimos un subconjunto finito
G ⊂ Λ verificando que

‖x0 − PG(x0)‖ ≤ ε y
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1− ε2 < ‖PG(x0)‖2.

Como PG tiene rango finito y PG(xn) w→ PG(x0), se sigue que PG(xn) converge a
PG(x0) en norma. Podemos elegir por tanto m ∈ N tal que para todo n ≥ m

‖PG(xn)− PG(x0)‖ ≤ ε

y
1− ε2 < ‖PG(xn)‖2.

Por (2) deducimos que
‖xn − PG(xn)‖2 ≤ ε .

En consecuencia, para todo n ≥ m tenemos

‖xn − x0‖2 ≤ ‖xn − PG(xn)‖2 + ‖PG(xn)− PG(x0)‖2 + ‖PG(x0)− x0‖2 ≤

≤ 2ε + ‖PG(xn)− PG(x0)‖ ≤ 3ε,

lo que implica que {xn} converge a x en norma.

Los factores de Cartan de tipo 5 y 6 son finito dimensionales y por tanto verifican
la propiedad DP1.

Una vez que hemos descrito todos los factores de Cartan que poseen la propiedad
DP1 podemos continuar con el estudio de aquellos JBW*-triples que poseen dicha
propiedad. Por los resultados de estructura sobre JBW*-triples (ver [19],[20],[21]),
sabemos que cada JBW*-triple W admite una descomposición en la forma

W = ⊕`∞
α L∞(Ωα, µα, Cα)⊕`∞ R⊕`∞ H(M,β),

donde cada Cα es una factor de Cartan, R es un ideal derecho débil∗-cerrado de un
álgebra de von Neumann continua N , y β : M → M es un *-antiautomorphism
de periodo 2 en un álgebra de von Neumann continua M verificando que A =
H(M,β)sa := {a ∈ H(M,β) : a∗ = a} es una JW-álgebra continua (real) bajo el
producto a ◦ b = 1

2 (ab + ba).
Chu y Mellon demostraron en [10] que un JBW*-triple W satisface la propiedad

DPP si y solo si W es de la forma

W = ⊕`∞
α L∞(Ωα, µα, Cα)⊕`∞ R⊕`∞ H(M,β),

donde cada es un factor de Cartan y el conjunto formado por las dimensiones de los
Cα está acotado.

Para cualquier JW-algebra continua A, Chu y Mellon [10, Corollary 13] probaron
que A nunca satisface la propiedad DPP. Un refinamiento en los argumentos utilizados
por Chu y Mellon permiten demostrar que ninguna JW-álgebra continua verifica la
propiedad DP1 (ver [1, Lemma 2]).

Estamos ya en condiciones de establecer una descripción de los JBW*-triples que
verifican la propiedad DP1.
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Teorema 3.4. Sea W un JBW*-triple verificando la propiedad DP1, entonces W
satisface la propiedad DPP o W es un espacio de Hilbert o W es un factor de Cartan
de tipo 4.

Demostración. Ya sabemos que W se puede expresar en la forma

W =
`∞⊕
α

L∞(Ωα, µα, Cα)⊕∞ R⊕∞ H(M,β).

Como la propiedad DP1 se hereda en cualquier subtriple, los comentarios que
preceden a este Teorema nos aseguran que H(M,β) = 0.

Si R 6= 0, entonces R es de la forma pN para algún álgebra de von Neumann
continua N y alguna proyección, no cero, p ∈ N . Como la propiedad DP1 es heredada
por subálgebras, el álgebra de von Neumann pNp tiene la propiedad DP1. En el caso
de un álgebra de von Neumann las propiedades DP1 y DPP son equivalentes (ver
[14, Theorem 3.5]), por tanto pNp tiene la propiedad DPP. En consecuencia, por [8,
Theorem 3] pNp es un álgebra de von Neumann de tipo I finita, sin embargo, pNp es
continua ya que N es continua (ver [30, Corollary 11]), Por tanto R = 0.

Volvemos ahora nuestra mirada a los factores de Cartan que aparecen en la de-
scomposición anterior. Cada Cα es un subtriple de W , y por tanto hereda la propiedad
DP1. Ahora la Proposiciones 3.2 y 3.3 nos aseguran que cada Cα solo puede ser un
espacio de Hilbert de dimensión infinita o un factor de Cartan finito dimensional.

Supongamos primero que uno de los factores, por ejemplo Cα, es un espacio de
Hilbert infinito dimensional (visto como factor de Cartan de tipo 1 ó 4). Si cualquier
otro factor no es cero, por ejemplo Cγ , entonces Cα

⊕`∞ Cγ es un subtriple de W
y no satisface la propiedad DP1 (ver Lemma 3.1), lo cual es imposible ya que dicha
propiedad es heredada por subtriples. En consecuencia W = L∞(Ω, µ,H), donde H
es un espacio de Hilbert infinito dimensional visto como factor de Cartan de tipo
1 ó 4. Si existe un conjunto µ-medible S tal que µ(S), µ(Ω\S) > 0, entonces W is
isométricamente isomorfo a

L∞(S, µ|S ,H)
∞⊕

L∞(Ω\S, µ|Ω\S ,H).

En consecuencia, H
⊕`∞ H es un subtriple de W que no verifica la propiedad DP1,

lo cual es imposible. Por tanto, W es un espacio de Hilbert infinito dimensional visto
como factor de Cartan de tipo 1 ó 4.

Finalmente, suponemos que todos los Cα son finito dimensionales. Podemos de-
ducir de las demostraciones de las Proposiciones 3.2 y 3.3 que cada factor de Cartan
de tipo 1,2,3 y 4 contiene un subespacio (real) complementado isométrico a `nα

2 y
{nα} crece con respecto a dim Cα. Supongamos que supα dim Cα = ∞, entonces⊕`∞ Cα es un subtriple de W , y por tanto tiene la propiedad DP1. Sin embargo,
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⊕`∞ Cα contiene un subespacio complementado que es isométrico a

Cα0

∞⊕( `∞⊕
α6=α0

`nα
2

)
,

el cual contiene a su vez un subespacio complementado que es isométricamente iso-
morfo a Cα0

⊕∞
`2 (ver [31, p. 81]). Esto contradice el hecho de que este último

espacio no puede tener la propiedad DP1 (ver Lemma 3.1).

Como cada factor de Cartan de tipo 4 tiene la propiedad KKP, obtenemos de
inmediato el siguiente resultado.

Corolario 3.5. Un JBW*-triple W propiedad DP1 si, y solo si, W tiene la propiedad
DPP o la propiedad KKP.

Corolario 3.6. Un JBW*-triple tiene propiedad KKP si, y solo si, es finito dimen-
sional ó un espacio de Hilbert (visto como factor de Cartan de tipo 1 ó 4).

Demostración. Sea W un JBW*-triple verificando la propiedad KKP. Ya sabemos que
la propiedad KKP implica la propiedad DP1, en consecuencia, a la vista del Teorema
3.4, o W tiene la propiedad DPP o es un espacio de Hilbert.

Si W tiene la propiedad DPP entonces admite la siguiente descomposición,

W = ⊕`∞
α L∞(Ωα, µα, Cα),

donde cada Cα es un factor de Cartan y supα dim Cα < +∞.

Si para algún α, el espacio L∞(µα) es infinito dimensional, entonces
L∞(Ωα, µα, Cα) contiene una copia isométrica de `∞. Como la propiedad KKP es
heredada por subespacios, entonces `∞ tendŕıa la propiedad KKP, lo cual es imposi-
ble (ver [11, Theorem II.7.10]). Un argumento similar nos ayudaŕıa a probar que el
conjunto de indices debe de ser finito y por tanto W es finito dimensional.

Para la implicación contraria, simplemente recordar que los espacios de Hilbert y
los factores de Cartan de tipo 4 verifican la propiedad KKP (ver Proposición 3.3).
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