Departamento de Andlisis Matematico

FUNCIONES ELEMENTALES .

1. Polinomios

p:R—R : p(xX)=aX"+---+ax+ag, VXER,
dondeag, ay, . ..,a, son constantes reales.

Propiedades de los polinomios:

a) p es continuo en todR.

b) p es derivable en tod&.

2. Funciones racionales

Una funcién racional es el cociente de dos polinomios. Concretameatep,sg R — R dos
polinomios y sea
A={xeR : q(x) #0}.

Se define la funcién racion®= S :A— R como

R(x):@ vVxeA.

q(x)
Propiedades de las funciones racionales:

a) R es continua eA.

b) R es derivable er.

3. Funcioén exponencial

fiR—R : f(x) =€, VXeR.
También se escrib&(x) = exp(x).

Propiedades de la funcién:

a) f escontinua emR.

b) f es derivable e, conf’(x) = € para todoa € R.
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c) f es estrictamente creciente.
d) Laimagen def esR™.
e lim & =0y lim &= 4.
X——00 X—+-00
f) exp(x+y) = exp(x) exply) (&Y = e'e).

f(x) =¢€*
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4. Funcion logaritmica
g:R" — R, g(x)=log(x) ¥xeR*.
La funcion logaritmica es la inversa de la funcion exponencial:
9% —x y log(€) = x.
Se suele utilizar la notacidy(y) = logy o g(y) = Iny (en desuso, pero que puedes encontrarla
en algunos libros). Se lee “logaritmo neperiang/te

Nota: Para nosotros los logaritmos siempre seran neperianogcés ebn basee’. Mas
adelante veremos la notacién que vamos a usar para logammnomtra base.

g(x) =log(x)

-10

La funcién logaritmo tiene las siguientes propiedades:

a) gescontinuaei®*.
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b) ges derivable elR", cong’(x) = S para todox € R.
C) g es estrictamente creciente.
limlogx = — lim logx = .
d) Xx—0 9 *Y X—+00 9 e

e) log(xy) =log(x) +log(y), V x,y € R*.
log (;—(/) =log(x) —log(y), V x,y € R*.
log (¥) =ylog(x), VxR, yeR.
log1=0, log(e) =1.

(0 Haciendo uso de la siguiente férmula se deducen las propiedades decianés potencia-

les y exponenciales:

ab = dou@) — ghloga yac R beR

5. Funcion exponencial de basa (a> 0, a# 1)
f:R—Rf(x)=a ¥xeR.

a) f continua en tod® y verificaa™y = a*a.
b) f es derivable en tod& con f’(x) = a* log(a) para todax € R.

¢) Sia> 1, f es estrictamente creciente y verifica

lim a*=0 y lim a = +oo.

X——00 X—4-00

d) Sia< 1, f es estrictamente decreciente y verifica

lim @ =+ y lim a*=0.

X— —00 X——+400

flx)=aa>1 f(x)=a*, a<1
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6. Funcion potencial de exponente b # 0)
f : Rt — R definida porf (x) = x® = 199X v x ¢ R+,

a) f es continua y verificgxy)® = xPy.
b) f es derivable en todR con f’(x) = bX*~! para toda € R.

¢) Sib> 0, f es estrictamente creciente y
limx* =0 y lim x° = 4.
x—0 X—+00

d) Sib< 0, f es estrictamente decreciente y

limx? = 4o y lim x*=0.
x—0 X——00

fX)=x2,b>0 fx)=x",b<0
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7. Funcion logaritmica de base ga # 1)

g:R" — R, g(x):logax::gg)ai Vx e R,

Tiene las siguientes propiedades:

xloga
b) ges biyectiva dé&R" enR. Ademagg es la inversa de la funcién exponencial de base

a) ges continuay derivable R, cong’(x) = paratodox € R*.

es decir,
logy(a¥) =x y a%%*=x
Verifica también que
l0g,(Xy) = 10g,(X) +108a(y), ¥ X,y € RT.
log, (;fl) =log,(x) —log,(y), Vx,y € R*.
log, (¥) =ylog,(x), VxeR*, yeR.
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c) Sia>1,ges estrictamente creciente y
)I(Tglogax =—00, Yy XuTongax: +00,
d) Sia< 1,ges estrictamente decreciente y

limlog,x = 4o lim log,x = —oo.
wm Oa -0, yx_>+oo Oa

9(x) =loga(x), a>1 g(x) =log,(x), a< 1
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8. Funciones seno y CcOoseno
sen R — R, cos:R— R verifican:

f(x) = ser(x) f(x) = cogx)
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a) Ambas funciones son continuas y derivables en ﬁ@dAdemés,%((ser(x)) = cogX)
y %((cos(x)) = —ser(x) paratodo € R.

b) ser(x+ 2m) = serx, cogx+ 21) = cosx, V x € R (son periddicas de periodatR

) serfx+cogx=1, Vxe R (formula fundamental de trigonometria )

d) cos:[0,1] — [—1,1] es una biyeccion estrictamente decreciente con cesl)cos] =
0, cosm= —1.

e) sen :[—7,5] — [-1,1] es una biyeccion estrictamente creciente con-spa- —1,
sen0=0, ser; = 1.
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f) Laimagen, tanto de la funcidn seno como de la funcion coseno, es ehiioterd, 1).

g) cog—X)=cosx, V¥ x¢& R (coseno es una funcion par).
ser(—x) = —serx, V X € R (seno es una funcion impar).

h) cogx+Tm) = —cosx, Vxe R

ser(x+T1) = —senx, V xe R.
i) Las funciones seno y coseno no tienen limitetenni en —co.
j) cogx+y) =cosxcosy—serxsery, Vx,y € R

ser(x+y) = serxcosy+ cosxsery, V x,y € R
(Férmulas de adicion).

9. Funcién tangente
Como se verifica que cas= 0 < x= 7 +km, k € Z entonces
tg:A— R, A=R\{J+Km K € Z} definida por tx = 2%, V x € A.

Ccosx’

f(x) = tag(x)

1
" 7/_20 EF’T[
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La funcién tg :A — R es continua y derivable en tod® con %(tg(x)) = 1+tg?(x) =

1
F(x) para todax € A.

a) tg(x+m) =tgx, VxeA

b) tg ] — 3, 5[— R es una funcion estrictamente creciente y ademas verifica que
lim tgx=—oo,  lim tgx= +oo.

X—>—gJr X—5

10. Funciones secante, cosecante y cotangente
Como se verifica que sen= 0 < x =k, ke Z se define el conjuntB =R\ {kitke Z} y
se pueden definir las funciones

1
cosec B— R, cosex=——,VxeB
serx
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1
seC. A— R, sex=——, VXA
COSX
COSX
cotg:B— R, cotgx=——VxeB
serx

Las funciones sec, cosec y cotg son continuas y derivables enspectigos dominios de
definicién. Sus derivadas pueden calcularse usando las regldssusaea derivar cocientes.

11. Funcidén arcoseno
Esta funcion es la inversa de la restriccion de la funcion seno al intgrvgld], y por tanto

mTT

arcsen{-1,1] — [_E’ E}

verificando que
ser(arcsenfx)) =x, Vxe[-1,1].

Es biyectiva, continua y estrictamente creciente con
s LS
arcseri—1) = —5 arcsefi0) =0, arcsell) = >

La funcion arcoseno es derivablelenl, 1] con derivada

d 1

el = ) —-1.1.

dx(arcser(ux)) Nips: x€]—1,1]
f(x) = arcserix)

n
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|

12. Funcién arcocoseno

Es la funcién inversa de la restriccion de la funcion coseno al intef@att, y por tanto
arccos {—1,1] — [0, 11

verificando que
coqarccogx)) =x, Vxe[-1,1].
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Esta funcidn es biyectiva, continua y estrictamente decreciente con
Tt
arccog$—1) =1, arccog0) = 5 arc co$l) =0

La funcion arcocoseno es derivablelenl, 1] con derivada

%(arccoz@x)) = \/% vxe]-1,1].

f(x) = arccogx)

e

13. Funcién arcotangente
Es la inversa de la restriccion de la funcion tangente al intefval, 7[; y por tanto

arctg:R —’]*g’g[

verificando que tgarctgx)) =x, VxeR.

" f(x) = arctgx)
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Esta funcidn es biyectiva, continua y estrictamente creciente con
l[im arctgx = n arctg0=0, lim arctgx= n
om xX= > gu=_y, oam X = >
La funcidn arcoseno es derivable en td@®gon derivada

d 1
6((arctg(x)) =1 vxe€]—1,1].
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Identidades trigonométricas
Identidades pitagodricas
serf(x) +cog(x) = 1
tg?(x) + 1 = sed(x)
cotd?(x) + 1 = coseé(x)
Suma y diferencia de angulos

ser(x+y) = serxcosy + cosxsery

cogX+Y) = COSXCOSy F serxsery
tgxttgy
+y)= 22— 27
tg(x=Ly) 1+ tgxtgy
Angulo doble
sen X = 2serxcosx

COSX =2co€Xx—1=1—2serdx

Angulo mitad
1
serfx = 5(1—cos)
1
cogx = 5(1+cosx)

X l-cox  serx
2 semx  1+4cosx

tg

Producto
serxsery = % [cogx—Y) — cogx+Y)]
COSXCOSy = % [cogX —Y) +cogx+Y)]

1
serxcosy = S[ser(x+y) +ser(x—y)]

Funciones hiperbdlicas
Se definen senhosh :R — R como

_ aX —X
senh{x):ex 26 , cosr(x):eXJre
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a) Las funciones seno hiperbdlico y coseno hiperbdlico son continuagwatles en todo
R, con derivada:

(senhix))’ = coshx) (coshx))" = sent{x) VxeR.
b) senHR) =R, cosHR) = [1,+oo|.

La funcién tangente hiperbdlica, tgiR:— R, se define como

_senlfx) e —e*

tgh(x) = coshx) e +e*

La funcién tgh es continua y derivable en tdRl@on

d 1
&(tgh(x)) =1—tgh?(x) = oS0 VxeR.

También se tiene que tgR) =] — 1,1].

f(x) = senh{x)

Por analogia con las funciones trigonométricas hablaremos de cotangemb®hica, secante
y cosecante hiperbdlica.

Identidades hiperbolicas

costt(x) —senif(x) = 1 sentix+y) = senk{x) cosh(y) + coshx) senky)
tgh?(x) 4 sech(x) = 1 senlix—y) = senl{x) coshy) — cosh(x) sentty)
cotghf(x) — cosecR(x) = 1 coshix+y) = coshx) coshy) + sentx) senhy)
cosh{x—y) = coshx) coshy) — senl{x) seniy)

—1+ cosh2x) cost(x) = 1+ cosh2x)

senl(x) = > >
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15. Funciones hiperbdlicas inversas

La funcion seno hiperbdlico es una biyeccionRlesobreR cuya inversa, representada por,
argsenh, (Iéasargumento seno hiperbolitwiene dada por:

argsenkx = log(x+ vx2+1) (xeR)

La funcion tangente hiperbdlica es una biyecciomRdmbre el intervald— 1, 1] cuya inversa,
representada por, argtgh, (Iéasgumento tangente hiperbdlicas la funcién definida en el
intervalo] — 1, 1| por:
1 14X
argtghk= -log | —— -1l<x<1
gtghx= 5 log (1_X> ( )

La funcién coseno hiperbdlico es inyectiva Bf y su imagen es la semirrecia +«[. La
funcién, definida enl,+[, que a cada numeno> 1 asigna el Gnico nimenp> 0 tal que
coshy = x, se llamaargumento coseno hiperbdlicee representa por, argcosh, y viene dada
por:

argcoshx=log(x+vx2—-1) (x>1)

y = argsenix

4 -2 2 4

y = argcoshx

1 2 3 4

2

y = argtghx




