Limite funcional

Representaremos pdrun intervalo;a seraunpuntodd,y f seraunafuncién que supondremos
definida en’ \ {a} sin excluir la posibilidad de que dicha funcién pueda estdindla en todo el
intervalo I lo cual, para nuestros propdsitos actuales, carece de tamopa.

Definicion. Se dice quef tiene limite en el punta si existe un nimerd. e R tal que se verifica lo
siguiente:
0<|x—a|<é

VeeRT 3§eRT :
xel

}:If(x)—L| <e¢

Dicho namero se llambmite de /" enay escribimos ﬂ_rp f(x)=1L.
X—>a

Como la condicié® < |x —a| < § implica quex # a, la existencia del limite es independiente de
que f esté o no definida en vy, en caso de estarlo, del valor qife pueda tener en.

Una consecuencia inmediata de la definicion dada de limitelgt definiciéon de continuidad, es el
siguiente resultado.

Proposicién.Sea f : I — R una funcion definida en un intervalo y se& /. Equivalen las afirma-
ciones siguientes:

i) f escontinua en.

i) 1im f(x) = f(a).

En la recta real es posible distinguir si nos acercamos ‘gdetecha” o “por la izquierda” a un punto.
Ello conduce de forma natural a la consideracién ddifoges lateralesjue pasamos a definir.

Limites laterales de una funcién en un punto.

e Supongamos que el conjunfa €/ :a < x} no es vacio. En tal caso, se dice qgfigienelimite
por la derechaen a, si existe un numera € R tal que se verifica lo siguiente:

a<x<a+é

VeeRT 3§eR™ :
xel

}:>|f(x)—ot| <e¢

Dicho nlmero se llambmite por la derecha de f ena y, simbdélicamente, escribimoxsi_rpa f(x)=«a.
xX>a

e Supongamos que el conjunfa € I : x < a} no es vacio. En tal caso, se dice gfigienelimite
por la izquierdaen a, si existe un nimerg@ R tal que se verifica lo siguiente:

a—6<x<a

Vee RY 3§eRt :
xel

}:If(X) —Bl<e

Dicho nimero se llamémite por la izquierda de f ena 'y, simbélicamente, escribimosi_r)ﬁ fx)=8.
X a
x<a

Teniendo en cuenta las definiciones dadas, es inmediato que:

e Sia =supl,entonces im f(x) = I@ f(x).
X
e Sia=infl,entonces im f(x) = )Icl_rpa f(x).

xX>a
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Limite funcional 2

e Si a no es un extremo dé, entonces

lim f(0) =L < lim /(x) = lim /() = L

x<a xX>a

Funciones divergentes en un punto.

Se dice quef es positivamente divergenten a si se verifica lo siguiente:

O0<|x—a|<d

VM eRT 3§eR™ :
xel

}:>f(x)>M

Simbdlicamente, escribimodm f(x) = +oo.
xX—>a
Se dice quef es positivamente divergente por la izquierdan a si se verifica lo siguiente:

a—86<x<a

VM e Rt J§eRT :
xel

} = f(x)>M
Simbdlicamente, escribimoxsi_rpa f(x) = 4oo.

x<a

Se dice quef es positivamente divergente por la derechan a si se verifica lo siguiente:

a<x<a+$é

VM e Rt 3§eRT :
xel

}:>f(x)>M

Simbdlicamente, escribimo)g_rpa f(x) = +4oo.

xX>a

De forma analoga se definen los conceptos:
e “ f esnegativamente divergenten a”. Simbodlicamente im f(x) = —occ.
X—>a

e “ f es negativamente divergente por la izquierda o por la derechen «”. Simbdlicamente
Iim f(x)=—o00 )Icl'_rl"lllf(x) =—00

xX—>a
x<a xX>a

Gréaficamente, el hecho de que una funcién sea divergente pumniiou, se traduce en que la recta
de ecuaciénx = a es unaasintota verticable su grafica.

Limites en infinito.

Sea f: I — R una funcion definida en un intervatm mayorado/. Se dice quef tiene limite
en+oo si existe un numerd. eR tal que se verifica lo siguiente:

x> K

Vee RT IKeRT : <7 }:lf(x)—L|<g

Dicho namero se llama limite dé en+oo y escribimos ﬂT f(x)=1L.
X—>T00

Analogamente se define el limite enc.

Gréficamente, el hecho de que una funcion tenga limite igliaéa +oco 0 en—oo, se traduce en
que la recta de ecuacign= L es unaasintota horizontatle su gréfica.

Funciones divergentes en infinito.

Sea f : I — R una funcion definida en un intervatm mayorado/. Se dice quef es positiva-
mente divergente efoo si se verifica lo siguiente:

x> K

VM e RT IKeR™T :
xel

}:>f(x)>M
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Limite funcional 3

En cuyo caso escribimos irﬂ f(x) = 4o0.
Llegados aqui, no debes tener dificultad en precisar elfgigdo de:

xlir-poo f(x) =T xl—l;rpoo f(x) = too, xl—ir—noo f(x) =T

Es evidente que la existencia del limite de una funciéon enumaa depende solamente del
comportamiento de la funcién en los puntos proximos al puntes decir, el concepto de limite,
al igual que el de continuidad en un punto, es un conceptd. [Basa calcular un limiteimn f(x),

X—>a

podemos restringir la funcidi a un intervalabiertoque contenga al punto Eso es lo que se afirma
en el siguiente resultado que es de comprobacién inmediata.

Proposicién.Sea/ un intervalo abierto que contiene al puatdntonces se verifica quér f(x)=L
xX—a
si,ysolosi, Im fi;(x)=L.
X—>a

Algebra de limites.

Supongamos qug’ y g tienen limite ena donde aceptamos que puede ser un ndmero real, 0
400, 0 —00. Se verifica entonces que:

i) Las funcionesf + g y fg tienen limite ena y
lim(f +2)(x) = lim /(x) + lim g(x),  lim(fg)(x) = lim f(x) lim g(x)

ii) Si lim f(x) # 0, entonces im f(lx) - lim lf(x)'

i) Si f(x) < g(x)paratodox e, x # a, entoncesim f(x) < lim g(x).

iv) Supongamos qué¢(x) < h(x) < g(x) paratodaxe I, x Za y lim f(x) = lim g(x) = L.
xX—a x—a
Entonces se verifica quk tiene limite ena y lim i(x) = L.

Divergencia de una suma o de un producto.
Supongamos qu¢ es positivamente divergente en lim f(x) = +oo, donde aceptamos que
xX—a
puede ser un nimero realeco, 0 —oo.

i) Supongamos que hay un nimevp € R tal que g(x) = M para todax € I, x # a. Entonces
lim (f + &) (x) = +o0.

ii) Supongamos que hay un nimekp > 0 tal que g(x) = M para todox € I, x # a. Entonces
Iim(fg)(x) = +o0.
xX—a
Observa que la condicion énse cumple sg tiene limite eru o diverge positivamente en y la
condicionii) se cumple sg tiene limitepositivoena o diverge positivamente en

El producto de una funcién con limite cero por una funcién actada tiene limite cera

Con frecuencia este resultado se aplica cuando la fugogsalguna de las funciones seno, coseno,
arcoseno, arcocoseno o arcotangente. Todas ellas sondedres saber, funciones acotadas.
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Limite funcional 4

La continuidad permuta con el paso al limite.
Supongamos qu¢ tiene limite en el punta y seal = lim f(x). Seag una funcién continua
xX—>a

en L. Entonces se verifica que la funcién compuestaf tiene limite ena igual ag(L), esto es,
lim(g o f)(x) = g(L). Simbdlicamente:
xX—>a

lim (g 0 /)(x) = g(lim /(x))

Definicion.
Se dice que dos funciongSy g sonasintéticamente equivalentegn un puntar € R U {400, —o0o},

y escribimosf'(x) ~ g(x)(x — a), cuando im /) =1.
x—>a g(x)

Para calcular el limite de un producto o de un cociente de furiones podemos sustituir una de
ellas por otra asintdticamente equivalente

Clasificacion de las discontinuidades.

Sea f : I — R una funcion definida en unintervaloy sea /.
e Si f tiene limite ena y Ii_r)n f(x) # f(a), se dice quef tiene en el punta: unadisconti-
xX—a
nuidad evitable.

¢ Silos dos limites laterales d¢ en a existen y son distintos:

lim £ (x) # im /()

x<a xX>a
se dice quef tiene en el puntaz unadiscontinuidad de salta

e Sialguno de los limites laterales no existe se dice gjugene en el punt@ unadiscontinuidad
esencial

Se dice que unafunciéif : I — R escontinua por laizquierda en un punte e / si)!i_rpa f(x) = f(a);
x<a
y se dice que esontinua por la derechaen un punta: € I si xll_rpa f(x)= f(a).

xX>a

Limites de una funcion mono6tona.Sea f* una funcién creciente definida en un intervdlo

i) Paratodo punte € I que no sea un extremo dese verifica que:

)Icl'_ryaf(x) =sup{f(x):xel, x <a}, )Icl'_rpaf(x) =inf{f(x):xel, x > a}

x<a xX>a

i) SiaeR U {—oo} es el extremo izquierdo dé, entonces:
a) Si f estéd minorada ed esxi_nja f(x)=iInf{ f(x):xel\{a}}.
b) Si /' no estd minorada e esxi_rpa f(x) = —oc.

i) Si aeR U {400} es el extremo derecho de entonces:
a) Si f estd mayorada e esxi_>ma f(x)=sup f(x):xel\{a}}.

b) Si f no esta mayoradaeh es Im f(x) = +oo.
xX—a
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Limite funcional 5

Discontinuidades de las funciones monétonaSea f una funcién monétona en un intervalo. Enton-
ces:

i) En los puntos del intervalo que no son extremos del misfmeplamente puede tener disconti-
nuidades de salto.

ii) Si el intervalo tiene maximo o minimgf’ puede tener en dichos puntos discontinuidades evita-
bles.

Toda funcidbn mondétona cuya imagen es un intervalo es contirzu
La funcion inversa de una funcién estrictamente monétona daida en un intervalo es continua.
Toda funcién continua e inyectiva en un intervalo es estri@mente monétona.

Limites de exponenciales y logaritmos.
Seaa un numero real @ = +o0o 0 a = —oo. En los apartados bl), b2) y b3) se supone que

f(x) > 0.
al) im f(x)=L <= imeﬂx) =el,
a2) lim f(x) = +oo < imeﬂx) = + oo.
a3) lim f(x) = —o0o <= lim e/™ =0,
b1) lim f(x)=L >0« limin f(x)=InL.
b2) lim f(x) = +o0 <= |im In f(x) = +oo.
b3) lim /(x) =0 <= limIn f(x) = —oc.

En el siguiente resultado se comparan l6gdénes de crecimieritale las funciones logaritmo,
potencias y exponenciales.

Proposicién.

; In x|
a) I|m| |

x—>+o00 X%

=0 paratodosr > 0y ueR.

b) Iimo|x|°‘\ In|x||* = 0 paratodos > 0y neR.
X—>

o

X
lim — = r .
c) Jm 0 paratodosr >0y u >0

Indeterminaciones en el calculo de limites.

Frecuentemente hay que estudiar el limite de una suma ogoode dos funciones precisamente
cuando las reglas que hemos visto anteriormente no puetearap. Se trata de aquellos casos en que
el comportamiento de las funciongs+ g, fg, no esta determinado por el ¢giey g. Por ejemplo, si
sabemos queirh f(x) = +oo y que Im g(x) = —oo, ¢qué podemos decir en general del compor-
xX—a X—a
tamiento en el punta de la funcionf + g? Respuesta: absolutamente nada. En consecuencia, para
calcular un limite del tipo i (/" + g)(x) donde Im f(x) = +oo y lim g(x) = —oo se requiere
) ) xX—a X xX—a L. X—)fl . ., i
un estudio particular en cada casBuele decirse que estos limites smra indeterminacién del tipo
“ 50— 00"

Dpto. de Andlisis Matematico Universidad de Granada



Limite funcional 6

Anélogamente, si sabemos quiem|f(x) = 0 y que la funciéng es divergente (positivamente o
xX—a
negativamente) en el puntg ello no proporciona ninguna informacion sobre el compoitato de la
funcién fg en dicho punto. Cuando esto ocurre se dice que el limite( fg)(x) es una indetermi-
xX—>a

nacion del tipo “ 0 oo” . Las indeterminaciones que aparecen al estudiar el ceailentios funciones
divergentes o de dos funciones con limite cero, es decillaiemdasndeterminaciones de los tipos
“oo/o0”, * 0/0", pueden reducirse a una indeterminacién del tipa®”.

Todavia hemos de considerar nuevas indeterminacionesaqueesurgir al considerar funciones de
la formaf(x)g(x) dondef es una funcién que toma valores positivog gs una funcién cualquiera.
Puesto que:

J()8 = exp(g(x) In /(x))
teniendo en cuenta los resultados anteriores, el linite f1(x) ¢ vendra determinado por el limite
X—a
Ilim g(x)In f(x), el cual, a su vez, esta determinado en todos los casos pomgloctamiento en el
xX—a

punto a de las funcioneg’ y g, excepto cuando dicho limite es una indeterminacion del“tipoc”,
lo que ocurre en los siguientes casos:

e Iim f(x)=1, lim |g(x)| = +oo (indeterminacion 1°°")
xX—a xX—a
e lim f(x)=+4o0, lim g(x) =0 (indeterminacion&c?”)
X—>a X—>a
e lim f(x)=0, lim g(x)=0 (indeterminacion ©°")
xX—a xX—a
Ni que decir tiene que no hay técnicas generales que pertnésolver las indeterminaciones”, jno
serian tales si las hubiera! Es por ello que, los limitesterd@nados, requieren un estudio particular
en cada caso. Es un hecho que la mayoria de los limites quen tagun interés matematico son

limites indeterminados. Cuando estudiemos las derivaot@sdremos técnicas que en muchos casos
permitirdn calcular con comodidad dichos limites.
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