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Capitulo 1

Funciones de una variable: limite y
continuidad.

1.1. El conjunto de los ntimeros reales.

Sumario

En esta leccion estudiaremos las propiedades mas importantes de los ntimeros reales. La
estrategia que seguiremos en esta primera leccién serad la de exponer una lista de propiedades
fundamentales de los niimeros reales, que son enunciadas bajo la forma de " axiomas ", y
posteriormente enunciar sus sconsecuencias mas importantes. Destacaremos, de entre todos
los axiomas, el que llamaremos axioma del supremo. Este no se verifica en ninguno de los
conjuntos numéricos més pequenios, ni siquiera en el conjunto de los niimeros racionales, y
por tanto, esta propiedad confiere al conjunto de los ntimeros reales su identidad y primacia.
Cualquier otra propiedad de los niimeros reales se deduce de éste y del resto de los axiomas.
El contenido completo de esta leccion se articula de la siguiente manera:

1.1.1 Estructura algebraica.

[.1.2 Estructura ordenada.

1.1.3 Axioma del supremo.

[.1.4 Valor absoluto de un nimero real.
[.1.5 Intervalos.

[.1.6 Aproximacion decimal.

[.1.7 Relacion de ejercicios.



8 §1.1 El conjunto de los niimeros reales
1.1.1. Estructura algebraica

Axioma I: Existe un conjunto, que notaremos por R, en el que se puede definir una
operacion suma (+), verificando:

1. Propiedad asociativa:
(T+y)+z=2++2) (z,9,2€R)

(esto es, no es necesario escribir paréntesis si sé6lo aparece la operacion suma).

2. Propiedad conmutativa:
r+y=y+z (r,y €R).

3. Propiedad de existencia de elemento neutro:

Existe un elemento 0 € R, tal que, para cada x € R, se tiene

x4+ 0=uwx.

4. Propiedad de existencia de elemento simétrico:

Dado cualquier namero real x existe otro ntimero real —x tal que

r+ (—x)=0.

Axioma II: En el conjunto R se puede definir también una segunda operacion,
llamada producto (.), que notaremos por yuxtaposicion, verificando:

1. Propiedad asociativa:
(zy)z = x(yz) (2,y,2z €R),

(esto es, no es necesario escribir paréntesis si s6lo aparece la operaciéon producto).

2. Propiedad conmutativa:
ry =yx (x,y € R).

3. Propiedad de existencia de elemento neutro:

Existe un namero real 1 € R, tal que, para cada x € R, se tiene
rl =x.
4. Propiedad de existencia de elemento inverso:
Dado cualquier namero real x # 0 existe otro nimero real 1/x tal que

x1l/z=1.
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Ambas operaciones se relacionan entre si de la siguiente manera
Axioma III:
Propiedad distributiva:

(x+y)z=224+yz (x,y,z € R).

1.1.2. Estructura ordenada

Axioma IV: Existe una relacion binaria (<)), verificando:

1. Propiedad reflexiva: x <z (x € R).
2. Propiedad antisimétrica: Si z <y e y < x, entonces x =y (z,y € R).
3. Propiedad transitiva: Si z <y ey < z, entonces = < z (z,y,z € R).
Estas tres propiedades se resumen diciendo que la relacion (<)) es una relacion de

orden.
De hecho, el orden es total ya que:

Axioma V:
Dados dos niimeros reales x e y, ocurre que ¢ bien x <y 6 bien y < z.
Ademas el orden tiene un buen comportamiento con respecto a la suma
Axioma VI:
Sean x,y, z tres nameros reales arbitrarios. Si x < y, entonces x + z < y + 2.
y también respecto al producto
Axioma VII:
Sean z,y dos niimeros reales arbitrarios y z > 0. Si « < y, entonces zz < yz.

Las propiedades enunciadas anteriormente suelen resumirse diciendo que el
conjunto R dotado con las operaciones +,. y el orden < tiene estructura de cuerpo
ordenado.

Notacion
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Notaremos por:

-x >y ala expresion y < z,

x <y, el hechode que z <yyaz#uy,
- x>y ala expresion y < z,
—x—yzx—l—(—y),

zfy =1z 1/y.

y también por
RY:={r eR; 0 <z},

R™ :={z e R; = <0},
Ry :={z €R; 0 <z},
R* :={z e R; = # 0}.

Antes de continuar vamos a resaltar algunas propiedades que son consecuencia
de los axiomas anteriores.

Proposicién 1.1.1. Sean x,y, z tres nimeros reales.
1. x 0=0.
2. x (—y) = —xzy. (Regla de los signos)
3 xlyt+z<=—=zr—2<y.
4. Siz>0, entonces x < yz <= x/z < y.
5. Siz <0, entonces v < yz < x/z > y.
6. S10 <z <y, entonces 0 < 1/y < 1/x.

7. v <y si, y sélo si v <y+ z, para todo z € RT.

1.1.3. Axioma del supremo.

Es claro que el conjunto de los niimeros racionales Q cumple todas las propiedades
exhibidas hasta el momento. Sin embargo, como ya hemos advertido, en este conjunto
no se encuentran suficientes elementos como para medir por ejemplo la diagonal de un
cuadrado de lado 1. Debe haber pues alguna otra propiedad, exclusiva del conjunto R,
que asegure que contiene estos nuevos elementos. Para poder enunciar esta propiedad
necesitamos introducir algunos conceptos.



Anélisis Matemético 11

Sea A un subconjunto de nimeros reales no vacio y z € R. Se dice que z es un
mayorante o cota superior de A si verifica que, para cada x € A,

Tz < z.

Se dice que z es el supremo de A si es el menor de los mayorantes de A. Si el
supremo pertenece al conjunto, se dice que z es el maximo de A.

Invirtiendo el orden en las definiciones anteriores, encontramos los conceptos de
minorante o cota inferior y de infimo. Si el infimo pertenece al conjunto, se dice
que es el minimo de A.

Se dird que un subconjunto A de nimeros reales estd mayorado (resp. minorado)
si tiene mayorantes (resp. minorantes).

Se dirda que un subconjunto A de niimeros reales esta acotado si tiene mayorantes
y minorantes. Esto es, si estd mayorado y minorado.

Ya podemos enunciar el axioma distintivo del conjunto R, conocido como el axioma
del supremo

Axioma VIII:
Todo subconjunto de nimeros reales no vacio y mayorado tiene supremo.

Este axioma nos permite incluir, por ejemplo, v/2 en el conjunto R, ya que es facil
probar que

V2 = Sup{x € Q; 2* < 2}.

Por otra parte, es consecuencia inmediata del axioma del supremo, que todo sub-
conjunto de ntmeros reales no vacio y minorado tiene infimo. Este hecho nos permite
ver que el nimero e es también un ntmero real, ya que éste puede verse como

e=Inf{(1+1/n)""; n € N},
aunque también
e=Sup{s,=14+1+1/2+..4+1/n!; n e N}

Otras consecuencias, algunas sorprendentes, de éste axioma se recogen en el siguiente
resultado:

Teorema 1.1.2.

1. El conjunto de los numeros naturales no estd mayorado.

2. Para cada n € N y para cada y € RT existe un (inico) nimero real positivo
r = {/y tal que " =y
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3. Dados dos nimeros reales x < y, existe un nimero irracional 8 tal que x < < y.
4. Dados dos numeros reales x <y, existe un numero racional r tal que x <r < y.

5. 81 P(n) es una propiedad relativa a un nimero natural n y se verifica que P(1)
es cierta y que siempre que lo sean P(1), P(2),..., P(n) lo sea también P(n + 1),
entonces dicha propiedad es cierta para todos los nimeros naturales.

La recta real: representacion grafica del conjunto R

Para tener una idea intuitiva del conjunto, los ntimeros reales suelen representarse
como los puntos de una recta. Para dicha representacion fijamos dos puntos sobre una
recta horizontal que llamamos origen y punto unidad, y les asignamos los ntimeros 0
y 1, respectivamente. El segmento entre 0 y 1 es tomado como unidad de medida vy,
llevado hacia la derecha del 1, nos permite representar los diferentes nimeros naturales.
Llevando la misma unidad de medida hacia la izquierda de cero, se obtiene el resto de
los ntimeros enteros. Los huecos seran rellenados por el resto de los nimeros racionales
e irracionales teniendo en cuenta los apartados 3) y 4) del teorema 1.1.2. Asi, el hecho
de que x < y se interpreta como que el 7 punto 7 x se encuentra situado a la izquierda
del 7 punto ” y.

1.1.4. Valor absoluto de un nimero real

Dado un namero real x, se define su valor absoluto por la siguiente regla

rx six>0
2| =

—xr stx <0

Conviene destacar algunas de sus propiedades:
Proposicion Sean x e y dos nimeros reales, entonces
1. |x| =0 si, y solo si z = 0.

2. Siz # 0, entonces |z| > 0.
|| = | =z, lzy| = [=[|y|.
2? = |2, Va? = Jal.

5. x| <y si, ysolosi —y <z <uy.

= W

6. |z +y| <|z|+]yl,

T el =yl < |z —yl.
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1.1.5. Intervalos

Otros subconjuntos especialmente interesantes son los llamados intervalos, esto
es, hablando rudamente, los conjuntos que no tienen agujeros.

Dados dos niimeros reales a y b, con a < b, se llamara
Intervalo abierto de extremos a y b, al conjunto
la,b:={z € R; a <z < b}.
Intervalo cerrado de extremos a y b, al conjunto
[a,0] :={z € R; a <z <b}.
Intervalo cerrado en a y abierto en b, al conjunto
[a,b:={z € R; a <z < b}.
Intervalo abierto en a y cerrado en b, al conjunto
Ja,b] :=={z € R; a <x < b}.
Semirrecta abierta de origen a al conjunto
la,+oo[:={z € R; a < x}.
Semirrecta cerrada de origen a al conjunto
la,+oo[:={zr € R; a < x}.
Semirrecta abierta de extremo 0 al conjunto
| —00,b):={z € R; = < b}.
Semirrecta cerrada de extremo b al conjunto
| —00,b] ;== {z € R; = < b}.
Estos ocho tipos de conjuntos junto con el propio R son los tinicos subconjuntos
de R que no tienen ” agujeros 7, esto es, dicho de forma mas rigurosa, son los tnicos

subconjuntos I de ntmeros reales que verifican que, para cada dos puntos z,y € I, se
tiene que el intervalo [z, y] est4 contenido en I.

Sea A un subconjunto no vacio de niimeros reales. Se dice que z( es un punto

de acumulacion de A,

"si todo intervalo centrado en xq tiene algin punto, distinto del propio xq, en comin
con A,
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lo que a su vez en lenguaje formal se expresa:
zg € A =g —e,m0 +¢[ N A\{xo} #0, Ve € RT.

Denominaremos por A’ al conjunto de todos los puntos de acumulacién de A

Se dice que un punto a € A es un punto aislado de A si no es un punto de
acumulacion.

1.1.6. Expresion decimal de un nimero real

A los elementos del conjunto D = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} se les denomina ntmeros
digitos. LLamaremos expresion decimal de un nimero real dado z a una lista de nu-
meros digitos que esta univocamente determinada por dicho ntmero. Para construir la
expresiNn decimal necesitamos el concepto de parte entera.

Se llama parte entera de un nimero real x al nimero entero E(z) dado por

E(x) = Max{p € Z; p < z}.

Es inmediato comprobar que para cada = € R: E(z) <z < E(z) + 1,
A partir de aqui, si z es no negativo, suele escribirse la expresiNn
r = E(x)aas...an....
(Siz € R, suele escribirse © = —FE(—x) a1as...a,...)
Una tal expresion recibe el nombre de expresion decimal del namero x.

Asi por ejemplo, la expresion decimal del niumero 1/6 es

1/6 = 01666...,6...

Si la expresion decimal de x es tal que a,, = 0 a partir de un cierto valor p, diremos
que la expresion decimal de x es finita o que + admite un desarrollo decimal finito
y en tal caso escribiremos

r = E(z) araz...a,.

Merece la pena destacar que en este caso, claramente, x es un nimero racional.

Sin embargo, puede ocurrir que un niimero racional no admita un desarrollo
decimal finito, si bien, en tal caso se advierte que existe una lista de digitos que se
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repite peridédicamente. Si E(x) ajas...a,... es la expresion decimal de un nimero racional
positivo z, donde {a,, api1, apia,...,a,} es una lista de digitos que se repite de forma
continuada, suele escribirse

—_—

r = E(z)ajas...ap_1, (apapi1a,49...04).

Una tal expresion recibe el nombre de expresién decimal periddica.
Asi, por ejemplo % = l'aias...a,..., donde, para cada n € N, se tiene que, a,, = 3.
En tal caso escribiremos 4/3 = 1'3.

La expresion decimal de un ntimero irracional ni es finita ni es peridédica.

Sea x un numero real positivo, y sea E(z)'ajas...a,... su expresion decimal. Al valor
E(x)ayas...a, se le denomina aproximacién decimal de x con n cifras exactas.

En los calculos con niimeros irracionales suele usarse la aproximacion decimal con
cifras exactas, teniendo en cuenta que para ello la ultima cifra que aparece es fruto
del redondeo y que el ntmero de cifras exactas a usar en cada caso dependera de la
precision que necesitemos. Por ejemplo en lugar de

e = 2/718281828459045235360287471352662497757247....,
puede escribirse, si en los calculos s6lo necesitamos contar con seis decimales,

e ~ 2'718282.

1.1.7. Relaciéon de ejercicios

s
1. Supuesto que i < —, donde s,z € R, t,y € RT, prué¢bese que
Y

S S+ x

t t+y oy

2. Dados los ntimeros reales x, y, disciitase la validez de las siguientes afirmaciones.

a) |2z —1] <5,
2z — 3 1
b - -2
¢) |lx =5 <|z+1|,
)

d) |z| —|y| = |z —y|.
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3. Calctlense, si existen, el supremo, el maximo, el infimo y el minimo de los siguien-
tes subconjuntos de ntimeros reales:
a) A={z €R; 2? —4 > 0},
b) B={reR; 2?2 —4 <0},
¢c) C={xeR\{2}; z+2/x—2<0}
d) D={zxeR\{2}; x+2/x—2<0}
e) E={1/n; n €N}

4. Pruébese que V/3 es irracional.
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1.2. Funciones elementales

Sumario

Como ya hemos advertido, el niicleo del curso esta constituido por el estudio de aquellas
aplicaciones en el que tanto el dominio como la imagen son subconjuntos de ntimeros reales.
En esta leccion estudiaremos los ejemplos mas importantes de éstas. El contenido completo de
esta leccion se articula de la siguiente manera:

1.2.1 Aplicaciones.
1.2.2 Funciones reales de variable real.
1.2.3 Gréficas.
1.2.4 Funciones racionales.
1.2.5 Funcién logaritmo.
1.2.6 Operaciones con funciones.
1.2.7 Funcién exponencial.
1.2.8 Funciones definidas a trozos. Funciones valor absoluto y parte entera.
1.2.9 Funciones seno y coseno.
1.2.10 Funcién tangente.
1.2.11 Funciones secante,cosecante y cotangente.
1.2.12 Funciones arcocoseno,arcoseno y arcotangente.
1.2.13 Identidades trigonométricas.
1.2.14 Funciones hiperbdlicas.

1.2.15 Relacién de ejercicios.

1.2.1. Aplicaciones

Con el fin de hacer una definicién rigurosa necesitamos recordar algunos
conceptos:

Dados dos conjuntos A y B se dice que una correspondencia f entre los
elementos de A y de B es una aplicacion entre A y B si a cada elemento del conjunto
A corresponde un sélo elemento del conjunto B. Este hecho suele notarse

f+A— B.
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Al conjunto A se le suele llamar dominio de la aplicacién f y al conjunto B conjunto
final de la aplicacion f.

Asi pues, una aplicaciéon viene determinada por
1. su dominio A,

2. el cojunto B donde toma valores,
y

3. la ley de correspondencia, x — f(x).

Por otra parte, se dice que una aplicacion f: A — B es

1. inyectiva si, para cualesquiera dos elementos x,y € A tales que x # y, entonces
f(z) # f(y)), 6 equivalentemente si f(z) = f(y) implica que = = y.

2. sobreyectiva si el conjunto imagen de f,f(A), que no es otro que el conjunto
f(A) ={y € R; existe x € A, tal que y= f(z)},
coincide con el conjunto donde toma valores la funcién,

3. biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

Sea f: A — B es una aplicacion inyectiva. A la aplicacién cuyo dominio es f(A),
cuyo rango es A y que viene definida por la ley f(z) — 2 se le denomina aplicacion
inversa de f y es denotada por f~!.

Obsérvese que la funcién inversa f~!: f(A) — A es una aplicacion biyectiva.

Dada una aplicacion f: A — By dado un subconjunto C' de A, llamaremos
restricciéon de f al conjunto C, f/C, a una nueva aplicacion cuyo dominio es C,
que toma valores en C' y cuya ley de correspondencia viene dada por

(f/C) ) = f(z) (ze€C).

Llamaremos funcién real de variable real a toda aplicacion definida en un
subconjunto de nimeros reales y con valores en R, esto es, a toda funciéon
f:A— B, donde A y B son subconjuntos no vacios de niimeros reales.

1.2.2. Grafica de una funcion

En ocasiones resulta tutil tener una ” imagen fotogréafica ” de las funciones,
esto se consigue mediante la grafica de dicha funcién. Dada una funcién f: A — R
se define la grafica de f, como el conjunto

Graf(f) : {(z,y) e R% y = f(x), z € A}.
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Es claro que el conjunto Graf(f) es un subconjunto de R?. Al igual que

usamos como representacion grafica de R la recta real, podremos usar el plano como
representacion grafica del conjunto R? y, por ende, la grafica de una funcién real de
variable real podra representarse como un subconjunto de éste.

La idea que ahora queremos resaltar es que la forma de la grafica revela muchas

de las propiedades de la funcién correspondiente.

1.2.3. Algunas propiedades elementales: Monotonia, simetria y

periodicidad

Sea A un subconjunto de ntimeros reales y sea f : A — R una funcion.

MONOTONIA

Se dice que f es

1. creciente en A si siempre que z,y € A con x < y, entonces f(z) < f(y).

2. estrictamente creciente en A si siempre que x,y € A con z < y, entonces
flz) < fly).

3. decreciente en A si siempre que z,y € A con = < y, entonces f(x) > f(y).

4. estrictamente decreciente en A si siempre que z,y € A con x < y, entonces
fx) > f(y).

5. mondtona (resp. estrictamente mondétona en A si es creciente o decreciente
(resp. estrictamente creciente o decreciente).

SIMETRIA

Se dice que f es

1.

par en A si f(z) = f(—x), siempre que A verifique x € A <= —x € A.



20 §1.2. Funciones elementales

2. impar en A si f(x) = — f(—x), siempre que A verifique z € A <— —z € A.

3. periddica en A si existe un nimero real positivo 1" tal que para todo x € A, se
verificaque x +T € Ay

fle+T) = f(z).

Un tal namero real T" recibe el nombre de periodo de la funcién f.

1.2.4. Funciones racionales

Veamos algunos ejemplos importantes de funciones reales de variable real.

1. Funcién identidad

Dada A un subconjunto de nimeros reales, se define la funcién identidad en
A, 14, como aquella funciéon 14 : A — R que viene definida por

Ia(x) =2, Vo € A.
Dicha funcién es estrictamente creciente y su grafica
Graf(Ia) = {(z,x); v € A}.
es un subconjunto de la diagonal principal

D :={(z,z); v € A}

Si A = [—2, 3], entonces su grafica puede ser representada por
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2. Funciones constantes

Dada A un subconjunto de nimeros reales y dado a € R, se define la funcién
constante restringida al conjunto A, C,, como la funciéon C, : A — R que viene
definida por

Co(z) =a, Ve A

La grafica de dicha funcion
Graf(Ca) = {(z,a); = € R}

puede verse como un subconjunto de la recta horizontal y = a:

Si A =[-2,3] y a =3, entonces su grafica puede ser representada por

3. Funciones polinémicas

Una funciéon f : A — R se dice ser polinémica si existen ag, a1, as, ..., a,
ntmeros reales tales que f(r) = a 2™ +a,_ 12" '+ ...+ a1x + ag para cada = € A.

La funcion identidad y toda funcién constante son ejemplos sencillos de funciones
polinémicas.

Si A=[-2,3]y f(x) = 2% + 2% + 1, entonces la grifica de la funcién polinémica
f puede ser representada por la siguiente figura.

-2 1 1 2 3
0.8
0.6

4. Funciones racionales

Una funcién f : A — R se dice ser racional si existen sendas funciones
polinémicas f1 y fo, con fo(z) # 0, para cada x € A y tales que, para cada x € A

f(x) = fi(2)/ fo(2).
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Es claro que todos los ejemplos anteriores lo son de funciones racionales.

Si A=[-23ly f(x) = ;2111, entonces la grafica de la funcion racional f puede
ser representada por

1.2.5. Funcién logaritmo.

Se define la funciéon Logaritmo neperiano, log, como la tnica biyeccion
estrictamente creciente, que existe de RT en R, verificando:
-log(1) =0
- log(e) =1
- log(zy) = log(x) + log(y).

Como consecuencia, se pueden obtener algunas propiedades tales como que:
- log(z?) = plog(z), para cada = € RT y para cada p € N.
- log(z/y) = log(x) — log(y), para cada x,y € RT.

Si A =0, 5] entonces la grafica de la restriccion de la funciéon logaritmo neperiano
al conjunto A puede ser representada por

|

2
4
6
8

Funcioén logaritmo de base a

Dado a > 0, a # 1, se llama funcién logaritmo de base a, log,, a la funciéon
definida en R mediante la ley

loga(x) = log(x)/log(a).

Sia > 1, entonces la funcion logaritmo de base a es una biyeccion estrictamente
creciente de R™ en R, mientras que si a < 1 entonces es una biyeccién estrictamente
decreciente de R™ en R.
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Asi por ejemplo, para A =]0,5] y para a = 10 y a=0,2 las graficas de las corres-
pondientes restricciones de la funcién logaritmo al conjunto A pueden ser comparadas
con la anterior

1.2.6. Operaciones con funciones.

Antes de seguir con el listado de las funciones elementales conviene hacer algunas
precisiones.

1. Algebra de funciones

En primer lugar hacemos notar que dadas dos funciones fy ¢ definidas sobre un
mismo subconjunto de ntimeros reales A, se pueden definir las siguientes funciones:

a) Funcién suma: f + g.
La funciéon suma es una nueva funcion f + g : A — R definida, para
cada z € A, por

(f +9)(x) = f(z) + g(x).
Asociadas a cada funcién f : A — R, podemos considerar la llamada
funcién opuesta,—f, esto es, la funcion
—f:A—R,

definida, para cada x € A, por

b) Funcién producto: f.g:
La funcién producto es una nueva funcion f.g : A — R definida, para
cada x € A, por

(f-9)(x) = fx)g(x).
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Siempre 0 ¢ f(A), podemos definir la funciéon inversa para el
producto, 1/f, como la funcion

1/f: A— R,

dada, para cada x € A, por
1

(1/)(x) = )

¢) Funcién producto por un escalar a, af:

Para cada a € R, la funcién , af, es una nueva funcién de A en R que
viene definida, para cada x € A, por

(af)(x) = af(z).

La funcién , af puede verse como el producto de la funcién constante
x —— a con la funcién f.

2. Composicion de funciones

Supongamos ahora que dadas dos funciones f : A — Ry g: B —
R de manera que el conjunto B contiene a f(A). Podemos definir la funcién
composicion de ambas, g o f, como la funciéon

gof:A—R
definida, para cada x € A, por

(g0 f)(x) = glf ()]

Recordemos que asociada a toda funcién inyectiva f : A — R podemos
considerar la funcién inversa, f~!, definida en f(A), con valores en A y que viene
definida mediante la ley :

[ (@) =2 (v€4),
esto es,
f_l ¢ f =14.

Ademés es claro que
f o) f_l = ]f(A)~

Es facil probar, usando estas tltimas consideraciones, que toda aplicacion estric-
tamente monotona es inyectiva y que su inversa es igualmente estrictamente monotona
y del mismo tipo (creciente 6 decreciente).
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1.2.7. Funcién exponencial.

Ya podemos continuar con la lista de ejemplos

Llamaremos funcién exponencial, ¢”; a la funcién inversa del logaritmo
neperiano, serd por tanto, una biyeccién estrictamente creciente de R en R™ tal que:
0
-e’ =1

- "MV = e%¢Y, para cada x,y € R.

Dados = € R* e y € R, convendremos en que

¥ = eylogw7
en particular se obtiene que:

log(z") = ylogx,

Funcién exponencial de base a

Dado a > 0, a # 1, la funcién h, : R — R* definida por h,(z) = a®, se
denomina funcién exponencial de base a, y se notaré por a”.
Dicha funcioén es estrictamente creciente (resp. decreciente) si a > 1 (resp. a < 1)
de R en RT y verifica las siguientes propiedades:
-a’=1
-at=a
- a” = a”av.

Sus graficas para a = 0,1 y a = 5 se pueden representar como siguen:
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Funcién potencial

Dado b # 0, la funciéon p, : RY — R* definida por py(x) = 2°, se denomina
b

funcién potencial de exponente b, y se notara por z°.
Dicha funcién es estrictamente creciente (resp. decreciente) si b > 0 (resp. si b < 0)
de Rt en RT y verifica las siguientes propiedades:
-1v=1
- (zy)" = ay".

Sus graficas (para b= 7y b= —1 ) se pueden representar como sigue:

40
30
20

10

1.2.8. Funciones definidas a trozos. Funciones parte entera y
valor absoluto.

Supongamos que tenemos un subconjunto A de ntmeros reales y dos subcon-
juntos disjuntos de éste B y C' tales que A = B U C. Dispongamos ademas de sendas
funciones reales de variable real g y h definidas respectivamente en B y C. A partir de
aqui podemos definir una nueva funciéon f : A — R mediante la siguiente expresion:

(x) sizeB
f(x)_{z(aﬁ) sizeC.

Decimos que una tal funcién es una funciéon definida a trozos. Es evidente que
las propiedades de la nueva funciéon dependeran de las propiedades de las funciones que
la definen y de la forma en que los subconjuntos se complementan.

Como ejemplos mas sencillos veremos los dos siguientes:
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Funcién parte entera:

Se define la funciéon Parte entera, E, como la funciéon £ : R — R definida
por
E(z) = Max{p € Z; p < x}.

b}

Dicha funcién es creciente y su grafica puede representarse como una escalera

infinita ” cuyos peldanos son intervalos de longitud uno, y que, en cada ntimero entero,
tiene un ” salto 7 de altura uno.
Si A = [-2,3], entonces la grafica de la funcién E(x) restringida al conjunto A

puede ser representada por

IS

Funcion valor absoluto.

Se define la funcion valor absoluto como la funcion |.| : R — R, definida
para cada x € R por
r stx>0
|z =

—x stx <0

La gréafica puede representarse como la unién de las bisectrices del primer y
segundo cuadrante.
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1.2.9. Funciones arcocoseno, coseno y seno

Vamos a estudiar ahora las funciones trigonométricas cuya importancia radica en que
permiten expresar las distintas relaciones entre los lados y los dngulos de un tridngulo,
y porque sus propiedades le confieren una especial disposicién para expresar muchos fe-
noémenos naturales. Estas dos facetas hacen que su empleo en la Fisica y en la Ingenieria
sea muy frecuente.

Consideremos la funcion f : [—1,1] — R definida por
flx) =vV1—2a2 Vrel|-1,1].

La grafica de esta funciéon recibe el nombre de semicircunferencia unidad.

Pues bien, es sabido que la longitud de dicha grafica es el 7 ~ 3,141592.

Definimos la funcién arcocoseno, arc cosx, como la funcién biyectiva y estricta-
mente decreciente del intervalo [—1,1] en el intervalo [0, 7] definida por la ley

arc cosx = longitud arco semicircunferencia entre los puntos (1,0) y (z, f(x)).
Se puede probar que:
1. arc cos(1) = 0.
2. arc cos(—1) = .
3. arc cos(0) = 7.
(

4. arc cos(x) + arc cos(—z) = .

Y su gréfica puede ser representada como sigue
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Funcion coseno

29

Se llama funcién coseno y se nota por cosz a la tnica funciéon de R en R par y

periodica con periodo 27 cuya restriccion a [0, 7] es tal que
cos(x) = (arc cos)*(z),
y por tanto, para cada x € [0, 7],
arccos(cosx) = x,

y para cada y € [—1,1],
cos(arcosy) = y.

La gréfica de la funcién coseno es como sigue

Funcién seno

Se llama funcién seno, senz, a la Gnica funcién de R en R impar y peridédica con

periodo 27 cuya restriccion a [0, 7] es tal que

sen(z) = /1 — cos?(x).

La grafica de la funcién seno es como sigue
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Las siguientes propiedades determinan de forma tinica a las funciones seno y coseno.

Teorema 1.2.1.

1.
2.

10.

sen’r + cos’r =1 (z € R).

La restriccion de la funcion coseno al intervalo [0, 7] es una biyeccion estricta-
mente decreciente de éste en el intervalo [—1,1], con

2
cos0 =1, cosg =0, cosm=-—1, cos% = \/7_,
T 1 T \/g
coS— = —, COS— = —.
3 2 6 2

La restriccion de la funcion seno al intervalo [—
mente creciente de éste en el intervalo [—1, 1], co

s s ™ \/§
sen0 =0, sen( 2) , seng , seny 5
T V3 T 1
sen— = — sen— = —.
3 2 6

. La imagen de ambas funciones es el intervalo [—1,1].

La funcion coseno es una funcion par y periddica de periodo 27 :
cost = cos(—x), cos(x +2m) =cosx, (v €R),

mientras que la funcion seno es impar y periodica:

sen(—x) = —senx, sen(r +2m) =senz (z € R).
cos(x + m) = —cosx, sen(r+m) = —senx (r €R).
cos(x + y) = cosxcosy — senxseny.  sen(x +y) = senxcosy + cosrseny.

Dados dos niimeros reales a, b, verificando que a®+b* = 1, existe un 1inico nimero
real © tal que x €] — m,m|, cosx = a y senx = .

Sean z,y € R tales que senx = seny y cosr = cosy, entonces existe un unico
numero entero p tal que x =y + 2pm.

{z eR; cosx =0} = {5 +km; keZ}. {xeR; senv=0}={km; kecZ}.
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1.2.10. Funcién tangente

Sea A =R\{F + km; k € Z}. Se llama funcién tangente, tgz , a la funcion de A

en R definida por
senx

tg(w) =

Algunas de sus propiedades pueden verse en el siguiente resultado

cosT

Proposicion 1.2.2. 1. La funcion tangente es una funcion impar y periodica de
periodo T, esto es, para cada v € A,

tg(a + ) = tg(x).

2. La funcion tangente restringida al intervalo | 5%, 5[, es una biyeccion estrictamente
creciente de dicho intervalo en R.

8. La grdfica de la funcion tangente restringida al conjunto A = [—m,7]\{-5, 5}
puede representarse de la siguiente forma:

1.2.11. Funciones secante, cosecante y cotangente

Sea A = R\{§ + km; k € Z}. Se llama funcién secante, secx , a la funcién de A

en R definida por
1

cosx

sec(x) =

La grafica de la funcién secante restringida al conjunto A = [—7, 7]\{—%, 5} puede

representarse de la siguiente forma:
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Sea B = R\{km; k € Z}. Se llama funcién cosecante, cosecz , a la funcion de B
en R definida por

() = —
cosec(r) = :
senx
La grafica de la funcién cosecante restringida al conjunto A =] — 7, w[/{0} puede

representarse de la siguiente forma:

Llamaremos funcién cotangente, cotgx , a la funciéon de B en R definida por

cosx
cotg(z) = :
senx
La grafica de la funcion cotangente restringida al conjunto A =| — m, 7[/{0} puede

representarse de la siguiente forma:

40
20
-3 -2 -1 1 2
- 20|
- 40|

1.2.12. Funciones arcoseno y arcotangente.

Llamaremos funcién arcoseno, arc senx, a la funcion inversa de la restriccion de

la funcién seno al intervalo [—7, 7], esto es,

m™ T

505l senlarc sen(y)l =y (y € [-1,1]).

arc sen[sen(x)] =z, (x € [—
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Dicha funcién es pues una biyeccion estrictamente creciente de [—1,1] en [—~7, 7] con

arc sen(—1) = —g arc sen(0) =0, arc sen(l) = g

Su grafica es como sigue:

Llamaremos funcién arcotangente, arc tgr a la inversa de la res-triccion de la

funcion tangente al intervalo | — 7, 7|, esto es,

arc tgltg(z)] =z, tglarctg(y)] =y.
Dicha funcién es una biyeccion estrictamente creciente de R en dicho intervalo con

arc tg(0) = 0.

Su grafica de es como sigue:

1.2.13. Identidades Trigonométricas.

Usando las propiedades antes descritas de las funciones trigonométricas pueden de-
ducirse otras muchas conocidas como identidades trigonométricas. A continuacion da-
mos algunas de ellas. Dados dos niimeros reales x e y en el dominio correspondiente,

obtenemos que:
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1. Identidades pitagoéricas

1
V1+tg(z)

tg()

VI+td(z)

tg*(z) + 1 = sec*(x), 6 sise quiere cos(x) =
cotg*(x) + 1 = cosec?*(x), 6 sise quiere sen(z) =

to(z + y) tgx + tgy
x =
g 4 1Ftgx tgy

3. angulo doble
sen2x = 2senxcosr, cos2x = 2cos’x —1 =1 — 2sen’z.
4. angulo mitad

1 1
sen’s = 5(1 — cos2x), cos’r = 5(1 + cos2x),

: (x)_ 1—003x_ senx
g 27 senx 1+ cosx’

5. producto

1
senzseny = §[cos(x —y) — cos(z +y)],
COSTCOSY = é[cos(x —y) + cos(z + y)],

senrcosy = i[sen(x +y) + sen(xz — y)].

1.2.14. Funciones Hiperbélicas.

Se define la funciéon coseno hiperbdlico, coshx, como la funciéon cosh : R — R,
definida por
et +e "

hx =
CoOSNIT 9

Se define la funciéon seno hiperbélico, senhz, como la funcion senh : R — R,
definida por

x —T

e

—e
senhx =

2
El siguiente resultado resume algunas propiedades del seno y coseno hiperbdlicos.
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Proposicién 1.2.3.

1. La funcion coseno hiperbdlico es una funcion par y la funcion seno hiperbdlico es
una funcion impar.

2. La funcion seno hiperbdlico es una biyeccion estrictamente creciente de R en R.

3. La restriccion de la funcion coseno hiperbdlico a RS (resp. Ry ) es una biyeccion
estrictamente creciente (resp. decreciente) de R (resp. Ry ) sobre [1,+00.

cosh’x — senh’z = 1.

cosh(x + y) = coshx coshy + senhx senhy.
senh(x +y) = senhx coshy + coshx senhy.

La grafica del seno hiperbodlico es como sigue:

Finalmente, diremos que, por analogia con las funciones trigonométricas, podemos
hablar de tangente hiperbdélica, tgh, la cual es una biyeccion estrictamente creciente
de R sobre | — 1, 1] y su grafica es como sigue:
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1.2.15. Relacion de ejercicios.

1. En una vasija de 30 cm de altura entra agua a ritmo constante. Se llena en
5 segundos.Usad esta informacion y la forma de la vasija para responder a las
siguientes cuestiones:

| L

a) Si d representa la profundidad del agua medida en centimetros y t el tiempo
transcurrido en segundos, explicad por qué d es funcion de ¢.

b) Hallad el dominio y el recorrido de dicha funcion.

c) Esbozad una posible grafica de la funcion.

2. Sean las leyes f(x) = 1/ y g(x) = 1//x correspondientes a dos funciones reales
de variable real f y g. ;Cuéles son los dominios naturales de f.g,f +g,fg,fogy

gof?
3. Calculense los dominios naturales de las funciones correspondientes reales de va-
riable real en cada uno de los casos siguientes:
a) r— 1/1+4x.
b) x+— 1/1+ 22
¢) x+— 1/1+ /x.

4. ;Qué se puede decir acerca de la grafica de una funcion par?,; y de una funcion
impar? Dense ejemplos de funciones par, impar y no par ni impar.
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5. Sea A un subconjunto de niimeros reales y f : A — R una funcion real de varia-
ble real. Se dice que f esta acotada (resp. acotada superiormente / inferior-
mente) si su conjunto imagen f(A) es un subconjunto de nameros reales acotado
(resp. superiormente / inferiormente acotado). Priiebese que f esta acotada si, y
solo si, existe M € R, tal que, para cada x € A, se verifica que |f(x)| < M.

6. /Qué funciones componen la funcion f : Rt — R en cada uno de los siguientes
casos?

1) f(z) = (log?x)e*”,  2) f(x) = (Va+1)06.
Dense otros ejemplos de composicién de funciones.

7. Pruébese que en toda reunién de personas existen al menos dos que conocen
exactamente el mismo niimero de asistentes.

8. Hallese la funcion inversa de

a) senhx.

b) cosha /s

9. Sea g : R —| — 7, x| la funcién definida por g(y) = 2arctgy. Hallese en funcion
de y,

a) seng(y).
b) cosg(y).
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1.3. Sucesiones de niimeros reales

Sumario

Introduciremos en esta leccion, a vuelo pluma, unas herramientas muy interesantes
del analisis matemaético: las sucesiones. Este concepto nos facilitard la comprensiéon de los
conceptos de continuidad, limite e integrabilidad. El contenido completo de esta leccién se
articula de la siguiente manera:

1.3.1 Acotacién, monotonia y convergencia de sucesiones.
1.3.2 Sucesiones divergentes.

1.3.3 Relacion de ejercicios.

1.3.1.  Acotacién, monotonia y convergencia de sucesiones

Una sucesion de elementos de un cierto conjunto A no es mas que una "lista or-
denada"de elementos de A o dicho de forma mas rigurosa: una sucesion de elementos
de A es una aplicacion f: N — A.

En lugar de escribir f(n) se suele escribir z,,, mientras que la sucesion f suele
notarse por {x, },en 6 simplemente {x,}. A x, se le denominara término n-ésimo de la

sucesion {z,}nen. Una sucesion de ntimeros reales no es mas que una sucesion en
la que A =R.

Dada una sucesion {x,}, al conjunto imagen {z,, : n € N} se le denomina
conjunto de los términos de la sucesion {x, }. Asi por ejemplo si consideramos la sucesion
{1,0,1,0,1, ...} su conjunto de los términos esté formado por s6lo dos elementos, a saber

{0,1}.
Veamos ahora algunas propiedades que pueden tener las sucesiones.

Se dice que una sucesion de ntameros reales {, }nen

1. estda mayorada, si existe un ntmero real M tal que z,, < M, para todon € N,
2. estd minorada, si existe un ntmero real M tal que z,, > M, para todo n € N,

3. esté acotada si esta mayorada y minorada. Es facil probar que una sucesion esta
acotada si, y solo si, existe un ntmero real positivo M tal que |z,| < M, para
todo n € N.
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4. es creciente si, para para cualesquiera n, m € N con n < m, se tiene que x,, < x,,.

5. es decreciente si, para cualesquiera n,m € N con n < m, se tiene que z,, > x,,.

Es facil probar por induccion que una sucesion {z, }nen es creciente (resp. decre-
ciente) si, para cada natural n, x,, < xp41 (resp. T, > Tpi1).

6. es convergente si existe un nimero real = verificando lo siguiente:

"para cada intervalo centrado en x, existe un término de la sucesion, a partir del
cual, todos los restantes términos estdan incluidos en dicho intervalo ”,

o escrito en lenguaje formal

Ve > 0,3IN € N, tal que para todon > N se verifica que |z, — z| < e.

En tal caso x es tnico y se dice que el limite de la sucesion {z,}n,en 0 que la
sucesion {z, },ey converge a x, y suele notarse por

r=limyx, 6 {x,} — =z

Es facil ver que toda sucesion convergente esta acotada. Sin embargo, la sucesion
{1,0,1,0,...} que estd mayorada por 1 y minorada por 0, luego acotada, demuestra que
existen sucesiones acotadas que no son convergentes.

En el siguiente resultado recogemos mas propiedades importantes de las sucesiones.

Proposicion 1.3.1.

1.- Sean {z,} una sucesion de nimeros reales, x € R y p € N. La sucesion {z,} es
convergente a x si, y solo si, la sucesion {x,4p,} converge también a

2.- La sucesion {x,} converge a cero, siy sdlo si la sucesion {|x,|}converge a cero.
3.- Toda sucesion creciente y mayorada {z,} es convergente a x = Sup{x,; n € N}.

4.- Toda sucesion decreciente y minorada {x,} es convergente a x = Inf{x,; n € N}.
En particular la sucesion {1/n“} converge a cero para todo a > 0.

5.- Sean x,y € R y sea {x,} una sucesion convergente a x. Si para cada n € N,
T, > vy, entonces x > y. En particular si {y,} y {z.} son dos sucesiones de
numeros reales tales que,

a) para cadan € N, x, <y, < z,,

b) lim,z, = x,

entonces la sucesion {y,} converge también a x.
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6.- Si{x,}e {y,} son dos sucesiones convergentes respectivamente a x ey, entonces
la sucesion

a) suma, esto es, la sucesion {x, + y,} converge a x +y.
b) producto, esto es, la sucesion {x,y,} converge a zy.

c) cociente, esto es, la sucesion {x,/y,}, converge a x/y siempre que y # 0 e
Yn # 0, para todo n € N.

7.- El producto de una sucesion acotada por una convergente a cero es una Sucesion
convergente a cero.
Ejemplo:

Pruébese que si |z| < 1, entonces la sucesion {z"} converge a cero.

1.3.2. Swucesiones divergentes

Se dice que una sucesion {z, },cn diverge positivamente si
VM,dN € N, tal que para todo n > N se verifica que x,, > M.

Este hecho suele notarse por
lim,x, = +0c0

[@N

{z,} — +o0.

Se dice que una sucesion {z, },eny diverge negativamente si
VM < 0,dN € N, tal que para todo n > N se verifica que x,, < M.

Este hecho suele notarse por
limy,x, = —00

{z,} — —oc.

Diremos que una sucesion {z,},eny es divergente si lo es positivamente o lo es
negativamente.

Veamos ahora algunas propiedades de las sucesiones divergentes.
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Proposicién 1.3.2.

1.- Sean {z,} una sucesion de nimeros reales y p € N. La sucesion {z,} diverge
positivamente si, y solo si, la sucesion {x,,} diverge positivamente.

2.- Toda sucesion creciente y no mayorada diverge positivamente. En particular la
sucesion {r"} diverge positivamente si r > 1.

3.- Toda sucesion decreciente y no minorada diverge negativamente.

4.- Sean {x,}, {y,} dos sucesiones de nimeros reales tales que, para cada n € N,
Ty < Yn. Si la sucesion {x,} diverge positivamente, entonces la sucesion {y,}
también diverge positivamente.

5.- Si{x,} es una sucesion de términos positivos entonces converge a cero si, y solo
si, la sucesion {1/x,} divergente positivamente. En particular la sucesion {n®}
diverge positivamente para todo o > 0.

1.3.3. Relacién de ejercicios

1. Pruébse que si {z,} e {y,} son dos sucesiones acotadas, entonces {x, + y,} y
{z,y,} también lo son.

2. Estudiese la convergencia de la sucesion {x,} en los siguientes casos:
a) T1 =2, 2p41 =2+ 2,, ¥YneEN.
b) x1 = 1,241 = V22, YneN.

3. Estudiese la convergencia de las siguientes sucesiones:

a) {sen(n)/n}.
b) {cos(n®*+1)/n}.
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1.4. Limite Funcional.

Sumario

Esta lecciéon trata del concepto de limite funcional, uno de los més importantes
de toda la matematica. De forma intuitiva, una funcién tiene limite L en un punto zg si en
todo punto préximo a xg la funcién toma un valor préximo a L. Para una formulaciéon mas
rigurosa introduciremos previamente el concepto de punto de acumulacién de un conjunto.
Finalmente diremos que el concepto de limite funcional esta muy relacionado con los conceptos
de continuidad y de derivaciéon de una funcién real de variable real. El contenido completo de
esta leccion se articula de la siguiente manera:

1.4.1 Puntos de acumulacion.

1.4.2 Limite funcional y limites laterales.
1.4.3 Limites en el infinito.

1.4.4 Algebra de limites.

1.4.5 Limites de tipo exponencial

1.4.6 Indeterminaciones.

1.4.7 Funciones asintdticamente equivalentes.

1.4.8 Relaciéon de ejercicios.

1.4.1. Puntos de acumulacion.

Sea A un subconjunto no vacio de nimeros reales. Se dice que xy es un punto
de acumulacion de A,

"si existe una sucesion {x,}nen de elementos de A, distintos de xy, y convergente
al propio x,

0, escrito en lenguaje de intervalos,

"si todo intervalo centrado en xq tiene algin punto, distinto del propio xq, en comin
con A,

lo que a su vez en lenguaje formal se expresa:

zg € A =g —e,x0 +¢[ N A\{xo} # 0, Ve e RT.
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Denominaremos por A’ al conjunto de todos los puntos de acumulacién de A

Diremos que z( es un punto de acumulacién de A por la derecha si zy € (A;ﬁo)’ ,
donde

Al ={r € A x> 1},

lo que en lenguaje de sucesiones puede escribirse,
7 si existe una sucesion {x, tnen de elementos de A, mayores que xq, y convergente

2

al propio xg.

0, escrito en lenguaje de intervalos,

2

st todo intervalo de extremo inferior xy tiene algiun punto, distinto del propio xg,
en comun con A.”

Diremos que zy es un punto de acumulaciéon de A por la izquierda si g €
(AL,)', donde

Ay ={r € A; x < o},

lo que en lenguaje de sucesiones puede escribirse,

7 si existe una sucesion {x,}nen de elementos de A, menores que o, y convergente

al propio xy.”

0, escrito en lenguaje de intervalos,

2

st todo intervalo cuyo extremo superior es xq tiene algun punto, distinto del propio
Zo, en comun con A,”

Es facil probar que zy € A’ si, y solo si zp € (A,) U (AL )

1.4.2. Limite funcional y limites laterales.

Limite funcional:

Sean A un subconjunto no vacio de ntimeros reales, ro € A’y f: A — R una
funcion. Se dice que f tiene limite en el punto z si existe un nimero real L con la
siguiente propiedad:

"Para cada sucesion {x,} de elementos de A, distintos de xq, convergente a xo, la
sucesion imagen { f(z,)} converge a L".
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o en lenguaje mas formal

Ve > 0,36 > 0, tal que siz e A0 < |z — x| <0, entonces |f(z) — L| < e.

El tal valor L, si existe es tnico y recibe el nombre de limite de f en el punto zq y
escribiremos:
L=1limg s, f(x) 0 f(2)10y — L.

Observacion 1.4.1. Es importante hacer notar que la igualdad anterior encierra dos
afirmaciones: que f tiene limite en el punto xy y que dicho limite vale L.

Limites laterales:

Supongamos que zy € (A} ). Se dice que f tiene limite por la derecha en el
punto xg si existe un ntimero real L con la siguiente propiedad:

"Para cada sucesion {z,} de elementos de A, mayores que xg, convergente a x, la
sucesion { f(z,)} converge a L".

6 en lenguaje formal

Ve > 0,30 >0, tal que size€ A, 0 <x—xy <0 entonces |f(z) — L| <e.

Si tal L existe, entonces es tnico y diremos que L es el limite por la derecha de
f en el punto x( y escribiremos:

L= limx_)ng(x).

Supongamos que zg € (A7, )". Se dice que f tiene limite por la izquierda en el
punto g si existe un niimero real L con la siguiente propiedad:

"Para cada sucesion {z,} de elementos de A, menores que xy, convergente a x, la
sucesion {f(z,)} converge a L".

6 en lenguaje formal

Ve > 0,30 >0, tal que siz e A, 0<xzy—x <Jentonces |f(z) — L| <e.

Si tal L existe, entonces es tnico y diremos que L es el limite por la izquierda
de f en el punto z( y escribiremos:

L= limxﬂ,af(:v).

Relacion entre el limite ordinario y los limites laterales
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Proposicion 1.4.2. Sean A un subconjunto no vacio de nimeros reales, xo € A, L € R
y sea f: A — R una funcion.

1. Sixzg ¢ (Ag,), entonces
L =limg, f(2) si, y solo si, L =lim,_, .+ f(z).
2. Sixzg ¢ (Af), entonces

L =limga, f(2) si, y solo si, L =lim,_, - f(z).

3. Sixg € (Ag,) (AT, entonces

o

limg o f(x) = Lsi, y solo si, lim,_, .+ f(x) = lim,_,- f(x) = L.

1.4.3. Limites en el infinito.

Sea A un subconjunto no vacio de niimeros reales no mayorado y sea f : A — R
una funciéon. Se dice que f tiene limite en + oo si existe un nimero real L con la
siguiente propiedad:

"Para cada sucesion {x,} de elementos de A que diverge positivamente, la sucesion
{f(z,)} converge a L",

6 dicho en lenguaje més formal:

Ve > 0,3M, tal que siz € A, x > M entonces |f(z) — L| < e.

El tal limite L, caso de existir, es tinico. Diremos que L es el limite en +oo de f y
escribiremos:

L=1lim, f(z).
Nota

Notese que si N C Ay L = lim, 1 f(x), en particular, el limite de la sucesion
{f(n)} es L. Este hecho nos proporciona un nuevo método para el calculo de limite de
sucesiones.

Si A es un subconjunto no vacio de nimeros reales no minorado, se dice que f
tiene limite en —oo si existe un ntumero real L con la siguiente propiedad:

” Para cada sucesion {x,} de elementos de A que diverge negativamente, la sucesion
{f(z,)} converge a L 7.

6 dicho en lenguaje més formal:

Ve > 0,3M, tal que siz € A, v < M,entonces |f(x) — L| < e.

En todo caso diremos que L es el limite en —oo de f y escribiremos:

L=1lim,_f(z).
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1.4.4. Funciones divergentes

Sea A un subconjunto no vacio de niimeros reales y sea xy € A’. Se dice que la
funcion f : A — R diverge positivamente en el punto x, si verifica la siguiente
propiedad:

” Para cada sucesion {x,} de elementos de A, distintos de xq, convergente a x, la
sucesion { f(z,)} diverge positivamente,”

dicho en lenguaje mas formal:

VM,36 > 0, tal que siz € Ay0 < | — x| < J, entonces f(x) > M.

Y escribiremos:
limg—qzo f(x) = 400.

Sea A un subconjunto no vacio de nimeros reales y sea xqg € A’. Se dice que la
funciéon f : A — R diverge negativamente en el punto z, si verifica la siguiente
propiedad:

" Para cada sucesion {x,} de elementos de A, distintos de xq, convergente a xy, la
sucesion { f(z,)} diverge negativamente,”

dicho en lenguaje mas formal:

VM,36 > 0, tal que siz € Ay0 < |z —x9| <6, entonces f(x) < M.

Y escribiremos:
limg—sqzo f(2) = —00.

Si A es un subconjunto no vacio de nimeros reales no mayorado. Diremos que la
funciéon f : A — R diverge positivamente en + oo si verifica la siguiente propiedad:

” Para cada sucesion {x,} de elementos de A que diverge positivamente, la sucesion
{f(z,)} diverge positivamente.”

dicho en lenguaje méas formal:

VM, 3IN, tal que siz € AyN <z entonces f(z) > M.

Y escribiremos:
limg sy oo f(x) = 400.

Analogamente se pueden definir las funciones divergentes negativamente en 400 y las

funciones divergentes negativa y positivamente en —oc.

Antes de finalizar esta seccién queremos recordar el comportamiento de algunas
funciones elementales en infinito o en los puntos extremos del dominio.
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Proposicién 1.4.3.
1.- limgy_y oo €7 = +00,
2.- limy__oo € =0
3.- limg 100 log(z) = +00,
4.~ limg_,o+ log(z) = —o0,
5.- liMy_yq)2 tg(x) = F00,

6.- limy 100 arctg(x) = +m/2.

1.4.5. Algebra de limites.

Necesitamos ahora expresar qué ocurre con los limites de funciones cuando
sumo, multiplico o divido funciones que tienen limite o son divergentes.

Teorema 1.4.4. (de la suma de funciones)

Sean f,g: A — R yseaxy € A'. Supongamos que lim,_,,, f(x) = L € R{J{+00, —o0}
y que limg_z,9(z) = M € RU{+00, —0c0}. Entonces la funcion suma f + g converge o
diverge en xo segun lo expresado en la siguiente tabla:

lim(f+¢g)| LER | L=+0c0 | L=—-00
MeR L+ M +o00 —00
M = +o0 +00 + 00 ?
M= - —00 ¢ —00

Teorema 1.4.5. (del producto de funciones)

Sean f,g: A — R yseaxy € A'. Supongamos que lim,_,,, f(z) = L € R|J{+00, —o0}
y que limg ., 9(x) = M € R{J{+00, —o0}. Entonces la funcion producto f.g converge
o diverge en xy segin lo expresado en la siguiente tabla:

lim(fg) |LERTY | L=0|LeR | L=+40c0 | L=—-0©
M e R* LM 0 LM 400 —00
M=0 0 0 0 ? ?

M e R~ LM 0 LM —00 ~+00

M = +o00 +00 ? —00 + 00 —00

M=—c0 —00 ? +00 —00 + 00

Ademds si L =01y g es una funcion acotada, entonces

limg . f(2).9(z) = 0.
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Teorema 1.4.6. (del cociente de funciones)

Sean f,g: A — R tal que g(z) # 0 y sea xy € A". Supongamos que limg_,, f(x) =
L € RU{+o0, —0} y que limy_,,9(x) = M € R|J{+00, —c0}. Entonces la funcion
cociente f/g converge o diverge en xy segin lo expresado en la siguiente tabla:

lim(f/g) LeRT|L=0|LeR |L=+40|L=—-x

M e R* L/M 0 L/M + 00 —00
M=0, g(z) >0 | +o0 ? —00 + 00 —00
M=0, g(z) <0 | -0 ? +0o0 —00 + 00

M e R™ L/M 0 L/M —00 +o0

M = +o0 0 0 0 7 7

M = —o0 0 0 0 ? 7

Observacion 1.4.7. El simbolo 7 que aparece en las tablas indica que el resultado de-
pende de las funciones f y ¢ concretas.

1.4.6. Limites de funciones de tipo exponencial

Necesitamos ahora conocer qué ocurre con los limites de funciones de tipo
exponencial. La idea que subyace en todo lo que sigue es la continuidad de la funciones
logaritmo y exponencial.

Teorema 1.4.8. (f9)

Sean f,g: A — R tales que, para cada x € A, f(x) >0, y sea xy € A'. Suponga-
mos que limg . f(z) = L € RS U{+o00} y que lim,_p,g9(x) = M € R|J{+o0, —00}.
Entonces la funcion f9 converge o diverge en xy segun lo expresado en la siguiente tabla:

lim f9 L=0|0<L<1|L=1L>1|L=+x
M e R* 0 M 1 s +o0
M=0 ? 1 1 1 2
M e R~ 400 M 1 LM 0
M = +o0 0 0 ? 400 +00
M= —0c0| +o0 +00 ? 0 0

Las posibles indeterminaciones son de la forma: 0°, 1% e oo®. Estas se resolveran
intentando traducirlas en términos de cocientes, para luego aplicar las prometidas reglas
de L+Hopital, de la siguiente forma:

Proposicion 1.4.9. Sean f,g: A — R tales que, para cada x € A, f(x) > 0. Sean
xg € Ay L € R{Y{+00, -0} . Supongamos que lim, ., f(x) = +00,0 (resp. 1) y que
limg—po9(x) =0 (resp. £00). Entonces

liMg—ygy f ()9 = eF = L = lim,_,4,9(x)log(f(z)).
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Como ejemplo podemos calcular lim,_, oz

Ademas, para la indeterminacion del tipo 1°°, se tiene la siguiente técnica propia:

Proposicién 1.4.10. (1)
Sean f,g : A — R tales que, para cada v € A, f(x) > 0. Sean zqg € A’y
L € RU{+o0, —o0} . Supongamos que limg, ., f(z) = 1 y que limy_,,,g(z) = +oo.
Entonces
liMg gy f(2)9) = eF = L = lim,_,4,9(x)(f(z) — 1).

Como ejemplo podemos calcular lim, oo (1 + 1/x)".

1.4.7. Indeterminaciones

Estos resultados inciertos reciben el nombre de indeterminaciones. Asi pues,
vistos los teoremas anteriores, las posibles indeterminaciones de la forma: oo — oo, 0.00,
0/0 ¢ co/00.
En las siguientes lecciones veremos como resolver algunas de estas indeterminaciones.
Basten ahora algunos ejemplos y comentarios.

1.) Limite en el infinito de un polinomio

Si p(z) = apa™ + ap_12™ 1 + ... + a; + ap, entonces
limg_s 4 oop(x) =signo(a,)oo.

limg_,_oop(x) = (—1)"signo(a,,) oo.

2.) Limite en el infinito de un cociente de polinomios.

Sip(z) = apa™ + ap 12"+ ...+ ay +ag, y ¢(z) = bpya? 4+ by 2Pt + .+ by + by,
entonces

signo(an/by)oo  sin > p

limx_>+oo— = an/bp sin = p
q(x) 0 stn<p
signo(a,/b,)(—1)"Poo sin >p
. p(z) L
limgy_ oo—"% = an /by sin=np
q(w) 0 stn<p
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3.) En general, las indeterminaciones oco/oo0, 0.00 y 0/0 se resolveran con las reglas
de L+Hopital que veremos mas adelante. No obstante adelantamos la siguiente
escala de infinitos que ratificaremos en su momento con las susodichas reglas. En
este sentido podemos decir que:

2% = e” = 2% = (logx)’,
donde f(z) > g(x) significa que

limg ool f (%) /g(2)] = +00.

1+logz+e®

Como ejemplo, podemos calcular lim, ;o=

1.4.8. Funciones asintéticamente equivalentes.

Seria 1util, para calcular limites, sustituir funciones de aspecto complejo por otras
funciones mas sencillas. Este proceso puede llevarse a cabo considerando funciones cuyo
cociente converge a uno.

Dadas dos funciones f,g : A — R, y dado x5 € A’. Se dice que ambas funciones
son asintéticamente equivalentes en x si

limy oo f(x)/9(2) = 1.

Ejemplos de funciones asintéticamente equivalentes en o = 0 son senz, tgz,
log(14 x) y x, esto es,

limg_o[sen(x)/z] = 1 = lim,[tg(x)/log(1 + )| = lim,_[tg(x)/x] = 1.

1.4.9. Relacion de ejercicios

1. Estudiense los siguientes limites funcionales:

i T i 5 + 3
fm m —
a—+oo Tx + 4’ a——o00 202 + 1’
2?44 P44
lim , lim ,
z—2t T — 2 =2 x — 2
, 2+ 3e” , 2+ 3e”
lim |

—7 1m —7
o FTe oo /T 302
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1.5. Funciones continuas

Sumario

En esta leccion tratamos del concepto de continuidad, una de las ideas més fascinantes
de toda la matematica. Aqui daremos la definicién de funcién continua y su relacién con el
concepto de limite funcional. También mostraremos algunas de las propiedades que hacen
que las funciones continuas sean tan interesantes. Asi mismo observaremos que las funciones
elementales son funciones continuas. El contenido completo de esta leccion se articula de la
siguiente manera:

1.3.1 Continuidad.
1.3.2 Tipos de discontinuidad.
1.3.3 Ejemplos.

1.3.4 Propiedades de las funciones continuas: Teoremas de Bolzano, del valor intermedio y de
conservacion de la compacidad.

1.3.5 Resolucion Numérica de Ecuaciones.

1.3.6 Relaciéon de ejercicios.

1.5.1. Continuidad

Sea A un subconjunto no vacio de ntmeros reales y sea a € A. Se dice que
f A —> R es una funcién continua en « si verifica la siguiente propiedad:

” para cada intervalo J centrado en f(a), existe un intervalo I centrado en a tal que
fUnA)CJ,”

esto es, en lenguaje mas formal

Ve > 0,30 > 0, tal que siz € A, |xr—al <J entonces |f(z) — f(a)| <e.

Dado B C A, se dice que f es continua en B si lo es en todos los puntos de B.

Es pues claro que la funcién identidad, las funciones constantes y la funciéon valor
absoluto son funciones continuas en R.

Veamos que la continuidad esté estrechamente relacionada con el limite funcional.
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Proposicion 1.5.1. Sean A un subconjunto no wvacio de niumeros reales, a € A y
f A — R una funcion . Entonces se verifican las siguientes afirmaciones:

1. Si a es un punto aislado de A, entonces f es una funcion continua en a.

2. Siae AN A, entonces [ es continua en a si, y solo si, lim,_.f(x) = f(a).

Observacion 1.5.2. Obsérvese que si a ¢ A no tiene sentido hablar de continuidad, Asi
pues, puede ocurrir que una funcion tenga limite en un punto a € A’ y que no tenga
sentido hablar de continuidad en a (a ¢ A). Por otra parte, obsérvese que si una funcion
es continua en un punto de acumulacion, la funcién y el limite ”conmutan”.

1.5.2. Ejemplos

1. La funcion f : Rt — R definida mediante la siguiente expresion:

{x—i—l six #1

1 stz =1.

fz) =

presenta una discontinuidad en 1, lo cual podia haberse adivinado si hubiésemos
pintado previamente su gréfica

2. La funcién parte entera presenta una discontinuidad en todos los niimeros enteros.
3. La funcién f: Ry — R definida mediante la expresion:

1/x sizeRT

fm:{ 1 siz=0.

presenta una discontinuidad esencial en 0.

Este hecho puede adivinarse cuando observamos su grafica:

4. Las funciones logaritmo neperiano, seno y coseno son continuas en sus dominios.
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Ademés se tiene

Proposicion 1.5.3. Sean A un subconjunto de nimeros reales, a € Ay f,g: A — R
dos funciones continuas en a. Entonces f + g, f.g son dos funciones continuas en a. St
ademds, para cada x € A, g(x) # 0, entonces f/g es también continua en a.

Como consecuencia obtenemos que las funciones racionales y la funcion tangente
son también continuas en sus dominios correspondientes.

Proposicion 1.5.4. Sea I un intervalo de nimeros reales y f : I — R una funcion
continua e inyectiva en I. Entonces la funcion inversa f~' es continua en f(I).

Como consecuencia obtenemos que las funciones exponencial, arcocoseno, arcoseno
y arcotangente son continuas en sus correspondientes dominios.

Proposicién 1.5.5. Sean A un subconjunto de nimeros reales, a € Ay f: A — R
una funcion continua en a. Sean ahora B D f(A) y g : B — R una funcion continua
en f(a). Entonces go f, es una funcion continua en a.

Como consecuencia obtenemos que las funciones exponenciales y potenciales son
continuas en R y R* respectivamente.

1.5.3. Propiedades de las funciones continuas: Teoremas de Bol-
zano, del valor intermedio y de conservaciéon de la com-
pacidad.

Enunciemos ahora algunas de las propiedades mas emblematicas de las funciones
continuas.

Proposicion 1.5.6. (La continuidad es una propiedad local)
Sean A un subconjunto de numeros reales, B un subconjunto de A, a € B y
f:A— R una funcion. Entonces

1. Si f es continua en a, entonces f/p es una funcion continua en a.
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2. Si f/p es continua en a y existe un intervalo centrado en a, I, tal que I()A C B,
entonces f es una funcion continua en a.

Observacion 1.5.7. La proposicion anterior es muy tutil para estudiar la continuidad de
una funcién definida a trozos.

Como ejemplo estudiemos la continuidad de la funciéon f : R — R, definida por
2

f(x):{ T six <2

—x+4 six>2

cuya grafica es como sigue:

Dado que la funcién z? es continua en R, entonces f [1=00,2] = x? /1=00,2] €s continua
en todos los puntos del intervalo | — 00, 2], luego por el apartado (2), f es continua en
|oo, 2[. Idéntico razonamiento puede seguirse para el intervalo |2, 4+00].

. Qué ocurre en el punto 27 Como se desprende de la observacion de su grafica, la
funcién presenta una discontinuidad de salto. Compruébese. Obsérvese ademas que en
cambio la funcion f/] — oo, 2] es continua en 2.

Proposicion 1.5.8. ( propiedad de conservacion del signo)
Sean A un subconjunto de numeros reales, a € Ay f : A — R una funcion
continua en a. Si f(a) # 0 Entonces existe un intervalo centrado en a, I, tal que para

cada x € INA, f(z)f(a) > 0.

Teorema 1.5.9. (de los ceros de Bolzano)
Sean [a,b] un intervalo de numeros reales, y f : [a,b] — R una funcion continua.
Si f(a).f(b) <0, entonces existe ¢ €]a,b] tal que f(c) = 0.

Enunciemos finalmente las dos propiedades mas importantes y que mas usaremos
en adelante.
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Teorema 1.5.10. (del valor intermedio)
Sean I un intervalo de numeros reales, y f : I — R una funcion continua. Entonces
f(I) es un intervalo.

Teorema 1.5.11. (de conservacion de la compacidad)
Sean [a,b] un intervalo de numeros reales, y f : [a,b] — R una funcion continua.
Entonces f estd acotada y alcanza sus valores mdrimo y minimo.

Recuérdese que f esta acotada si el conjunto imagen f([a, b]) esta acotado. Asi pues, la tesis
del ultimo teorema puede expresarse diciendo que existen ¢, d € R tales que f([a,b]) = [c, d].

1.5.4. Resolucion Numérica de Ecuaciones.

El teorema de Bolzno nos proporciona dos métodos ttiles para localizar las raices
de una ecuacion, llamados método de la bisecciéon y el método de la secante ¢
método regula falsi".

El primer método consiste en evaluar la funcién en los extremos del intervalo, si
hay cambio de signo se considera el centro del intervalo como un nuevo extremo de los
dos subintervalos de igual longitud en que queda divido el intervalo inicial. En aquel
subintervalo en el que los valores de f en sus extremos sean de signo diferente se vuelve
a partir en dos, para volver a empezar. De esta manera cada vez que realizamos esta
particion, la solucion queda localizada en un intervalo de menor longitud.

El segundo método es muy similar al primero. Se evalta la funciéon en los extremos
del intervalo, si hay cambio de signo, se traza la recta que une los puntos extremos
de la grafica. Esta debe cortar al eje z en un nuevo punto. Se construyen ahora los
subintervalos formados por el extremo correspondiente y este nuevo punto. En aquel
subintervalo en el que los valores de f en sus extremos sean de signo diferente se vuelve
a partir en dos siguiendo la misma construccion, y asi sucesivamente.

1.5.5. Relaciéon de Ejercicios

1. Estudiese la continuidad y el comportamiento en +0o y en —oo de la funcion
f iR — R definida por

1+|z|?
1 .
_ | e s x#0
%, si x<0
c) flx)=2 =z, st 0<x<1
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2. Dése un ejemplo de funcion ...

a) continua cuya imagen no es un intervalo.

S

no continua en un intervalo y cuya imagen es un intervalo.

o

ISH

)
)
) continua en R, no constante y cuya imagen sea un intervalo acotado.
) continua en [0, 1] cuya imagen no es acotada.

)

continua en un intervalo abierto acotado cuya imagen es un intervalo cerrado
y acotado.

e

3. Para cada una de las siguientes funciones polinémicas f, hallese un entero n tal
que f(z) =0 para algin z entre n y n + 1.

i) f(z)=2*+2+3

ii) f(z)=2°+52*+ 22 +1
iii) f(z)=2"+2z+1

iv) f(x) =42? — 4z + 1.

4. Pruébese que todo polinomio de grado impar admite al menos una raiz real.

5. Sea P un polinomio de grado n tal que el término independiente y el coeficiente
lider tienen signo opuesto. Pruébese que P tiene al menos una raiz positiva.

6. Sea f : [0,1] — [0,1] una funcién continua en [0, 1]. Pruébese que f tiene un
punto fijo, es decir, que existe x € [0,1] tal que f(z) = x.

7. Suponiendo que la temperatura varia de manera continua a lo largo del Ecuador,
pruébese que, en cualquier instante, existen dos puntos antipodas sobre el Ecuador
que se hallan a la misma temperatura.

8. Un escalador comienza, desde su campamento base, a subir a una montana el
Sabado a las 7 horas, alcanzando la cima a las 8 de la tarde. A las 7 horas del
Domingo inicia el descenso hacia el campamento base tardando el mismo tiempo
que le costo6 la subida. Demostrar que existe una determinada hora, a lo largo del
Domingo, en la que el escalador se encuentra exactamente a la misma altura que
a esa misma hora del Sabado.

9. Un corredor recorre 6 Km. en 30 minutos. Pruébese que existe un intervalo de 5
minutos a lo largo del cual el corredor recorre exactamente 1 kilometro.



Capitulo 2

Calculo diferencial en una variable

2.1. Funciones derivables

Sumario

La idea de derivada fue originada por el problema de dibujar una tangente a una
curva. Fermat, en el siglo XVII, tratando de determinar los méximos y minimos de ciertas
funciones, observé que si la grafica de dichas funciones, en un determinado punto, tiene asociada
una recta tangente horizontal, dicho punto es un candidato a maximo o minimo. Estas ideas
desembocaron en el concepto de derivada e inmediatamente se observo que era un instrumento
valido también para el célculo de velocidades, y en general, para el estudio de la variacion de
una funcién. En esta leccién introduciremos el concepto de funcion derivable, prestaremos
atencion al problema original de determinar la tangente a una curva dada y estudiaremos
algunas de sus propiedades; Enunciaremos el teorema del valor medio y obtendremos algunas
consecuencias muy importantes: La relacién entre monotonia y derivabilidad, la derivaciéon de
la funcién inversa y las reglas de LtHopital para la resolucion de algunas indeterminaciones en
el calculo de limites. El contenido completo de esta lecciéon se articula de la siguiente manera:

2.1.1 Derivada.
2.1.2 Recta tangente.
2.1.3 Propiedades de las funciones derivables: Teoremas de Rolle.

2.1.4 Resolucion de ejercicios.

2.1.1. Derivada. Recta tangente

Sea A un subconjunto no vacio de numeros reales y sea a € AN A’. Se dice que
f+A—> R es una funcién derivable en « si existe el siguiente limite:

29
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f(@) - f(a)

r—a

limg_sq
El limite recibe el nombre de derivada de f en el punto a y se nota por f’(a).

Dado un subconjunto B de AN A’, se dice que f es derivable en B si es derivable en
todos los puntos de B.

Es claro que la funcién identidad I y toda funcién constante,C, son funciones derivables
en todo R, con I’ =1y C’ = 0, mientras que la funcion valor absoluto es derivable en todos
los puntos de R salvo en cero, y para cada z € R*,

(Jz])" = |z]/=.

El siguiente resultado nos da la relacién entre los conceptos de continuidad y de
derivacion.

Proposicion 2.1.1. Sean A un subconjunto no vacio de nimeros reales, a € A A" y una
funcion f: A — R. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f es derivable en a.

2. f es continua en a y existe una funcion afin g tal que

f(x) — g(x)

r—a

=0.

limysq

2.1.2. Recta tangente

Vamos ahora a interpretar geométricamente la existencia de esta funcién afin.

Obsérvese que cualquier recta que pase por el punto (a, f(a)) tiene la forma
y=mle - a)+ f(a).
Es claro que manipulando la igualdad del apartado b) obtenemos que
g9(x) = f'(a)(x — a) + f(a)

y por tanto su grafica es una recta del tipo anterior con m = f/(a); la condicién sobre el limite
del cociente del apartado 2) nos asegura que la grafica de la funcion afin g es la que mejor se
aproxima a la grafica de la funcién f en las proximidades del punto a.

Asi por ejemplo si consideramos la funciéon f(x) = (x — 1)% + 1 y el punto (1,1), se tiene
que
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y por tanto es visible que la recta horizontal es la que mayor "parecido"tiene con la pardbola
en las ”proximidades” del punto (1,1).

Larectay = f’(a)(z —a) + f(a) recibe el nombre de recta tangente a la grafica de
f en el punto (a, f(a))

Ejemplos

Las funciones logaritmo neperiano, seno y coseno son derivables en sus respectivos
dominios. Ademés para cada x del dominio correspondiente,

log'(x) = 1/x, sen/(x) = cos(z), cos'(x) = —sen(x).

También la suma, el producto y el cociente de funciones derivables es una funcién
derivable.

Proposicion 2.1.2. Sean A un subconjunto de nimeros reales, a € Ay f,g: A — R dos
funciones derivables en a. Entonces f+ g y f.g son dos funciones derivables en a, y se tiene
que

(f +9)(a) = f(a) + ¢'(a), (f9)(a)=f'(a)g(a)+ f(a)g'(a).

Si ademds, para cada x € A, g(x) # 0, entonces f/g es también derivable en a y se tiene que

f(a)g(a) — fla)g'(a)

(£/9) (@) = e

Como consecuencia obtenemos que las funciones racionales y la funcion tangente son
también derivables en su dominio. De hecho, para cada x € R\{§ + km, k € Z},

tg'(z) =1+ tg*(x).
También las cosas van bien cuando componemos dos funciones derivables.

Teorema 2.1.3. (regla de la cadena)

Sean A un subconjunto de nimeros reales, a € A y f: A — R una funcion derivable en
a. Sean ahora B D f(A) y g : B — R una funcion derivable en f(a). Entonces go f, es una
funcion derivable en a y se tiene que

(g0 ) (a) =g'(f(a)).f'(a).
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Como consecuencia obtenemos que

Corolario 2.1.4. Si f: A — R" es una funcion derivable en a, entonces

(logf(a)) = £

2.1.3. Propiedades de las funciones derivables: Teoremas de Ro-
lle y del valor medio, y reglas de L+Hopital.

Enunciemos ahora algunas propiedades y caracteristicas de las funciones derivables.

Proposicion 2.1.5. (La derivabilidad es una propiedad local)

Sean A un subconjunto de numeros reales, B un subconjunto de A, a € BO\B' yf: A—
R una funcion. Entonces

1. Si f es derivable en a, entonces f/p es una funcion derivable en a y f'(a) = (f/B)'(a).

2. St f/B es derivable en a y existe un intervalo centrado en a, I, tal que I(JA C B,
entonces f es una funcion derivable en a y f'(a) = (f/B) (a).

Observacion 2.1.6. La proposicién anterior es muy util para estudiar la derivabilidad de una
funcién definida en varias ramas.

Como ejemplo estudiemos la derivabilidad de la funciéon f : R — R, definida por

2 .
f(a:):{ T st <2

—x+6 stx>2

cuya grafica es como sigue

[ S

Dado que la funcién z? es derivable en R, entonces f/]_oog] = a:z/]_oog] es derivable en
todos los puntos del intervalo | — 00, 2], luego por el apartado (2), f es derivable en ]oo, 2.
Idéntico razonamiento puede seguirse para el intervalo ]2, 4+00].

;, Qué ocurre en el punto 27 Como se desprende de la observaciéon de su grafica, la funcion
presenta un ”pico”, luego pensamos que no es derivable en 2. Compruébese. Obsérvese ademas
que en cambio la funcién f/] — 0o, 2] es derivable en 2.
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En los siguientes resultados usaremos como dominios sélo intervalos, ya que en éstos
todos los puntos, incluso sus extremos sean o no del intervalo, son puntos de acumulacién.

Teorema 2.1.7. (de Rolle)
Sean [a,b] un intervalo de numeros reales, y f : [a,b] — R una funcion continua y
deriwable en |a,b| verificando que f(a) = f(b). Entonces existe ¢ €]a,b| tal que f'(c) = 0.

La demostraciéon del teorema es consecuencia del siguiente resultado

Lema 2.1.8. Sea I un intervalo de numeros reales. Si f : I — R es una funcion derivable
en un punto interior ¢ de I tal que f(z) > f(c) ¢ f(z) < f(c), Vo € I, entonces f'(c) = 0.

Observacion 2.1.9. La combinacién de este teorema y del teorema de Bolzano es determinante
a la hora de calcular el nimero de soluciones de una ecuacién en un determinado intervalo. A
este respecto resulta interesante releer el teorema de Rolle en la siguiente:

7Si f' no se anula en el intervalo la, b, la ecuacion f(x) =0 tiene como mucho una unica
solucion en el intervalo [a,b] 7.

El siguiente resultado no es mas que otra version del teorema de Rolle.

Teorema 2.1.10. (del valor medio)
Sean [a,b] un intervalo de numeros reales, y f : [a,b] — R wuna funcion continua y
derivable en |a,b[. Entonces existe ¢ €]a,b| tal que

Como primera consecuencia obtenemos la siguiente relacion entre el signo de la derivada
y la monotonia de la funcién:

Corolario 2.1.11. (monotonia de una funcion derivable)
Sea I un intervalo de numeros reales, y f : I — R una funcidn derivable. Entonces se
verifican las siguientes afirmaciones:

1. f es creciente si, y sdlo si f'(x) >0, Vo € I.

S

. [ es decreciente si, y solo si f'(x) <0, Vz € 1.
. Si fl(x) =0,Vx €1, si, y sélo f es constante.

. Si f'(x) > 0 Va € 1, entonces f es estrictamente creciente.
(
(

)
)

. Si f'(x) <0 Vx €I, entonces f es estrictamente decreciente.
)

v AN Qo

D

. Si f'(x) #0Vz € I, entonces f es estrictamente mondtona.
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Al igual que ocurre con el teorema de Rolle, la informacién dada en este dltimo corolario
es muy importante para la localizacion de las soluciones de una ecuacion del tipo f(x) = 0,
cuando la funcién f es derivable.

Como segunda consecuencia, obtenemos cuando la funcion inversa es derivable y cuénto
vale su derivada:

Corolario 2.1.12. (derivacion de la funcion inversa)
Sea I un intervalo de numeros reales, y f : I — R una funcidn derivable tal que f'(z) # 0.
Entonces f~1 es derivable en f(I) y para cada x € I, se tiene que

A partir de aqui, obtenemos que también las funciones exponencial, arcocoseno, arcoseno
y arcotangente son derivables. De hecho, para cada x en el correspondiente dominio se tiene
que

(@) = aretg) () = 1
(arc cos)'(z) = _t (arc sen) (z) = !

V1—22 V1—22

Y si se quiere, usando la regla de la cadena, si f : A — R es una funcién derivable en
a y tal que f(A) esta contenido en el correspondiente dominio, entonces

(ef(a))/ — f’(a)ef(“), (arctg)'(f(a)) = HJHJ(c%’
_—fa)

f'(a))

(arc sen)'(f(a)) = \/?72@.

(arc cos) (f(a)) =

Ademés si f(A) esta contenido en RT y g : A — R es otra funcion derivable también
en a, entonces la funciéon h = f9 es derivable en a y

f'(a)
f(a)

Para calcular derivadas tan complicadas como la anterior podemos usar la técnica
logaritmica. El procedimiento es como sigue.

W (a) = f(a)"“[g (a)log(f(a)) + g(a) ).

Técnica logaritmica
1. Tomamos logaritmos en la igualdad que define a h.
log(h(z)) = g(x)log(f(z)).

2. Derivamos ambas igualdades en el punto a

h'(a)
h(a)

f'(a)

= g'(a)log(f(a)) + g(a) fla)
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3. Finalmente despejamos y obtenemos que

f'(a)
f(a)

W (a) = f(a)"“g (a)log(f(a)) + g(a) < ).

Como ejercicio calctilese la funcién derivada de f(z) = 2*° en RY.

La tercera y ultima consecuencia a senalar en esta leccién es una potente herramienta
que nos va a permitir resolver muchas de las indeterminaciones presentadas en la leccion 1.5
relativas a la convergencia de las funciones.

Corolario 2.1.13. (Reglas de L+Hoépital)
Sea I un intervalo de nimeros reales, L € R U {400,—00} y a € I y supongamos que
fyg:I\{a} — R son dos funciones tales que

1. f y g son derivables,
2. ¢'(x) #0,
a) Primera Regla de L+Hopital
limg—af(x) = limg—qg(x) =0,

0
b) Segunda Regla de L+Hoépital:
la funcion |g| diverge positivamente en a,

f@) _
g'(z)

Si limg_q L. entonces

~
—
&
I
e

limg_sq

Q

~—
8

~—

Observacion 2.1.14. Las Reglas de L’Hopital siguen permaneciendo vélidas si, en el caso en que
el intervalo I no esté mayorado, sustituimos los limites en a por limites en +o00. Anélogamente
para limites en —oo.

Finalmente damos una consecuencia practica para calcular la derivada de algunas funciones
definidas a trozos.

Corolario 2.1.15. Sea I un intervalo, a € I y h : I — R una funcién continua en a vy
derivable al menos en I\{a}. Si b/ tiene limite en el punto a entonces h es derivable en a y

b (a) = limg_oh'(z).
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2.1.4. Relacién de ejercicios

1. Calctlese la derivada de las siguientes funciones cuyas ley viene dada por:

@) J(z) = sen(z +3)

D) f(x) = cos*(a?)

c) f(x) =1/cos(z).

&) f(z) = A+ DA =2)
&) flz) = VaTF 1.

1) f@) = (o -1/ 5

§) f(x) = cos(cos(cos(x)))
h) f(z) = 2*e®log(x).

i) f(x)=a".

i) fla)= v,

. Calculese la tangente de la grafica de la funcién f : R — R definida por f(x) =

223 — 322 — 122 + 40 que es paralela al eje 0X.

. Calcilese la tangente de la grafica de la funcién f : R — R en el punto P en cada uno

de los siguientes casos:

a) f(x) =2%+1en el punto P = (3,10).
b) f(z) = cos(x) en el punto P = (7/2,0).
¢) f(x) =|z| en el punto P = (1,1).

d) f(z) =z/2*+ 1 en el punto P = (0,0).

. Dada una funcién f: A — R, estudiese la continuidad y la derivabilidad en cada uno

de los siguientes casos:

b) A=Ry f(z) = /]al.
c) A:RYf(x)ZL%\Eﬂ

. Sean o, 3 € Ry f: R — R una funcién definida por f(z) = 22+ ax + 8. Encuéntrense

los valores de « y , 8 que hacen que el punto (2,4) pertenezca a la grafica de f y que la
recta tangente a la misma en dicho punto sea la recta de ecuacion 2z —y = 0.

. Sea f: ] [ — R definida por:

log(1 — senx) — 2log(cosx)

fz) =

(x#0) f(0)=a.

SeEnx

Estiuidiese para qué valor de a la funciéon f es continua en cero.

. Estudiese la derivabilidad y la existencia de limites en +00 y —oo de la funciéon f : R —

R definida en cada caso por
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10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

a)

1 .
_ | = six#0
i) { 0 siz=0
b)
% siz <0
flx) = xr si0<z<l1
Jx sixz>1

. Demuéstrese que, para cada z > 0, se verifica que

x
— < log(1 <z
T2 og(l+z) <z

Demuéstrese que, para cada z,y € R, se verifica que

|sen(ax) — sen(ay)| < |a||z — y|.

Demuéstrese que, para cada x,y € R, se verifica que

|arctg(z) — arctg(y)| < |z —yl.

Sea a > 0. Pruébese que
eajr < YT Vx>0

y se da la igualdad si, y s6lo si, z = a.
Sea a > 0 un namero real que verfica

a®/e >z, Vx>0.
Pruébese que a = e.

Calcilese el namero de ceros y la imagen de la funcién f : R — R definida por
f(z) =25 322+ 2.

Calcilese el nimero de soluciones de la ecuacién 3logz — x = 0.
Pruébese que 0 < a < 1 se verfica
(1+2)*<1l+azx, Vr>-1.

Sea a > 1. Probar que la ecuacion = + e™*

otra negativa.

= a tiene, al menos, una solucién positiva y

Sea f : RT — R la funcién definida por:
f(x) =z + logz + arctgx
pruébese que la ecuacion f(x) = 0 tiene una tnica solucion.

Pruébese que la ecuacién
x + e* 4+ arctgr =0

tiene una tnica raiz real. Dese un intervalo de longitud uno en el que se encuentre dicha
raiz.
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19. Sean a,b,c € R con a? < 3b. Pruébese que la ecuaciéon
23 +az® +bxr+c=0
tiene una solucién real tnica.
20. Determinese el niimero de raices reales de la ecuacion
203 — 322 — 122 =m
segin el valor de m.

21. Sea f:R\{1} — R la funcién definida por:

1
flz) = arctgl +

Estadiese la continuidad de f y su comportamiento en el punto 1, en +00 y en —oc.

22. Estudiese el comportamiento de la funcion f : A — R en el punto « en cada uno de
los siguientes casos:

A=R*  f(z)=sen(3z)/z VYreA, a=0.
A=R\{r/2+kr, ke€Z f(z)= (.73—7'(')/008(56) Vee A, a=m/2.

b
) A=R\{2,-2}, f(z)=(V22+5-3)/2? -4 VrecA, a=2
d) A=]2,400[, f(z)= VoV2ivE=2 Vee A a=2.

)

)

)

) 4 S Va1

e) A=RN\{1}, f(z)=pp; — 727 YVr€A a=1
f) A=l 400, flz)= 555 Veed a=L
9) A=R",  f(z)=r — g — %%, a=0,
hy A=]0,7/2[,  fz) = (35)""",  a=m/2

i) A=]0,7/2], f(z)=(1+ senz)®¥*  a=0.
j) A=R"N\{e},  flz)=alr=t, a=e
k) A=R*,  fz)=1(e—(1+2)s), a=0

23. Estudiese el comportamiento en el punto cero de la funcién f : A — R en los siguientes
casos:

a) A=R*T, fz)=1=22  vrecA

Jz
b) A =R fla) = 1=, Vo € A.
c) A=|0,m/2], f(z) = (senx + cosx)'/*, Vo € A.
d) A=J0,7/2,  f(z) = (cosz+2 )12 . Ve A
e) A=|0,7/2], f(z) = (lftgx)??, Vo e A.
f) A=RT, f(z) = x%", Vo € A.
g A=l0r/2, fl) = I vpea
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h) A=]0,7/2], f(z) = (tg%)“”x, Vz € A.

i) A=R"\{e}, f(z)= xlogﬂlﬂfl, V€ A.
24. Estudiese el comportamiento en +oo de las funciones f : A — R dadas por

a

log(2+3e®
A=RT, f(x):%,

A=R*, f(z)=(a"*+2)Y/* VzeR' aeR,

z(xl/z—
=J1, 400 flz) = =520,

A=R\{e), f(z)= T,

25. Sea f:RT — R una funcién derivable en R*. Supongamos que fy f’ tienen limite en
+00. Pruébese que limg o0 f'(x) = 0.

b

C

)
)
) A
d)

26. Sea f : [0,1] — R un a funciéon derivable, verificando que f(0) = 0 y que para cada
z € [0,1], |f'(z)| < |f(z)|. Pruébese que f(z) =0, Vz € [0, 1].
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2.2. Extremos relativos. Polinomio de Taylor

Sumario

En esta leccién vamos a seguir extrayendo consecuencias del teorema del valor me-
dio: estudiaremos condiciones necesarias y condiciones suficientes para que una funcién tenga
extremos relativos. También definiremos el polinomio de Taylor asociado a una funcién en un
punto y estudiaremos algunas de sus propiedades. método de Newton-Raphson para encontrar
aproximaciones a las soluciones de una ecuacién. El contenido completo de esta leccion se
articula de la siguiente manera:

2.2.1 Extremos de una funcién.

2.2.2 Extremos relativos y derivabilidad.
3.2.3 Derivadas sucesivas.

2.2.4 Polinomio de Taylor.

2.2.5 Resolucion numérica de ecuaciones.

2.2.6 Relacion de ejercicios.

2.2.1. Extremos de una funcion

Extremos absolutos

Sea A un subconjunto no vacio de niumeros reales y a € Ay f: A — R una funcién.
Se dice que

a es un maximo absoluto, 6 simplemente que es un méximo, de f, 6 que f alcanza
su maximo en a si se verifica que

f(a) > f(z), Yz € A.

a es un minimo absoluto 6 simplemente que es un minimo, de f 6 que f alcanza su
minimo en a si se verifica que

f(a) < f(x), Vx € A.

a es un punto extremo de f si 6 bien es un maximo 6 bien es un minimo.

Extremos relativos

Siendo A,f y a como antes, se dice que:
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a es un maximo relativo o que f tiene un maximo relativo en a si se verifican las
siguientes condiciones:

a) Existe r > 0 tal que Ja — r,a + r[C A.

b) f(a) > f(x), Vx €la —r,a + r[.
a es un minimo relativo o que f tiene un minimo relativo en « si se verifican las
siguientes condiciones:

a) Existe r > 0 tal que Ja — r,a + r[C A.

b) f(a) < f(x), Yz €la —r,a+r[.

a es un extremo relativo si o bien es un maximo relativo 6 bien es un minimo relativo.

Con el siguiente ejemplo veremos qué no existe en general una relaciéon entre extremo
relativo y extremo absoluto.

Ejemplo:
Estidiense los extremos relativos y absolutos de la funcién
f:00,3] — R,

definida por
T sio<x<1
flz)=¢ 2—2 sil<z<2
2r—4 si2<x<3

Observemos primero su grafica:

y comprobemos que

1. 0 es un minimo absoluto pero no relativo.
2. 1 es un méximo relativo pero no absoluto.
3. 2 es un minimo relativo y absoluto

4. 3 es un méximo absoluto pero no relativo.

Nota Si @ es un punto interior y f alcanza su méaximo (resp. minimo) absoluto en a,

entonces f tiene un maximo (resp. minimo) relativo en a.
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2.2.2. Extremos relativos y derivabilidad

Comenzamos afirmando que en todo extremo relativo la derivada se anula.

Proposicion 2.2.1. (Lema 1.7.9)( condicion necesaria)
Sea I un intervalo. Si f : I — R es derivable en a y tiene un extremo relativo en a € I,
entonces f'(a) = 0.

Este sencillo resultado nos permite elaborar la siguiente regla practica para el célculo
de extremos.

Regla practica para el calculo de extremos absolutos

Sean A un subconjunto no vacio de numeros reales y f : A — R una funcién.
Supongamos que f alcanza su méximo o su minimo absoluto en a, entonces a estd en una de
las tres situaciones siguientes:

1) No existe ningin intervalo centrado en a contenido en A.
2) Existe un intervalo centrado en a contenido en A y f no es derivable en a.

3) Existe un intervalo centrado en a contenido en A, f es derivable en a y f'(a) = 0.

Una vez detectados los candidatos, se nos puede presentar una de las dos siguientes
situaciones:

1) El conjunto A es un intervalo cerrado y acotado y f es continua.

2) No se da alguna de las circunstancias del primer apartado.

En el primer caso sabemos, por el teorema de Weiertrass sobre la conservacion de
la compacidad, que f alcanza sus valores maximo y minimo en sendos puntos del intervalo,
por lo que basta evaluar f en los candidatos de los tres tipos para determinar quiénes son los
extremos absolutos. En el segundo caso, nos contentaremos con saber que de haber maximo 6
minimo éste estd entre nuestros candidatos.

El siguiente resultado nos permite ver si los puntos del segundo y tercer tipo son al
menos extremos relativos y de qué naturaleza son.

Proposicion 2.2.2. (condicion suficiente)
Sean a € R, > 0 y notemos por I =]a —r,a+r[. Sea A un conjunto que contiene a I y
sea f: A — R una funcion continua y derivable en I\{a}.

1. Si para cada x € I con x < a se tiene que f'(x) > 0 y para cada x € I con x > a se
tiene que f'(x) <0, entonces f alcanza un mdzimo relativo en a.

2. Si para cada x € I, con x < a, se tiene que f'(x) <0 y para cada x € I, con x> a, se
tiene que f'(x) >0, entonces f alcanza un minimo relativo en a.
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N &8 o ®

Ejemplo: Calctlense los extremos de la funciéon f : R — R, definida por

2

f(x):{ T siz <2

—x+6 sixz>2

Considérese previamente su gréfica

Confirmese que f tiene en 0 un minimo relativo (no absoluto) y en 2 un maximo
relativo (no absoluto) y que f no tiene extremos absolutos.

Ejercicio: Calculense los extremos de la funcion anterior restringida al intervalo [0, 4].

2.2.3. Derivadas sucesivas

Sea A un subconjunto no vacio de nimeros reales y sea f : A — R una funcion.
Considérese el conjunto

Ay ={a€ AnA": f esderivable en a}.

Si A1 es un conjunto no vacio podemos construir la funciéon que a cada punto de A; le hace
corresponder la derivada de f en dicho punto. Dicha funcién, que notaremos por f’, recibe el
nombre de funcion derivada de f. Si a € A1((41) y f’ es derivable en a, diremos que f
es dos veces derivable en « y llamaremos derivada segunda de f en a a la derivada de
/" en a, y la notaremos por f”(a). Sea A el subconjunto de puntos de A;[)(A1) en los que
f es dos veces derivable. La funcion f”: Ay — R, definida por la ley 2 — f”(x) se llamara
derivada segunda de f. Siguiendo este proceso podremos definir los conceptos de funcién
n veces derivable y de la funcién derivada n-ésima de f, que notaremos por f(™.

Sea I un intervalo, f : I — R una funcién y n un nimero natural. Se dice que f es
de clase C" en I si f es n veces derivable en I y su derivada n-ésima, £, es continua en I.
Se dice que f es de clase C*™ en I si f es de clase C" para todo natural n.

Por ejemplo las funciones racionales y las funciones seno, coseno, tangente, arcotangente,
arcoseno, arcocoseno, logaritmo neperiano y exponencial son funciones de clase C* en sus
correspondientes dominios.
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2.2.4. Polinomio de Taylor

Sea A un subconjunto de numeros reales y f : A — R una funcién n veces derivable
en un punto a € A()A’. Llamaremos polinomio de Taylor de grado n de la funcion f
en el punto a a la funciéon polinémica P, , : R — R definida por

f"(a) f"(a)

Pra(z) = f(a) + f(a)(z — a) + T!“(x — a4+ @ —a)

Es inmediato comprobar que P, 4 es la tinica funciéon polinémica que verifica que:

Poa(a) = f(a), Ppa(a) = f'(a), ... P (a) = f™(a).

Notese que el polinomio de Taylor de grado uno no es mas que la funcién afin g
dada en la leccion anterior y cuya grafica llamébamos recta tangente. Cabe esperar que el
polinomio de Taylor de grado n en el punto a nos dé una buena aproximacién de la funcién f
en las proximidades del punto a, y que deberé ser tanto mejor cuanto mayor sea el grado del
polinomio. Este hecho queda probado en el siguiente resultado.

Teorema 2.2.3. (formula infinitesimal del resto)
Sea I un intervalo, a € I, n € Ny f: I — R una funcion n veces derivable. Entonces

f(x) — Poa(2)

(@ —a) =0.

limy—q

Como primera consecuencia de este hecho obtenemos una regla practica para el calculo
de extremos relativos.

Corolario 2.2.4. Sea I un intervalo, a € I, n € Ny f: I — R una funcion n veces derivable
con

fla) = ... = V(@) =0y f™(a) £ 0.

Entonces st
a) n es impar, f no tiene ningin extremo relativo en a.
b) n es pary

b1) f™(a) >0, f tiene un minimo relativo en a.

b2) f"(a) <0, f tiene un mdzimo relativo en a.

Como ejercicio calctlese el vértice de la parabola y = 22 + 3z — 2.

En el ambiente del teorema, la funciéon R, , : I — R definida por
Rna(z) = f(x) = Poalz),
recibe el nombre de Resto de Taylor de orden n de la funciéon f en el punto a.
Nuestro siguiente resultado nos va a proporcionar una expresiéon concreta del resto

de Taylor que nos permitira evaluar el error cometido cuando se sustituya una funcién por su
correspondiente polinomio de Taylor.
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Teorema 2.2.5. (Formula de Taylor)
Sea I un intervalo, a € I, n € Ny f: I — R una funcion n+1 veces derivable. Entonces,
para cada x € I, x > a (respectivamente x < a), existe un punto c €la, x| (resp. ¢ €]z, a[) tal

que
_ () — )

Ejercicio: Calcilese el valor de /e con tres decimales.

2.2.5. Resolucion numeérica de ecuaciones.

Veamos ahora como se interpreta geométricamente el hecho de que la derivada segunda
sea no negativa.

Sea I un intervalo. Se dice f : I — R es una funcién convexa cuando para
cualesquiera dos puntos a,b € I con a < by para todo nimero real t €]0, 1] se verifica que

f(A=t)a+1tb)) < (1—1)f(a) +Lf(b).

Obsérvese que la funcién f(z) = (z — 1)2 — 2 es convexa ya que su grafica,

verifica que la imagen de cualquier intervalo contenido en R esta por "debajo"del segmen-
to que une las imagenes de los extremos. Considérese por ejemplo el intervalo [1/2,2]) y el
segmento [(1/2,—3/4),(2,—1)] que une las imagenes de sus extremos, tal como vemos en la
figura siguiente

0.6 0.8 ' 1.2 1.4 1.6 18 2
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Se dice f : I —> R es una funcién céncava cuando para cualesquiera dos puntos
a,b € I con a < by para todo ntumero real ¢ €]0, 1] se verifica que

f(A=t)a+1tb)) = (1 —1)f(a) + (D).

Obsérvese que la funcién f(x) = —(z—1)?+3 es concava ya que por ejemplo, la imagen del
intervalo [0, 2] esta por encima del segmento [(0,2), (2,2)] tal como se aprecia en la siguiente
figura

Es claro que toda funcién afin es simultaneamente convexa y céncava.

Finalmente veamos que existe una estrecha relaciéon entre la convexidad y el signo de
la segunda derivada.

Proposicion 2.2.6. Sea I un intervalo y f : I — R una funcion dos veces derivable en I.
Entonces equivalen:

1. f es conveza.

2. f"(x) >0 para todo x € 1.

Es facil ver ahora que la funcién exponencial es una funcién convexa y la funcion
logaritmo neperiano es una funcién céncava.
La tltima consecuencia que vamos a sefialar en esta lecciéon es un método muy rapido
para localizar las soluciones de una ecuacion.

Corolario 2.2.7. (Método de Newton-Raphson )
Sea f :]a,b] — R una funcion dos veces derivable verificando:

a) fla) <0< f(b).
b) f'(z) # 0.
¢) f"(x) no cambia de signo en [a,b].

f(zn)
fr(@)

Entonces la sucesion {z,}, tal que x1 € [a,b], y Tpt1 = xp— es una sucesion que converge

a la inica raiz o de la ecuacion f(x) = 0.
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Obsérvese que la condicion ¢) hace alusién a que no hay cambio de convexidad o
concavidad.

La forma de construir los distintos términos de la sucesién de aproximaciones es
bastante sencilla y responde a una idea muy intuitiva. Una vez fijado un valor inicial z1, el
término 9 se obtiene como el punto de corte de la recta tangente a f en z1 con el eje OX. De
la misma forma, obtenemos z,1 como el punto de corte de la recta tangente a f en el punto
Zy, con el eje OX. Para comprender bien el algoritmo observemos el siguiente grafico donde se
ve como se generan los valores de las aproximaciones.

40

20

0.5 1 _Jd- 2/ 2.5 3 3.5

-20

-40

- 60

2.2.6. Relacion de ejercicios

1. Una caja abierta esta construida con un rectdngulo de cartén, quitando cuadrados iguales
en cada esquina y doblando hacia arriba los bordes. Hallense las dimensiones de la caja
de mayor volumen que puede construirse con ese procedimiento si el rectangulo tiene
como lados (a) 10 y 10, (b) 12 y 18.

2. Se desea construir una ventana con forma de rectangulo coronado de un semicirculo de
diametro igual a la base del rectangulo. Pondremos cristal blanco en la parte rectangular
y cristal de color en el semicirculo. Sabiendo que el cristal coloreado deja pasar la mitad
de luz (por unidad de superficie) que el blanco, calcilense las dimensiones de la ventana
para conseguir la méaxima luminosidad si se ha de mantener un perimetro constante

dado.

3. Se traza la tangente en un punto de la elipse 22/25+%2/16 = 1 de forma que el segmento
(de dicha tangente) interceptado por los ejes sea minimo. Demuéstrese que la longitud
de dicho segmento es 9 unidades.
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4.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Se inscribe un rectangulo en la elipse 22 /400 + y2/225 = 1 con sus lados paralelos a los
ejes. Hallense las dimensiones del rectangulo para que (a) el area sea méaxima, (b) el
perimetro sea maximo.

. Se desea confeccionar una tienda de campaifla cénica sin suelo de un volumen determi-

nado. Calctlense sus dimensiones para que la cantidad de lona necesaria sea minima.

. Demuéstrese que la suma de un niimero positivo y su inverso es mayor o igual a 2.

. Se proyecta un jardin de forma de sector circular de radio R y dngulo central 6. El 4rea

del jardin ha de ser A fija. ;Qué valores de R y 6 hacen minimo el perimetro que bordea
el jardin?.

. Un tridngulo rectangulo cuya hipotenusa tiene una longitud a se hace girar alrededor

de uno de sus catetos. ;Qué volumen méaximo puede tener un cono engendrado de esta
manera?.

. Una persona desea cortar un pedazo de alambre de 1 m. de largo en dos trozos. Uno de

ellos se va a doblar en forma de circunferencia, y el otro en forma de cuadrado. ; Céomo
debe cortar el alambre para que la suma de areas sea minima?.

Un muro de 4 metros de altura estd a 3 metros de la fachada de una casa. Hallar la
escalera mas corta que llegara desde el suelo hasta la casa por encima del muro.

Demuéstrese que de todos los triangulos isésceles que se pueden circunscribir a una
circunferencia de radio r, el de drea minima es el equilatero de altura 3r.

;Cuél es la longitud de la barra més larga que puede hacerse pasar horizontalmente a
través de la esquina, en angulo recto, que forman dos corredores de anchuras respectivas
ayb?

Un cultivador de naranjas estima que, si planta 60 naranjos, obtendra una cosecha media
de 400 naranjas por arbol. Este niimero bajara 4 unidades por cada arbol méas que se
plante en el mismo terreno. Hallese el ntimero de drboles que hace méxima la cosecha.

Durante la tos, el didmetro de la traquea disminuye. La velocidad v del aire en la traquea
durante la tos se relaciona con el radio, 7, mediante la ecuacion v = Ar?(rg —r), donde
A es una constante y rg es el radio en estado de relajaciéon. Determinese el radio de la
traquea cuando la velocidad es méxima, asi como esta velocidad.

Una fabrica de plasticos recibe del Ayuntamiento de la ciudad un pedido de 8.000 tablas
flotadoras para el programa de natacion del verano. La fabrica posee 10 méquinas,
cada una de las cuales produce 50 tablas por hora. El coste de preparar las maquinas
para hacer el trabajo es de 800 EUROS por méaquina. Una vez que las maquinas estan
preparadas, la operacion es automéatica y puede ser supervisada por una sbla persona,
que gana 35 EUROS /hora.

a) (Cuantas méaquinas hay que usar para minimizar el coste de produccion?

b) Si se usa el nimero 6ptimo de maquinas, jcuanto ganara el supervisor durante el
proceso?
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16

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

§2.2. Extremos relativos. Polinomio de Taylor.

Las palomas domésticas no suelen volar sobre extensiones grandes de agua a menos que
se vean forzadas a ello, posiblemente porque se requiera mas energia para mantener la
altitud sobre el agua fria. Supongamos que se suelta una paloma desde un barco situado
a 3 km de la costa, siendo A el punto costero méas cercano. El palomar se encuentra en
un punto de la costa situado a 10 km de A. Si la paloma gasta dos veces més energia
volando sobre el agua que sobre la tierra firme y sigue un camino que hace minima la
energia gastada, determinese el punto dénde la paloma abandona el agua.

Pruébense que las funciones exponencial, seno y coseno son de clase C'*° en R. Probar
que
T
sen(z)™ = sen(z + ni), Vn € N.

Pruébese que la funcién logaritmo es de clase C*> en R y calciilese, para cada n € N,
la derivada n-ésima.

Calcilese, haciendo uso de un desarrollo de Taylor conveniente, un valor aproximado del
ntmero real o con un error menor de 1073 en cada uno de los casos siguientes:

a)a = /e = e'/? b)a = V102 c)a = sen%.

Exprésese el polinomio % — 522 — 322 + 72 + 6 en potencias de z — 2

Estadiense los posibles extremos relativos de la funciéon f : R — R en los siguientes
€asos:

a) f(z) = zlog|z|, Vz € R*, f(0) =0.
b) f(x) = z%log|z|, Vx € R*, f(0)=0.

Estudiense los posibles extremos relativos de la funcion f : R — R definida por f(z) =
cosh(x) + cos(x).

Calctlese Max{{/n: n e N}



Capitulo 3

El conjunto R". Funciones de varias
variables.

3.1. Los ntimeros complejos

Sumario

Como ultimo eslab6n de las sucesivas ampliaciones que hemos hecho del conjunto de los
nimeros naturales, vamos a considerar el conjunto de los nimeros complejos. Esta ampliacién
viene motivada por el hecho de que no existen niimeros reales que satisfagan la sencilla ecuacion
22 +1 = 0. En este nuevo conjunto se encontraran todas las soluciones de cualquier ecuaciéon
polinémica. El contenido completo de esta lecciéon se articula de la siguiente manera:

3.1.1 El conjunto C.

3.1.2 Expresiones de un niimero complejo y propiedades.
3.1.3 Raices n-ésimas.

3.1.4 Funciones complejas.

3.1.5 Relacién de ejercicios.

3.1.1. El conjunto C

Consideremos el plano real, esto es, el conjunto R?> = R x R dotado con las siguientes
operaciones:

1. Suma:
(z,y) + (t,s) = (z+t,y+s),

81
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2. producto por un escalar:
t(x,y) = (tz, ty).

Es claro que estas operaciones heredan algunas propiedades de las operaciones suma y
producto de ntumeros reales, a saber para la primera, se verifican:

1.1 [(z,y) + (¢, 9)] + (u,v) = (z,y) + [(t, s) + (u,v)] (Propiedad asociativa)

—_

2 (z,9)
3 (z,9)
4 (z,y

,Y)

. + (t,s) = (t,s) + (z,y). (Propiedad conmutativa)
1. +(0,0) = (z,y) (Elemento neutro)
_I_

1. (—z,—y) = (0,0) (Elemento opuesto),

mientras que para la segunda, se verifican:

21 1(z,y) = (z,y).
2.2 t[s(z,y)] = ts(z,y).
2.3 (s +1)(2,) = s(x,y) + t(x,y).
24 rl(z,y) + (t,5)] =r(z,y) +r(ts).
El hecho de que R? cumpla las anteriores propiedades se expresa diciendo que el conjunto

R? dotado con las operaciones suma y producto por un escalar, arriba definidas, tiene
estructura de espacio vectorial.

Pero también en este conjunto se puede definir un verdadero producto mediante la si-
guiente expresion:
(@,y)-(t,s) = (at — ys,xs + yt).

Esta nueva operacién verifica las siguientes propiedades:

3.1 ((z,y).(t,8)).(u,v) = (z,y).((¢, s).(u,v)) (Propiedad asociativa)
3.2 (z,y).(t,s) = (t,s).(x,y). (Propiedad conmutativa)
3.3 (1,0)(z,y) = (z,y) (Elemento unidad)
3.4 Para cada (z,y) # (0,0) existe (¢,s) = ( prer z2+y ) tal que (z,y).(¢,s) = (1,0).
3.5 (z,y)[(t,s)) + (u,v)] = (z,y).(t, s) + (z,y).(u,v)) (Propiedad distributiva)
Este nuevo hecho se expresa diciendo que el plano R?, dotado con las operaciones suma,
producto por un escalar y producto tiene estructura de algebra conmutativa. Al conjunto

(R2, +, producto) lo notaremos por C y lo llamaremos el plano complejo. Claramente C
estd dotado de un producto por un escalar real.

La identificacion a — (a,0) permite ver a R como un subconjunto del conjunto de los
nimeros complejos.
Al niimero complejo (0, 1) se le denomina unidad imaginaria que notaremos por i o por
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3.1.2. Expresiones de un ntimero complejo y propiedades.

Forma binémica de un ntimero complejo

Estas identificaciones nos permiten reescribir cualquier nimero complejo z = (z,y) en
forma binémica, esto es,

(z,y) = x(1,0) + y(0,1) = = + iy.

Sea z = x + 1y.

El valor x recibe el nombre de parte real de z, Rez = .

El valor y recibe el nombre de parte imaginaria de z, Imz = y.

Claramente dos niimeros complejos z,w son iguales si, y s6lo si,
Rez = Rew vy Imz = Imw.

NO se puede definir un orden en C que sea compatible con el producto definido en él.
CONJUGADO de un ntiimero complejo
Sea z € C. Llamamos conjugado de z, Z, a un nuevo ntimero complejo definido por
Z = Rez —i1Imz.
Las siguientes propiedades son inmediatas:
Proposicion
Sean z y w dos numeros complejos. Entonces

1. z+w=Z+w.

w = zZw.

N

ISl
R

2
3
4. Rez =22 Imz = %2,
5

2 27

. z2=72 si, y solo si z € R.

Conviene llamar la atencion de que estas propiedades nos aseguran que las raices complejas,
no reales, de un polinomio p(z) con coeficientes reales vienen apareadas, esto es, si z es una
raiz del polinomio p(z), también lo es su conjugada.

MODULO de un naimero complejo

Sea z € C. Llamamos mo6dulo de z, |z|, a un ntimero real no negativo, definido por

12| = V2Z = /(Rez)? + (Imz)2.

En particular si a € R, entonces su médulo y su valor absoluto coinciden.
Resumamos algunas de sus propiedades.

Proposicion
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1. |z| =0 si, y sdlo si z = 0.

2. 1zl =] -2 =z|

3. |zw| = |z||w].

4. |z +w|? = |2]? + |w|]? + 2Rezw.

5. |z +wl? + |z —w|? = 2(|2)? + |w|?) (identidad del paralelogramo).
6. ||z] — |w|| < |z 4+w| < |2+ |w|. (desigualdad triangular)

ARGUMENTO de un ntimero complejo

Notaremos por
C*={z€C; z#0}.

Sea z € C*. Se dice que un nimero real f es un argumento de z, si se verifica que

z = |z|(cosB + isend).

Al tnico argumento 6y €] — 7, 7], se le llama argumento principal de z, argz, y su
expresion viene dada por

( arc tgpes si Rez >0
/2 si Rez=0/¢e/Imz >0
—m/2 si Rez =0/ ¢e/Imz <0
argz = . _
7r st z€R
arctg(F2) + 1 si Rez <0, Imz>0
L CLTCtg(%mZ)—ﬂ' si Rez <0, Imz <O0.

La expresion |z|(cos(argz) + isen(argz)) suele conocerse como forma polar del namero
complejo z y a la pareja (|z|,argz)| se le suele llamar coordenadas polares de z.

Notese que si z € C* | entonces
|z| =1 si y solo si existe t € R tal que z = cost + isent.

Conviene advertir que para cada z € C* existen infinitos argumentos, concretamente, si
notamos por Arg z a dicho conjunto, se tiene que

Arg z = {argz + 2km; k € Z}.

Es facil probar que dados dos ntimeros complejos no nulos 2z y w, se tiene que
Arg(z.aw) = Arg(z) + Arg(w),
entendiendo que dicha igualdad es entre conjuntos.
Como consecuencia de lo dicho anteriormente, es facil probar que, para cada t € R, se tiene

(cost +isent)™ = cos(nt) 4+ isen(nt) (férmula de Moivre).
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3.1.3. Raices n-ésimas.

Sean z € C* y n € N. Se dice que w € C es una raiz n-ésima de z si w" = z.
. 1 . . L
Si notamos por [z]=, al conjunto de de todas las raices n-ésimas de z, esto es,

27 = {w € C; w" =z},

es facil probar que dicho conjunto tiene exactamente n elementos diferentes, concretamente si
escribimos z = |z|(cost + isent), entonces

t+ 2k t+ 2k
[z]% = {wg; wg = |z|% (COS(H) + isen(“)) , k=0,1,...,n —1}.
n n
Ejemplo:
3 3
[—1]% = {cosg + iseng, cos?ﬂ + isen%} = {i,—i}.

Conviene pues decir que la bisqueda de soluciones para la ecuacién
2 4+1=0

puede darse por terminada, ya que como acabamos de ver, i y —¢ son las soluciones dicha
ecuacion.

En realidad la respuesta es mucho méas amplia.
Teorema fundamental del algebra

Sip(z) un polinomio con coeficientes complejos de grado n, entonces p(z) tiene exactamente
n soluciones (que pueden ser reales ¢ complejas), contando su multiplicidad.

3.1.4. Relaciéon de Ejercicios

Problema 3.1.1. Probar la veracidad de las siguientes afirmaciones sobre niumeros complejos:
L1=zwf — [z —wP = (1 - [2*)(1 — [w]?).
2 Izl = Jwl| = |z = wl
3. |z —w| < |1 —Zw|

4. |z —w|=11-7Zuw|

Sugerencia: Una estrategia bdsica para probar desigualdades entre moédulos de nimeros
complejos consiste en elevar al cuadrado ambos miembros de la desigualdad.

Problema 3.1.2. Resuélvanse las siguientes ecuaciones entre numeros complejos:
a)|z| —2=1+2i;b) |2|+2=2+1i;c)z=2°
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Problema 3.1.3. Encuentre los vértices de un poligono regular de n lados si su centro se
encuentra en el punto z =0 y uno de sus vértices z1 es conocido.

Problema 3.1.4. Calcular las partes real e imaginaria de los nimeros:

. (1 +iv3)5; (1“)5;.

1—3d 1—1
Problema 3.1.5. Calciilese arg(zw) y arg (i) supuestos conocidos arg(z) y arg(w).
Problema 3.1.6. Resolver la ecuacion cuadrdtica az?+bz+c =0, donde a,b,c, son nimeros
complejos conocidos y a # 0.

Problema 3.1.7. Calcular las siguientes raices

(a)V16 (V1 +i (c)¥/—27
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3.2. El plano y el espacio euclideos

Sumario

En esta lecciéon nos centramos en el estudio de la estructura euclidea de R™ que es
indispensable para extender los conceptos de continuidad, derivacién e integraciéon, ya cono-
cidos para funciones reales de variable real, a las funciones con valores en R"™ y definidas en
un subconjunto de A de R?. En realidad nuestro estudio se podria cefir a los casos en que
n,q € {1,2,3} que son en los que trabajaremos siempre, sin embargo, la estructura euclidea
puede definirse sin dificultad para cualquier n. El contenido completo de esta leccion se articula
de la siguiente manera:

3.2.1 Estructura algebraica.
3.2.2 Producto escalar.
3.2.3 Conceptos topologicos.

3.2.4 Relacién de Ejercicios.

3.2.1. Estructura algebraica

Dado ¢ € N, consideremos en el conjunto
RT=R xR x.. 9% xR={(x1,22,....,2q); z; €R, i =1,2,...,q},

la siguiente operaciéon Suma:
Dados z = (21,2, ..., %¢) € Y = (Y1, Y2, -.., Yq), definimos

$+y = (xl +y1,372 +y27“'7xq +yq)

Es claro que esta operacion hereda las propiedades de la suma de niimeros reales:

1. Propiedad asociativa:
(z4+y)+z=2+(y+2).

2. Propiedad conmutativa:
r+y=y-+ux

3. Propiedad de existencia de elemento neutro:
Existe una g-upla, 0 = (0,0, ..., 0) tal que para cada g-upla x = (z1, 22, ..., x4), se tiene

que
r+0=u=x.
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4. Propiedad de existencia de elemento simétrico:

Para cada g-upla = (21, 22, ..., 4), la g-upla —x = (—x1, —22, ..., —4), verifica que

z+ (—x)=0.

En el caso ¢ > 2 no tenemos un verdadero producto, sin embargo, vamos a definir
dos "seudo-productos"que en muchos casos seran suficientes para poder trabajar.

En el primer caso, producto por un escalar, asociamos a cada pareja formada por
un escalar t y una g-upla = (x1, x2, ..., ,¢) un nueva g-upla definida por

t(z1, 22, ..., xq) = (tx1,tx2, ..., txy).

Este seudo-producto hereda algunas propiedades:
1) lx==x
2) tlsz] =tszx (t,s € R,z € R?)
3) (s+t)x=sr+tx (t,s € R, z € RY)
4) s(x+y)=sx+sy (sE€R, z,y € RY)

Este hecho se expresa diciendo que R? dotado con las operaciones suma y producto
por un escalar arriba definidas tiene estructura de espacio vectorial. A partir de aqui
podemos llamar vectores a las g-uplas.

3.2.2. Producto escalar

El segundo seudo-producto asocia a cada par de n-uplas un escalar.

Sea ¢ € N. Dados x = (1,2, ...,2q) € Yy = (Y1, Y2, ..., Yq) dos vectores de R, llamamos
producto escalar de ambos, < z,y >, al namero real definido por

q
<my>=) miy:
i=1
Entre las consecuencias méas notorias de la existencia de un producto escalar podemos
subrayar la existencia de una funcién, que en R coincide con la funcién valor absoluto, y que
asocia a cada vector un nimero real no negativo. Concretamente, dado x = (21, z2, ..., z4) € R?
definimos su norma, ||z||, mediante la siguiente ley:

|z]| = V<z,2>=

Es fécil probar que la aplicacion definida por  — ||z|| hace el mismo papel que la
funcién valor absoluto en R, tal como muestra el siguiente resultado:
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Proposicion 3.2.1.
L lra|| = |rlflz]l (r € R).
2. lz+yl < |zl + ||yll. (Desigualdad triangular)

3. |lz|| >0y ||z]| =0, siy sdlo six=0.

3.2.3. Conceptos topologicos

La importancia de la existencia de esta funcién-norma estriba en el hecho de que ésta
nos capacita para definir una ” distancia ” entre dos vectores, y por tanto, para determinar la
proximidad o lejania de dos vectores de R?. Concretamente, para cada dos vectores

r = (21,22,...,%q), Y= (Y1,Y2,...,Yq) € RY,

definimos la distancia entre ellos, por

> (i —x)2.

i=1

dist(z,y) = [ly — z|| =

A su vez ésta nos permite considerar :

1. Conjuntos de R? que hacen el mismo papel que los intervalos de R:

a) Bola abierta de centro a € R? y radio r € R™
B(a,r) ={x € R%; ||z —a| < r}.

b) Bola cerrada de centro a € R? y radio r € Rt

B(a,r) ={x € R%; ||z —al < r}.

2. Conjuntos que juegan el papel de los extremos del intervalo:

Esfera de centro a € R? y radio r € R

S(a,r) ={z € RY% ||z —al =7}.



90

§3.2 El plano y el espacio euclideos

3. Conjunto acotado

Sea A un subconjunto no vacio de vectores de R?. Se dice que A es un conjunto
acotado si existe M € RT tal que

A C B(0, M).

Ejemplo: Sea A = {(z,y) € R, z €]0,1[, y € [0,2]}.

Es claro que el conjunto A es acotado en R?, mientras que el eje z no lo es.

. Punto de acumulacion

Se dice que 7o € R? es un punto de acumulacién de A, z¢ € A’, si todo bola ”
punteada ” centrada en x( intersecta al conjunto A, esto es

(B(zo,6)\{z0}) [ |A#0, Ve>0.

Notaremos por A’ al conjunto de puntos de acumulacion de A.

Ejemplo: Si consideramos el mismo conjunto A, considerado anteriormente, tendremos
que (0,1) € A’.

. Punto interior

Se dice que y € A es un punto interior de A, si existe r > 0 tal que B(y,r) C A.

Notaremos por A° al conjunto de puntos interiores de A.

Ejemplo: Considerando el mismo conjunto anterior, se tiene que (1/2,1) € A°.

. Conjunto abierto

Diremos que un conjunto A es abierto si A = A°.

Ejemplo: El conjunto {(z,y) € R?; z €]0,1[, y €]0,2[} es abierto, mientras que el
conjunto A, que usamos en todos los ejemplos, no lo es.

. Conjunto cerrado

Diremos que un conjunto A es cerrado si A’ C A . Es facil probar que A es cerrado
si, y s6lo si, su complementario es abierto.

Al conjunto (A[J A’)\A° se le denomina frontera de A y suele notarse por Fr(A) o por
0(A).
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Ejemplo: El conjunto C' = {(z,y) € R?; x € [0,1], y € [0,2]} es cerrado, mientras que
el conjunto B anterior no lo es. Es claro que

FrC)={(z,y) €R?% =0,y € [0,2} U{(z,y) €R% z =1,y €[0,2]}

U{(z,y) € R z€[0,1],y =0} U {(z,y) € R* = €[0,1],y = 2}.

8. Conjunto compacto

Diremos que un conjunto A es compacto si A es cerrado y acotado.

Ejemplo: El conjunto {(z,y) € R% 2 € [0,1], y € [0,2]} es compacto, mientras que el
conjunto A no lo es.

3.2.4. Relacién de ejercicios

1. Describanse el interior, los puntos de acumulacién y la frontera de los siguientes Con-

juntos:

) {(z,y) €R% & +% <1} (0<a<beR.
) {(z,y) €R% &+ % <1} (0<a<beR.
) {(z,y) eR% y=ra}. (reR)

d) A= {(xmyn); Tn = %,yn =0, VTLGN}.
)
)

a)N  b)Q. ¢R\Q. d)[0,1] U {2}. e){1/n; ne N}

2. Diganse cuéles de los conjuntos del ejercicio anterior son compactos.
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3.3. Campos. Continuidad

Sumario

En esta leccion introducimos el concepto de campo vectorial y de campo escalar. Veremos
una estrategia para reducir el estudio de las propiedades de los campos a las propiedades de los
campos escalares: las funciones coordenadas. Como primer ejemplo de este hecho, estudiaremos
la propiedad de la continuidad. Daremos algunos ejemplos de campos continuos. El contenido
completo de esta leccion se articula de la siguiente manera:

3.3.1 Campos escalares y vectoriales
3.3.2 Continuidad.
3.3.3 Ejemplos.

3.3.4 Relacion de ejercicios.

3.3.1. Campos vectoriales y escalares

Recordemos que a las funciones definidas en un subconjunto de R? se les llama campos.
Si toman valores en R se les llama campos escalares y si los toman en R™ (n > 1), se les
denomina campos vectoriales.

Veamos algunos ejemplos:

1. Proyecciones
Sea q € N. Para cada i € {1,2, ..., q} se puede considerar la aplicacion
pi i RT — R,
definida por
pi: (X1, 22, ..., 2q) —> .

Dicha aplicacion recibe el nombre de proyeccion i-ésima. Cada funcién proyeccion
es un campo escalar.

2. Inyecciones.

Podemos considerar ahora la aplicacion
I; : R — RY,

definida por ‘
I : r— (0,0, ...,Z) 7,0, ...,0).

Dicha aplicaciéon recibe el nombre de inyeccién i-ésima y es un ejemplo sencillo de
campo vectorial.
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3. La funciéon norma

Podemos considerar el campo escalar
.l : R* — R,
definida por

Vistas las propiedades de R"”, es facil comprender que dadas dos campos vectoriales
su suma es un nuevo campo vectorial y que el producto de un campo escalar por un campo
vectorial también es un campo vectorial. Sin embargo, es claro que no tiene sentido hablar
del producto de dos campos vectoriales.

Nuestro objetivo ahora es asociar a todo campo vectorial con valores en R™ n campos
escalares.
Sea A un subconjunto no vacio de vectores de R? y sea F' : A — R™ un campo
vectorial. Dado i € {1,2,...,n}, el campo escalar

F,=pioF:A—R,

donde p; es la correspondiente proyeccion i—ésima, recibe el nombre de funcién coordenada
i-ésima.

Para cada i € {1,2,...,n} se puede comprobar facilmente que

n
F=) IoF,
=1

donde por I; queremos indicar la correspondiente funciéon inyeccion i-ésima.

3.3.2. Continuidad.

Sea A un subconjunto no vacio de vectores de R? y sea a € A. Se dice que F' : A — R"
es un campo continuo en g si verifica la siguiente propiedad:

Ve > 0,36 >0, tal que six € A, |z —al <6 entonces ||F(z) — F(a)| <e.

Se dice que F es continua en B C A, si F' es continua en todos los puntos de B.

Ejemplos

La funcién identidad en R™, todos los campos constantes, las proyecciones, las inyec-
ciones y la funcién norma son campos continuos.

En orden a construir nuevos campos continuos veamos que las operaciones usuales
estan bien avenidas con la continuidad.
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Proposiciéon 3.3.1. Sean A un subconjunto de R4, a € A y F,G : A — R"™ dos campos
continuos en a. Entonces F + G es un nuevo campo continuo en a. Si g : A — R es un
campo escalar continuo, entonces F.g también es un campo continuo en a y si ademds, para
cada x € A, g(z) # 0, entonces F/g es también continuo en a.

Proposicion 3.3.2. (Regla de la cadena)

Sean A un subconjunto de R?, a € A y F : A — R" una funcion continua en a. Sean
ahora B O F(A) y G : B — R™ un campo continuo en F(a). Entonces G o F' es un campo
continuo en a.

Recordemos que la propiedad de continuidad es una propiedad local.

Proposicion 3.3.3. (La continuidad es una propiedad local)
Sean A un subconjunto de vectores de RY, B un subconjunto de A, a € By F: A — R"
un campo. Entonces

1. Si F es continuo en a, entonces F/B es un campo continuo en a.

2. St F/B es continuo en a y existe una bola centrada en a, B(a,r), tal que B(a,r)( A C
B, entonces F' es un campo continuo en a.

Podemos vincular la continuidad de un campo vectorial a la continuidad de sus funciones
coordenadas:

Proposicion 3.3.4. (Regla de oro)

Sean A un subconjunto no vacio de vectores de R, a un punto de A y F : A — R™.
Entonces

F' es continuo en a si, y solo si F; es continuo en a Vi.

Finalizamos esta lecciéon enunciando una importante propiedad tnicamente valida para
campos escalares (n = 1).

Teorema 3.3.5. ( de conservacion de la compacidad o de Weierstrass)

Sea A un subconjunto de R y f : A — R un campo escalar. Si A es un conjunto compacto
y [ es continua en A, entonces f estd acotada y alcanza su mdzrimo y su minimo en sendos
puntos de A.
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3.3.3. Relaciéon de ejercicios

1. Esttudiese la continuidad del campo vectorial F' : R? — R3 definido por F(z,y) =
(223, sen(z)arctg(y), e*Y).

2. Estudiese la continuidad del campo vectorial F : R? — R? definido por:

(22 sen (a9)), @ #0
F(:Z:?y) =
(1,0), x=0



Capitulo 4

Calculo diferencial en varias variables

4.1. Derivadas direccionales

Sumario

En esta leccién introduciremosmos el concepto de derivada direccional y derivada
parcial. Daremos algunos ejemplos importantes y definiremos el plano tangente a un campo
escalar. El contenido completo de esta leccion se articula de la siguiente manera:

4.1.1 Derivadas direccionales

4.1.2 Derivadas parciales .

4.1.3 Plano tangente.

4.1.4 Vector gradiente y Matriz jacobiana.

4.1.5 Relacién de ejercicios.

4.1.1. Derivadas direccionales

Recuérdese que si A un subconjunto no vacio de ntmeros reales, a € AN A"y
f A — R una funcion, entonces se dice que f es derivable en a si

limt—mf(a ki ti — /(@) = f'(a).

Tratemos ahora de dar sentido a la expresion anterior en el caso en que A CR?, a € A
y F': A — R" sea un campo vectorial.

97
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Obsérvese en primer lugar que la aproximacién al punto a de R? puede hacerse por muy
diferentes direcciones. De hecho, para cada vector u € R?, podemos considerar la direccién
determinada por la recta a + tu (t € R. Pues bien, si existe el

F(a+tu) — F(a)

limt—)O ¢ =

se dice que F' admite derivada direccional en a segtn el vector u. Las derivadas direc-
cionales mas importantes son aquellas segtin los vectores canoénicos.

4.1.2. Derivada parcial

Sea, para cada i € {1,2,...,q}, e; = (0,0,...,1,0,...,0), esto es, el vector de R? cuya
tnica coordenada no nula es la i-ésima cuyo valor es uno. Supongamos que existe 6 > 0, tal
que a +re; C A, con r €] — 4,0[. Se dice que F' tiene o admite derivada parcial respecto
de la variable i-ésima en el punto « si existe

F(a—i—tei)—F(a).

limy_o ;
Dicho limite se denomina derivada parcial i-ésima de F en el punto a y se nota por
OF
ox; (a)
Notas

1. Si f es un campo escalar , entonces el calculo de la derivada parcial i-ésima de f en un
punto genérico x = (21,22, ...,24) se ha de llevar a cabo derivando la funcién real
que resulta de considerar constantes las variables z; (j # 7).

2. Si F: A— R” es un campo vectorial tal que A C R, entonces %—i(a) se suele notar

por F'(a) y recibe el nombre de derivada elemental de F en a.

Damos a continuacién sendas interpretaciones geométrica y fisica de las derivadas
parciales de un campo escalar.

Interpretacion geométrica

Consideremos la grafica del campo escalar anterior , esto es
Graf(f) ={(z,y,2) €R®; 2= f(z,y), (z,y) € A}.
El plano y = b, corta a la grafica, dando lugar a un conjunto Cf,
Cy := {(x,b, f(x,b)) € R®: (x,b) € A}.

Obsérvese que el conjunto C es la grafica de la funciéon g : © — f(x,b), de manera que la

pendiente de su recta tangente es ¢'(a) = %(a, b).

Analogamente podria entenderse para la derivada parcial g—g(a, b).
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Interpretacion propiamente fisica

Las derivadas parciales pueden interpretarse como razones de cambio: Consideremos la
funcién T' que determina la temperatura en cualquier punto de la corteza terrestre. Claramente
ésta depende, en cada punto (z,y), de la longitud z y de la latitud y de dicho punto. La derivada
parcial or —(a,b) es larazén a la que la temperatura cambia en la direccion este-oeste, mientras

que %(a b) es la razon a la que la temperatura cambia en la direccién norte-sur.

También podemos relacionar la existencia de parciales de un campo vectorial y de sus
funciones coordenadas:

Proposicion 4.1.1. (Regla de oro)

Sean A un subconjunto no vacio de vectores de RY, a un punto de A y F : A — R™.
Entonces F' admite todas sus derivadas parciales en a si, y solo si F; admite todas sus derivadas
parciales en a Yi. Ademds en caso afirmativo:

oF OF;
(87],(@))1' 6933

“(a). i=1,2,..,n, j=1,2,...q.

En particular si ¢ = 1, entonces F'(a) = (F(a), F5(a), ..., F(a)).

Ejercicio: Sea F : R? — R? definida por F(z,y) = (z +y, 22, zy). Estudiese la continui-
dad y calctlese %—I;(l, 2).

Sea F: A — RY es un campo vectorial, entonces se dice que F' es de clase C!(A) si
admite todas sus derivadas parciales en A y éstas son continuas en A. El campo vectorial F
definido anteriormente es de clase C!(R3).

4.1.3. Regla de la cadena

También para las derivadas parciales se tiene la consiguiente regla de la cadena.

Proposicion 4.1.2. Sean A es un subconjunto de vectores de R? , a € R?, f: A — R"
un campo vectorial que admite todas sus derivadas parciales en a, B2 f(A) yg: B — R™
un campo vectorial que admite todas sus derivadas parciales en f(a). Entonces la funcion
composicion admite todas sus derivas parciales en a, de hecho

8( 8gk afz
ax] Z 8yl 8:1:j (@),

donde ‘g%’;(f(a)) representa la derivada parcial i-ésima de la funcion coordenada gy en f(a).

Para recordar esta féormula existe una regla nemotécnica que consiste en identificar
(go f)rcon g, (k=1,2,....m)y fi cony; (i=1,2,....,n), quedando para cada j =1,2,....q

8gk 3gk 8%
8.%] Z 8yz axj (a).
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Ejemplo

Calculese %—5(1, 2)y %—5(1, 2), donde la funcion F(u,v) = u®+3uv+4v?, siendo u = 2—2xy?
yv=1+uz.

4.1.4. Vector gradiente y matriz jacobiana

Sea A un subconjunto de R%, ¢ un punto de A y sea f : A — R un campo escalar.
Se dice que f tiene gradiente en a si admite las ¢ derivadas parciales en a, en cuyo caso
definimos el vector gradiente de f en a por:

of of of

Vfa):= (a—x1 a), a—m(a), e a—xq(a)) € RY.

En el caso de que se consideren campos vectoriales, el concepto de vector gradiente
viene sustituido por el de matriz jacobiana.

Sean A C R%, ¢ un punto de Ay F : A — R™ un campo vectorial que admite
todas sus derivadas parciales en a. Se llama matriz jacobiana de F en el punto a, Jp(a), a
la matriz cuya fila i-ésima son las coordenadas del vector gradiente de su funciéon coordenada
i-ésima, VFj(a), (o si se quiere, aquella cuya columna i-ésima son las coordenadas del vector

g—i(a)), esto es, la matriz de orden n x ¢, dada por:

OF OF, oF
g?;(a) g?;;(a) 27%;“
Jp(a) == G2(a) G2(a) .. G(a)
B
ng(a) ggé(a) o ai;(a)

Al determinante de la matriz jacobiana, |Jr(a)|, se le denomina jacobiano del campo
F' en el punto a.

Notas

1. Obsérvese que si f: A — R es una funcion real de variable real (¢ = n = 1), entonces
Jr(a) = f'(a).

2. Sea U = Rt x] —m,«[, V =R*\{(z,0); = <0}, y la aplicacién ¢ : U — V definida
por
¢(p,0) = (pcost, psend).

En este caso la matriz jacobiana es de la forma

cos —p senf
senfl  p cosd

Jo(p,0) = (

Notese que su jacobiano, |Jy(p,0)| = p.
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4.1.5. Plano tangente

Sea f : A — R un campo escalar que admite todas sus parciales en un punto
(a,b) € A C R2% Tal como hicimos con la derivada de una funcién real de variable real,
tratemos ahora de encontrar, en cada punto (a,b) , un plano que sea lo més parecido posible
a la grafica del campo escalar en el punto (a,b).

Tengamos en cuenta para ello que

1. Sea z = mx+ny+d un plano en R3. Si queremos que el punto ((a, b), f(a, b)) pertenezca
dicho plano, d = f(a,b) — ma — nb y por tanto, el plano debe tener la forma:

z=m(x —a)+n(y—>)+ f(a,b).

2. La condicion de mejor aproximacion de una recta, r que pasa por el punto (a,g(a))
(r=y=m(x—a)+ g(a)), se aproxime a la curva y = g(z) en dicho punto, no es otra,
como ya vimos anteriomente, que el hecho de asegurar que m = ¢'(a).

Asf pues, si queremos que el plano se aproxime a la grafica del campo f en el punto
(a,b, f(a,b)) debe contener a las rectas tangentes a las graficas de las funciones g : x — f(z,b)
y h :y — f(a,y) que resultan de cortar la grafica de f con los planos y = by x = a
respectivamente. En particular

m:%(a,b) y n=—(a,b).

La condicién de mejor aproximacion quedara asegurada si dadas dos sucesiones {z,} e
{yn} (con (zn,yn) # (a,b)) convergiendo respectivamente hacia a y b, la sucesion

{f(xn;yn> - f(a7b) - %(av b)(.’L‘n - a) - %(aa b)(yn - b)
(20, yn) — (a, b)]

converge a cero.

(Obsérvese que el problema de dividir por el vector, (z,, — a, y, — b), se resuelve tomando
su norma.)

Esto ocurre en particular si f es de clase C! en un entorno del punto (a,b). En tal caso,

I(F, (0,8)) = 2 = f(a,b) + 50 (@) (@~ a) + 5 (D) (g~ ),

es el plano que mejor se aproxima a la grafica de fen un entorno de (a,b). Dicho plano
recibe el nombre de plano tangente a la grafica de f en el punto (a,b, f(a,b))

Llamaremos vector normal de la gréfica de f en el punto (a,b, f(a,b)), al vector
normal al plano tangente II(f, (a, b)), esto es,

Nt o) = (-5 @n -5 an.1)
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4.1.6. Curvas y superficies dadas en forma implicita

Curva en el plano en forma implicita:

En el caso en que una curva venga dada como el conjunto de puntos del plano que
anulan una funcién g de dos variables, esto es,

vE = {(.%',y); g(x,y) = 0}7

( por ejemplo, la elipse de semiejes ¢ y d es tal que g(x,y) = 22/c* + y?/d*> — 1) diremos que
la curva viene dada en forma implicita.

Veamos que en tal caso, la recta tangente en un punto (a,b) € v*, es la recta de
ecuacion implicita
< Vyg(a,b),(x —a,y — b) >=0.

En efecto, la curva, v*, resulta de cortar la grafica de g, con el plano z = g(a,b). La
recta resultante de intersectar el plano tangente de g en el punto (a,b) con el plano z = g(a, b)
es la recta tangente a la curva y por tanto tiene de ecuaciones

s=glab)+ @ -0+ @b y-b v z=glabd)

0, lo que es lo mismo
< Vyg(a,b),(x —a,y —b) >=0.

Superficies en en forma implicita:

También podemos considerar subconjuntos del espacio R3 descritos por una ecuacion
de la forma

9(x,y,2) =0
para una cierta funciéon ¢ : R3 — R. Diremos que dichos conjntos son superficies definidas
de forma implicita, (piénsese por ejemplo en la esfera, esto es,

S ={(x,y,2) e R% 2> + % + 22 = 1}).

Si suponemos que dicha funcién g, admite todas sus parciales en un punto P = (a,b,c),
podemos considerar el plano

9g
%(CL, bv C) (‘7; - CL) +

que es lo mismo que escribir

dg dg B
%(av b7 C) (y b) + &(CL, bv C) (Z C) =0

< Vy(a,b,c),(x —a,y— b,z —c) >=0.

Dicho plano, siempre que g sea de Clase C' en un entorno del punto P € S, es el que mejor
se aproxima a dicha superficie en un entorno de dicho punto y recibe el nombre de plano
tangente a S en el punto P. Asi pues el vector gradiente de g en ese mismo punto es el
vector normal de dicho plano en el punto P.



Anélisis Matemético 103

Notese que la grafica del campo escalar z = f(z,y) es un subconjunto de la forma

Graf(f) = {(z,y,2) € R® 2 = f(z,9)}).

Asi pues, asociado a f, podemos considerar un segundo campo escalar ¢ : R> — R definido
por g(z,y,z) = z — f(x,y). Y por tanto,

Graf(f) = {(z,y,2) € R% g(z,y,2) = 0})

no es mas que una superficie que puede ser tratada como anteriormente.

4.1.7. Relacion de ejercicios

1. Calculese el vector gradiente en un punto arbitrario (x,y) de la funcién f en cada uno
de los siguientes casos:

a) f(z,y) =2+ 32y? — 150 — 12y V(x,y) € R?.
b) f(l',y,Z) = xy+z7v$ € RerZ/aZ eER
) f(z,y,2) =(x+y)* Vo,y eRT,z €R
2. Calcilese la recta tangente a las siguientes curvas en el punto que se indica:
a) 1=2*+y%) en (0,1).
b) 22 —y* =3 en (2,1).
c) 22 —y=1 en (1,0,).
3. Calcilese el plano tangente a las siguientes superficies en el punto que se indica:
a) z=log(l+ 2% +y?) en (0,0,0).
b) 22 +3x—22—y?> =2 en (1,1,1).
) ¥+ + 23 +ayz—6=0 en (1,2,-1).
d) z = sen(z)sen(y) en (7/2,7/4).
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4.2. Calculo de extremos

Sumario

En esta leccién vamos a examinar criterios que nos permitan determinar los extremos de
un campo escalar. El contenido completo de esta leccién se articula de la siguiente manera:

4.2.1 Extremos relativos de un campo escalar.
4.2.2 Extremos relativos y derivabilidad.
4.2.3 Condicién suficiente de extremo relativo

4.2.4 Relacién de ejercicios.

4.2.1. Extremos relativos de un campo escalar

Sea A un subconjunto no vacio de RY, a € Ay f: A — R un campo escalar. Se dice que

a es un maximo relativo o que f tiene un maximo relativo en a si se verifican las
siguientes condiciones:

a) Existe r > 0 tal que B(a,r) C A.

b) f(a) > f(x), Vx € B(a,r).
a es un minimo relativo o que f tiene un minimo relativo en « si se verifican las
siguientes condiciones:

a) Existe r > 0 tal que B(a,r) C A.

b) f(a) < f(x), Yz € B(a,r).

a es un extremo relativo si o bien es un maximo relativo 6 bien es un minimo relativo.
Como ya vimos en la leccion 3.2, sabemos que, en general, no existe relacién entre

extremo relativo y extremo absoluto, salvo que todo extremo absoluto, que sea un punto
interior, también es un extremo relativo.
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4.2.2. Extremos relativos y derivabilidad

Comencemos viendo que en todo extremo relativo las derivadas parciales se anulan.
Antes necesitamos la siguiente definicién:

Sean A un subconjunto no vacio de R%, @ un punto interior de Ay f: A — R un
campo escalar que admite todas sus derivadas parciales en a. Diremos que a es un punto
critico de f si, para cada i € {1,2,...,n},

of
6952-

(a) = 0.

Proposicion 4.2.1. Sean A es un subconjunto no vacio de vectores de RY, a un punto interior
de Ay f:A— R un campo escalar que admite todas sus derivadas parciales en a. Si f tiene
un extremo relativo en a entonces a es un punto critico de f.

Este sencillo resultado nos permite elaborar la siguiente regla préactica para detectar
los posibles extremos de un campo escalar.

Regla practica para el calculo de extremos

Sean A un subconjunto no vacio de R? y f : A — R un campo escalar. Supongamos
que f alcanza su maximo o su minimo absoluto en a € A, entonces a estd en una de las tres
situaciones siguientes:

1) a es un punto frontera.
2) a es un punto interior y f no admite alguna derivada parcial en a.

3) @ es un punto critico.

Una vez detectados los candidatos, se nos puede presentar una de las dos siguientes
situaciones:

1) El conjunto A es compacto y f es continua.

2) No se dan alguna de las circunstancias del primer apartado.

En el primer caso sabemos, por el teorema de Weiertrass sobre la conservaciéon de la
compacidad, que f alcanza sus valores maximo y minimo en sendos puntos de A, por lo que
basta evaluar f en los candidatos de los tres tipos para determinar quienes son estos extremos.
En el segundo caso, nos contentaremos con saber que, de haber maximo 6 minimo, éste esté
entre nuestros candidatos.

Ejercicio: Calctlense, si existen, los extremos de la funcion f : A — R, definida en el
conjunto A que es el cuadrado de vértices (0,0), (1,0),(0,1), (1,1) mediante la ley

flz,y) = zy(1 —z)(1 —y).
. Qué puede decirse si A = R??
Vamos ahora a buscar una condicion suficiente que nos permita saber cuando un punto

critico es efectivamente un extremo relativo y de qué tipo es. Este tipo de criterios envuelve,
como ya pasé en variable real, a las derivadas sucesivas.
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4.2.3. Derivadas parciales de orden superior

Sea A un subconjunto de vectores de R? y @ un punto interior de A y supongamos que
f admite su derivadas parcial j-ésima en una cierta bola centrada en a, B(a,r) C A. Se dice
que f admite la derivada parcial de segundo orden res-pecto de las variables i, j en
el punto a, si la funcion z — 887];(3;) definida en B(a,r) admite derivada parcial i-ésima en
el punto a, y notaremos
o 0Gh)
- 8% 6:5]- (a) N 8:@ (CL)

Di;f(a)

Una funcién de ¢ variables admite, suponiendo que existan todas, ¢> derivadas de orden

De forma anéloga se definen las derivadas de orden 3, y de orden k en general. Ademas,
se dice que f es clase C*(A) si existen todas las derivadas parciales de orden k en A y son

continuas.
. . 2 2 .
Las derivadas parciales 24— (a) y 2L (a) se las conoce como derivadas cruzadas.
Ox; Ox; Jz; Ox;

El siguiente resultado establece una condicién suficiente para que estas derivadas cruzadas

coincidan.

Lema 4.2.2 (de Schwartz). Sean f : A — R | A un abierto de R? y a € A. Sean i,j €

{1,2,...,q} con i # j, y supongamos que eziste 8525%_ (a) , Yz € A, siendo ademds esta

funcion continua en a. Entonces, existe la otra derivada cruzada en a y ambas coinciden.
En particular,

Corolario 4.2.3. Sea A un conjunto abierto de R1 y f € C?(A). Entonces

0 f
89@ aiL‘j

o0 f

- Or.; alh(a’)’ Vi,je{l,Q,..,,q} ) ’57&] ((ZGA) .
j i

(a)

Las derivadas parciales de orden 2 nos permiten construir una matriz que utilizaremos
para calcular extremos relativos de campos escalares.

Si f admite todas sus derivadas parciales segundas en a, se define la matriz hessiana
de f en a por:

02 f 92 f 02 f
8$12811 (a) 81:128:52 (a) 8x128:vq (a)
o°f o°f o f
Hf(a) = Ozxg Ox1 (a Ox20x2 (a) “t Bze Oxg a
af 62}.. 82}..
Oxq Ox1 (CL) Oxq Ox2 (a’) o Oxg Oxg (CL)

En virtud del corolario del Lema de Schwartz, si f € C?(A), entonces, para cada a € A
H(f,a) es una matriz simétrica.
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4.2.4.

A continuaciéon vamos a establecer condiciones que nos permitan decidir cudndo un punto
critico es un extremo relativo y, en caso afirmativo, de qué tipo es. Para ello, consideramos
dos métodos. El primer método es ttil para dos y tres dimensiones, mientras que el segundo

§I111.5 Extremos relativos

tivos

es més practico para el caso ¢ > 3.

Caso q=2

Proposiciéon 4.2.4. Sea A es un subconjunto abierto de vectores de R?, f € C?(A) vy (a,b)

un punto critico de f.

1.

Si
det(H¢(a,b)) >0 —2 (a,b) >0
f 9 y 9 2 b I

entonces f tiene en (a,b) un minimo relativo estricto.
Si
det(Hy(a,b)) >0 8Zf( b) <0
a, 7 9 \4, )
! Yy Ox2
entonces f tiene en (a,b) un mdzimo relativo estricto.

St f tiene alguna derivada de sequndo orden en a distinta de cero y es tal que

0% f 0*f
det(Hf(a,b)) Z 0, @((17 b) 2 0 Yy TyQ((I,b) 2 O,
entonces de tener f un extremo relativo en (a,b), éste ha de ser un minimo.

Si f tiene alguna derivada de sequndo orden en (a,b) distinta de cero y es tal que

0% f 0% f
det(Hy(a,b)) >0, @(a, b) <0 y 8—y2(a,b) <0,

entonces de tener f un extremo relativo en a, éste ha de ser un mdzximo.

Si
det(Hy(a,b)) <0,

entonces f no tiene ningin extremo relativo en (a,b).

Ejercicio: Calciilense los extremos de la funcion f : R? — R, definida por

f(z,y) :x2+y2 — 2 — 2y.

Caso ¢ = 3:

Para el caso ¢ = 3 disponemos del siguiente resultado.

Condicién suficiente para la existencia de extremos rela-
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Proposicién 4.2.5. Sea A es un subconjunto abierto de vectores de R3, f € C*(A) y (a,b,c)
un punto critico de f.

1. Si
2 Pl %f (b
87];(@, b,c) > 0,det g%;(a, ©) 38"1323]}/ (a,b,¢) > 0,det(H(a,b,c)) > 0.
ox m(a, b, C) W(a, b, C)

entonces f tiene en a un minimo relativo estricto.

2. Si
2 8f b 0% f b
L{(a,b, ) <0,det gg;(“’ e %%“}y(a’ ) > 0,det(H(a, b, c)) < 0.
al' vz (a, b, C) Tyg(a, b, C)

entonces f tiene en (a,b,c) un mdzimo relativo estricto.

92 92

det —amjzc (a,b,c) axafy(a>bv ¢) “0

€ 22 f b 22f b )
(CL, 9 C) 8y2 ((Z, bl C)

3. S

entonces f no tiene ningin extremo relativo en (a,b,c)

Ejercicio: Calciilense los extremos de la funcién f : R? — R, definida por

f(x7y7 Z) = _61;2 - y2 - 22'

Caso ¢ > 3:
El segundo criterio esta relacionado con el signo de los autovalores de la matriz Hy(a).

Recordemos que dada una matriz cuadrada A, llamamos polinomio caracteristico aso-
ciado a la matriz A al polinomio, P(\) = det(A — A\I), donde por I representamos la matriz
identidad. Las raices del polinomio caracteristico reciben el nombre de autovalores de la
matriz A.

De hecho, si representamos por A\ , Vk = 1,2,...¢, los autovalores de la matriz hessiana
Hy¢(a), se verifica la siguiente proposicion:

Proposicion 4.2.6.

i) Si >0, Vk=1,2,...q, entonces f alcanza en a un minimo relativo.
it) Si A, <0, Vk=1,2,...q, entonces f alcanza en a un mdzimo relativo.
iii) Si existen N\; >0 y A\j <0, entonces f no alcanza extremo relativo en a.

w) StIN =0 y A\ >0, Vk=1,2,...q, entonces [ de tener un extremo relativo en a
éste ha de ser un minimo relativo.
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v) SiIN =0 y A\ <0, Vk=1,2,...q, entonces f de tener un extremo relativo en a
éste ha de ser un mdzrimo relativo.

El tinico inconveniente de este criterio es la més que probable dificultad para calcular los
autovalores de la matriz. Este problema queda resuelto con la regla de Silvester que nos va
a permitir decidir el nimero de autovalores positivos y negativos sin necesidad de calcularlos,
simplemente observando los coeficientes del polinomio caracteristico de H. Concretamente, si

P(A\) =ap+ai A+ ag)\? 4 -+ ag\?,

y notamos por V' (ag, a1, az, ..., as) al nimero de cambios de signo que se dan coeficiente
a coeficiente, entonces la regla de Silvester asegura que

V(ao,ai,a2,...,aq) = mnamero de autovalores positivos de H .

V(ap, —a1,a2,...,(—1)?a,) = namero de autovalores negativos de H .

4.2.5. Relacién de ejercicios

1. Consideremos las funciones reales f y g dadas por:
a) f(z,y) = 2® + 3xy? — 152 — 12y V(z,y) € R2
b) g(w,y,2) = (v + 22)e"@ 4D (z,y,2) € R?,
Se pide:

a) Calculense los puntos criticos.
b) Calcilese la matriz hessiana en los puntos criticos.

¢) Estudiese la existencia de extremos relativos.
2. Calcilense los extremos de f : R?> — R en los siguientes casos:
a) f(z,y) =2 -y

b) f(z,y) = |z +yl.
¢) f(z,y) = |z[ +y.

3. Sean a,b € R dos parametros, y f : R2 — R una funcién real de dos variables reales
dada por f(z,y) = 2% + 3% — 2ax — 2by. Estidiese la existencia de extremos de f en
funcién de los parametros.

4. Calctlense los extremos relativos de los siguientes campos escalares definidos en R2.

a) f(z,y) = a* + 227y — 2 + 3y>.
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b) f(z,y,2) = 2% +y? + 322 + yz + 222 — ay.
¢) flx,y) =22 +y? — 3zy?.

5. Calctilense los extremos relativos de los siguientes campos escalares definidos en R?.
Determinese si dichos extremos son absolutos o no.

a) flr,y) =2 +y3 — 30— 12y +20 .

b) f(z,y) = (x =1+ (z —y)*.

¢) f(z,y) =2 +y" —da’zy (a>0)
__ T~y

d) f(z,y) R

¢) f(w,y) = (22 + 2% @+,

f) f(z,y) =sen(zy).

6. Calctilense los extremos relativos del campo escalar definido en R® por f(z,y,z) =
xy + xz + yz. Determinese si dichos extremos son absolutos o no.

7. Una funcién f definida en un abierto del plano se dice que es armoénica si

O*f  0*f
22t TP

en todo punto de su dominio. ;Son armoénicas las siguientes funciones?

a) f(z,y) =arctg(y) V(z,y) € R2\ {(z,0) : = € R}.
b) g(x,y) =e “cosy+e Ycosx V(x,y) € R2
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4.3. Extremos condicionados.

Sumario

En esta lecciéon vamos a enunciar criterios que nos permitan determinar los extremos de
un campo escalar en un cierto subconjunto del dominio de dicho campo escalar .El contenido
completo de esta leccion se articula de la siguiente manera:

4.3.1 Motivacioén.

4.3.2 Conjuntos determinados por una funcion

4.3.3 Técnica de los multiplicadores de Lagrange.

4.3.4 Matriz hessiana asociada a la funcién de Lagrange.

4.3.5 Relacién de ejercicios.

4.3.1. Motivacion

Para motivar esta lecciéon vamos a considerar dos ejemplos:
Ejercicio 1: Sea el triangulo
T={(z,y) €R* 0<z <y<4}.

Se trata de calcular los extremos de la funcion f : T — R definida por f(z,y) =
2?2 —zy+y? + 1.

Dado que T es un conjunto compacto y f es una funcién continua, sabemos que f
alcanza su valor maximo y su valor minimo en sendos puntos de T. Sabemos que ésta funcion
no tiene ningun punto critico en dicho conjunto por lo que sus valores méximo y minimo se
alcanzaran en puntos de la frontera, esto es, 6 bien los vértices del tridngulo T ¢ bien en algin
punto de sus tres lados. En consecuencia, los puntos a tener en cuenta son

1) Los tres vértices

2) Para cada lado, los puntos de cada uno de éstos en los que la funcion restringida alcance
sus extremos.

Asi pues, se trata de calcular los extremos de f, restringida a cada uno de los siguientes
conjuntos

M, = {(z,y) € Rx]0,4[: = =0},
My = {(z,y) €]0,4[xR: y =4}, Mz = {(z,y) €]0,4[x]0,4[: ==y},
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My = {(O>O)}v M5 = {(074)} M6 = {(474)}'

Dado un subconjunto M del dominio de f, llamaremos extremo local de f condi-
cionado por M a cualquier extremo de la funciéon f restringida a M.

En este caso, la bisqueda de los extremos locales condicionados por My, M5 v Mg es
trivial puesto que estos conjuntos constan de un sélo punto. Con respecto a los otros conjuntos
bastara eliminar, en cada caso, una variable y calcular los extremos de la correspondiente
funcién real de variable real.

Consideremos el segundo ejemplo:
Ejercicio 2:

Consideremos una placa plana ciruclar P de radio uno, y que se calienta de manera que la
temperatura en un punto (z,y) € P es

T(:Evy) = :E2 + 2y2 -,

y calculemos sus posibles extremos absolutos.

Dado que P es un conjunto compacto y f es un campo continuo, sabemos que f alcanza
sus valores maximo y minimo en sendos puntos de P. Sabemos que (1/2,0) es el tinico punto
critico de f, por lo que al menos su valor méaximo o minimo se alcanzara en algin punto del
tipo I), esto es, en algin punto de la circunferencia

C={(x,y) € R% 22 + 42 = 1}.

Ahora debemos calcular los puntos extremos de la funcion T condicionados por
el conjunto C'. En este caso aparece una dificultad anadida: no podemos despejar ninguna
variable en funcién de la otra.

4.3.2. Conjuntos determinados por una funcién

Para este ultimo ejercicio, asi como en aquellos casos en que haya mas de dos varia-
bles, necesitaremos desarrollar una nueva técnica. Primero analicemos la situacién en ambos
ejemplos y veamos que el planteamiento del problema del calculo de extremos condicionados
el conjunto M obedece al siguiente esquema general:

Sea, A un subconjunto abierto de R? y f un campo escalar definido en A. Sea M un
subconjunto de A al que podemos asociar una funcion g : A — RI7* tal que:

1. M={xe€ A; g(x) =0}.
2. Todas sus funciones coordenadas g; tienen derivadas parciales continuas en A.

3. Su matiz jacobiana Jy(x) tiene rango ¢ — k en A.

Este hecho se reflejaré diciendo que g determina a M.

Asi pues, en el ejercicio 1, tenemos la siguiente situacion:
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1. La funcién g(z,y) = = definida en A = Rx]0, 4[ determina a M,

2. g(x,y) =y — 4 definida en A =]0,4] x R determina a Mo,
3. g(z,y) =y — x definida en A =|0,4[x]0,4[ a Ms,

4. g(z,y) = (x,y — x) definida en A = R? a My,

5. g(z,y) = (x y — 4) definida en A = R? a M5,

6. g(x,y) = (v — 4,y — 4) definida en A = R? a Ms.

Y para el ejercicio 2, g(z,y) = 22 + y? — 1 definida en A = R?\{(0,0)} determina a C.

Hagamos ahora la siguiente observacion.

Proposicién 4.3.1. Sean A un conjunto abierto, g = (g1, g2, ..., §g—k) una funcion que deter-
mina a un subconjunto M de A y f : A — R un campo escalar que admite todas sus derivadas
parciales en A y son continuas en a € M. Si f alcanza un extremo condicionado por M en a,
entonces existe un inico o = (o1, 02, ..., ) € RI* tal que

8(f + o191 + asge + ... + aq—kgqfk)
0:131'

(a) =0, Vie{l,2,..,q}.

Esto nos proporciona la siguiente estrategia:

Sean f, A, g y M como en el enunciado de la proposicion anterior. Para cada o =
(a1, a9, ...,04-1) € R7* llamamos funcién de Lagrange asociada a f,M y « a la funcion
L, definida en A por

Lo = f+a191 + asgo + ... + Qg kGg—k
Dicha funcién recibe el nombre de .
La proposicién anterior nos afirma que:

“ Los extremos de f condicionados por M son soluciones del sistema siguiente, llamado
sistema de Lagrange ”.

%ﬁ; (x) =0,
G (2) =0,

g1(x) =0, ..., ggn(z)=0.

Sia = (a1,a2,....,a5) € Ay a = (a1,0a2,...,a4-) € RI7% son solucién de este
sistema, sabemos que « esté determinado de forma tnica y sus coordenadas reciben el nombre
de Multiplicadores de Lagrange para el punto a.

Ejercicio: Calcilense los multiplicadores de Lagrange en los ejercicios anteriores.
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4.3.3. Relacion de ejercicios

10.

11.

Encuéntrense los puntos donde la funcién f: A — R definida como

flay) =2 +y’ —ay—z—y  ((z,y) €R?)
alcanza sus extremos absolutos siendo

A={(z,y) eR*: 2,y >0, z+y < 3}.

. Calctlense los extremos de f : [—1,1] x [-1,1] — R en los siguientes casos:

a) f(z,y) =2 —y°
b) f(z,y) = |z| +|yl.
c) f(z,y) = |z[ +v.

. Encuéntrense los puntos del conjunto A = {(z,y) € R? : 22 +y? < 2z, y > 0} donde

la funcion f(z,y) = 22 — 2xy + 32 alcanza su maximo y minimo absolutos.
Determinese el punto P(x,y, z) en el plano 2x 4y — z = 5 que esta méas cerca del origen.

Calctlese la distancia minima del origen a la superficie de R? dada por la ecuacion
2 2
zt—22—-1=0

. Se trata de montar un radiotelescopio en un planeta recién descubierto. Para minimizar

la interferencia se desea emplazarlo donde el campo magnético del planeta sea mas débil
(aunque por supuesto, en la superficie). El planeta es esférico, con un radio de 6 unidades;
la fuerza del campo magnético viene dada por

M(z,y,2) = 62 — y* + x2 + 60

basado en un sistema coordenado cuyo origen estd en el centro del planeta. ;Doénde
habra de ser ubicado el radiotelescopio?.

2 2
. . 2 . iy . Yy
Determinese el rectangulo de mayor area que se puede inscribir en la elipse — + 5 =1,

a? = b2
donde a, b son reales positivos.

. Bsttdiense los extremos de la funciéon f : (R*)? — R definida por f(z,vy,2) = logz +

logy + logz en la esfera x? + y? 4 2% = 9.

. Hallese la minima distancia entre la recta x +y = 4 y la circunferencia 22 + 3% = 1.

Hallense los extremos condicionados de la funciéon f(z,y) = 23 4+ 2y? donde 2y — a? =

0, (a#0).

El 4area de una caja rectangular sin tapa es de 108u2. Hallese que dimensiones debe tener
para que conseguir el maximo volumen.



Capitulo 5

Series de numeros reales.

5.1. Series de numeros reales

Sumario

Introduciremos en esta lecciéon una de las herramientas méas potentes del AnAlisis
Matematico: las series. Nosotros las usaremos para aproximar los valores que se obtendrian al
evaluar algunas funciones, ya que dichos valores no son mas que la suma de una determinada
serie. El contenido completo de esta leccién se articula de la siguiente manera:

5.1.1 Series de ntimeros reales.
5.1.2 Criterios de convergencia.

5.1.3 Relacién de ejercicios.

5.1.1. Series de niimeros reales

Para motivar el concepto de serie de niimeros reales vamos a exponer la siguiente
paradoja propuesta por Zenén (495-435 a. de C.)

Paradoja del corredor: 7 Un corredor no puede alcanzar nunca la meta. ”

Para justificar esta conclusiéon vamos a dividir el recorrido total que ha de hacer el corredor
en la siguiente forma: consideramos en primer lugar la mitad del recorrido inicial y a éste
anadimos la mitad del recorrido restante, a éste ultimo anadimos igualmente la mitad del
recorrido restante y asi sucesivamente. Obsérvese que para recorrer por separado cada una
de estas partes, cada vez més pequenas, se necesita una cantidad positiva de tiempo, parece
natural afirmar que el tiempo necesario para el trayecto total ha de ser la suma de todas estas
cantidades de tiempo. Decir que el corredor nunca puede alcanzar la meta equivale a decir que

117
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nunca llega en un tiempo finito; o dicho de otro modo, que la suma de un ntimero infinito de
intervalos positivos de tiempo no puede ser finita.

Esta paradoja fue resuelta muy posteriormente con la introducciéon del concepto de serie.

Se llama serie de ntimeros reales a todo par ordenado de sucesiones de niimeros

reales ({an},{Sn}), donde ({a,} es una sucesion arbitraria y, para cada natural n, la segunda
n

sucesion es tal que: S, =) " ay.
La sucesion {S,} recibe el nombre de sucesién de sumas parciales de la serie.

Dicha serie suele representarse por g Qnp.
n>1

Se dice que la serie E an es convergente si lo es la sucesion {S,} de sus sumas
n>1
parciales. Al limite de ésta ultima sucesion se le denomina suma de la serie g Gn Y S
n>1

[o.¢]
representa por E Q-

n=1

Antes de pasar a los ejemplos veamos algunas propiedades de las series convergentes.

Proposicion 5.1.1. Sean E an Y E by dos series de nimeros reales.
n>1 n>1

1. Sila serie g an es convergente entonces la sucesion {an} converge a cero.
n>1

2. Si ambas series son convergentes y r,s son dos numeros reales, entonces la serie
> n>1Tan + 8by es convergente y se verifica que:

(o] (o] (o]
Z(mn + sby) = rZan + SZ by,.
n=1 n=1 n=1

8. Sea k € N. Entonces la serie E an es convergente si, y solo si, la serie E Gn4k también
n>1 n>1
lo es. Ademds en caso de que converjan tenemos que:

0o 0o
Zan:a1+a2+...+ak+2an+k.

n=1 n=1

4. Supongamos que, para cadan € N se tiene que |an| < by,. Si la serie g b, es convergente
n>1
entonces Y, < an también es convergente y se verifica que:

o] (0.]
1> an <D by
n=1 n=1

En particular , si la serie E lan| es convergente también lo es la serie g G-
n>1 n>1
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5. (Criterio de condensacion) Si la sucesion {a,} es una sucesion decreciente de nai-

meros reales no negativos, entonces la serie g an es convergente si, y solo si, la serie
n>1

g 2"agn también lo es.
n>1

Veamos ahora algunos ejemplos de series

1. Serie geométrica de razdn r # 1.

Es aquella cuyo término general es a, = r"~! y cuya sucesion de sumas parciales es
1—rn

por tanto Sy, = 1+r+4...+r"" 1 = 17—, De aqui se deduce que dicha serie es convergente
si, y solo si, || < 1. Ademas en caso de que sea convergente se tiene que

e}
D
~ 1—7r

2. Serie cuyo término general es a, = ﬁ

Es aquella cuya sucesiéon de sumas parciales correspondiente es

1

Sp=1+141/2+.. 4+ —.
n=1+1+1/2+ +(n_1)!

Veremos més adelante que dicha serie es convergente, de hecho, se puede probar que

o

d 1/n-1)=e.

n=1

3. Serie armonica.

Es aquella cuyo término general es a,, = 1/n y cuya sucesion de sumas parciales
es por tanto S, = 1+ 1/2+ ... + 1/n. Se puede probar, usando la ultima propiedad
que que dicha serie no es convergente. En general se puede probar, usando esta misma
propiedad, que la serie cuyo término general es a,, = 1/n® es convergente si, y solo si,
a>1.

4. Serie armonica-alternada.

Es aquella cuyo término general es a, = (—1)"*!/n y cuya sucesiéon de sumas
parciales es por tanto S, = 1 —1/2+ ...+ (—1)""!/n. Mas tarde deduciremos que dicha
serie es convergente, de hecho se puede probar que

o0

Z(—l)"“/n = log2.

n=1

Obsérvese que este tltimo ejemplo prueba que la serie ) -, a, es convergente y no

lo es la serie g lan|. Esto da pie a la siguiente definicion.
n>1
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Se dice que una serie Z a, es absolutamente convergente si la serie de valores
n>1
absolutos Z la,| es convergente.
n>1

Resumiendo hemos visto que:
absolutamente convergente = convergente
convergente 7 absolutamente convergente.

Desafortunadamente, a excepciéon de los ejemplos anteriormente ya citados y algunos
derivados de ellos, para el resto de las series convergentes es dificil calcular la suma. Esto nos
obliga a reducir nuestro estudio a probar si una determinada serie es convergente o no.

5.1.2. Criterios de convergencia

1. Series de términos no negativos

Obsérvese que si una serie Z a, es de términos no negativos, para cada n € N,
n>1
an > 0, entonces la serie de sumas parciales es una sucesién creciente, y por tanto,
convergente si, y s6lo si, estd mayorada. En consecuencia. la serie es convergente si, y
sOlo si, la sucesion de sumas parciales estd mayorada. Esta particularidad justifica que,
para estas series, dispongamos de numerosos criterios de convergencia. Por otra parte,
es claro que, después de las propiedades vistas con anterioridad, sélo las series Z A,
n>1

cuyos conjuntos {n € N;a,, < 0} 6 {n € N;a, > 0} sean infinitos quedan excluidos de
este epigrafe.

Veamos algunos criterios de convergencia para este tipo de series.

Teorema 5.1.2. (Criterio de comparacion)

Sea {an} una sucesion de nimeros reales no negativos y {by} una sucesion de nimeros
reales positivos.

a) Si la sucesion {an/by} converge a un nuimero positivo, entonces la serie E an,
n>1

converge si, y solo si, converge la serie E by, .
n>1
b) Si la sucesion {an/bn} converge a cero y la serie g b, es convergente, entonces
n>1
la serie E a, es convergente.
n>1
c) Si la sucesion {an/by} diverge positivamente y la serie ) -, an es convergente,

entonces la serve E b, es convergente.
n>1
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Conviene resaltar que este criterio se mostraré més potente cuanto mayor niimero de
ejemplos conozcamos su convergencia. En este conocimiento es indispensable recordar
que la serie cuyo término general es a, = 1/n® es convergente si, y solo si, a > 1.

Veamos ahora algunos criterios de convergencia intrinsecos, esto es, criterios que
involucran soélo a la propia serie.
En primer lugar, obsérvese que si el el conjunto {n € N; a, > 1} es infinito, entonces

la serie E an No es convergente, ya que podriamos construir una parcial de la sucesion
n>1
término general no convergente a cero.

Veamos a continuacién un primer criterio positivo

Teorema 5.1.3. (Criterio de la raiz)

Sea {ay} una sucesion de nimeros reales no negativos y L € [0, 1. Si la sucesion { {/an}

converge a L, entonces la serie E an, es convergente.
n>1

Si los términos son positivos el siguiente criterio es mas cémodo

Teorema 5.1.4. (Criterio del cociente)

Sea {an} una sucesion de nimeros reales positivos y L € [0,1[. Entonces

a) Si la sucesion {ant1/an} converge a L, entonces la serie g an es convergente.
n>1

b) Si la sucesion {ant1/an} converge a 1/L, entonces la serie E an Mo es conver-
n>1
gente.

Como consecuencia obtenemos por ejemplo que la serie E 1/n! es convergente.
n>1

Obsérvese que, cuando dicho cociente {an+1/a,} tiende a uno, este criterio nos deja
sin informacion. En algunos casos esta laguna se resuelve con un tercer criterio:

Teorema 5.1.5. (Criterio de Raabe)

Sea {a,} una sucesion de nimeros reales positivos y L € [0, 1[. Entonces

an+41

a) Sila sucesion {n(1 — =

)} converge a L, entonces la serie g ap NO es conver-
n>1

gente.

b) Sila sucesion {n(1—“22)} converge a 1/L, entonces la serie Z ap es convergente.

Qn
n>1
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2. Series de términos cualesquiera

La estrategia que seguiremos para las series no incluidas en el apartado anterior sera
la de estudiar primeramente si son absolutamente convergentes, y para ello usaremos
los criterios del apartado anterior. Si son absolutamente convergentes, en virtud de lo
ya visto, seran también convergentes, en otro caso necesitarfamos de algtin otro criterio.
En este curso s6lo veremos el criterio de Leibnitz para series alternadas.

Teorema 5.1.6. (Criterio de Leibnitz)

Si{an} es una sucesion de nimeros reales decreciente y convergente a cero, entonces la

serie E (—=1)""ta, es convergente.
n>1

Como consecuencia ya podemos justificar que la serie g (=1)""! /n es convergente.
n>1

5.1.3. Relaciéon de ejercicios

Estidiese la convergencia de las siguientes series de ntimeros reales:

D B SR S

" 1 1 Jn
20 )= b)zﬁ. > —— d)Zm‘{)ﬁ.

1. a)

nlog(n)
n2n—1 1 1
3.2) ) (-1) om b)zﬁ >3 (B3n—2)(3n+1)

PR e b)zegl. SD P

log(n) nm
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5.2. Series de potencias

Sumario

Esta leccion estd dedicada al estudio de un tipo muy particular y muy interesante de
series funcionales: las series de potencias. Estas nos proporcionan un método expeditivo para
construir nuevas funciones de clase C* no racionales. En particular reapareceran la mayorfa
de las funciones elementales, lo que nos permitira un mejor conocimiento de éstas. La técnica
usada consiste en dar sentido al concepto de polinomio de Taylor de grado infinito. El contenido
completo de esta leccion se articula de la siguiente manera:

5.2.1 Series de potencias

5.2.2 Funciones definidas por series de potencias.
5.2.3 Desarrollo en serie de potencias.

5.2.4 Aplicaciones:Suma de series de niimeros reales

5.2.5 Relaciéon de ejercicios.

5.2.1. Series de potencias

Sean a € Ry {a,} una sucesion de nimeros reales. La serie

Z an(z —a)" !

n>1

recibe el nombre de serie de potencias centrada en a. A los términos de la sucesion {ay,},
se les denomina coeficientes de la serie.

Dado A C R, se dice que la serie converge

1

1. puntualmente en A, si la serie ) -, an(x —a)"™" converge para todo punto x de A.

Se suele notar, para cada x € A, por

oo
Z an(z —a)" !
n=1

a la suma de dicha serie.

2. absolutamente en A sila serie ) -, [an(x —a)"!| converge para todo punto x de A.
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3. uniformemente en A si
para cada € > 0, existe un natural ng, de forma que si n > ng, entonces

1300 ap(z — )Pt =377 ap(w — a)*7t| < €, para todo = € A.
Como primer resultado, establecemos el siguiente importante resultado

Teorema 5.2.1. Test de Weierstrass
Sea B un subconjunto no vacio de nimeros reales, a € R y {a,} una sucesion de nimeros
reales. Supongamos que existe una sucesion de nimeros reales {c,} tal que

lan(z —a)" Y < cn, V€ B,Vn

y tal que la correspondiente serie ) -, c, es convergente. Entonces la serie de potencias
centrada en a converge absolutamente y uniformemente en B

Este resultado nos proporciona un método general para estudiar la convergencia puntual
y uniforme de cualquier serie de potencias.

Proposiciéon 5.2.2. Lema de Abel
Sean a € R y {a,} una sucesion de nimeros reales. Supongamos que existe v > 0 tal que
la sucesion {a,r™ 1} estd acotada. Entonces la serie funcional Y, < an(z — a)"~ ! converge

absoluta y uniformemente en el intervalo [a — p,a + p|, siempre que 0o < p < r.

La busqueda del niimero positivo » "més grande posible"que cumpla la hipotesis del
Lema de Abel motiva el concepto de radio de convergencia. Concretamente:

Sean A := {r € R™; {a,w""!} estd acotada} y 3, <, an(x — a)""! la serie de potencias
asociada.

1

1. Si A =0, diremos que el radio de convergencia de la serie ), -, an(zr —a)" "' es igual

a cero, R = 0.

2. Si A# () y A no estd mayorado, diremos que el radio de convergencia de dicha serie
es infinito , R = oc.

3. Si A # () y A estda mayorado diremos que el correspondiente radio de convergencia
es el supremo del conjunto A, esto es R = Sup(A).

Observemos que el radio de convergencia es independiente del centro a de la serie.
, v . o . v .
Ademaés, como veremos en el siguiente resultado, el conocimiento del radio de convergencia
proporciona ” casi ” toda la informacion sobre la convergencia de la serie.

1

Proposicién 5.2.3. Sea ), -, an(x—a)" " una serie de potencias cuyo radio de convergencia

es R.
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1. Si R es cero, entonces la serie sdlo converge en a.

2. Si R es infinito, entonces la serie converge absoluta y uniformemente en cada intervalo
cerrado y acotado contenido en R.

3. Si R € RT, entonces la serie converge absoluta y uniformemente en cada intervalo
cerrado y acotado contenido en Ja — R, a+ R[ y no converge en ningin punto de R\[a —
R,a+ R].

Busquemos ahora un procedimiento expeditivo para determinar el radio de convergencia.

Proposicién 5.2.4. Sea ), < an(z — a)"!

nulos y sea R su radio de convergencia.

una serie de potencias cuyos coeficientes son no

1. Si la sucesion {|*2*X|} diverge positivamente, R = 0.
n

2. Si la sucesion {|“22|} converge a un nimero real positivo L, R = 1.
n

3. St la sucesion {|=21|} converge a cero, R = co.

An+1
Qn

Nota
Antes de proseguir, conviene resaltar, como ya habiamos anticipado, que los dos
primeros apartados de la pentltima proposicién, describen con total exactitud la convergencia
de una serie de potencias cuyo radio de convergencia es cero o infinito. Sin embargo, nada se
afirma, cuando dicho radio es un niimero real positivo R, sobre los extremos del intervalo. De
hecho, existen series de potencias con idéntico radio de convergencia pero con distinto caracter
de convergencia en dichos puntos, piénsese por ejemplo en la serie

z:n—lkl(x_a)n1

n>1

y en la serie

(_1)71 n—
;n_i_l(m—a) L

Este hecho motiva el siguiente resultado.

Teorema 5.2.5. Teorema de Abel

Sea Y, ~q an(x — a)"~! una serie de potencias, cuyo radio de convergencia R es no nulo.
Si la serie converge en el punto a + R (resp. a — R) entonces lo hace uniformemente en el
intervalo a,a + R)].
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5.2.2. Funciones definidas por series de potencias

Sea Y, <, an(z —a)""! una serie de potencias, cuyo radio de convergencia R es no nulo
(serie de potencias no trivial). Si R € R*, llamemos I al intervalo Ja — R,a + R[ e I = R si
R es infinito. En adelante, nos referiremos al intervalo I como el intervalo de convergencia
de la serie de potencias Y, < an(z —a)" L.

Sea Y51 an(x —a)”~! una serie de potencias no trivial cuyo radio de convergencia es
R, y sea I su intervalo de convergencia. Podemos definir:

f:1—R,

mediante la formula

Si la serie es convergente en a + R entonces f se puede extender al intervalo Ja — R,a + R),
con f(a+R) =3, a, R" ! resultando una funcién continua en Ja — R, a + R].
Pues bien, veamos que dichas funciones son también derivables en I. De hecho,

Teorema 5.2.6. Sea f como arriba, entonces f es de clase C*°(I) y para cada x € I y k € N,
se tiene que

IRIOEDY Wa’”’“(x —at= Y man(x )
n=1 ’ n=k-+1 :

En particular,

Veamos ahora algunas consecuencias de los tultimos resultados.

1. La suma de una serie de potencias puede derivarse como si se tratase de una suma finita.

Notese que la formula del teorema anterior de las derivadas sucesivas de la funcién

definida por una serie de potencias, significa simplemente que dichas derivadas pueden
obtenerse derivando cada uno de los términos de la serie de partida.

2. La serie de potencias esti totalmente determinada.

La misma férmula del teorema anterior nos dice que en caso de que una funciéon sea
desarrollable, esto es, f pueda escribirse como suma de una serie de potencias, ésta esta
completamente determinada, de hecho, en cada punto a € I,

an = " (a)/(n — 1),

de ahi que la correspondiente serie reciba el nombre de serie de Taylor.
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5.2.3. Desarrollo en serie de Taylor

Hemos visto pues que toda serie definida por una serie de potencias es de clase C*° en
el intervalo de convergencia I. ;jEs cierto reciproco? Es decir, si f es de clase C*° en un cierto
intervalo I, jse puede asegurar que la serie de Taylor de f es convergente en I7 En general
la respuesta es no. Existen funciones de clase C°° para las cuales la serie serie de Taylor
tiene radio de convergencia cero y por otra parte existen también funciones (por ejemplo,

flx)=e z2, Vax # 0, f(0) = 0) para las cuales la suma de su serie de Taylor no coincide
con la funcién mas que en el punto que la generé (En el ejemplo, f”)(O) = 0). El problema de
cuéndo la respuesta es positiva es un problema muy interesante que no vamos ahora a indagar.
Como ejemplo de respuesta positiva, consideraremos exclusivamente el siguiente resultado:

Proposicion 5.2.7. Sea I un intervalo y f un funcion de clase C* en I. Supon-gamos que
existe M > 0 tal que, para cada © € I y cada n € N, se verifica que:

|/ (@)] < M,

entonces para cualesquiem a,x S I, se tiene que
fn b ((1) n—1

n=1

Y como consecuencia obtenemos los siguientes desarrollos en serie de potencias de
algunas funciones elementales.

Corolario 5.2.8.

1) Para cada x € R, se tiene:

a) e =37, ﬁ‘”n_l'
) n+1 n—
b) cos(x) = Ynty Solpyra .
o) _1)yn+1 n—
c) sen(z) => ", ((22%1)!3;2 L

2) Para cada x €]0,2], se tiene:

0 n+1

log(z) = Z (z—1)".

n=1

3) Para cada x €] —1,1], se tiene:

= (-,
2n —1

n—1

arctg(x) =
n=1

Notese que el desarrollo en serie de la funcién arcotangente, recién obtenido, tiene radio
de convergencia uno y no infinito como cabria esperar a primera vista, dado que la funcién
arcotangentes es de clase C°.
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5.2.4. Aplicaciones: Suma de series de niimeros reales

Para finalizar, vamos a dar dos ejemplos de como sumar dos series de ntimeros reales
usando las series de potencias.

Sabemos por el corolario anterior que para cada z €]0, 2],

X 1 \n+l
log(z) = Z (1n(x - 1"

n=1

Por otra parte, aplicando el teorema de Abel, el segundo miembro define la funcion g :]0, 2] —
R definida por

X _1\yn+1
o) =3 Ty

n=1

la cual es continua en 2, obtenemos asi que

= (1
Z — = 9(2) = limg_y09(x) = limy_2log(z) = log2.

n=1

Tal como advertimos en el comienzo del capitulo el conocimiento de las series de potencias
nos proporcionan un método de aproximacion de los valores log2 y 7/4 respectivamente

5.2.5. Relacion de ejercicios

1. Hallese el radio de convergencia R de cada una de las series de potencias que siguen vy,
en caso de que R € RT estudiese el comportamiento de la serie en los puntos Ry —R:

1 n—1 .
a) Z 2"*1(271 _ 1) x ’

n>1
b) Z o "t
= log(n + 1) ’

135, (2n—1) , 4
2> 24,6.--(2n)

n>1

2. Calcilese el radio de convergencia y la suma de las series:

n . 2 n . (n_l)g n—1
an ,anv ’Zi(n—l)!gg .

n>1 n>1 n>1

3. Encuéntrese, cuando ello sea posible, el desarrollo en serie de potencias centrado en el
punto a de la funcién f en cada uno de los casos siguientes:

, VeeR—{1}; a=0

a) f:R={1} >R, f(z)= )
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x

) FR—{ SR, f@) = g

VeeR—-{1}; a=0

et —

) FiRoR, fla)= L VaeR*, f(0)=1;a=0

et _ %

d f:R—->R, f(ZL‘):Te, VeeR ;a=0

4. Demuéstrese, usando el desarrollo en serie de Taylor de la funcién arcotangente, que

X (_1\n+1
w/4 = arctg(l) = Z %






Capitulo 6

Calculo integral en una variable

6.1. Funciones integrables

Sumario

En esta leccion introduciremos el concepto de funcién integrable, en el sentido de
Riemann, como una evolucién natural del método de exhaucién, usado por los griegos para
calcular ciertas areas, y estudiaremos sus propiedades. Enunciaremos el teorema fundamental
del céalculo que relaciona la integral con la derivacién y la Regla de Barrow indispensable
para el calculo integral. Finalmente estudiaremos las funciones impropiamente integrables. El
contenido completo de esta lecciéon se articula de la siguiente manera:

6.1.1 Funciones integrables.

6.1.2 Ejemplos

6.1.3 Propiedades de las funciones integrables.

6.1.4 Relacion entre integraciéon y derivacion: Teorema Fundamental del Calculo
6.1.5 Como evaluar una integral: Regla de Barrow.

6.1.6 Integrales impropias.

6.1.7 Relacion de ejercicios.
6.1.1. Funciones integrables

Sea f : [a,b] — R una funcion acotada y sea P = {xg,x1, ..., T} una particion del
intervalo [a, b]. Para cada k € {1,2,...,n}, llamemos I} al intervalo [zj_1, k| y notemos por

My(f, P) = Sup f(Iy), mi(f,P)=1Inf f(I).

131
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Llamaremos suma superior de Riemann de la funcién f respecto de la particion
P al ntmero real

k=n
S(fv P) = ZMk(fv P)('rk _wk—l)a
k=1

y analogamente llamaremos suma inferior de Riemann de la funcién f respecto de la
particién P al ntmero real

k=n
I(f,P) =Y mu(f, P)(zk — zp—1)-
k=1

Sea
S :={S(f, P); P particion del intevalo [a, b]}

I:={I(f,P); P particion del intevalo [a, b]}.

Es claro que dadas dos particiones cualesquiera P y @ del intervalo [a, b] se tiene que

I(f,P) < S(f,Q),

y por tanto el conjunto S es un conjunto minorado de nameros reales. Llamaremos integral
superior de f en el intervalo [a, b], al infimo del conjunto S que notaremos por

/abf(:v)d:r.

Por idéntica razoén el conjunto I es un conjunto mayorado de numeros reales y llamaremos
integral inferior de f en el intervalo [a,b] al supremo de dicho conjunto, supremo que

/ab f(z)dz.

Diremos que f es integrable en el intervalo [a, ] si el infimo del conjunto S y el supremo
del conjunto I coinciden, esto es, si

/abf(:c)dx: /b f(2)dz.

Si f es integrable en [a, b] dicho valor InfS = Sup I sera conocido como la integral de
f en [a,b], y se notara por
b
/ f(z)dx.

Para mayor comodidad, si f es integrable en [a, b], acordamos los siguientes convenios:

/baf(a:)dm . /abf(a:)d:n, v /aaf(x)dm o

notaremos por
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Observaciéon

Es facil probar que si [a,b] es un intervalo y f : [a,b] — R es una funcién acotada,
entonces f es integrable en [a, b] si, y s6lo si, existe una sucesion de particiones { P, } verificando
que la sucesion {S(f, P,) — I(f, P,)} converge a cero.

6.1.2. Ejemplos

1) Es facil probar que toda funciéon constante es integrable, de hecho

/abcda: = c(b—a).

2) Las funciones monodtonas en un intervalo [a, b] son funciones integrables en dicho inter-
valo.

3) Las funciones continuas son también funciones integrables.
4) De hecho tenemos que
Proposicion 6.1.1. Sea f : [a,b] — R una funcion integrable. Entonces si g : [a,b] —

R es una funcion que coincide con f excepto a lo mds en un nimero finito de puntos de
[a,b], g es también una funcion integrable y ademds

/abf(a:)da: = /abg(a:)da;.

5) La funcion de Dirichlet:

[0 sizel0,1]nQ
f(x)—{l size(0,1]]NR\Q

No es integrable en [0, 1]. De hecho, es facil probar que

/Olf(x)dac =1, /Olf(x)dx = 0.
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6.1.3. Propiedades de las funciones integrables

Veamos ahora algunas propiedades de las funciones integrables

Proposicion 6.1.2. Sean f,g: [a,b] — R dos funciones integrables en [a,b]. Entonces

1. f+ g es una nueva funcion integrable en [a,b] y se verifica que
b b b
[ ¢+ a@is= [ s+ [ gwis

2. Para cada r € R, la funcion rf es una nueva funcion integrable en [a,b] y se verifica
que

/ab(rf)(a:)dac = r/ab f(x)dx.

3. St para cada x € [a,b], f(x) < g(x), se tiene que

[ e < [ gt

4. |f| es también una funcion integrable y se verifica que
b b
[ swsl < [ i@

5. f.g es una nueva funcion integrable en |a,b], pero en general

/ab(f-g)(a:)dx # /:f(:x)da:./abg(m)dx.

Finalmente también se verifica la propiedad de la aditividad respecto del intervalo,
esto es,

Proposicion 6.1.3. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada y sea ¢ €la,b|. Entonces f es
integrable en [a,b] si, y sdlo si, f es integrable en |a,c] y [c,b]. En caso de ser integrables se

tiene que . b
/a flx)dx = /acf(x)dx—i—/c fx)dx.

Como ejercicio calciilese la siguiente integral:

3
/ 3E[z] + 2 dx.
0
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6.1.4. Relaciéon entre integracion y derivacion: Teorema Funda-
mental del Calculo.

Estudiaremos ahora la importante conexién entre los tres conceptos basicos de la
primera parte del curso: continuidad, derivacién e integracién. Para poder enunciar este re-
sultado, esto es, el teorema fundamental del calculo, necesitamos introducir el concepto de
integral indefinida.

Sea I un intervalo de nimeros reales, y f : I — R una funcién continua. Si ¢ € [
llamaremos integral indefinida de f con origen en c a la funcién F' : I — R, definida,
para cada x € I, por

Flz) = / " Fbdt.

Teorema 6.1.4. (fundamental del Cdlculo)
Sea f una funcion continua en un intervalo I y sea F cualquier integral indefinida de f.
Entonces F' es derivable en I y para cada x € I,

Ejercicio: Sea F' : R™ — R definida por

Fz) = /1 1t dt.

Calculese F(1), la funcion derivada de F'y determinense sus propiedades analiticas.

6.1.5. Cobémo evaluar una integral: Regla de Barrow.

El siguiente resultado, el cual es consecuencia del teorema del valor medio, es im-
portantisimo ya que nos permitird evaluar la integral de una funcién conocida su primitiva.
Para enunciarlo, necesitamos recordar que dada una funcién f definida en un intervalo I se
dice que f admite primitiva si existe una funcién G : I — R derivable tal que, para cada
z €, G'(z) = f(x). Como consecuencia del teorema del Valor Medio G esta determinada de
manera Unica, salvo una constante aditiva.

Teorema 6.1.5. (Regla de Barrow)
Sea [ : [a,b] — R wuna funcion integrable y supongamos que admite una primitiva G.
Entonces

b
/ f(x)dx = G(b) — G(a).

Es claro que si f es continua, entonces, como consecuencia del teorema fundamental
del célculo, cualquier integral indefinida F' de f es una primitiva de f. Pero si intentamos
evaluar dichas primitivas no obtenemos ninguna informacién no trivial. Por tanto el problema
de evaluar la integral de una funcién continua f, para aplicar la Regla de Barrow, consiste en
conseguir una primitiva de f susceptible de ser evaluada en los puntos a y b.
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Ejercicio: Calculese la siguiente integral:

1
/ (22% + 1) d.
0

A menudo conviene transformar la funcién f en otra funcién cuya primitiva sea mas
accesible; los siguientes resultados ofrecen algunas transformaciones interesantes.

Corolario 6.1.6. (teorema del cambio de variable)
Sea g : [a,b] — R una funcion de clase C'([a,b]) con ¢'(x) # 0. Si f es una funcion
continua en g([a,b]), entonces la funcion f o g.g" es una nueva funcion integrable y

g(b) b
/ f(@)de = / Flo().d' (B)dt.
g(a) a

La regla formal seguida en el resultado anterior consiste en sustituir g(¢) por x y ¢'(t)dt
por dz y los valores extremos ¢ = a,t = b por los correspondientes x = g(a),z = g(b).

Ejercicios:

1. Calctlese la siguiente integral:

1
/ 2z¢” dz.
0
2. Demuéstrese que , para a,b € RT,

ab b
/ 1/t dt:/ 1/t dt.
a 1

Nota

Obsérvese que después de esta propiedad, la funcion F' : Rt — R, definida por

F(z) = /jm dt.

es una biyeccion estrictamente creciente verificando que:

- F(1)=0
- F(zy) = F(r) + F(y)
-Fe)=1

Esto es, la funcién F' no es otra cosa que la funcién logaritmo neperiano cuya existencia
afirmabamos al principio de curso.

La siguiente técnica es especialmente ttil cuando se trata de calcular la integral de un
producto de funciones o de una funcién facilmente derivable (basta ver ésta como el producto
de ella por la funcion constante uno).
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Corolario 6.1.7. (teorema de integracion por partes)
Sean F,G : [a,b] — R dos funciones de clase C*([a,b]). Entonces

b b
/ F(z).G'(z)dz = F(b).G(b) — F(a)G(a) — / F'(2).G(z)dx.

Ejercicio: Calctlense las siguientes integrales:

2 1
/ log(z)dz y / z2sen(z)dz.
1 0

6.1.6. Integrales impropias

El concepto de integral que hemos introducido presenta, entre otras, dos limitaciones
importantes:

1. El intervalo de integracion es del tipo [a, ]

2. El integrando es una funcién acotada en dicho intervalo.
Nuestro objetivo mas inmediato es extender la nocién de integral a intervalos arbitrarios
y a funciones continuas no necesariamente acotadas.

Sea I =]a, [ un intervalo con «, 8 € RU{ —oo,+0o0}. Sea f : I — R una funcion
continua en I y sea G una primitiva de f. Se dice que f es impropiamente integrable en
|, B[ si existen

limygG(x), limg—aG(x).

Ademaés en caso afirmativo

B
/ f(x)dz = limy 3G () — limy—aG(x).

Dicha integral recibe el nombre de integral impropia de f en ]a, 3.

Ejercicio: Calctlese la siguiente integral:

/ RN

0

Es claro que toda funciéon continua en un intervalo [a, b] es impropiamente integrable
en |a,b[ y su integral impropia coincide con su integral.

Las propiedades de las funciones impropiamente integrables son similares a las ya
estudiadas para las funciones integrables.

Proposicion 6.1.8. Sean f, g :Ja, B]— R dos funciones impropiamente integrables. Entonces
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1. f+ g es una nueva funcion impropiamente integrable en |a, B[ y se verifica que
B B B
/ (f+9)(x)de = / f(z)dx —|—/ g(x)dx.
(6% (0% «

2. Para cadar € R, la funcion rf es una nueva funcion impropiamente integrable en |o, 5]

y se verifica que
B B
/ rf(x)dx = r/ f(x)dx.

3. St para cada x € [a,b], f(x) < g(x), se tiene que

/j f(x)dx < /j g(z)dx

E incluso,

Proposicion 6.1.9. Sea f :Ja,f[— R wuna funcion continua y ¢ €]a, 5[. Entonces f es
impropiamente integrable en |, B[ si, y sdlo si, f es impropiamente integrable en |, c| y |e, 5.
En caso afirmativo se tiene que

/jf(@@:[f@)dw/f f(@)da.

Ejercicio: Calculense, cuando existan, las siguientes integrales:
1 1 —+o00 “+o00
/ 1/xdx, / 1/2%dx, / 1/Vzdr vy / 1/22%dz.
0 -1 1 1

Como consecuencia de la defincién, obtenemos los correspondientes teoremas del cambio
de variable y de integracién por partes.

Teorema 6.1.10. (del cambio de variable)

Sea g una funcion de clase C' en el intervalo |, B[ con ¢'(x) # 0. Si f es una funcion
continua en g(]a, B[), entonces f es impropiamente integrable en |a, B[ si, y sdlo si, fog.g' es
impropiamente integrable en |, 5[. En caso afirmativo,

limgy_,59(x) 3 /
J f@yts = [ fa() @)da.

imgz s ag(T)

Ejercicio: Calctlese la siguiente integral:

/1 2z /(2% + 1) da.

0
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Teorema 6.1.11. (de integracion por partes)

Sean F y G dos funciones de clase C* en el intervalo |a, B[ y supongamos que F.G' tiene
limite en o y en 3. Entonces F.G' es impropiamente integrable si, y sélo si F'.G es impropia-
mente integrable. En caso afirmativo

B B
/ F(2).G'(z)dz = limy_,3F(2)G(z) — limy_o F(2)G(z) — / F'(2).G(z)dx.

«

Ejercicio: Calculese la siguiente integral:

A%Wmﬂ

A veces resulta que una determinada funcion no es impropiamente integrable pero puede
obtenerse un cierto valor relacionado con ella.

6.1.7. Relacion de ejercicios

1. Calculense las siguientes integrales:

1 1
/ arctg(x) dz, / z2e® du,
0 0

+o0 /4
/ d7x2 / sen’z cos’zr dx,
s x(log(w)) 0
/2 /4
/ cosz log(senz) dx, / ﬂ dx.
/4 0 CcoS“x

2. Hallense las derivadas de cada una de las funciones siguientes:

@M@ZAWMmﬁ mFm:A TSR
> sen(s) g,
c) F(z) = , 1/(sen®(t?) + 1) dt

dt.

b
/x 1+t2+sen2( )
tx

b b
dt f) F(x)= ——— dt
/ 1+ 12 + sen(t) sen( ) ) Flz) /a 1+ 2 + sen(t)
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6.2. Meétodos de integracion

Sumario

En esta leccién nos ocuparemos del problema préctico de evaluar la integral de toda
funcién racional y de algunas funciones no racionales. El contenido completo de esta leccion
se articula de la siguiente manera:

6.2.1 Integracion de funciones racionales.
6.2.2 Integracién de funciones no racionales.

6.2.3 Relacién de ejercicios.

6.2.1. Integraciéon de funciones racionales

Daremos un método general para la evaluacién de la integral de una funcién racional
cuya "unica'dificultad consiste en encontrar la descomposiciéon en factores irreducibles de un
polinomio con coeficientes reales.

Sea f : [a,b] — R una funcién racional y sean P,@,: R — R las correspondientes

funciones polindmicas tales que, f(x) = ggg con Q(x) # 0, para cada x € [a,b]. Podemos

suponer sin pérdida de generalidad (en caso contrario se manipula algebraicamente) que:
1) Py @ son dos polinomios primos entre si.
2) El polinomio Q(z) es de mayor grado que P(z).

3) El coeficiente lider del polinomio Q(x) es uno.

En la situacion anterior, el problema de evaluar la integral de f se resuelve usan-
do sendos resultados algebraicos: la descomposicién en factores irreducibles de un polinomio
con coeficientes reales y la descomposicion en fracciones simples de una funcién racional con
coeficientes reales.
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Proposicion 6.2.1.

1) Descomposicion en factores irreducibles

Todo polinomio Q(x) con coeficientes reales y con coeficiente lider igual a uno puede
escribirse en la forma:

(. —a1)"™ (x — ag)™...(x — ap)™ (¥ + by + c1)™ (2% + box + c2)"2...(x% + byx + ¢)™9,

donde p y q son mimeros enteros no negativos,ai, az, ..., ap, b1, ba, ..., bq, c1,c2, ...,cq sON
nimeros reales, donde a1 < az < ... < ap son las raices reales del polinomio @Q y
para cada k € {1,2,...,p}, n, es el orden de multiplicidad de la raiz a; y finalmente
mi, ma, ..., Mg Son nimeros naturales.

La descomposicion anterior en factores es unica y
n1+ng+...+np+2(m1 +m2+...+mq)
es el grado del polinomio.

2) Descomposicion en fracciones simples

Si el polinomio Q(x) se descompone en la forma dada en (1.) y P(x) es un polinomio

primo con Q(x) de grado menor que el de Q(x), la funcion racional f(x) = ggg puede

escribirse de forma unica como sigue:

All A12 Alnl
f(ﬂf): T —a + ($*a1)2 ++W+
A21 A22 A2n2
x_a2 + ($_a2)2 +...+m+...+
APl AP? AP
t—ay - T @—ayw T
Blll‘ 4 Cll BIQ.’L‘ + 012 Blmll‘ + Clm1
22+bhr+ea (P+bhr+ca)? (@2+bhr+eo)™ *
B3z 4+ B2z 4+ C?2 B2m2 g 4 C2m2
22+ bxr+co (224 baxr+c2)? (22 + box + o)™ Tt
By 4+ C1 B2y 4+ (92 BYay + CTMa

22 4 bgx + ¢4 * [(22 + by + c4)? " [(2% + bgz + cq)™a”
donde Ajj (1<i<p,(1<j<n,)y(BY,Cj 1<i<qyl<ji<mgy

ai,az,...,ap, B1,Ba, ..., By, c1,¢2, ..., ¢4 C son nimeros reales. Se tiene ademds que AF £
0 para k € {1,2,...,p} y (B7™)% + (C7™)% > 0 para j € {1,2,...,q}.

La principal dificultad a la hora de aplicar la proposicién anterior consiste, como
ya se ha dicho, en encontrar la descomposicion en factores del polinomio Q(x). Salvado este
problema, la descomposicién en fracciones simples dada por la segunda parte de la proposicién
puede ya obtenerse sin dificultad, aunque si puede ser laboriosa.

La descomposicion en fracciones simples dada anteriormente, junto con la linealidad
de la integral nos permite limitarnos a considerar las integrales de cada uno de los tipos de
fracciones simples que aparecen en la descomposicion, a saber
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Tipo 1
A

)
r —cC

fz) =

para todo x € [a,b], y donde A,c € Ry ¢ no pertenece al intervalo [a,b]. En tal caso
tenemos que:

b—c

a—cC

b
/ f(z)dz = A.log( ).

Ejercicio: Calculese la siguiente integral:
4 2
9 _
/ #daz :
3 x°— 3z + 2%

Tipo 2
A

(x =)™’

fz) =

para todo x € [a,b], y donde A,c € Ry ¢ no pertenece al intervalo [a,b]. En tal caso

tenemos que: ,
A 1 1
/a f(w)de = n—1 [(a —onl (b— c)”_l]'

Ejercicio: Calculese la siguiente integral:
1/2 2
JA——
0 xe — 2z + 1

Tipo 3
Bz +C
@)= 2+cr+d

para todo z € [a,b], donde B, C,c,d € R. En este caso se procede de la siguiente forma:

b B [ 2z4¢ b dx
= — N T — —cB/2 I B ——
/a f(w)de 2/a x2—|—cac—|—dd$+(c ¢ /)/a 22 +cxr+d

La primera integral se puede resolver haciendo el cambio de variable © = 22 + cz + d,
con lo que nos queda

b2+be+d du b2 + be + d
= l0og—F—.
/a2+ac+d u Y2 Y actd

La segunda integral se puede resolver escribiendo x? + cz +d = (x —r)? + b para hacer

el cambio de variable u = *_*, con lo que nos queda

1 b—r a—r

b—r
1 [ du
5 /H T = ;[arc tg(is ) —arc tg( .

s

)l
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Ejercicio: Calciilese la siguiente integral:

4
22z —1

dx.

/3 a1

Tipo 4 Esto es,
r(z)
(22 + cx +d)"’
para todo z € [a,b], donde ¢,d € R, n € Nconn > 1y r(zx) es un polinomio de grado
menor o igual que 2n — 1.

fz) =

En este caso usaremos el método de Hermite que consiste en escribir

_ex+ f
224 cx+d

F(z) I
(22 4+ cx +d)n=1°"’

f(x) +|

donde F(x) es un polinomio de grado 2n-3 a determinar. Por tanto, la técnica exige
derivar el cociente, multiplicar la igualdad por (22 +cz+d)", y a partir de aqui, calcular
los coeficientes de dicho polinomio.

Asi pues

b boex+ f F(b) F(a)
dx = —d — .
/a f(w)de /a 22 +cxr+d v B2 +cb+d)nt (a2 +ca+d)n!

La integral que queda es una de tipo 3).

Ejercicio: Calctlese la siguiente integral:

/4 1_1:2
ﬁdl‘.
3 = +4x+4

6.2.2. Integracion de funciones no racionales

El problema de evaluar funciones no racionales se llevara a cabo utilizando diversos
cambios de variable hasta conseguir que la nueva funcién a integrar sea racional. No hay un
método general para ello, sino un recetario mas o menos amplio, de hecho, la simple inspeccién
del integrando sugiere el cambio de variable adecuado.

Empezaremos fijando una notacién que nos permitira exponer de manera rapida y sin
ambigiiedad los distintos métodos de integraciéon que vamos a tratar. En lo que sigue I sera
un intervalo del tipo [a,b] y f : I — R sera una funcién continua. Para calcular la integral de
f usaremos sistematicamente el cambio de variable x = ¢(t), donde g es una funcién biyectiva
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de un cierto intervalo J sobre I y de clase C! en J. Si notamos por h(t) = f o g(t).¢'(t), para
todo t € J, transformaremos la integral de la funcién inicial en la integral de la funcién h en
el intervalo J. Si h es racional, aplicaremos los conocimientos dados en la primera parte de
la leccién. En las demés ocasiones serd preciso un nuevo cambio de variable. Encontraremos
asi un nuevo intervalo K y una nueva funcion ¢ tal que ¢ = ¢(u), donde ¢ es una funcion
biyectiva de K sobre J y de clase C! en K. Si notamos por k(u) = h o ¢(u).¢'(u), para todo
u € k, transformaremos la integral de la funcién h en la integral de la funcién k en el intervalo
K, y vuelta a empezar.

1. Funciones trigonométricas

Sea f una funcién que es cociente de sumas y productos de las funciones seno
y coseno. Dado que f es una funcién periédica de periodo 27 podremos limitarnos a
considerar I C [—m, 7|. Hacemos en este caso el cambio de variable

x = g(t) = 2arcty(t).

La funcién g que aparece es una funcién racional. De hecho,

1 — 2 2t
coST = 112 y sen(z) = 14t2
Ejercicio: Calcilese f: / 42 Seig(cm)

Podemos destacar algunos casos particulares en

b n
/ sen™() b el
o Ccos™(x)

a) Sin es impar, se hace el cambio x = arccos(t), siempre que I C [0, 7].
b) Sim es impar, se hace el cambio x = arcsen(t), siempre que I C [—7/2,7/2].

¢) Siny m son pares se usan las formulas

14 cos(2x)

1 —cos(2x)
2 ’ '

cos?(x) sen?(x) = 5

2. Funciones trascendentes

Sea f una funcién f que es cociente de sumas y productos de la funcion e* con ella
misma. Hacemos en este caso el cambio de variable x = ¢(t) = log(t). La funcion h que
aparece es de nuevo una funcién racional.

dzx

Ejercicio: Calcular f12 L2
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3. Irracionales en x

Sea f una funcién que es cociente de sumas y productos de potencias racionales

1 P2 Pn . :

de z. Si f(z) = F(zu,x%,...,xm), entonces hacemos el cambio de variable x = ",
donde m = m.c.m.{q1,q2, ..., qn}. Asi pues, la funciéon a integrar que resulta después del
cambio es una funcién de tipo racional, que ya sabemos resolver.

Ejercicio: Calculese la siguiente integral:

f
———dx.
1 VetV

4. Irracionales cuadréaticas

1)

Vamos a distinguir tres tipos fundamentalmente:
Funciones que son cociente de sumas y productos de las funciones z y vz2 — 1

En este caso, siempre que I C [1,4o00[ 6 I C| — 00, 1], hacemos el cambio de
variable 6 bien x = ¢(t) = & y por tanto la funcién h que aparece es del tipo
trigonométrico visto anteriormente, ¢ bien x = ¢(t) = ch(t) y la funcion h que
aparece es una funcion de tipo trascendente visto también anteriormente.

Ejercicio: Calctlese la siguiente integral:
[ =
—dx.
3 Va2 -1

Funciones que son cociente de sumas y productos de las funciones z y v/1 — x2

En este caso, siempre que I C [—1,1] hacemos el cambio de variable x =
g(t) = sen(t) y por tanto la funcion h que aparece es del tipo trigonométrico visto
anteriormente.

Ejercicio: Calctlese la siguiente integral:

/2 4
/ S
0 V1—2x2

Funciones que son cociente de sumas y productos de las funciones = y v/1 + 22

En este caso hacemos el cambio de variable 6 bien x = g(t) = tg(t) y por tanto
la funcién h que aparece es del tipo trigonométrico visto anteriormente, 6 bien
x = g(t) = sh(t) y la funcion h que aparece es una funcion de tipo trascendente
visto también anteriormente.

Ejercicio: Calctlese la siguiente integral:

4
1
/ N
3 14+ 22
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Nota

Las funciones f(x) que son cociente de sumas y productos de x y de vaz? + bz + ¢
se pueden reducir a uno de los tres casos anteriores ya que

ar® +bx + ¢ = a(x + b/2a)* — b*/4a +

y por tanto, si hacemos un primer cambio u = x 4+ b/2a y posteriormente

a) sia > 0y b?—4ac > 0, hacemos un nuevo cambio, ¢ = \/%, resulta una integral
del tipo V2 — 1
b) Si a > 0y b? — 4ac < 0, hacemos un nuevo cambio, t = VAU pegulta una
’ ’ \/c—b2/4a’

integral del tipo V2 + 1.

c) Sia < 0y b®—4ac < 0, hacemos un nuevo cambio, ¢t = —Y=2_ resulta una

\c—b?/4a
integral del tipo v/1 — ¢2

6.2.3. Relaciéon de ejercicios

1. Calctlense las siguientes integrales:

1+2
a> 2 rd— 4:p3+§x2$ 6z+2d
/2 _ d
b) fﬂ'/4 senxxtga:
37r/2 d
C) 2+cac;sx
1
d) 0 coshx
e) fz \/127
f) 3/2 dx
22/ 4—x2"
g) fl 4+z2)3/2

2. Pruébense las siguientes igualdades:

T /2 cosx dx 5 /*oo dx

/ B B T /+°°e fdx_Q
0o VI—22 2 Jo Vi—senz = ). e 27 ) N

1
/ log(z) do = —1
0
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6.3. Aplicaciones del calculo integral

Sumario

En esta leccién presentaremos varias aplicaciones del calculo integral. La idea que
subyace en todas las aplicaciones que vamos a ver en esta leccién es que la integral puede verse
como un procedimiento de "paso al limite"de la suma. Asi mismo, conviene sefialar que en esta
leccién nos basta con la idea intuitiva del concepto de area y que mas adelante definiremos
con todo rigor. El contenido completo de esta lecciéon se articula de la siguiente manera:

6.3.1 La integral como "paso al limite".

6.3.2 Calculo del area de un recinto plano.

6.3.3 Calculo de longitud de una curva.

6.3.4 Calculo del volumen y del area de un sélido de revolucion.

6.3.5 Relacién de ejercicios.

6.3.1. La integral como ” paso al limite ”

La idea central en todo lo que sigue es que si f es una funcién integrable en un
intervalo dado, la integral de dicha funcién puede obtenerse como el limite de una cierta
sucesion. Escribamos esta idea de forma mas concreta:

Sean|a, b] un intervalo , P = {tg,t1,...,t,} una particion de dicho intervalo e I} =
[tk—1,tk], con k € {1,2,...,n} la familia de todos los subintervalos que genera dicha particion en
el intervalo [a, b]. Se llama diametro de la particién P, A(P), al maximo de las longitudes
de los subintervalos, esto es

A(P) = Max{l(Iy) =ty — tp—1; k=1,2,...,n}.

Se puede probar que si f es una funcién acotada en [a,b] y {P,} es una sucesion de
particiones del intervalo [a, b] cuya sucesion de diametros, {A(P,)}, tiende a cero, entonces:

1. La sucesion de las sumas superiores S(f, P,) converge a Ef(x)dx esto es, a
b
/ f(z)dz = Inf{S(f,P): P particion de [a,b]}.
a
2. La sucesion de las sumas inferiores I(f, P,) converge a fab f(z)dx., esto es, a

b
/ f(z)dz = Sup{I(f,P): P particion de |[a,b]}.
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Y por tanto, si f es integrable en el intervalo [a,b], entonces la sucesion S(f, P,) y la
sucesion I(f, P,) convergen a la integral de f.

En particular, si {P,} es la sucesion de particiones del intervalo [a,b] tal que, para
cada n, todos los subintervalos que generan I}, son de longitud (b — a)/n, entonces

n b
tim {3 FG0 - a)fn} = [ fl)da,
k=1 a

siempre que, para cada n € N, y' € I}

Esta idea es el hilo conductor de toda la leccién. En un primer momento la usamos
para resolver problemas de distinta naturaleza.
1. Problema matemaético

A modo de ejemplo podemos probar que lzmn{l‘”:iz‘”‘} =1/2, ya que

n n 1
lima {3 kfn?} = lima{ S (k/n)1/n} = / zde,
k=1 k=1 0

donde la funciéon f considerada es la restriccion de la funcion identidad al intervalo [0, 1].

2. Problema de tipo econémico.

Supongamos que un negocio obtiene en sus primeros dias los siguientes beneficios

dias 1 2 3 4
Furos 8 17 32 53

El propietario tiene razones suficientes para creer que el negocio continuaré creciendo
siguiendo la pauta de los primeros dias, a saber el beneficio de cada dia t, seguira la
ley B(t) = 3t + 5. Para hacer el cilculo del beneficio anual, siguiendo indicaciones de
un economista, considera ademaés que la ley del beneficio es la funcién continua descrita
anteriormente. ;Cual seré este beneficio anual?

La estrategia a seguir serd considerar una sucesién de particiones del intervalo
[0, 365] cuya sucesion de didmetros tiende a cero. De hecho podemos considerar que, para
cada particion, todos los subintervalos son de igual longitud A(P,). A continuacion se
construyen las sumas integrales asociadas a la funcion B(t) considerando como valor de
cada subintervalo su extremo derecho. El paso al limite nos dara como beneficio anual

365
B= / 3t 4 5dt.
0

3. Problema de tipo fisico

Supdngase que queremos calcular la fuerza de atraccion de un varilla metalica de
masa M y de longitud [ y una masa puntual m situada en la direccién de la varilla y
cuya distancia al extremo maés lejano es L.
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La estrategia a seguir serd considerar una sucesiéon de particiones del intervalo
[0,] cuya sucesion de didmetros tiende a cero. De hecho podemos considerar que, para
cada particion, todos los subintervalos son de igual longitud A(P,). A continuaciéon se
construyen las sumas integrales asociadas a la funcion f(t) = GAMm - t)Q considerando
como valor de cada subintervalo su extremo derecho. El paso al limite nos dara como

fuerza de atracciéon F'. l
:/f@ﬁ
0

6.3.2. Calculo del area de un recinto plano

La segunda de las aplicaciéon ya fue presentada al inicio de la leccion 1.9.
Sea f : [a,b] — R una funcién continua y sea
R(f) = {(z,y) eR* a<x <b, 0<y< f(x)}.

Siguiendo el método de exhaucion y el apartado anterior, se tiene que el "area"del conjunto
R(f), A(R(f)), viene dada por la siguiente formula.

= /abf(a;)dx

De manera més general, dadas f, g : [a,b] — R dos funciones integrables, verificando
que, para cada z € [a,b], f(z) < g(x) podemos considerar el recinto

R(f,9) ={(z,y) eR* a<z <b, f(z)<y<gx)}

Es ahora facil probar que el area de dicho recinto A(R(f,g))), verifica

- / 2))dal.

Considérense por ejemplo las funciones f,g : [0,2] — R, definidas por f(z) = 22 y
g(x) = /x, y el recinto R(f,g), comprendido entre las correspondientes graficas

0.5 1 15 2

Es claro que area de dicho recinto A(R(f,g))), verifica

1 2
AR(f.9)) = | /0 (2 — V/E)da| + | / (22 — V/E)dz| = 3 — 4/3V2.

Ejercicio: Calcular el area de una elipse.
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6.3.3. Calculo de la longitud de una curva

Una curva en el plano no es mas que una funciéon continua definida en un intervalo
cerrado y acotado y con valores en R2.

Sea 7 : [a,b] — R? una curva en el plano. Tal como hicimos en la lecciéon 1.3 con
la semicircunferencia unidad, podemos definir, supuesto que exista dicho supremo, la longitud
de la curva 7 por

l(v) = Sup{l(vp); P particion de [a, b},

donde para cada particion P = {tg, t1, ..., t, }, consideramos la poligonal vp de vértices (y(to),v(t1)), ...

De hecho, se sabe que,

l(yp) = dist(y(to),v(t1)) + ... + dist(y(tn—1),¥(tn))-

Es facil probar que si {P,} es una sucesion de particiones del intervalo [a, b], cuyos
didmetros ”tienden” a cero, entonces la sucesion {I(yp,)} tiende a I(vy). Usando esta propiedad
y el hecho general ya comentado de que la integral es el limite de una conveniente suma,
obtenemos que,

Si existen dos funciones de clase C* en el intervalo [a,b] tales que v(t) = (f(t),9(t)),

entonces / \/ —

En orden a justificar la férmula anterior conviene subrayar que para cada particién
P = {to,tl, ...,tn} y ke {1, 2, ...,n},

dist(y(tp—1),v(tr)) = dist[(f(tp—1), 9(tx—1)), (f(tx)), 9(tx))] =
= V[f(tr=1) — f(tr)]? + [9(tr—1) — 9(tr)]%,

pero, por el teorema del valor medio, sabemos que existen sendos xy e y, tales que

fltr—) = fte) = (@) (te = te1),

y
9(tk-1) — 9(tx) = ¢'(yr) (tx — te-1),
luego
dist(Y(ti—1),v(te)) = (tk — tr—1)V/ (f'(@1))2 + (9 (x))?,
y por tanto

n

vp) =Y (b =t )V (' ()% + (' ()%,

k=1
por lo que finalmente basta aplicar que la integral no es mas que un paso al limite.

En particular si f € C!([a,b]) la longitud de su grafica,
U(Graf(f / V14 (f'(z))%dz.

Ejercicio: Calcular la longitud de una circunferencia de radio r.

;Y(tn))
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6.3.4. Calculo del volumen y del area de un sé6lido de revoluciéon

Sé6lidos de revolucién

Sea f : [a,b] — R una funcién continua cuya grafica se encuentra en el semiplano
superior. Supongamos que el recinto R(f), definido como en el segundo apartado, gira alrededor
del eje z. El conjunto asi generado es llamado el sélido de revolucién generado por f al
girar sobre el eje z, el cual es el subconjunto de R3, definido por

Su(f) ={(z,y,2) e R} a <a <b, y* + 22 < f(x)?}.

Considérese por ejemplo la funcion identidad restringida al intervalo [1, 3]. En la siguiente
figura vemos el correspondiente R(f)

Area lateral

Se puede probar que el "area lateral"de S, (f), A(S.(f)) se obtiene mediante la

b
A(S:(7)) =2 [ @)/ T FlaPda.

Para justificar la férmula anterior basta considerar para cada particiéon del intervalo
[a,b] y cada subintervalo que ésta genera el tronco de cono correspondiente.
Por ejemplo considérese la semiesfera de radio uno, y los dos troncos de cono asociados a
la particion P = {0,1/2,1}

formula:
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Obsérvese que la suma de las areas laterales de estos dos troncos de cono es menor que
el area lateral de la semiesfera y que, a medida que tomemos particiones con mas puntos, la
suma de las areas laterales de los correspondientes troncos de cono sigue siendo menor que el
area lateral de la semiesfera pero cada vez méas ajustada a ésta.

En tal caso, el area lateral se obtiene como paso al limite de la suma de las areas
laterales de los correspondientes troncos de cono, sin méas que usar el hecho de que el area
lateral de un tronco de cono es m(R + r)s, donde R es el radio mayor, r el radio menor y s es
la "generatriz truncada".

Ejercicio: Calcular el area de una esfera.
Volumen

Podemos ahora considerar el volumen del sélido generado por giro alrededor del eje
x. Es facil ver que el "volumen"de S(f), V(Sz(f)) se puede obtener mediante la formula

b
V(S(f) = / ()2

Esta formula se obtiene considerando el volumen del s6lido de revolucion como el "paso
al limite "de la suma de volimenes de cilindros apropiados.

Si f es una funcién no negativa continua con 0 ¢ [a, b], y hacemos girar el recinto R(f)
alrededor del eje y, obtenemos un nuevo sélido de revoluciéon

Sy(f) = {(w,y,2) €RY @® <2 422 <b%, 0 <y < f(Va® +y7)
En este caso, su volumen, V(Sy(f)), puede ser calculado como sigue:

b
V(S,(0) =2 [ af(e)da,

Ejercicio: Calculese el volumen de un elipsoide de semiejes a, b, ¢ y de un toro generado
al girar, alrededor del eje y, el disco de centro (2,0) y radio 1.
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6.3.5. Relaciéon de ejercicios

1.-

Calcular las siguientes areas:

a) Area limitada por las curvas y = 22 y 3% = 8z
z? , el eje x, la recta x = 0 y la la recta x = a, donde a
CE2

b) Area limitada por y = xe™
es la abscisa del punto donde la funcion f(z) = ze™ alcanza el maximo.

c¢) Area de la figura limitada por la curva y = z(z — 1)(x — 2) y el eje z.

d) Area comprendida entre la curva y = tg(x), el eje OX y la recta © = 7/3.

e) Area del recinto limitado por las rectas x = 0, © = 1, y = 0 y la grafica de la

1
funciéon f : R — R definida por f(x) = m
x

f) Area de la superficie obtenida por la revolucién de la parédbola y? = 4z y la recta
x = 5 alrededor del eje z.

g) Hallar el area del recinto limitado por las graficas de f(z) = coshz y g(z) = shx,
en el primer cuadrante.
ot + 48
24x

Hallar la longitud de la curva y = en [2,4]

Hallar la longitud de la curva y = log(1 — x?) en [1/3,2/3].

Hallese la longitud de la catenaria, esto es, la grafica de la funcién f definida por

fil-a,a) = R f(z)= %a(ex/“ + e_m/a)

Al girar alrededor del eje x, el segmento de curva y = y/x comprendido entre las abscisas
0 y a, engendra un tronco de paraboloide de revoluciéon cuya superficie equivale a la de
una esfera de radio 1/13/12. Hallese el valor de a.

Calctilese el volumen del solido de revolucién generado por la curva y = sen?(z), = €
[0, 7], cuando ésta gira en torno al eje x.

1
Hallar el volumen generado al girar alrededor del eje OX la grafica de f(z) = stg.
x

Calcular el volumen del solido generado al girar la region limitada por z = y? e y = 22

a) alrededor del eje x.

b) alrededor del eje y.

Idéntico ejercicio que el anterior para la regiéon limitada por las rectas y =1,z =1y la
curva y = 2° + 2z + 1.






Capitulo 7

Calculo integral en varias variables

7.1. Integral de Lebesgue

Sumario

El objetivo de esta leccién es presentar, a vista de pajaro, la integral de Lebesgue. El
contenido completo de esta leccién se articula de la siguiente manera:

7.1.1 ;Por qué una nueva integral?

7.1.2 Conjuntos medibles.

7.1.3 Funciones medibles. Integral de Lebesgue.
7.1.4 Funciones Integrables.

7.1.5 Propiedades.

7.1.1. ;Por qué una nueva integral?

Hacia finales del siglo XIX result6 claro para muchos matematicos que la integral de
Riemann tiene importantes limitaciones, es sabido por ejemplo su mal comportamiento con
ciertos procesos de convergencia. Esta y otras limitaciones que ahora veremos, obligaron a
realizar nuevos intentos de construcciéon de otras integrales. Entre estos intentos destacan los
debidos a Jordan, Borel, Young y finalmente el de Lebesgue, que resulté ser el més exitoso.

En lo que respecta nosotros, nos interesa destacar las siguientes limitaciones:

157
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1. El conjunto de funciones integrables es relativamente pequenio: Hay funciones sencillas
que no son integrables. Recuérdese por ejemplo que la funcién de Dirichlet, esto es, la
funcion, f :[0,1] — R definida por

fz) = 0 six es racional
1 st x esirracional

no es integrable.
2. Su extension a varias variables tiene algunas dificultades.

Ambos problemas estéan intimamente relacionados con el hecho de ampliar el concepto
de medida a otros conjuntos de niimeros reales no necesariamente intervalos y por extensiéon a
otros subconjuntos de R™. Las cuestiones pues a resolver son varias: jqué conjuntos se pueden
medir?, jcomo medirlos? , jqué funciones se pueden integrar? y ;cémo hallar su integral?

7.1.2. Conjuntos medibles

1.- Conjuntos que se pueden medir.

Veamos primero algunos conjuntos que deben estar forzosamente entre la familia
de los conjuntos "medibles".

Dado I un subconjunto de R™ diremos que es un intervalo (respectivamante inter-
valo acotado), si existen [y, Iy, ..., I,, intervalos (respectivamante intervalos acotados)
de nimeros reales tales que

I:.71><12><...><In.

Veamos céomo anadir a partir de aqui nuevos conjuntos.

Se dice que una familia A de subconjuntos de R™ es una o-algebra si

i) R" € A,
ii) Si {A,} es una sucesion en A, entonces UpenAy, € A, y

iii) Si A € A entonces R"\ A € A.

Por otra parte, si & es una familia de subconjuntos de R", entonces
existe una menor o-algebra en R™ conteniendo a § , que denominaremos la o-algebra
engendrada por S.

En una primera etapa vamos a considerar la o-dlgebra engendrada por la familia de
los conjuntos de los intervalos acotados, familia que llamaremos o-algebra de Borel,
B, mientras que a sus elementos los llamaremos borelianos. Para hacernos idea de lo
grande que es esta familia tengamos en cuenta que los todos los conjuntos abiertos son
borelianos.



Anélisis Matemético 159

Nota

Obsérvese que los conjuntos que resultan de la intersecciéon numerable de abiertos
(conjuntos tipo G§), no necesariamente abiertos, y los conjuntos que resultan de la unién
numerable de cerrados, conjuntos tipo Fjs, no necesariamente cerrados, son también
conjuntos borelianos.

Veamos ahora Como medir dichos conjuntos.

Una vez elegida la familia de conjuntos medibles el problema es asignarle una
medida.

Es claro que si I es un intervalo acotado, entonces su medida debe coincidir con su
volumen, esto es, medida(l) = V(I), y claro esta

V(I)=1(11)l(12)...1(I),

donde (1) = by — ay, siempre que I, = [ag, bg].
A partir de aqui, podemos definir, para cada A € B, la medida A, mediante

AA) = Inf{z v(In); A C UpenIp, I, intervalo acotado, Vn € N}.
n=1

A dicha medida A se le llama medida de Borel-Lebesgue.

Sabemos que existen conjuntos A borelianos de medida cero, A(A) = 0, que contienen
subconjuntos no medibles. Parece pues conveniente aniadir a la o-algebra de Borel estos
subconjuntos.

Consideremos pues M la minima o-algebra que contiene simultaneamente a la o-
algebra de Borel y a todos los subconjuntos de los elementos de ésta que son de medida
nula. Sus elementos se denominan conjuntos medibles-Lebesgue o simplemente
medibles.

Los conjuntos medibles se pueden representar por E = A U N, donde A es un
boreliano y N es un subconjunto de un boreliano de medida nula.

Podemos ahora definir una nueva medida, que notaremos igualmente por A y que
llamaremos medida de Lebesgue y que viene dada por

A(E) = A(4),
siempre que F = AU N, y donde A\(N) = 0.

Dicha medida posee la propiedad de la aditividad numerable, i.e., para cualquier
familia de conjuntos {A,, : n € N} de la o-algebra M, disjuntos dos a dos, se verifica

MU An) =" MAw).
n=1

neN

Como consecuencia de la definicién se pueden obtener las siguientes propiedades:
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1. SiA,Be My AC B entonces \(A) < A(B).
2. MU An) <3007 MAn) VA, € A

3. A extiende el volumen de un intervalo, esto es, si I = [[;_; Ix es un intervalo
acotado en R™, entonces A(I) = v(I) = [17_; I(Ix)).

Se dice que una propiedad P relativa a un punto x € R" se verifica casi por
doquier (c.p.d.), si el conjunto de puntos C' donde dicha propiedad no se verifica es
un conjunto de medida cero, esto es, A(C) = 0.

7.1.3. Funciones medibles. Integral de Lebesgue

Tipos de funciones que se pueden integrar

Una funcién f : R® — R se llama medible si f~'(I) € M para todo intervalo
abierto 1.

Como ejemplos de funciones medibles, se pueden mencionar:

- las funciones continuas c.p.d.,
- funciones iguales c.p.d. a una funcién continua,

- las funciones caracteristicas de los conjunto medibles.

Recuérdese que si A es un subconjunto de R”, se llama funcién caracteristica de A,
X4, ala funcién x4 : R™ — R, definida por

(@) = 1 sixzecA
XA =10 sizd A

Como hallar su integral

Comencemos ahora con las funciones mas sencillas y veamos cémo asignarle una
integral

Una funcién medible s : R® — R se dice simple si s6lo toma un nimero finito de
valores.

Toda funcién simple s puede representarse por



Anélisis Matemético 161

n
S = Z QXA
=1

donde s(R") = {ay,...,an}, 4; :={z € R": s(z) = a;} ¥ x4, es la funcion caracteris-
tica de A;.

Sia; > 0 Vi, se define la integral de s por :

/ sdXA = aiA(A;).
R i=1

El teorema de aproximaciéon de Lebesgue nos asegura que toda funcién f medible
positiva (f > 0) es limite de una sucesion creciente 0 < s1 < s9 < ... < f de funciones
simples que converge puntualmente a f (lims,(z) = f(x) Vo € R").

A partir de aqui definimos la integral de la funcién f por

fax=lim [ s dX

R R"

Se puede comprobar que dicha definicién no depende de la sucesion {sy} elegida.

7.1.4. Funciones integrables

Dada una funcion medible f : R™ — R, se dice que f es integrable si

/ |f| dX\ < oo.
R

En tal caso se define la integral de f por

fdx=[ frax— | fan
RTL

R" R™

donde f* = Maz{f,0} y f~ = Maz{—f,0} (nbdtese que ambas funciones son medibles

positivas).

Notaremos por L al espacio formado por las funciones medibles que son integrables
en R"”, esto es

L={f:R"—R medible;/ |f] d\ < oo}.
]Rn

Podemos ahora considerar la integrabilidad en conjuntos medibles.



162 §7.1 Integral de Lebesgue

Dado E € M y una funcién medible f : D — R, (F C D C R"), podemos considerar
la funcién fyxg como la extension de f a todo R™, que se anula fuera de E.

Se dice que f es integrable en E, si fxg € L, y en tal caso se define la integral de
f en E por

/fd)\ = [ fxg d\
E Rn

Dicha integral recibe el nombre integral de Lebesgue de f en FE.

Dado E € M, notaremos por L(F) al espacio formado por las funciones medibles que
son integrables en F.

7.1.5. Propiedades

Comentemos algunas de sus propiedades mas interesantes:

1) L(E) es un espacio vectorial y

/(rf—i—g)dAzr/fdA—i—/gdA, (reR, f,ge L(E)).
E E E

!/Ef dA|s[Em i (f € L(E))

3) Si f y g son medibles e iguales c.p.d., entonces f es integrable en E si, y sdlo si, lo es

g,y en tal caso
/fd)\:/gd)\.
E E

4) Sean E, Ay B tres conjuntos medibles tales que E = AU B y A\(AN B) = 0. Entonces
f es integrable en F si, y so0lo si, f es integrable en A y B. Ademaés, en caso afirmativo

/Efd)\:/Afd)\Jr/de/\.

5) A(E) = [ 1 dA.

Teorema 7.1.1. ( del cambio de variable)

Sean U y V dos conjuntos abiertos de R", y ¢ : U — V una funcidon biyectiva de clase
CY(U) cuyo jacobiano es no nulo en todo punto de U. Sea E un subconjunto medible
contenido en U y sea [ : ¢(E) — R una funcion integrable. Entonces

/¢>(E) Fd) = /Ef o §|Js|dN.
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Veamos finalmente la relacion de ésta nueva integral con la integral de Riemann.

- Las funciones integrables de siempre son también integrables en el sentido
de Lebesgue

Sean =1ysea E = [a,f], con (a, 8 € R). Si f es integrable en el sentido de
Riemann en E entonces f € L(E) y en tal caso

LfM:L%WMx

- Anadimos nuevas funciones

La funcién de Dirichlet es integrable en el sentido de Lebesgue; de hecho, dado que Q
es de medida nula, se tiene que

fdx=1.
[0,1]

- También las funciones absolutamente integrables quedan bajo control

En el caso en que admitamos que a puede ser —oco y B a su vez +00, y que f sea una
funcion continua en I =]a, 5[, | f| es impropiamenteintegrable en el sentido de Riemann
en I si, y solo si, f € L(I), y en tal caso

A dAz/jum dz.

- Seguimos teniendo las propiedades mas interesantes de la integral de Rie-
mann

a)
Teorema 7.1.2. (Regla de Barrow) Si f € L(I) y admite primitiva G, entonces
existen los limites de G en o y en 3, y ademds se tiene

fdx=lim G(z) — lim G(z).
I I*),B

T—Q

En consecuencia,

b)

Teorema 7.1.3. (de integracion por partes) Sean f,g: I — R dos funciones
derivables tales que f'g y fg' € L(I). Entonces existen los limites de fg en o y en
B, y ademds se tiene

/ fg' dX = ltm f(x)g(z) — lim f(z)g(z) — / 74 dx.
I z—f I

T—Q
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Teorema 7.1.4. (del cambio de variable) Si ¢ : I — R es una funcion
derivable, con ¢'(t) # 0 y f : p(I) = R es una funcion medible, entonces f €

L(p(I)) si, y solo si, fop.p' € L(I)y

/ fd)\:/fmp.gp’ dX.
o(I) I
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7.2. Técnicas de integracién en varias variables

Sumario

En esta leccién vamos a introducir la integracién en varias variables. Entre otros pro-
blemas nos encontramos con el hecho de que no se dispone de ningtin procedimiento elemental
comparable a la Regla de Barrow. Esta contrariedad se resolverd con una técnica fundamen-
tal: Teorema de Fubini, que relaciona la integral en R™ con integraciones sucesivas en espacios
de menor dimensién. Siguiendo este proceso acabaremos finalmente integrando en una de las
variables. El contenido completo de esta leccion se articula de la siguiente manera:

7.2.1 Teorema de Fubini.
7.2.2 Cambio de coordenadas.

7.2.3 Relacién de ejercicios.

7.2.1. Teorema de Fubini

Como era de esperar, la definicién de integral no es tutil para el calculo de dicha
integral. Recuérdese que este problema, en el caso de intervalos de niimeros reales, se resolvié
en R usando la regla de Barrow, pero esta herramienta no esta disponible ni en R? ni en R3.
Nuestro siguiente resultado trata de resolver esta dificultad, relacionando la integral miltiple
con sucesivas integrales en R. Para ello, consideremos las siguientes observaciones:

Sea E C RPT4 notaremos, para cada x € RP, por
E(w) = {y €R*: (v,y) € E).
Anéalogamente, notaremos, para cada y € R?, por

E(y) ={z e RP: (z,y) € E}.

Es facil probar que si E es un subconjunto medible de RP™¢ entonces E(z) y E(y)
son subconjuntos medibles respectivamente de RP y RY.

Teorema 7.2.1. (Teorema de Fubini.Casop=1,q=1)
Sea E C R? medible y sea f: E — R una funcion integrable, entonces

| @ = [ g /| | Jw s = / Pt sy,

1 2 JE(y)
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siendo an = Inf Eq, 1 = Sup E1, as = Inf Eo, Bo = Sup Es, donde
E1={x €R; E(z) # 0}

By ={y € R; E(y) # 0}

En particular, cuando E = I x J, siendo I,J intervalos de R, entonces

/fxy //fxydydx—//fazydx

Ejemplo: Calcular el area de la elipse de semiejes a y b.

Teorema 7.2.2. (Teorema de Fubini. Casop=2,q=1)
Sea E C R3 medible y sea f : E — R una funcion integrable, entonces

/fwy, (9,2 —/ / f(z,y)d(z,y)]dz

siendo ag = Inf FE3, B3 = Sup E3, donde
B3 = {z € R; E[z] # 0}

Y a su vez
B[z = {(x,y) € R (2,,7) € B},

Anélogamente se podria hacer, para (p = 1, ¢ = 2) sin mas que considerar los conjuntos

Elz] y Ely].
Ejercicio: Calcilese el volumen del elipsoide de semiejes a,b y c.
Principio de Cavalieri

Sea E un subconjunto medible de R3, tal que
By = {z € R; E()# 0} = [a,b].

Segun hemos visto en la leccion anterior su volumen, A(E), viene dado por

AME) —/El d(z,y, z),

por lo que aplicando el teorema de Fubini y la definicién de area de subconjuntos medibles de
R?, se tiene que
b b
ANE) = / (/ 1d(y,z))dx) = / ANE(x))dz
a JE(x) a

Dicha igualdad es conocida como el principio de Cavalieri.

Obsérvese que si F es el solido de revolucion generado por la grafica de una cierta
f:a,b] — Ra’ , aplicando el principio de Cavalieri, obtenemos que

E)= Tr/abf2($)dac

como ya habfamos comentado anteriormente.
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Ejemplo:

Un lefiador corta una pieza C' con forma de cuna de un arbol cilindrico de radio 50 cm
mediante dos cortes de sierra hacia el centro del arbol: uno horizontal y otro con un angulo
7 /4. Calctlese el volumen de dicha cuna.

La integral en dos variables vista como un cierto volumen
Sea ahora A C R? medible y f : A — R un campo integrable en A tal que, para cada

(x,y) € A, se tiene que f(x,y) > 0. Obsérvese que como consecuencia del teorema de Fubini,
si

Ay ={z e R; A(z) # 0} = [a,b],

entonces

| it = | K /. iy = / " ()

donde, para cada = € [a,b], S(x) es el area de la region del plano comprendida entre el eje
x y la grafica de la funcion g : A(x) — R definida para cada y € A(z) por g(y) = f(z,y).
Aplicando finalmente el principio de Cavalieri, la integral

/ f(z,y)d(z,y)
A

puede interpretarse como el volumen del sélido comprendido entre el plano z =0 y la
grafica del campo escalar f.

Ejemplo:

Calcilese el volumen de madera eliminado al taladrar, hasta el centro, una esfera de
madera de radio 9 con una broca de radio 1.

7.2.2. Cambio de coordenadas

Es posible que convenga cambiar la funcion inicial por otra funcion. Este cambio sera
arbitrado por el teorema del cambio de variable, que suele usarse en alguna de las siguientes
formas concretas:

Coordenadas polares, n = 2

Tomamos U = Rt x] — m, 7|, V = R2\{(x,0); < 0}, y la aplicacion ¢ : U — V
definida por
0(p,0) = (pcost, psent).

En este caso
detJy(p,0) = p >0, Y(p,0) € U,
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y por tanto
/ flz,y)d(z,y) = / f(pcosb, psen®)pd(p,0).
E o~ H(E)

Ejercicio: Sea E = {(z,y) € R? 2%+ y? < r?}. Calcilese [, 1d(z,y).

Coordenadas cilindricas, n = 3

Tomamos U = RT x| —m, 7[xR , V = R3\{(x,0, 2); = < 0}, y la aplicacion ¢ : U — V
definida por
¢(p7 97 Z) - (pcos@, psen07 Z)'

En este caso
detJy(p,0,2) = p >0, ¥(p,0,2) € U,

y por tanto
/ f(z,y, Z)d($, Y, Z) = / f(,OCOSQ, psent, z)pd(p, 0, Z)
E o~ H(E)

Ejercicio: Sea F = {(z,y,2) € R% 22 + 4% <% 0 < 2z < h}, con r,h > 0. Calctilese
fE 1d(z,y, z).

Coordenadas esféricas, n = 3

Tomamos U = R x| — 7, n[x] —7/2,7/2[ , V = R*\{(z,0,2); <0}, y la aplicaciéon
¢ : U — V definida por

d(p, 0, ) = (pcosbcosp, psenbcosp, pseny).

En este caso
detJy(p, 0, ) = p*cosp > 0, Y(p,0,p) € U,

y por tanto

/ fz,y,2)d(z,y, 2) = / f(pcosbeose, psenfeosp, seng) p*cospd(p, 6, @).
E ¢=1(E)

Ejercicio: Sea E = {(x,y,2) € R?; 22 +y? + 22 <r?}, con r > 0. Calctlese su volumen.

7.2.3. Relacién de ejercicios

1. Calctlense las siguientes integrales:

a) /senza: sen’y d(z,y), I =[0,x] x [0,7].
I

ZL’2
b) /11+y2 d(z,y), T=1[0,1] % [0,1].
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c) /y logx d(z,y), I =11,e] x [1,€].

d) [ 23 y® d(x,y), T=10,1] x[0,1].
1
e) Arr70? d(z,y), I =1[0,1] x [0,1].

£) [ xlog(zy) d(z,y), I =12,3] x[1,2].

g) [y cos(xy) d(z,y), I =10,1] x [1,2].

S— T T T

2. Sea f: A — R, calcilese su integral en los siguientes casos:

3

a) f(z,y) =1 siendo A la regién limitada por y? = 23, y = .
b) f(x,y) = 22 siendo A la region limitada por zy = 16,y = 2,y = 0,2 = 8.
¢) f(z,y) = x siendo A el tridngulo de vértices (0,0), (1,1), (0,1).

)

d

la circunferencia de centro (0,1) y radio 1.

f(z,y) = z siendo A la region limitada por la recta que pasa por (0,2) y
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(2,0) y

e) flx,y) = ev siendo A la region limitada por y? = x,2 =0,y = 1.

f) f(z,y) = %er? siendo A la region limitada por y = %,y =z

g) f(z,y) = xy? siendo A la region limitada por y? = 2z, 2 = 1.

h) f ( ,y) = xy siendo A la region limitada por la semicircunferencia superior (z —
2)2 + 92 =1yel eje OX.

i) f(z,y) =4 — y? siendo A la region limitada por y? =2z y y?> =8 — 2z

j) flzyy) = e siendo el conjunto A el triangulo formado por las rectas 2y = =z,
r=2yeleex

3. Calcilese [ 4 f en cada uno de los casos siguientes:

a) flx,y)=1-z—y, A={(2,y) €[0,1] x [0,1]; z +y <1}

b) f(z,y) =2 +y? A={(x,y) €[0,1] x [0,1]; 2* +y* <1}

o) flz,y) =z +y, A={(z,y) €[0,1] x [0,1]; 2* <y < 22?}

d) flz,y) =2 y*, A={(z,y) eR*} 0<z <1, 0<y<uz}

e) flz,y) =y% A={(z,y) €R?* 2*+y* <r?}

f) flz,y) =1, A={(2,y) € R%2? + 4% < 1,22 +y? <22}

g) flz,y) =1, A={(z,y) € R} 2° +¢* <77}

h) f(z,y) = cos(z? + ), A={(z,y) €R* 2° +y* < 7/2}

i f(a:,y):wl_f_w, A={(z,y) eR? 2?2 +y* <1, >0}
) flay) =5 A={(y) eR% 0<e <1, 0<y<a}
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1
k) f(x7y):—7 A:{($,y)€R27 $2+92§1}
[4— 22 — 2
) flz,y) =2y, A={(z,y) €R% >0, y>0, 1 <2?+y?<2}
m) f(z,y) =2y, A={(z,y) €eR* 1 <2’ +y> <4, >0}

n) flz,y) =z, A={(z,y) €R? 2>0, y>0, 22 +132<1, 22 +y>—22 >0}

4. Utilicese el cambio a coordenadas polares para el calculo de las integrales de las siguientes
funciones en los recintos que se indican:

a) f(z,y)

b) f(z,y) =y, A={(z,y) € B((5,0),3): y>0}

) flz,y) =2>+y* A= B((1,0),1)

d) fla,y) =22 +9%, A={(z,y) €R?: 4<224+¢y%<9}

5. Calcilense las siguientes integrales dobles:

a) f(z,y) =2, A={(z,y) e R?: 22 +y? <22}

b) flz,y) =x/1—a2—9y2, A={(z,y) eR?: 22 +42 <1, 2,y >0}

c) flz,y)=exp(}), A={(z,y) €R?: y’ <2<y’ z2>0,y=>0}

) flo,y)=@2+y)72 A={(zy) €R?: v<y a+y=1 2> +y* <1}
e) f(z,y) =22 +y? A={(z,y) eR?: (22 +9*)? < 4(2® —4?), x >0}

f) flz,y) =a®+y* A={(z,y) €R®: 2” +y* <2y, 2 +y?> <1, 2 >0}

6. Calculese el volumen de la regién A definida por:

) A={(z,y,2) €R% 2® + 92 + 22 <r?, 2®+y? —ry <0}

) A={(z,y,2) eR} 2 + 2 > 1, 2® +9y* <2, 2(2” +9°) <1, 2> 0},
¢) A={(z,y,2) eR% 2> < a4+ y> < z}.

) A={(z,y,2) eR}0< 2 < 1—(x2+y2)}.

7. Calcilense las siguientes integrales triples:

1
2) /1(1+x+y+z)3 d(z,y,2), T=1[0,1] x [0,1] x [0, 1].

b) / 2 e @) d(a,y,2) , A= {(z,y,2) ER%2(a% +17) < 2%, 220, 2 < 1)
A

c) / Vat+y? + 22 d(x,y,2) , A= {(z,y,2) € R% /a2 +y? < z < 4},
A

d) / (r4+y—22) d@,y,2) , A= {(@,9,2) ER} 22 > a? 442, 220, 2 <3},
A
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n
e) / (\/w2+y2+22) d(z,y,2) , A ={(z,y,2) € R%a? +y*> + 2% < a’} (n €
A
N, a € RY).
f) f(z,y,2) = (x+y+2)% A={(z,y,2) €R3: 22 +92+22 < 1,22 +9%+22 <2z}

g) flr,y,2) =2, A={(z,y,2) €ER3: 2?2 +9?<22,0<2<1}

h) flz,y,2) =2 A={(z,y,2) €ER®: 2 >0, 2 +y* + (2 - 1)? < 1, 4% >
(2 +y%)}

D) flzy,2) = 2yvat+y? A={(y,2) eR: 0<2z<2?+y% 0<y <

.]) f(xayaz):'z7 A:{(:E,y,z)ER3: x2+y2—|—22§2, $2+y2§2}
k) f(z,y,2) =22, A={(z,y,2) €ER3: 22 +9y? + 22 <R? 22 +y?+ 22 < 2Rz}

(,y,2) = /a2 +y2+ 22, A={(z,y,2) eR3: /a2 + 42 <2 <3}

=
[

8. Demuéstrese que ffooo e~ /2dy = \/27/a, donde a > 0.

9. Calctlese [ 4 J en cada uno de los casos siguientes:

a) flwy)=1, A={(x,y) ER% % + § <1}
b) flz,y) =1, A={(z,y) eR%Z +42 <1, 2? <y}
2 Z2
C) f(l’,y,Z)—Z, A:{($7yvz)€R3: x2+%+§§1’220}
d) flay) =exp (B52), A={(z.y) €R: 2,y >0, 2+y <2}






Capitulo 8

Ecuaciones diferenciales

8.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer or-
den

Sumario

En esta leccion vamos a introducir las ecuaciones diferenciables. Estas ecuaciones suelen
aparecer en todos los campos de la ciencia y de una forma extaordinariamente prolifica en el
campo de la Fisica. El contenido completo de esta leccién se articula de la siguiente manera:

8.1.1 Ecuaciones diferenciales ordinarias (e.d.o.)
8.1.2 Ecuaciones en derivadas parciales (e.d.p.)
8.1.3 e.d.o. lineal de primer orden.

8.1.4 e.d.o. de primer orden no lineal.

8.1.5 Relacién de ejercicios.

8.1.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias

Una ecuacion diferencial ordinaria (e.d.o.) es una relacion funcional, F': D — R
(D C R™"2), entre una funciéon desconocida y de una sola variable x y sus derivadas,

F(z,y(x),y (x),...y™ () = 0.

Ejemplos:
(¥)>?+1=0 (1)
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W)’ +y*=0 (2).

El orden de una ecuaciéon diferencial es el de la derivada de mayor orden contenida en
ella. El grado de una ecuacién diferencial es el exponente de la derivada de mayor orden.

Ejemplo:
La ecuacion (1) es de orden uno y grado 2.
La ecuacion (2) es de orden 2 y grado 3.

Se llama solucién de la e.d.o. de orden n

F(w7y(x)7y/(x)> ’yn)<l,)) =0

en un intervalo I a toda funcién real f : I — R que verifica las siguientes propiedades:

1. f es n-veces derivable en I.

2. Paracada x € I,

(2, f (@), f/(2)s s f(a)) € D

3. F(z, f(z), f'(z), ..., f"(x)) =0, Vz € I.

Con frecuencia a una solucién f de una e.d.o. se le llama una integral de la ecuaciéon y a
la grafica, una curva integral 6 una curva solucion. Se llama solucién general de una e.d.o.
de orden n a una familia de funciones dependientes de n parametros 6 constantes, de forma
que para cada valor dado a cada una de las constantes, se obtiene una solucién particular.
Existen e.d.o. que presentan soluciones que no provienen de la soluciéon general para ningin
valor de las constantes. Este tipo de soluciones de la e.d.o. se llaman soluciones singulares.

Al proceso de obtener todas las soluciones de la e.e.o. se le denomina integracion 6
resolucién de una e.d.o.

Las e.d.o. suelen responder a los planteamientos de algunos problemas fisicos. En
estos casos suelen aparecer algunas condiciones adicionales. Estas condiciones se denominan
condiciones iniciales. El problema de encontrar la solucién de la correspondiente e.d.o. que
verifica estas condiciones iniciales se denomina Problema de valores iniciales asociado a
dicha e.d.o.

El planteamiento de un problema de valor inicial de una e.d.o. de primer orden estéa
sujeto a una sola condicion del tipo y(zg) = yo.

El planteamiento de un problema de valores iniciales de una e.d.o. de segundo orden
esta sujeto a dos condiciones del tipo y(zo) = yo y ¥'(z0) = y1.

El planteamiento de un problema de valores iniciales de una e.d.o. de orden n esta
sujeto a n condiciones del tipo y(zo) = vo, ¥'(x0) = Y1, -, ¥ (20) = Yn_1.
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8.1.2. Ecuaciones en Derivadas Parciales

Una ecuacion diferencial en derivadas parciales (e.d.p.) es una ecuacion en la que inter-
vienen una o més derivadas parciales de una funciéon de dos o mas variables independientes.

El orden de la derivada més alta es llamado orden de la ecuacién y una solucién de una
ecuaciéon en derivadas parciales es una funcién que satisface la ecuaciéon. Algunos ejemplos
de ecuaciones en derivadas parciales lineales de segundo orden que desempenan un papel
importante en Ingenieria son los siguientes:

1. Ecuacién del calor

ou 0%u
E(l‘?t) = k@(l‘ﬂf) (1).

La ecuacion (1) aparece en la teoria del flujo de calor en una varilla o en un alambre
delgado donde la funcion u(z,t) representa la temperatura de la varilla.

2. Ecuacion de onda

0?u 5 0%u
o

Los problemas de vibraciones mecanicas a menudo conducen a la ecuacion de onda (2),
en la que u(x;t) representa los pequenos desplazamientos de una cuerda vibrante.

3. Ecuacién de Laplace

9%u 9%u
@(x,y) + 8742(9572/) =0 (3).

La solucion u(z;y) de la ecuacion de Laplace (3) puede ser interpretada como la distri-
bucién estacionaria (esto es, independiente del tiempo) de la temperatura en una placa
plana y delgada.

Para la mayor parte de las ecuaciones lineales de segundo orden (atn con las que tienen
coeficientes constantes) no es facil llegar a la solucion general. Sin embargo, casi siempre es
posible, y bastante sencillo, hallar soluciones particulares de las ecuaciones lineales anteriores
que cumplan ciertas condiciones adicionales. Por ejemplo, la condicién de que la solucién u
asuma valores dados en la frontera de la regién considerada o, cuando el tiempo ¢ es una de las
variables, que u esté dada en t = 0. Todas las ecuaciones anteriores tienen infinitas soluciones.

8.1.3. Teoremas de existencia y unicidad para las E.D.O.

Cuando se trata de encontrar una solucién particular de la e.d.o. que lo rige y que cumple
las condiones adicionales, parece conveniente que, antes de aventurarnos en la biisqueda de
una tal solucién, podamos saber si ésta existe y una vez garantizada la existencia, saber si ésta
es Unica. Para la ecuaciones de primer orden tenemos el siguiente
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Teorema 8.1.1. Sea y' = F(x,y) , y(xo) = yo un problema de valores iniciales. Si existe un
rectingulo R del plano tal que (xo,y0) € R™ vy verificando que F, %—Z € C(R), entonces eziste
un intervalo I =|xg — 6,20 + 0] con § > 0 y una unica funcion y = f(x) definida en I tal que
la solucion de la e.d.o. verifica la condicion adicional yo = f(xo).

Para las e.d.o. de orden superior disponemos de los siguientes resultados.

Teorema 8.1.2. Sea y™ + pp_1y™ V) + ..p1¢/ + poy = F(x) con po,p1,...,0n, F funciones
continuas en un intervalo abierto I con xo € I y sujeto a n condiciones del tipo y(zo) = Yo,
Y (z0) = y1, .., ¥ (20) = yn_1. Entonces el problema de valores iniciales correspondiente
tiene una y sélo una solucion y = f(z) definida en el intervalo I.

Teorema 8.1.3. Sea una e.d.o. lineal de orden n y™ + pp_1y™ Y + ..p1y/ + poy = 0 = 0,
donde po,p1, ..., Pn SON N funciones. Si y1,y2, ..., Yn Son soluciones de la ecuacion anterior,
entonces la combinacion lineal c1yl, coys, ..., CnYn también es solucion.

8.1.4. Lineal de primer orden

Una ecuacion diferencial ordinaria se dice lineal de orden 1 si es de la forma:

Y +a(z)y = b(z),

donde b,a : I — R, son dos funciones continuas definidas en un intervalo I de ntimeros reales.
Sib(z) =0, Vx € I, se dice que dicha ecuacion es homogénea.

Caso homogéneo

Para resolver esta ecuacién vamos a comenzar considerando el caso homogéneo. En tal
caso basta escribir y/'(z)/y(z) = —a(x), por lo que

logly(z)] = —A(x)
donde A(x) es una primitiva de la funciéon a(z). Y por tanto cualquier funciéon
flx)=Ce @ CeR

es la solucién general de la ecuacion. Para cada valor concreto de C' se obtiene una solucion
particular.

Si ahora imponemos alguna condiciéon adicional del tipo y(zo) = yo, la solucion, que-
dar& determinada de forma tunica al quedar determinada la primitiva (todas las primitivas se
diferencian en una constante).

Ejemplo: Resuélvase el problema de valores iniciales:
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Caso no homogéneo:

Es facil probar que
g(x) = (C + B(x))e 4,

es una solucion de la ecuacion y' + a(x)y = b(x ) donde C' € R, A(x) es cualquier primitiva de
a(x), y B(z) es cualquier primitiva de b(z)e(®

Anéalogamente, si fijamos una condicion adicional del tipo y(xg) = yo, la solucién, quedara
determinada de forma tunica.
Ejemplo: Resutlvase la ecuacion 3y’ + 22y = z y el problema de valores iniciales corres-
pondiente con y(0) = 1.

8.1.5. e.d.o. de orden uno no lineal

Al contrario que en el caso lineal, puede ocurrir que una e.d.o. de orden uno no tenga
solucion, como ocurre con la ecuacion (1,) 6 que un problema de valores iniciales asociado a
una tal ecuacion tenga més de una solucion. Asi por ejemplo, el problema de valores iniciales:

y' = —(y/z)*, y(0)=1
tiene al menos dos soluciones.

La resolucion de estas e.d.o. esta supeditado a una clasificacién previa en distintos tipos.
La experiencia demostrara que muchas veces no seré posible expresar las soluciones de forma
explicita
Tipo I: Ecuaciones diferenciales de variable separables
Una e.d.o. de primer orden se dice de variables separables si es de la forma
/
y =G(z,y),

donde G = P(z)Q(y), donde P(z) y Q(y) son dos funciones continuas en sendos intervalos, I
y J, con Qy) #0, Vy € J.

Se demuestra que una funciéon f definida en el intervalo I es soluciéon de la ecuacion
anterior si satisface la siguiente igualdad, que la define implicitamente:

donde B es una primitiva de la funcion 1/Q(y) y A es una primitiva de P(x)

Ejemplos: Resu+lvase la ecuacion y' = —y/x y el correspondiente problema de valores
iniciales y(1) = 2.
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Tipo II: Ecuaciones diferenciales de primer orden homogéneas

Una e.d.o. de primer orden se dice homogénea si es de la forma

y = F(y/x),
donde F' es una funcién de una variable.
Una funcion f es solucion si, y solo si f(z)/x es solucion de la ecuacion de variables
separables v’ = (F(u) —u) /.

- 200 2 2 _ ot
Ejemplos: 2%y = y* — zy +x .yy’—i—_z

Tipo III: Ecuaciones diferenciales reducibles a homogéneas

Las ecuaciones diferenciales de la forma

Ax+ By+C
ar + by + ¢

/

y = F( ),

donde A, B,C,a,b,c € R, se pueden reducir a una ecuacién diferencial homogénea teniendo
en cuenta las siguientes observaciones:

1) Si ambas rectas Az + By+C = 0y ax + by + ¢ = 0 se cortan en el punto (¢, d) entonces
se hace el cambio X =x —cy Y =y — d y se obtiene que

Ax+ By+C
axr +by+c

( ) =G(Y/X),

y por tanto Y’ = G(Y/X) es una ecuacion diferencial homogénea.

2) Si ambas rectas son paralelas A/a = B/b, hacemos el cambio z = ax + by resulta
que 2’ = a + by por lo que nos resultara una nueva ecuacion diferencial de variables
separables:

con P(x) constante.

; . 4 ; c ) — 3r4+2y
Ejemplos: Resuélvanse las ecuaciones: y' = <572 y
/. 2z—y+2
Y = —Zzroyr1-

Tipo IV: Ecuaciones diferenciales exactas

Una e.d.o. de primer orden se dice que es exacta cuando puede escribirse de la forma

Q(z,y)y' + P(x,y) =0,

donde P y @ son dos funciones definidas en un abierto D C R?, tales que pueden obtenerse
como derivadas parciales de otra funcion G(z,y), es decir tales que

G (x,y) 9G (,y)

Ty = Q(xay)v T = P(:Uay)¢ V(:Uay) €D.
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En otras palabras, se dice exacta si el campo vectorial F(z,y) = (P(z,y), Q(z,y)) es conser-
vativo, asii si Q y P son de clase C, se tiene que

0Q(x,y)  OP(x,y)
9e  ~ oy V(z,y) € D,

0 si se quiere, si admite un potencial G.

Silae.d.o. es exacta, se tiene que f es solucion de dicha ecuacion si, y sélo si G(z, f(x)) = C,
con C € R

Ejemplo: Resolver 3’ = % con y(0) = 2.

8.1.6. Otras ecuaciones de primer orden

Ecuacién de Bernouilli

La e.d.o ¥ + P(z)y = Q(z)y™ se conoce con el nombre de ecuacién de Bernouilli.
Aunque esta ecuacién no es lineal, puede reducirse a una lineal sin més que hacer el cambio
u = y'~". Entonces la ecuacion se transforma en

v+ (1=n)P(x)u=(1-n)Q(z).

Resuélvase la ecuacion 3/ + y/x = 2333,
Ecuaciones de otros grados

Ejemplos tipicos de este tipo de ecuaciones son

L(y—-y?—(@—-y?=0

2. y=vy'z+ g(y) (Ecuacion de Clairaut)
3. y=y'Px) +Q=)(y)"

En el primer caso se tiene que ¢y = y &+ (x — y), es decir y = 2 6 y = 2y — z. Basta
ahora aplicar los métodos anteriores.

En los casos segundo y tercero se vuelve a derivar la ecuaciéon con respecto a x y se
toma z = gy’ y se considera la nueva ecuacion con z como variable. Se resuelve ésta y sale
una relaciéon entre x y z. Se sustituye el resultado en la ecuacién primera, apareciendo una
expresion de y y x en funciéon de z. Si se puede eliminar z, se obtiene la relaciéon entre x e y.

Resuélvanse las ecuaciones
y=4y +4y°y
y=y'z—y"?
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8.1.7. Relaciéon de ejercicios

Resuélvanse las siguientes e.d.o.

1. 222 4 2y% + (4ay + 3y?)y' = 0.

[\)

.3y — 12y =2+ sen(x).

w

(y*—y*+ 1)y =2y —y.
4. (2+y)y =2z + 3y.

/ _ xzty
5.y = oy
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8.2. e.d.o. de segundo orden

Sumario

En esta leccién, haremos una pequeiia incursion en el caso de las e.d.o. de segundo orden,
daremos una primera clasificaciéon en distintos tipos en orden a dar métodos de resolucion y
expondremos el método de resolucién por series de potencias. El contenido completo de esta
leccion se articula de la siguiente manera:

8.2.1 e.d.o lineal de segundo orden.
8.2.2 Resolucién de e.d.o. lineales por series de potencias.
8.2.3 Algunas e.d.o. interesantes.

8.3.4 Relacion de ejercicios.

8.2.1. e.d.o lineal de segundo orden

Recordemos que una e.d.o. si es una ecuaciéon en la que intervienen la variable, una
funcién de esta variable, y su primera y su segunda derivadas,

F(z,y,y,y") =0.

No existe un método general para la solucion de cualquier e.d.o. de segundo orden. Uno
de los tipos mas importante es el de e.d.o. lineal de segundo orden con coeficientes constantes.
Una tal ecuacién es de la forma:

'+ ay' + by = g(x),
donde g(z) representa una cierta funcion de x.

En este caso, como en el de las e.d.o de primer orden, distinguiremos entre el las de
tipo homogéneo 6 reducido esto es, g(x) = 0, y las de tipo no homogéneo, g(x) # 0. En
cuanto al problema de valores iniciales, debemos senalar que en este caso se necesitan dos: una
condicién sobre un valor de y y otra condicién sobre el mismo valor de 7/

caso homogéneo

Siy = f(z) = €™ es soluciéon de una e.d.o. lineal de segundo orden con coeficientes
constante homogénea, entonces se obtiene que

€™ (m? 4+ am +b) = 0,
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y por tanto, y es solucién de la correspondiente e.d.o. si, y sélo si,

m?+am+b=0.

Esta tltima ecuacion recibe el nombre de ecuacion auxiliar. Asi pues resulta intere-
sante conocer los posibles valores de m que son soluciones de la ecuacién auxiliar. Segun el
signo del discriminante asociado a la ecuaciéon auxilar caben tres posibilidades:

(a) discriminante positivo

Existen dos soluciones reales distintas para la ecuacién auxiliar. Sim =ay m =
son las soluciones de la ecuacion, entonces fi(x) = e®® y fo(x) = €7 son dos soluciones
independientes y la solucién general de la e.d.o linear de segundo orden homogénea es

f(x) = Ae®® + BeP?,

donde A y B son sendas constantes.
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Ejemplo

Resuélvase la ecuacion y” — 2y’ — 3y = 0.

discriminante negativo

Existen dos soluciones imaginarias conjugadas para la ecuaciéon auxiliar. Sim = a+if
son las soluciones complejas de la ecuacién auxiliar, entonces la soluciéon general de la
e.d.o linear de segundo orden homogénea es de la forma

F(z) = € (A(cos(8x) + iBsen(Bz)),

donde A y B son sendas constantes.
Ejemplo

Resuélvase la ecuacion y” + 4y’ + 13y = 0.

discriminante nulo

Si m = « es la solucién doble de la ecuacién auxiliar, entonces para encontrar la
solucion general de la e.d.o linear de segundo orden homogénea tomamos

y = g(x)e™®

y la sustituimos en la ecuacion. Resulta que tal imposicion fuerza que g(x) = Ax + B,
y por tanto la solucién general es

f(z) = (Ax + B)e®".

Ejemplo

Resuélvase la ecuacion y” — 4y’ + 4y = 0.
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caso no homogéneo

En el caso de la ecuacién no homogénea

y' 4+ ay' + by = g(z),

la solucién se obtiene por calculo de primitivas. Nuevamente atendemos a los posibles valores
de m que son soluciones de la ecuacién auxiliar.

(a)

discriminante positivo 6 negativo

Sean m = oy m = [ las soluciones de la ecuacion auxiliar, reales 6 complejas, y sea
P(z) una primitiva de la funcion e=*®g(z) y Q(z) una primitiva de la funcion e #%g(x).

Una solucion particular es de la forma y = f(x) = ﬁ(eaxP(x) —ePrQ(x)).

Asi por tanto, la ecuacién general viene dada por

f(x) = Ae®* + BePr + (e**P(z) — eﬁxQ(:c)),

a—p

para el caso de discriminante positivo y

f(x) =y = e"(A(cos(bx) + iBsen(bz)) + (e**P(x) — eﬁzQ(az)),

1
a—p
donde A y B son sendas constantes para el caso con discriminante negativo.

En el caso complejo debe recordarse que e = (cos(z) + isen(x).

Ejemplo

Resuélvase la ecuacion y” — 3y’ + 2y = cos(3z).

discriminante nulo

Si m = « es la solucion de la ecuacion auxiliar y P(x) es una primitiva de la
funcién e~**g(x), entonces una solucion particular de la e.d.o linear de segundo orden
no homogénea es de la forma

y =e*"P(x).

Asi por tanto, la ecuacion general viene dada por

y = f(x) = (A+ Bz)e®™ + (" P(x)),

Ejemplo

Resuélvase la ecuacion y” + 4y’ + 4y = cos(x).
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8.2.2. Resoluciéon de e.d.o. lineales por series de potencias

En esta seccién desarrollaremos un método para resolver una e.d.o. mediante el uso de
series de potencias. Este método es especialmente interesante para e.d.o. de cualquier orden
cuyos coeficientes sean funciones racionales.

La idea consiste en suponer que la soluciéon es una funciéon f desarrollable en series
de potencias para terminar determinando, imponiendo que ésta es solucién de la ecuacion, los
coeficientes de dicha serie. En todo el proceso han de tenerse en cuenta todas las propiedades
ya observadas para las funciones definidas como suma de una serie de potencias, especialmente
aquella que aseguraba que para derivar una tal funciéon basta derivar término a término.

Para comprender el método hagamos algunos ejemplos.
Ejemplos

Resuélvanse las siguientes ecuaciones:

2. y"+y=0.

8.2.3. Algunas e.d.o. interesantes

(1) Ecuaciéon de Riccati

Es una ecuacién del tipo
Y +y° + Pla)y +Qx) =0,

donde P(X) y Q(x) son dos funciones de x.

Este tipo muy general de ecuacion no se resuelve facilmente, excepto en algunos casos
especiales. Su importancia radica en la relaciéon que tiene con la ecuacion lineal general
de segundo orden

" /
2"+ P(z)2' + Q(z)z =0,
sin mas que hacer el cambio

y=2)z

Asi pues y = f(z) es solucion de la ecuacion de Riccati, entonces z = CeA(®) es solu-
cion de la correspondiente ecuacion de segundo orden, donde A(x) es una primitiva de
f(x). Por otra parte, si se conoce una soluciéon particular yo, la solucion general puede
determinarse de la siguiente forma:

a) Escribimos y = yo + 1/v
b) Derivamos y sustituimos, quedando v’ — (P(x) + 2yg)v = 1.

¢) Sea ahora R(x) una primitiva de P(x)+ 2yo. Resolvemos la ecuacion, y obtenemos
que v = ef@)(S(x) + A), donde S(z) es una primitiva de e~ #(®),
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Ejemplo: Resuélvase la ecuacion ¢/ + 2y + % =0
(2) Ecuacion lineal de Euler
Es una ecuacién del tipo
2"y + a2y L+ a1z + any = g(),

donde ay, ao, ..., a,_1 son constantes.

La sustituciéon = = e’ reduce la ecuaciéon a otra lineal con coeficientes constantes en
que t es la nueva variable. La nueva ecuacién resultante se transforma en

Y 4+ @y Y o g1y g = gleh),

donde g1, g9, ..., g, son constantes.

Ejemplo: Resuélvase la ecuacion z%y” + 6zy’ + 6y = 1/22

8.2.4. Relaciéon de ejercicios

1. Resuélvanse las siguientes ecuaciones:

a) 2y +6y +2y=0
b) " —5y +4y =0

2. Resuélvanse el siguiente problema de valores iniciales

y' =y =2y =4a%,y(0) = 0,4/(0) = L.
3. Resuélvanse las siguientes ecuaciones mediante el método de las series de potencias

a) y' —xy=0.
b) " +xy =2+ x.



