Series de numeros reales

Concepto de serieDada una sucesifa, }, podemos formar a partir de ella otra sucesiéh,},
cuyos términos se obtiensmmando consecutivamends términos d€a,}, es decir:

Ay =ay, Ay =a1 +ay, Az=ay+ay+a3,..., Ay=ay +ax+---+ap, ...
0,sitegustamasi; =a, y, paratodoeN, 4,1 = Ay + dp+1-
La sucesiod 4, } asi definida se llamserie de término general, o serie definida por la su-
n
cesion{a, },y larepresentaremos pdr_a, 0, mas sencillament§, a,. El nimerod, = ) " ax

nzl1 k=1
se llamasuma parcial de orden de la seri€) _ aj,.

Debe quedar claro desde ahora gua serie es una sucesion cuyos términos se obtienen
sumando consecutivamente los términos de otra sucesién

Ni que decir tiene gue, siendo las series sucesidosg,onceptos y resultados vistos para
sucesiones conservan su misma significacién cuando se aplia series

En particular, es innecesario volver a definir qué se ergiendndo se dice que una serie es
“acotada”, “convergente” o “positivamente divergente”.

o0
Si una serie) _ a, es convergente se usa el simb@ a, para representar émite de la

n=1
o0

serieque suele llamarseuma de la seriel\laturalmentez an es el namero definido por:

n=1

o0 n
> an =1im{A,} = lim > ag.
n=1 k=1

o0
La igualdadz a, = S quiere decir que para todo> 0, hay un

n=1
n

m¢ €N tal que para tode>m;, se verificaque)  aj — S| < e.
k=1

Serie geométricaDado un nimera, la serie
Zx"z{l + x4+ x>+ 42"
n=0

se llama serie geométrica de razdrDicha serie converge si, y s6lo k| < 1, en cuyo caso se
verifica que:
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Series de nimeros reales 2

Serie armonica.La serie

1
2
n=1

se llama serie armonica. Se verifica que la serie armonieag#ipositivamente:

oo

1 1 1
> —=lim {1+—+---+—}=—|—oo.
n n—o00 2 n

n=1

Serie armdnica alternada.La serie

(_l)n—H
n
n=1
Se llama serie arménica alternada. Se verifica que la senénica alternada es convergente y

susuma es igual ah
o0
—1 n+1
=D =1In2.
n

n=1
La particularidad del estudio de las serieslLa caracteristica que distingue el estudio de las
series es la siguientse trata de deducir propiedades de la serie

Zan:{An}:{al +az +---+ au}

n=1

a partir del comportamiento de {a,}. Es decir, los resultados de la teoria de series dan informa-
cion sobre la sucesioh a, = {A,} haciendo hipétesis sobre la sucesjap}. La razén de esta
forma de proceder es que, por lo general, no se conoce uresexpded, =a; +a; +---+ay

gque permita hacer su estudio de forma directa; es decirpfagy + a, + - -- + a, no es posi-

ble “realizarla” en la practica. Por ello, en el estudio dedaries se supone implicitamente que
la sucesion{a,} es el dato que podemos utilizar

Es importante que te des cuenta de que camimasolo términoen la sucesiéra,} se
traduce en cambiaodos los términogn la serie)_ a, a partir de uno en adelante. El siguiente
resultado nos dice que si cambiamos un namero finito de tés@n una sucesida, } ello no
afecta a la posible convergencia de la srie;, pero si afecta a la suma de dicha serie.

Sean{a,}y {b,} dos sucesiones y supongamos que hay un nugens tal que para todo
n=q + 1 esa, = b,. Entonces se verifica que las ser}es:, y Y _ b, 0 bien convergen ambas
0 Nno converge ninguna, y en el primer caso se verifica que:

00 q o8] q
S Ya= Y b Yy
n=1 j=1 n=1 j=1

Condicidon necesaria para la convergencia de una seriPara que la serii a, sea conver-

n=1

gente es necesario quelfa,} = 0.

Esta condicién necesaria no es suficiente.
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Series de nimeros reales 3

Series de términos positivosUna serie) | a, tal quea, > 0 para todo: € N, se dice que es una
serie de términos positivos

Criterio basico de convergencia para series de términos pitwos. Una serie de términos
positivos ) " a, es convergente si, y sOlo si, esta mayorada, es decir, exisdémeroM > 0
n

tal que para tode € N se verifica quez ay < M. Una serie de términos positivos que no esta

k=1
mayorada es (positivamente) divergente.

Criterio basico de comparacion.Sean) "a, y Y _ b, dos series de términos positivos. Supon-
gamos que hay un numekoe N tal quea, < b, para todo: > k. Entonces se verifica que si la
serie)_ b, es convergente, también a, es convergente o, equivalentemente, si la sgefie,

es divergente también b, es divergente.

Criterio limite de comparacion. Sean)_a, y Y_ b, dos series de términos positivos, y supon-
gamos que
{Z—”} — LeR} U{+o0}.

n

» SiL =400y ) b, esdivergente también a, es divergente.
» SiL=0y ) b, es convergente también «, es convergente.

» SiLeR™" las series_a, y Y b, son ambas convergentes o ambas divergentes.

En particular,si dos sucesiones de nimeros positivogi,} y {b,} son asintéticamente
equivalentes, las respectivas serie3, a, y Y _ b, ambas convergen o ambas divergen.

Criterio integral. Sea f :[1, +oo[— R una funciénpositiva y decreciente Entonces se veri-

fica que
n+1 n+1 n

Y f< [fde <Y £k
k=2 1 k=1

+o0
En consecuencia, la serE: f(n)ylaintegral ff(x) dx ambas convergen o ambas divergen.

n=1 1
Series de RiemannDado un nimero real, la serie
1
D
n=1

se llama serie de Riemann de exponent®icha serie es convergente si, y solasiz 1.

Series de Bertrand.La serie .
p By
= n*(Inn)

converge six > 1 cualquiera seg, y también sie = 1y 8 > 1. En cualquier otro caso es
divergente.
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Series de nimeros reales 4

Criterio del cociente o de D’Alembert (1768).Sea) _a, una serie de términos positivos y

supongamos que

o An+1
lim—"— = LeR{ U {+o0}.

7
» Si L <1 laserie}_ a, es convergente.

= Si L > 1 0siL =400 0sihayunnimeré& € N tal que para toda>=k es“’;%?l,
entonces) _ a, es divergente y ademés, } no converge .

= Si L =1 el criterio no proporciona informacion sobre la convergeie la serie.
Criterio de laraiz o de Cauchy (1821)Sea) _ a, una serie de términos positivos y supongamos

que
lim{ %/a,} = LERE U {+o0}.

Entonces:

» SiL < 1laserie)_ a, converge.
» SiL>10siL = +o0, laserie)_ a, es divergente ya,} no converge a.

= Si L =1 el criterio no proporciona informacion sobre la convergee la serie.

Criterio de Raabe (1832).Sea) _ a, una serie de términos positivos y supongamos que

Il'mn(l - a”“) = LeR U {+oo}

7
» SiL>10L = +o0, laserie}_a, es convergente.

» SiL <10L = -0, laserie}_a, es divergente.

Forma alternativa del criterio de Raabe. Sea)_ a, una serie de términos positivos tal que

n
. a a
|jm —2+1 :1.SeaS,,:( d ) .
an An+1

» SiS, > el conL >10siS, > +oo, la serieZan es convergente.

n=1

« SiS, >eLconL <10siS, —0,la serieZa,, es divergente.

n=1

Convergencia absolutaSe dice que una serEa,, esabsolutamente convergentsi la serie
n=1
> " lan| es convergente.

n=1

Toda serie absolutamente convergente es converger#e.
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Series de nimeros reales 5

Criterio de Leibniz para series alternadas.Supongamos que la sucesiér),} es decrecien-
te y convergente a cero. Entonces la serie alter@a—l)”“an es convergente. Ademas, si

n=1

n o0
Sp=Y (=D} *lapy 5=y " (~1)"*'a,, entonces paratodoe N se verifica quesS — Sy| < dy4 1.
k=1 n=1

Series de potenciasDadas una sucesiofc,}nen, Y UN nUmeroa € R, se llamaserie de
potenciascentrada er: a la sucesion

{co+c1(x—a) +ea(x —a)* +e3(x —a)’ + -+ + ep(x —a)"}

en la cualx representa a un namero real arbitrario. Dicha serie se $iratyuor

ch (x —a)".

n=0

Un tipo particular de series de potencias sorskxses de Taylor Dada una funciéry’ que
tiene derivadas de todo orden en un puntta serie de potencias

)3 / (”(a) e

n=0

se llama serie de Taylor dé ena.

Dada una serie de potencids_c,(x — )", seak = lim 4/]c,| y definamos:

n=0

0, Si A =+400;
1 .

R = T Si 0 <A < +4o0;
+o00, SiA=0.

Entonces, siR = 0 la serie converge sélo para=a; si 0 < R < +oco la serie converge
absolutamente para todoe R tal que |[x — a] < R y no converge pardx —a| > R; Y Si
R = +o00 la serie converge absolutamente para tadoR.

Con las notaciones del teorema anterior, el nUmRree llama eladio de convergenciade
la serie de potencias. Una serie de potencias se dice queiassir R = 0.

Para una serie de potencias no trivial, centrada en un pymidntervalo / =Ja— R,a+ R][,
si 0 < R < 400, 0 bien la totalidad d&®, 7 = R, cuandoR = +o0, se llamaintervalo de
o0

convergenciade la serie; y la funcionf : I — R dada por f(x) = Zan(x —a)" para todo
n=0
x €1, se llamafuncidon sumade la serie.
Dada una serie de potencigcn (x —a)", supongamos que, # 0 para todo: e N, y que

n=0

|C|"+|‘| — 2eRT U {+ool.
Cn

Entonces el radio de convergencia viene dado porR = 1/A, cuandd) < A < 400, R=10
SiA=4+00y R=+400 siA=0.
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Series de nimeros reales 6

Derivacion de una serie de potencias

Seach(x —a)" una serie de potencias con radio de convergencia no RuBeal el
. nZO . . . . . .
intervalo de convergencia de la seriefy: I — R la funcion suma de la serie definida para todo
x €l por:

o0
f() =" enlx —a)".
Entonces se verifica que:

= f esindefinidamente derivable én

= La derivada de ordeh de f esta dada para todoe I por:

oo

FE@) =D "nm=1) =k + Deax —a)" %,

n=k

(k
En particular, se verifica qug® (a) = ¢ - k!, es decirg; = a

Yy, por tanto, la serie de

potenciasch (x —a)" coincide con la serie de Taylor erde su funcién suma.

n=0

Series de Taylor de la funcién exponencial.
o0 Xn
f=>" — paratodoveR.

La serie de Taylor centrada en un puatse deduce de la anterior sin mas que tener en cuenta

que:
o0

&:e"e”‘“:Zi(x—a)" para todax € R.
n:

n=0
Series de Taylor del seno y del coseno.

o0
kZ
senx =Z a+ )(x a)¥  paratodoxeR

Por el teorema de derivacion para series de potencias otearla serie del coseno, que también
seré convergente cualquiera seaR.

(x —a)* paratodox € R

cos = 37 GV i 55 cosle +45)

k —1)! k!

k=1 k=0

Si hacemos = 0 tenemos que para todos R:

(=n" 2nt (= 1)”
seny = Z(2n+1)' , cosx Z T
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Series de nimeros reales 7

Series de Taylor de la funcion logaritmo natural.

In(1+x) = Z ;i)rx T (x] < 1)

La serie de Taylor del logaritmo centradaer 0 se deduce de lo anterior:

Inx)=In(a+ (x—a))=lna+ In( ) Ina+ Z ( j_—l))”nﬂ —a)"t! (|x—a| <a).

Serie de Taylor del arcotangente en cero.

o (=D
arctgx = Z mxnﬂ (x €]—1,1])
n=0
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