Funciones elementales

Concepto de funcion.Seand y B dos conjuntos. Una funcién dé en B es unaregla quea cada
elemento ded asocia uninico elemento deB. Simbdlicamente escribimos:

f:4— B

Cuandod Cc Ry B =R, se llamarfunciones realesl conjuntoA recibe el nombre ddominiode la
funcion. Simbélicamente escribimos:
f:4—R

para indicar queg’ es una funcion real definida eh

Notacion f(x). Seaf : A —> R una funcién real. Para cadae 4 representamog(x) el nimero
que se obtienevaluando f enx.

No debe confundirse nunca una funcigrcon uno de sus valoreg(x).

Criterio de igualdad para funciones.Dos funcionesf' y g son igualesuando tienen igual dominio
y f(x) = g(x) para todox en el dominio comun.

Dominio natural de una funcién. Cuando una funcién se define mediante una férmula y el dominio
no es explicito, se entiende que el dominio es el mayor cemge valores de € R para los cuales

la expresiénf'(x) tiene sentido como ndmero real. Dicho conjunto es llandwhoinio natural de la
funcion.

Conjunto imagen de una funcién.Sea f: 4 — R . SeaC C A. El conjunto{ f(x) : x € C} de todos
los valores que tomg enC se llama la imagen d€ por f y se representa pof(C). El conjunto
f(A4) suele llamarseango o recorrido def, o simplementda imagende 1.

Calcular el conjunto imagen de una funcién, es decir, todeséalores que dicha funciéon toma, no
es en general facil de hacer. Se necesitan herramientagadddfue veremos muy pronto.

Suma y producto de funcionesSeanf, g : 4 — R dos funciones. Se define funcién sumaf + g :
A — R como la funcién que a cada niumere A asigna el nUmero real

(S +9(x)=f(x) + g(x).

Se define sfuncion productofg : A — R como la funcién que a cada nimera A asigna el nUmero
real

(f9)(x) = f(x)g(x).

Composicién de funcionesSupongamos qug’: A — R y g: B — R son funciones verificando
que f(A) C B. Ental caso, la funciék: 4 — R dada pori(x) = g(f(x)) paratodox € 4 se llama
composicién dg con f' y se representa pdr=g o f.

Funciones inyectivasSe dice que una funcidif: A — R es inyectiva en un conjunt@ C 4, si en
puntos distintos d€' toma valores distintos; es decir,)siy € C y x # y, entonces se verifica que
f(x) # f(y). Se dice quef es inyectiva cuando es inyectiva dn

Funcion inversa de una funcién inyectivaSi f:4 — R es unafuncion inyectiva, puede definirse una
nueva funcionf—': f(4) — R que llamaremofuncién inversa def, que a cada nimerpe f(A)
asigna el tinico nimeroc 4 tal que f(x) = y. Equivalentementg ~! (f(x)) = x paratodoxe 4,y

también £ (f~1(y)) = y paratodoy € f(A).

Funciones monotonasSe dice que una funciéif: A — R escreciente(resp.decrecientg en un
conjuntoC C A4, si f conserva (resp. invierte) el orden entre punto€'des decir, sk, yeC y x<y,
entoncesf(x) < f(y) (resp.f(x) = f(»)). Se dice que una funcién esondtongara indicar que es
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Funciones elementales 2

creciente o decreciente. Una funcién mondtona e inyecévdice que egstrictamente monoétona
pudiendo ser estrictamente creciente o estrictamentedente.

En general, no es facil probar directamente que una fun@dnandétona o inyectiva. Veremos en
su momento que las derivadas proporcionan la herramieataiada para hacerlo.
Funciones pares e imparedJna funciényf esparsi f(—x) = f(x) eimparsi f(—x) = — f(x).

Funciones elementaled.a mayoria de las funciones que vamos a usar en este curengezh a la
clase de lagunciones elementalesSe llaman asi porque pueden obtenerse a partir de cigutms ti
de funciones, que ahora vamos a recordar, realizando laacpees de suma, producto, cociente y
composicion de funciones.

Funciones polindmicasSon las funciones de la forma
P(x)=co+c1x +c2x2 i

dondecy, ¢y, . .., ¢y, SON NUMeros reales llamadoseficienteslel polinomio;z € N es un nimero natu-
ral que, sic, #0, se llama grado del polinomio. Las funciones polinémicasd¢h como dominio natural
de definicidn la totalidad dR aunque con frecuencia nos interesara estudiar una funoiémica
en un intervalo.

Las funciones polindmicas son derivabled®ey su derivada viene para todce R por:

P'(x) =ci 4+ 2cax + -+ ne,x"!

Funciones racionalesUna funcidn racional es una funcién de la forma:

P(x)

0(x)

dondeP (el numerador) yQ (el denominador) son polinomios@ no es el polinomio constante igual

a0. La funcionR tiene como dominio natural de definicidn el conjufitoe R : Q(x) # 0}. Observa
que las funciones polinémicas son también funciones ratésr{con denominador constarje

R(x) =

Las funciones racionales son derivables en su dominio aladier definicién y su derivada viene
paratodax € R en el queQ(x) # 0 por:

P'(x)Q(x) — P(x)Q'(x)

R = 00

Raices de un nimero realDados un ndmero real = 0 y un nimero naturak = 2, hay un Unico
ndmero reamayor o igual que cerpz = 0, que verifica quez® = x. Dicho nimero reak se llama la
raiz k-ésima o de ordek dex y se representa pof/x o por x!/¥.

Se verifica que/xy = §/x &/y.

La funciénx — %/x es estrictamente creciente Brf . Es decir, se verifica que< x < y <
Vx < &/y.

Six < 0y k esimpar se define &/x = — §/|x|.

Las raices pares solamente estan definidd&jey toman valores e ¢ .

Las raices impares estan definidas en tRdona raiz impar de un niimero negativo es otro nimero
negativo.

Observacién importante/x2 = |x|.

Potencias racionalesSi r es un nimero racional,= L dondep € Z y g € N, definimos para todo
q

x > 0:
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Funcién exponencial.El nimero e es un nimero irracional que puede aproximarseagidimente
por numeros de la form&l + 1/nr)" para valores grandes dec N. Un valoraproximadode e es

2.7182818284.

La funcién exponencial es la funcion eRp— R definida para toda €R por exgx) =€*. Dicha

funcion se representa en la siguiente grafica.

\Y

/

Figura 1. Funcién exponencial

Observa que la funcién exponencial es siem-
pre positiva y no se anula nunca.

La funcién exponencial es una biyeccién es-
trictamente creciente d& sobreR ™.

Se verifica que:

lim €&* =0, lim &=+

X—>—00 x—+00

La propiedad fundamental de la funcién expo-
nencial es que convierten sumas en productos:

et =ee  (x.yeR)

En particular & =1.
La funcion exponencial es derivable y su deri-

vada es ella misma exfx) =¢e* |.

Logaritmo natural o neperiano. La biyeccion inversa de la funcion exponencial se llamaritga

natural o neperiano y se representa por In.
In:RT - R

Su gréfica es la siguiente:

Y

y=Inx

Figura 2. Funcion logaritmo natural

d ¥ =x (xeR"), In(€e")=x (xeR)

El logaritmo natural es una biyeccién estric-
tamente creciente de™ sobreR. Se verifica
que:

Ifm Inx = —oo0, Iim Inx =400
x—0 xX—>+00
x>0

La propiedad fundamental de la funcién loga-
ritmo natural es que convierte productos en su-
mas:

‘In(xy):lnx—i—lny (x,yeR™)

En particular Inl = 0. También se deduce de
lo anterior que:

In (i):lnx—lny (x,yeR™)
y

La funcion logaritmo natural es derivable y su
derivada viene dada por:

(x>0)

In’(x) = %
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Funciones exponencialeado un nimero real > 0, la funcion que a cadac R hace corresponder
el nimero &'"¢ se llamafuncién exponencial de base Puede comprobarse querses un nimero
racional entonces’ &4 =q", por lo que se se usa la notacidhpara designar el namerd &4,

a*=e""  (xeR)

También usaremos para esta funcion la notaciop exg . Las propiedades de esta funcion se deducen
facilmente de las de las funciones exponencial y logaritatanal.

Se verifica que expes una biyeccion de sobreR*. Es estrictamente crecientesi> 1y estric-
tamente decreciente®i< a < 1.

La propiedad béasica de exps que convierte sumas en productos:
at =a*a” (x,y €R)
La derivada viene dada por:
exp,'(x) =Inaa™ (xeR)
Funciones logaritmo.Dado un nimero reat > 0y a # 1, la funcién que a cada € Rt hace

; Inx ., .
corresponder el numerl{?]— se llamafuncion logaritmo en basey suele representarse por Jog
a

0, () = 1s (x>0)

Las propiedades de esta funcion se deducen facilmente de las funciones exponencial y logaritmo
natural.

Las funciones logy exp, son inversas una de la otra:
exp,(log, x) =x (xeR™), log,(exp, x) =x (x€R)

Se verifica que loges una biyeccion d&" sobreR. Es estrictamente crecienteassi- 1y estrictamente
decreciente 9 < a < 1.

La propiedad bésica de Ip@s que convierte productos en sumas:

log,(xy) =log, x +log, y  (x,y € RT)

La derivada viene dada por:

log, "(x) = (x >0)

xlna
Loslogaritmos decimalesorresponden a tomar= 10.

Funcidén potencia de exponente reat # 0. Se llama asf la funcién cuyo dominio RS que a cada
x > 0 asigna el nUmerag“. Puesto qua? = exp(a In x), las propiedades de esta funcién se deducen
con facilidad de las propiedades de las funciones expoalgnitgaritmo natural.

d

(xy)a — xaya; _(xa) — axa—l
dx
Sia > 0 es estrictamente creciente con
Ifm x¢ =0, IIm x% =400
x—0 x——+00
x>0
Sia < 0 es estrictamente decreciente con
lim x% = 400, lim x%=0
x—0 xX—>—+00

x>0
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Funciones elementales 5

Funciones trigonométricas
Medida de angulos.Para medir angulos suelen usarse dos unidades de medida.

Medida de angulos en gradoSe toma como unidad de medida un arco cuya longitud sea idaal a
longitud total de la circunferencia dividida pd§0. Un angulo de un grado es el que intercepta en una

. . . . . 2nr
circunferencia de radio un arco cuya longitud es |gual?6—0.

Medida de &ngulos en radianeSe toma como unidad de medida un arco cuya longitud sea idaal a
del radio. Un angulo de un radian es el que intercepta en uoanéerencia de radie un arco cuya
longitud es igual a.

La relacion entre grados y radianes viene dada por:
360 grados= 2z radianes

Gradosy radianesno son otra cosa queidades de medidde longitudes, al igual que lo son el metro
y el centimetro. La ventaja de medir arcos en radianes equal caso, la misma unidad con la que
medimos el radio nos sirve para medir arcos.

Convenio.Salvo indicacién contraria, siempre supondremos que lgslés estan medidos en radianes.

Funciones seno y cosen&n geometria se habla d&tno de un angulp en Célculo usamos la expre-
sién seiiv/2) para referirnos aeno del nimera/2. ¢ Qué relacion hay entre uno y otro?

Antes que nada hay que decir que tanto el seno de un
angulo como el seno de un nimeson numeraspe-

ro mientras que el seno de un angulo tiene una sencilla
definiciébn geométrica, no es evidente, a priori, c6mo se
puede definir el seno de un nimero. La idea consiste en
asociar a cada nimero un (Unico) angulo y definir el seno
del nimero como el seno del &ngulo que le corresponde.
Es evidente que a cada niumera 0 le podemos asig-
nar de manera Unica un angulo “enrollando” el segmento
[0, x] sobre la circunferencia unidadn sentido contra-

rio a las agujas del relgjde forma que el origen de dicho
segmento coincida con el puritb=(1, 0) de la circunfe-
rencia. Obtenemos asi un pung de la circunferencia
unidad.

Figura 3. La circunferencia unidad

Pues bien, si las coordenadas®eson(«, b), se define:

senx = seno del anguld?, OU) = b

cosx = coseno del éngu{dfO\U) =a

Al serigual a2 la longitud de la circunferencia unidad, es claro @& >, = Py, por lo que sefx)=
sen(x + 2m) y cogx) = cogx + 2x). Observa también que 8i< x < 2x, entonces lanedida en

radianesdel anguloP, OU es igual ax, es decir:
sen(x) = seno del &ngulo der radianes(0 < x < 2x)

Si x < 0 podemos proceder con el segmepto0] de forma analoga a la anterior, con la diferencia
de que ahora enrollamos dicho segmento sobre la circurtiarenidaden el sentido de las agujas del
reloj, de forma que su extrenfiacoincida con el punt® =(1, 0) de la circunferencia. Obtenemos asi un
punto P, =(c, d) de la circunferencia unidad y se define, igual que antgsgen/, cogx)=c. Es facil

ver que siPx =(c, d), entonces_, =(c¢, —d). Resulta asi que sén)=— sen—x) y cogx)=cog—x).
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/—\ i y = senx

Y
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Figura 4. La funcién seno

Observaciones.Para indicar el seno del angulo cuya medida en grados es frecuente escribir
sen(x®). Naturalmente, la relacion entresdno en gradog la funcién seno usual viene dada por:

TX
senx°) = sen—
") 180

En este curso de Calculo el nimero sesignificara siempre el seno del angulo cuya medida en regliane
(salvo mdltiplos enteros dbr) esx.

Propiedades de las funciones seno y coseh@s funciones seno y coseno son funciones reales cuyo
dominio es toddR. Las identidades béasicas que dichas funciones verifican son

sefx +codx =1 (x €R)
Como se ha dicho antes, las funciones seno y coseno sonipasidié period@s:
senx + 2x) =senx, co9x + 2x)=cosx (x €R)
La funcion seno es impar y la funcién coseno es par:
sen—x) =—senx, cog—x)=cosx (x €R)

Todas las propiedades anteriores se deducen facilmerdas definiciones dadas. Las siguientes igual-
dades, se conocen corfldmulas de adicion
sen(x + y) = senxcosy + Cosx seny (1)
coyx + y) = COSx COSy — Senx seny (2
La funcion seno se anula en los mdltiplos enteros des decir, en los puntos de la fortha dondek

es un entero cualquiera. La funcion coseno se anula en lésgpde la forma 7 + /2 dondek es un
entero cualquiera.

Las funciones seno y coseno son derivables siendo

sen’x = cosx, cos’x = —senx (xeR)

Las funciones tangente, cotangente, secante y cosecahi@s funcionesangentey secante que se
representan por tg y sec son las funciones definidas en elrtofi§ \ {kn + 7/2:k € Z} = {x €
R : cosx # 0}, por:

g = e

’ cosx

Las funcionesotangentey cosecanteque se representan por cotg y csc son las funciones definidas
en el conjuntdR \ {kx :k € Z} = {x € R :senx # 0}, por:

COSx 1
cotgx = ——, CSCx = ——
senx
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Las propiedades de estas funciones y sus derivadas se ddéaidmente de las correspondientes del
seno y del coseno. Por ejemplogty = tg(x + ); esto es, la funcion tangente es periddica de periodo
.

Las funciones arcoseno, arcocoseno y arcotangente primero que hay que decir es que ninguna
de las funciones “seno”, “coseno”, “tangente”, es inyectiven consecuencia, ninguna de ellas tiene
inversa en el sentido de la definicidn antes dadfudeion inversaPor tanto, no debe decirse que las
funcionesarcosengarcocosenparcotangentesean las funciones inversas del seno, del coseno o de la

tangente: eso no es cierto. Hecha esta observacion impdései pasemos a definir dichas funciones.

La funcién seno es estrictamente creciente en el intefvalg2, /2] y en dicho intervalo toma
todos los valores comprendidos entré y 1, se([—n/2, 7 /2]) = [-1, 1]. En consecuencia, dado un
namerax € [—1, 1] hay un Unico nimero € [—x/2, /2] tal que sery = x; dicho nUmerq se repre-
senta por arc seny se llama ehrcoseno dec. Es decir, el arcoseno es la funcién arcgeh 1] - R
definida por sefarc senv) = x y —7 < arcsemnx < 7. Observa que la igualdad arc ¢senx) = x, es
ciertasi,ysblosi-n/2<x <m/2.

I

P y F arcsemnx

,,,,,,,,,,,, —1

I

Figura 5. Lafuncion senoep~-, 2]~ T oo -
Figura 6. La funcién arcoseno

Es decirla funcion arcoseno es la inversa de la funcién seno resigimgl intervalo[—r /2, /2],
esto es, cuando consideramos que la funcién seno esta stéatiedinida en el intervale-/2, /2].

| arcsen[—1,1] - R, —m/2<arcserx <nm/2, senarcserx)=x | 3)

|arcse|(13enx)=x — —n/2§x$n/2| 4)

La funcién coseno es estrictamente decreciente en el atelfy, 7] y en dicho intervalo toma
todos los valores comprendidos entré y 1. Por tanto, dado un ndmero € [—1, 1], hay un Gnico
nameroy € [0, ] tal que coy = x; dicho nimeroy se representa por arc cosy se llamaarco-
coseno dex. Es decir, arcocoseno es la funcidn arcees 1] — R dada por co@rccosy) = x y
0 <arccosc < x. Observa que la igualdad arc ¢ossx) = x, es cierta si, y s6lo sfy < x < z. Es decir,
la funcién arcocoseno es la inversa de la funcién cosenoinggtla al intervalo[0, x], esto es, cuando
consideramos que la funcién coseno esta solamente defmilargervald0, x].

| arccos[—1,1] - R, O0<arccosx <m, coOgarccosy)=x | (5)

|arcco$c05x)=x — 0§x$71| (6)
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Y = cosx

y = arc cosx

-1

Ny,
=

Figura 7. La funcién coseno efd), ]
—1 1

Figura 8. La funcién arcocoseno

La funcion tangente es estrictamente creciente en el atefv- 7/2,7/2[ y en dicho intervalo
toma todos los valores reales(jtg /2, 7/2[) = R. En consecuencia, dado un nimera R, hay un
Unico nimery €]—x/2, /2 tal que tgy = x; dicho nUmerg se representa por arcxtg se llama el
arcotangente de. Es decir)a funcion arcotangente es la inversa de la funcion tangesg#ingida al
intervalo] — /2, /2|, esto es, cuando consideramos que la funcién tangenteotstidente definida
en el intervald — /2, /2.

| arctgR - R, —x/2 <arctgx < m/2, tg(arctgx)=x | @)
|arctgtgx)=x — —n/2<x<n/2| (8)
1 A 1
| o A
: : y = arctgx

_ Figura 10. La funcién arcotangente
y=tgx

Figura 9. La funcién tangente
enl — 3. 51

Las funciones arcoseno, arcocoseno y arcotangente sealiles en sus intervalos de definicion y
sus derivadas viene dadas por:

1 1
arcsefix = —arccos$x = ——— (-l <x < 1), arctgx =1 +tg>x = —— (xeR)

/T— x2 cos x

Las funciones arcoseno y arcotangente son estrictamesttieictes y él arcocoseno es estrictamente
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decreciente. Se verifica que:

lim tgx = —o0, lim tgx = 400
x—>=t x—Z
x>t x<Z
. T . T
lim arctgy = ——, lim arctgx = —
X—>—00 2 x—>+00 2

Las funciones hiperbdlicas.Las funcioneseno hiperbodlicorepresentada por senhcgseno hiper-
bolico, representada por cosh, estan definidas paraxcg® por:

ef—e ¥ ef4+e”*
senhx = — coshy = %

La identidad basica que dichas funciones verifican es:
costf x —senf x =1 (x €R)
La funcion seno hiperbdlico es impar y la funcién cosenotthipkco es par:
senf{—x) = —senhx, cosh(—x)=coshx (x € R)

La funcién seno hiperbdlico es estrictamente crecient® .dra funcion coseno hiperbdlico es estric-
tamente creciente ek

A

; Ay =coshx

1t y = senhx

Ny

4 L
Figura 12. La funcién coseno hiperbolico
Figura 11. La funcion seno hiperbdlico

Y

Figura 13. La funcidn tangente hiperbdlica

La funciéntangente hiperbdlicague se representa por tgh es la funcion definida paratod® por:

senhx _ ef—e ¥
coshy e +e*

tghx =
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De forma anéloga se definen las funciones cotangente, sgcaasecante hiperbdlicas.

Las funciones hiperbdlicas inversas.a funcién seno hiperbdlico es una biyecciorRisobreR cuya
inversa, representada por, argsenh, (Ié&agamento seno hiperbdlic) viene dada por:

argsenh =log(x + vVx2+1) (x €R) 9)

La funcion coseno hiperbolico es inyectivaRfj y su imagen es la semirredta +oo[. La funcién,
definida en1, +oc[, que a cada nUmero > 1 asigna el Gnico nimerp > 0 tal que cosly = x, se
llamaargumento coseno hiperbdélicose representa por, argcosh, y viene dada por:

argcoshy =log(x + vx2—-1) (x=1) (10)

La funcién tangente hiperbdlica es una biyeccidiRdmbre el intervald— 1, 1[ cuya inversa, represen-
tada por, argtgh, (Iasggumento tangente hiperbdlicg es la funcién definida en el intervdle 1, 1]
por:

1 1
argtghx = — Iog( +x) (-l<x<1) (11)
2 1—x
A
2+ \
y = argsenh

4 3 2 A 1 2 3 . y = argcoshx
-1+
27 1 2 3 -
Figura 15. La funcién argumento coseno
Figura 14. La funcién argumento seno hiperbolico
hiperbdlico

y = argtghx
|

|
o
>

1

Figura 16. La funcion argumento tangente hiperbdlica

Las funciones hiperbdlicas y sus inversas son derivableaerespectivos intervalos de definicién.
Las derivadas de las funciones hiperbdlicas inversas sguitites para calcular primitivas de funciones
en las que intervienen raices cuadradas de trinomios dedeguado.
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1
argsenlix) = log (x +Vx2+ l) argsenfi(x) = Wi
X

argcoslix) = log (x + Vx2-— 1) x> 1 argcosh(x) = 1

x2—1
argcosectx) argsenl( 1 ) #0 argcosech(x) —!
= — X X)= ———
X |X| /2 + 1
argsecki) argcos)'(l) 0<x<l argsech(x) !
= — X X)) = ————
X xvV1—x2

Ejercicios propuestos

1.

10.

11.

. Prueba que la funcion dada pftx) = 0 j_

Estudia cuales de las siguientes igualdades son ciertasagdo no lo sean, proporciona un
contraejemplo. Se supone qiieg, & son funciones definidas &

a) fo(g+h)y=fog+ foh.
b) (g+h)of=gof+hof.

1 1
c) =—og.

fog  f
1 1
for %

d)

. Seaf(x)=x2—-2xy g(x)=2x+1. Calculalos valores de paralos qué f og) (x)=(go f)(x).

. a) Estudia sila suma, el productoy la composicion de ines pares o impares es una funcién

par o impar. Considera todos los casos posibles.

b) Prueba que toda funcién puede escribirse de forma Unit® soma de una funcién par y
una funcion impar.

es estrictamente crecienteRi. Deduce que

xl
X+l _ ¥l [y
T+]x+y|  1T4+x] 14y

(x,y€eR)

. Prueba que la funcionf : [1/2, +oo[— R dada porf(x) = x> — x + 1 para todax > 1/2, es

estrictamente creciente. Calcula la funcién inversg'de

. Calcula el dominio natural de definicion de la funciéfx) = \/In (Ix = 3|(1 + |x — 6])).

- ., . x2—8x +4
. Calcula el dominio natural de definicidn de la funcifgx) = {/In —.
x2—3x+2

. Calcula el dominio natural de definicién de la funciffx) = /—senx + v 16 — x2.

. Comparaz™? con p'¢,

Indica si es correcto escribir:

N1 —-x)(x—=2)=In(1—x)+In(x —-2)

Pruebaque @ + /1 + x2) +In(+~/1 + x2 — x) = 0.

Dpto.
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12.
13.
14.

15.
16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Resuelvex V¥ = (/x)~.
Simplifica las expresioneg("®/1°94 " |og (log,(a®")).

Calculax sabiendo que:
1 + 1 4 1
log,(a) logy(a) = log.(a) = log,(a)’

Seaf (x)=x2—2xy g(x)=2x+1. Calcula los valores deparalos qué f o g)(x)=(go f)(x).

Usando las definiciones de las funciones arcoseno y@seno prueba las igualdades:

(a) arccos: + arcsernx = % Vx e [-1,1]

X 1
(b) tan(arcsenx) = ———; sedarcserx) = —— Vx €]—1,1]
V1 —x2 V1 —x2
Usando la definicidn de la funcidn arcotangente, pruebgaqra toda: > 0 se verifica que:
1
arctgx) + arctg(—) .
X 2

a) Prueba las igualdades:

-1 (/2) _ 2tg(/2)
TTree/2) o T T ()2)

b) Searu,b € R tales quer® + b2 =1y a # —1. Definamos

b
¥ =2arctg——
a+1

Prueba qué¥ es el Unico nimero que verifica quer < ¢ < 7, cosy =a y sent = b.
Prueba las igualdades:
cosa = 4cos (a/3) — 3coda/3) = 2coS(a/2) — 1.
Usando que cas= 1, cosr = —1, deduce el valor de c68/6), cogx/4) y cogn/8).

Prueba que para todesy R se verifica que:

seny + seny = 2sen> ) cost ; Y. cosx + cosy = 2 cos> ) cos™ ; -
Deduce que parae N:
X X X
2sen5 cogkx) =sern2k + 1)5 —sen2k — 1)5.
Utiliza esta igualdad para probar que:
1
sen%(cosx +coq2x) +--- + cos(nx)) = sen% cosn + X.
Prueba analogamente que:
1
sen%(senx +sen2x) +--- + ser(nx)) = sen% senn + X.
, , 1
Dado un nimere # 0, calcula un nimerp € R tal queSenh =X
_ ot
a) Dador € R prueba que hay un Unie& R tal que =X.

. € +e
b) Dadox = 1, prueba que hay un Uniea= 0 tal que +2 =X

SugerenciaLo que tienes que hacer es calculdta sustitucion e=u te permitira calculas.
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