
CÁLCULO I

10 Grado Matemáticas y 10 Doble Grado Física y Matemáticas,
Curso 2017�2018, Primer cuatrimestre

V. Ejercicios (Funciones continuas. Temas 12 y 13.)

1. Estudia la continuidad de la función f : R −→ R de�nida de la siguiente forma:

f(x) = x ∀x ∈ Q y f(x) = 1− x ∀x ∈ R \Q

2. Da un ejemplo de una función f : R −→ R que sea continua solamente en 0 .

3. Sean f, g : R −→ R funciones continuas y supongamos que f|Q = g|Q . Prueba que f = g .

4. Sea A un subconjunto no vacío de R y f : R −→ R la función de�nida por

f(x) = ı́nf {|x− a| : a ∈ A} ∀x ∈ R

Prueba que |f(x) − f(y)| ≤ |x − y| para cualesquiera x, y ∈ R y deducir que f es

continua.

5. Estudia la continuidad de las funciones f, g : R −→ R de�nidas por:

f(x) = E
(
x 2
)
∀x ∈ R ; g(x) = x E

(
1

x

)
∀x ∈ R∗ , g(0) = 1

6. Prueba que la función valor absoluto es continua.

7. Dadas dos funciones f, g : A −→ R , consideremos las funciones ϕ, ψ : A −→ R dadas

por

ϕ(x) = máx{f(x), g(x)} , ψ(x) = mı́n{f(x), g(x)} ∀x ∈ A

Prueba que si f y g son continuas, entonces ϕ y ψ también son continuas.

Indicación: Si a, b ∈ R, se veri�ca que

máx{a, b} =
1

2

(
a+ b+ |a− b|

)
, mı́n{a, b} =

1

2

(
a+ b− |a− b|

)
.

8. Prueba que toda función f : N −→ R es continua.

9. Sea I un intervalo no vacío y f : I −→ R una función continua, tal que f(I) ⊂ Q .

Prueba que f es constante.

10. Prueba que si P es un polinomio de grado impar, existe x ∈ R tal que P (x) = 0 .

11. Sea f : [0, 1] −→ [0, 1] una función continua. Prueba que f tiene un punto �jo, es decir,

que existe x ∈ [0, 1] tal que f(x) = x .

12. Prueba que la función f es continua, donde f : R+
0 −→ R está de�nida por f(x) = (1+x)

1
x

si x ∈ R+ y f(0) = e.
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13. Suponiendo que la temperatura varía de manera continua a lo largo del Ecuador, prueba

que en cada instante, existen dos puntos antípodas en el Ecuador que se encuentran a la

misma temperatura.

14. Sea f : [0, 1] −→ R un función continua y supongamos que, para cada x ∈ [0, 1] existe

y ∈ [0, 1] tal que |f(y)| ≤ |f(x)|/2 . Prueba que existe c ∈ [0, 1] tal que f(c) = 0 .

15. Sea f : R −→ R una función continua tal que f(x) ≥ |x| para todo x ∈ R. Prueba que la

función f alcanza su mínimo, pero que no está acotada superiormente.

16. Sea f : R −→ R una función continua. Prueba que si f|Q es monótona, entonces f es

monótona.

17. Sea f : R −→ R una función creciente y supongamos que f es continua en un punto

a ∈ R . Prueba que

sup {f(x) : x < a} = f(a) = ı́nf {f(y) : y > a}

18. Calcular la imagen de la función f : [−1, 1] −→ R de�nida por

f(x) =
x2

1 + x2
∀x ∈ [−1, 1]

19. Sea f :]− 2, 2[−→ R la función de�nida por

f(x) =
x√

4− x2
∀x ∈]− 2, 2[

Calcula f
(
]− 2, 2[

)
, f
(
[0, 2[

)
, f
(
]− 1, 1[

)
y f
(
[−1, 1]

)
.

20. Sea f : [−1, 1[−→ R la función de�nida por

f(x) =

√
1 + x

1− x
∀x ∈ [−1, 1[

Calcula f
(
[−1, 1[

)
y f

(
[−1/2, 1/2]

)
.

21. Prueba que, para cada y ∈ R+
0 , la ecuación x5 + x4 + x = y tiene una única solución

x ∈ R+
0 , y que denotando por g(y) a dicha solución, se obtiene una función continua

g : R+
0 −→ R+

0 . Deduce que si xn ≥ 0 para todo n ∈ N y {x5n + x4n + xn} → 3, entonces
{xn} → 1.

22. Sea I un intervalo y f : I −→ R una función inyectiva. Analizar la relación existente

entre las siguientes a�rmaciones:

f es continua

f(I) es un intervalo

f es estrictamente monótona

f−1 es continua
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