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Introduccion

El conjunto C de los nimeros complejos es el conjunto de nimeros mds extenso que conocemos (a
nivel elemental), y surge por la necesidad de resolver determinadas ecuaciones. Pues, en el conjunto
de los ntimeros reales nos encontramos con que ecuaciones como x*+ 1 = 0 no tienen solucién.
La solucion se encuentra al ampliar el conjunto de los numeros reales, de manera que esta y otras
ecuaciones tengan solucién. La principal propiedad es que todo polinomio no constante en una
variable con coeficientes en C tiene al menos una raiz en C, y por tanto descompone.

Cardano fue el primero en manipular +/—1 como si fuera un ntimero, y Euler propuso el simbolo
i para denotarlo, el cual se consideraba un numero ficticio o imaginario. Pero fue en el siglo XIX
cuando, gracias tanto a Gauss como a Hamilton, se definié de una forma mas precisa el conjunto de
los nimeros complejos como pares ordenados de nimeros reales (a,b) = a + bi con una serie de
propiedades, que pasan por la distributividad del producto respecto a la suma.

El presente trabajo estd pensado para orientar a los alumnos interesados en participar en la Olim-
piada Matematica al final de la ensefianza secundaria, suministrdndoles los conceptos necesarios
para poder abordar algunos problemas ya propuestos en ediciones anteriores de la Olimpiada y
discutiendo algunos de ellos asi como otros nuevos que se han considerado de interés.

Comenzaremos el texto con la construccidn del cuerpo de los nimeros complejos a partir de los
nuimeros reales, considerando el producto cartesiano R x R = R2. Definiremos los ntimeros com-
plejos y las operaciones con nimeros complejos. En una segunda fase estudiaremos algunas de las
aplicaciones mas destacables de los nimeros complejos, que radican en el estudio de ciertas transfor-
maciones geométricas, como pueden ser traslaciones, giros, etc. En el tercer apartado veremos una
interpretacion de propiedades de la geometria métrica del plano en términos de nimeros complejos.
La segunda parte del texto estd dedicada a analizar y estudiar algunos problemas elegidos de entre los
propuestos en diferentes olimpiadas. Hemos dividido esta parte en tres apartados segun la dificultad
que estimamos tiene cada uno de los problemas tratados. El primer apartado trata de ejercicios
sencillos, en el segundo de mayor dificultad y en el tercero de dificultad ain mayor. Aprovechamos
las distintas fases de la Olimpiada para organizar estos problemas segun las mismas: fase local,
nacional e internacional.
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Capitulo I

Numeros complejos

1. El cuerpo de los nimeros complejos
Consideremos en R? las operaciones:

(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)
(a,b)-(c,d)=(ac—bd,ad + bc)

Se puede comprobar que las operaciones asi definidas verifican las propiedades asociativa, conmu-
tativa y distributiva. El elemento neutro para la suma es (0, 0) y el elemento unidad para el producto
es (1,0). El elemento opuesto de (a, b) es (—a,—b) y todo elemento (a, b) # (0,0) tiene inverso,

pues:
a —b

(a’b)'(az +b2 a2+ bz) =(1,0).

En virtud de estas propiedades podemos afirmar que el conjunto (R?,+,-) es un cuerpo, el cual se
denota por C y a sus elementos se les llama ntimeros complejos.

Cada par ordenado z = (a, b) denomina un nimero complejo que suele denotarse por

2 =a+ bi,

expresion que se conoce como forma bindmica del nimero complejo z, donde i = (0, 1) designa el
numero complejo que verifica:

i2=1(0,1)-(0,1) = (-~1,0) = —1.

Dado un nimero complejo z = a + bi, se dice que a es la parte real y que b es la parte imaginaria
de z. Simbodlicamente escribiremos:

a =Re(z) y b =Im(2).

Notemos que podemos identificar el nimero real a con el nimero complejo: a = a + 0i = (a, 0). De
ahi que podamos considerar R como un subconjunto de C.
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Por otro lado, un conjunto destacable de nimeros complejos son aquellos de la forma: bi =0+ bi =
(0, b); a estos numeros se les denomina imaginarios puros. Es por ello que, en el plano complejo
o diagrama de Argand, llamamos eje real al eje de abscisas y eje imaginario al eje de ordenadas.

A cada numero complejo z = a + bi se le asigna el punto P de coordenadas (a,b) en el plano
complejo. De P se dice que es el afijo del nimero complejo z, también se le puede asignar el vector

libre @, definido entre el origen O y el afijo de 2z, P. Vedmoslo graficamente:

Imiz) &

>
2 a Re(z)

8 de septiembre de 2017 Curso 2016-2017. Nam. Complejos,



SEC. 2. ELEMENTOS DE 1.OS NUMEROS COMPLEJOS 5

2. Elementos de los nimeros complejos

Conjugado

Dado un numero complejo z = a+ bi, definimos su conjugado como el nimero complejo z = a—bi.
Geométricamente, el conjugado de un numero complejo es el simétrico del punto P(a, b) respecto del

eje real, mientras que el opuesto de un nimero complejo es el simétrico del punto P(a, b) respecto
del origen.

Im(z) &

Y -+ P(a,b)
o 1a Re{:i
s . .: P(a,-b)

Lema. 2.1.
Para cada z, w € C se verifican las siguientes propiedades:

TFM: Problemas de olimpiadas sobre niimeros complejos P. Posadas
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Modulo

Llamamos mdédulo del nimero complejo z = a+ bi a la distancia entre el origen O y el punto P(a, b),
o lo que es lo mismo, la longitud del vector OP, se designa por |z|, y es un numero real positivo.

Im(z) 4

P i i

Re{?ﬁ

Por el teorema de Pitagoras se tiene lo siguiente:

lz| = Va2 + b2 = V2%

Lema. 2.2.
Para cada z, w € C se verifican las siguientes propiedades:

(1) |z] =zl
2) |z-w| =z |w|.

Argumento

El argumento de un nimero complejo z = a+ bi # 0 es el angulo que forma el vector OP con el eje
real positivo, y se denota por a 6 arg(z). Veamoslo graficamente:

Im(z) &
] Pla,b)
=5 7
op :
Vo | X
. a Re(z)
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A partir de la trigonometria se deduce lo siguiente:
2z =a+ bi = |z|(cos(a) +isen(a)) con a = arctg(b/a).

Esta expresion recibe el nombre de forma trigonométrica del complejo z.

También es muy comun expresar un nimero complejo como sigue: z = (p,a) 6 2 = p, donde p es el
modulo de 2, es decir, p = |z|. Esta expresion se conoce como forma polar del nimero complejo z.
Alternativamente la forma forma polar del nimero complejo z = (o, &) se representa también como
z = pe'®,

Es claro que hay infinitos dngulos a € R que verifican la igualdad:

2 =a+ bi = |z|(cos(a) +isen(a)).

De ahi que dos nimeros complejos no nulos sean iguales si tienen el mismo mddulo y el mismo
argumento médulo 360, si trabajamos en grados, 6 27, si trabajamos en radiales.

De entre todos los argumentos de un nimero complejo, hay uno inico que se encuentra en el inter-
valo (—t, 7], el cual se denomina argumento principal y se denota por arg(z). Veamos graficamente
como se obtiene el argumento principal de un numero complejo:

n
2

Im(z)

o+ 7

Re(z)

Lema. 2.3.

Para cada z,w € C se verifican las siguientes propiedades:
(1) arg(z- w) = arg(z) + arg(w).

(2) arg(z) = —arg(2).

(3) arg(Z) = arg(z) — arg(w).

TFM: Problemas de olimpiadas sobre niimeros complejos P. Posadas
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3. Operaciones con numeros complejos

Ya habiamos definido en el primer apartado la suma y el producto de nimeros complejos dados
en forma cartesiana. Ahora veremos el producto de dos nimeros dados en forma polar, lo que nos
facilitard el calculo del cociente, la potencia y la raiz n-ésima de nimeros complejos.

Producto

Sean z; = (p1,a1),%, = (p,, @,) € C se tiene:

212, = [p1(cos(a,) +isen(a;))] - [py(cos(a,) +isen(a;))] =
= p,p,[(cos(a;) cos(a,) —sen(a,)sen(a,)) + i(cos(a,) sen(a,) + sen(a;) cos(a,))] =
= p1pa(cos(a; + a,) +sen(a; + a,)).

Por tanto, 2,2, = (0105, a; + @,), de donde deducimos que para multiplicar nimeros complejos en
forma polar, se multiplican los médulos y se suman los argumentos.

Cociente
Sean z; = (p1,a1),2%, = (p,, @5),2 = (p,a) € C, no nulos, se tiene:

b4
L =z =2, =23, &> p,(cos(a,) +isen(a;)) = pp,(cos(a+ ay) +isen(a+ a,)).
Z2

Asip;=pp,ya,=a+a,, estoes,pzﬂyazal—az.
P2

21 . e, .
Luego, — = (p1p5,a; — ;) y deducimos que para dividir niimeros complejos en forma polar, se
Z

2
dividen los mddulos y se restan los argumentos.

Potencia

Si multiplicamos n veces un niumero complejo, por la expresion anterior del producto de dos nimeros
complejos podemos deducir que:

z" = p"(cos(na) + i sen(na)).
Puesto que z = p(cos(a) +isen(a)), la igualdad anterior puede escribirse como sigue:
[p(cos(a) +isen(a))]" = p"(cos(na) +isen(na)),

expresion que se conoce como féormula de de Moivre, y cuya aplicacién practica fundamental es el
calculo de sen(na) y cos(na) en funcién de sen(a) y cos(a).

8 de septiembre de 2017 Curso 2016-2017. Nam. Complejos,
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Raices n-ésimas. Formula de de Moivre

Sean z; = (01, 1), 2, = (P2, @5),2 = (p, a) € C, se tiene:

V7 =2, & 7, =2 <> p;(cos(a;) +isen(a,)) = pj(cos(na,) + i sen(na,)).

, a, +2kn
Asi, p; = p3,y @y =nay; estoes, py = y/p;ya,=———conk=0,1,...,n—1
n

a, +2kmn
Luego, /z; = ({/p;, ——)conk =0,1,...,n—1.
n

Si representamos las n raices de un nimero complejo z = p, y unimos los afijos de cada una de las
n raices, obtenemos un poligono regular de n lados inscrito en una circunferencia de radio {/p.

TFM: Problemas de olimpiadas sobre niimeros complejos P. Posadas
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Capitulo II

Movimientos

Las aplicaciones mds notables de los nimeros complejos radican fundamentalmente en el estudio de
ciertas transformaciones geométricas en el plano, como pueden ser traslaciones, giros, etc. Pasemos
a estudiarlas.

4. Traslaciones
Sea a un ntmero complejo, la aplicacién:
t,:C—> Ctalque t,(2) =2z +a,

se llama traslacidn definida por el complejo a.

Llamamos P, al afijo del complejo z, P, al afijo del complejo a y P,,, al afijo de la traslacién de z
definida por a. Veamos como obtener P, ,:

Im(z) &
Pz .

/ Pa

>

o Re(z)

Si sumamos los vectores libres ED’Z y @’a, por la ley del paralelogramo, obtenemos el vector @’Z ras
definido entre el origen O y el afijo de z + a.
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5. Giros

Sea a = e* = cos(a) + isen(a) un niimero complejo con |a| = 1. La siguiente transformacién se

denomina giro de centro O y angulo a:
g,:C—> Ctal que g,(2) =2" := az.

Se llama asi por su significado geométrico. Llamamos P, al afijo del complejo z, P, al afijo del
complejo z’. Veamos como obtener P,, a partir de P,:

Im(z) &

/! Pz

4 Re{?)

Por un lado: |2’| = |az| = |a| - |z| = 1- |z| = |z| . Luego, P,, dista del origen lo mismo que P,. Por otro
lado: arg(z’) = arg(az) = arg(a) + arg(z) = a + arg(z). Asi, el dngulo que forman los vectores ﬁ’z,
y @z es a.

En resumen, P,, es el punto que se obtiene girando el punto P, mediante un giro de centro O y dngulo
a.

Observacion:
Si a = 7, entonces g,(z) = —z, es decir se obtiene la simetria central como caso particular de un
giro.

8 de septiembre de 2017 Curso 2016-2017. Nam. Complejos,
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6. Homotecia

Fijado un numero real no nulo r € R*, denominamos homotecia de centro O y razén r a la aplica-
cion:
h,:C— Ctal que h,(z) =2":=rz.
Sabemos que |z'| = |rz| = |r| - |z] y que arg(z’) = arg(rz) = arg(r) + arg(z).
(1) Sir>0:
» 2| =1rz| =1zl y

—_— —
» arg(z’) = arg(z), entonces el angulo Z(OP,,,OP,) es cero.
Luego, los afijos P, y P, estan alineados en la misma semirrecta que pasa por O.

Im(z) &

Pz

Fz

\arga) .
o Re(z)

(2) Sir<o:
o 2| =rz|=]r|-|z],y

7 H H .
» arg(z’) = m+ arg(z), entonces el dngulo Z(OP,,,0P,) igual a 7.
Luego, los afijos P, y P, estan alineados, pero en distinto lado de O.
Im(z) &
Pz

arg(z)

/ Re(z)

TFM: Problemas de olimpiadas sobre niimeros complejos P. Posadas
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7. Semejanza

Dados dos numeros complejos a y b, llamamos semejanza a la aplicacion dada por:
s:C— Ctalques(s) =2 :=az+b.
Como a puede expresarse de la forma a = re'®, el paso de z a 2’ puede hacerse como sigue:
z —> el% — rel% — re'%z + b.

Es decir, es la composicién de un giro de centro O y dngulo a, seguido de una homotecia de centro
O y razoén r, y por dltimo de una traslacién definida por el nimero complejo b.

8 de septiembre de 2017 Curso 2016-2017. Nam. Complejos,



Capitulo III

Teoremas y formulas.

Cuando no somos capaces de resolver un problema de geometria plana, se recomienda tratar usar
el célculo. Existen varias técnicas para hacer célculos en lugar de la geometria. Para ello, usaremos
los nimeros complejos.

El plano serd el plano complejo y cada uno de los puntos tiene su representacion como numero
complejo. Estos puntos se suelen denotar por letras mintsculas a, b, c, d, ..., que serdn los corres-
pondientes nimeros complejos. Podemos escribir en términos de operaciones de niimeros complejos
los resultados sobre geometria analitica y métrica.

Teorema. 7.1.
(1) El segmento ab es paralelo al segmento cd (representado ab||cd) si, y sélo si,

(2) a,b,c son colineales si, y sdlo si,

a-b a-c
(3) El segmento ab es perpendicular al segmento cd (representado ab L cd) si, y sdlo si,

a—b c—d

a—b c¢—d
(4) ¢ esel dngulo Zacb (de a hacia b en direccidén positiva) si, y solo si,

c—b . c—a
e'?

c—b|  le—al

Las propiedades de la circunferencia unidad se recogen en el siguiente resultado.
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Teorema. 7.2. .
(1) Para una cuerda ab se tiene = —ab.

a—

a+b—c
ab
(3) La interseccion de las tangentes de a y b es el punto

(2) Sic pertenece a la cuerda ab, entonces ¢ =

a
(4) El pie de la perpendicular de un punto arbitrario c a la cuerda ab es el punto

p=%(a+b+c—ab€).

ab(c+d)—cd(a+b)

(5) La interseccion de las cuerdas ab y cd es el punto P
ab—c

Tres puntos siempre estan en una circunferencia; para cuatro puntos tenemos el siguiente resultado.

Teorema. 7.3.

. .. z . a—c¢ -
Los puntos a, b, c¢,d pertenecen a una circunferencia si, y solo si, 5 94 e R,
—c

Para tridngulo tenemos:

Teorema. 7.4.

- . : ., .a—c p-—r
Los tridngulos abc y pqr son semejantes si, y solo si,

b—c gq-r

Siguiendo con tridngulos, podemos calcular el area.

Teorema. 7.5.
El drea del tridngulo abc es

o o Q
ol o Qf
— =

= i(a3+ be + cd — @b — bc —ca).

I

8 de septiembre de 2017 Curso 2016-2017. Nam. Complejos,
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Para los diversos centros de un tridngulo también tenemos relaciones especialmente ttiles.

Teorema. 7.6.

+ Ab
(1) EI punto ¢ divide el segmento ab en la proporcién A si, y sélo si, ¢ = a T
a+b+c

(2) El punto g es el baricentro del tridangulo abc si, y sdlo si, g =

I
(3) Para el ortocentro h y el circuncentro o del tridngulo abc se tiene la relacion: h+20 =a+b+c.

Teorema. 7.7.

Supongamos que la circunferencia unidad estd inscrita en un tridngulo abc y que toca a los lados
bc, ca, ab respectivamente en p, q, r. Entonces:
2qr 2r 2
(1) Se cumple a = q ,b= P ,C= Pq }
q+r r+p p+q
(2) Para el ortocentro h del tridngulo abc se cumple

- 20’ + q*r* +r’p* + pqr(p +q+71))
(p+q)g+r)(r+p)

(3) Para el circuncentro o del tridngulo abc se cumple

o= 2Par(p+q+r)
(p+q)(g+r)(r+p)

Teorema. 7.8.

Dado el tridngulo /A uno de cuyos vértices es 0, y los dos restantes son x e y.
(1) Sih es el ortocentro, entonces

= Gy +xy)x—y)

Xy —Xxy
(2) Sio es el circuncentro, entonces o
P Cn))
Xy—xy

TFM: Problemas de olimpiadas sobre niimeros complejos P. Posadas
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Capitulo IV

Problemas de olimpiadas. Fase Local

8. Problemas

Ejercicio. 8.1.

Seaa =z+2?+2*y B =2°+2°+2° donde z es un niimero complejo tal que 27 = 1 y z # 1.
Entonces, a y 3 son las raices de la ecuacidn cuadrdtica x>+ px +q = 0 para algunos p y q niimeros
enteros. Encuentra el par ordenado (p,q).

SOLUCION.

Tenemos que 2" —1 = (z2—1)(2%+2° +2* +2° + 22+ 2+ 1) = 0. Como z # 1, se verifica que
28+ 2% +2*+2° +22+ 2+ 1 = 0. Por las férmulas de Vieta, si a y 8 son las raices de la ecuacién
cuadrdtica x? + px + q = 0 obtenemos:

—p=a+f =2+ +z'+2 +2%2+z2=—1,
g=a-B=(@E+22+2)(P2 +2°+2) =2 +2°+27+2°+ 27+ 28+ 27 +27 +210 =
=2* 42041+ +1+2+1+22 422 =1+1+1+z+z+22+2° +2* +2° +2%+2"=1+1+0=2.

Obtenemos que p = 1y g = 2, por tanto la ecuacién buscada es x? + x +2 = 0. a




20 CAPR IV. PROBLEMAS DE OLIMPIADAS. FASE LOCAL

Ejercicio. 8.2.
En el plano complejo 2 + i es el centro de un cuadrado y 5 + 5i uno de sus vértices. Halla los otros
vértices del cuadrado.

SOLUCION.
—
Sea Q el centro del cuadrado y A el vértice dado, si giramos el vector QA un dngulo de 90 grados,
—
obtenemos el vector QB, siendo B el siguiente vértice del cuadrado. Repitiendo este proceso sobre
— —> —
el vector QB obtenemos el vector QC y aplicando a este el giro de 90 grados nos lleva al vector QD.

Hemos de recordar que podemos identificar cualquier punto del plano (a, b) con el nimero complejo
a + bi y que si multiplicamos cualquier niimero complejo por e'* = cos(t) + isen(t), su vector de
posicién experimentard un giro de t grados con centro en el origen O.

. .
En nuestro caso, basta con tomar t = 90°, es decir — radianes; en ese caso:

. e i
e™? = cos(=)+isen(=) =1.
(2) (2)

Asi se tiene:

— .

B =10A=—4+3i
—> —>

OC=i0B=—-3—4i
— —>

Por ultimo, no debemos olvidar que nuestro procedimiento nos llevara a obtener las coordenadas de
los vectores @)4, Q_B), @ y @, pero en realidad queremos obtener las coordenadas de los puntos B,
C y D, por tanto tenemos que sumar a las coordenadas de los vectores obtenidos las coordenadas
del centro. .
A=Q+0A=(2+i)+(83+4i) = 5+5i
B =Q+a§ =2+i)+(—4+3i)=—2+4i
C=Q+0C=(2+i)+(—3—4i)=—1—3i
D=Q+0D=(2+i)+(4—3i) = 6—2i

8 de septiembre de 2017 Curso 2016-2017. Nam. Complejos,
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Ejercicio. 8.3.
Resuelve la ecuacion complejaiz*z +1=0.

SOLUCION. [1].
Considerando la forma trigonométrica de un nimero complejo:

1 = cos (g) +1 sen(g)
z* = p*(cos(40) +isen(40))

z = p(cos(—H) +isen(—0))

donde p y 6 son, respectivamente, el modulo y el argumento de z. La ecuaciéon dada puede reescri-
birse de la siguiente manera:

(cos (g) +isen (g)) p*(cos(40) +isen(48)) p (cos(—0) +isen(—0))+1=0.

Sabemos que para multiplicar numeros complejos en forma trigonométrica, se multiplican los mo-
dulos y se suman los argumentos, asi nos queda:

o’ (cos (36 + g) +isen (36 + g)) =-—1,

de donde se obtiene el sistema

p>=1
{39 + 5 +2km=—m, conk € Z. (V1)

Resolviendo se obtiene

p=1
30 =—n—3—2kn

La ecuacién

30=—7‘c—£—2k7r=— b
2 2 2

S+ak _ 1_4(k+1)n=(%—2(k+1))n,

0 equivalentemente

39=(l+2h)ﬂ<:>9=(1+%)ﬂ'<:>9=(1+2t)ﬂf,
2 6 3 6

9_(14-21')7'[ (E+2t)ﬂ: (2+2t)7'c
~\6 6 Y 6 ‘

cont €Z. O

tiene soluciones:
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SOLUCION. [2]

Resolver la ecuacién iz*z + 1 = 0 es equivalente a resolver la ecuacién z*z = i. Considerando la
forma exponencial z = pe'?, donde p y 8 son, respectivamente, el médulo y el argumento de z se
obtiene

24:p4e491

Ezpe—el
ASiJ . . T . T
p4e491 pe Ql:ezl — p563912651

De donde se obtiene

Por otro lado,

T n  2km  4k+1
30=—+2knconke€Z<<—0=—+—= .
2 6 3 6
Luego, z = 5™ con k € Z. Tiene esencialmente tres soluciones. O
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Ejercicio. 8.4.
Determina el lugar geométrico de los niimeros complejos z que verifican:

|z — 2i| = 2|z + 3|

SOLUCION. [1]
Considerando la forma bindmica de un nimero complejo z = x + yi, de la igualdad dada se obtiene

|z —2i| = 2|z + 3|
> |x+yi—2i|=2|x+yi+3]|
> |x+(y —2)i| =2|(x +3) + yi|
=[x+ (y—2)il* =4|(x+3)+yil
= x?+(y—2)=4[(x+3)*+ y?]
S x*+y?—4y+4=4(*+6x+9+y?)
S x*+y*—4y +4=4x>+24x + 36+ 4y>
< 3x*+24x+3y*+2y+32=0
= x?+8x+y’+iy+2=0
S (x+4P+(y+3)P=2

Luego, obtenemos que el lugar geométrico pedido es la circunferencia de centro (—4,—%) y radio

2/13
= - H
SOLUCION. [2]
El problema es equivalente a resolver la siguiente igualdad:
|z —2i|> = 4|z + 3|2
Usando que |z|>=2-%
(z—2i)(z+2i)=4(z+3)(z+3),
Simplificando
2z +2iz —2iz+4 =4(22+32+32+9)
2z +2iz—2iz+4 =422+ 122+ 122+ 36
322+ 12(z+2)—2i(z—2)+32=0.
Sea z = x + yi se tiene que 2z = x*+ y?, 2 +% = 2x y 2 —% = 2yi, por tanto
o . 9 o . 9 4 32 9 2, 52
3(x*+y*)+24x+4y +32=0,x"+Yy +8x+§y+?=O,<:>(x+4) +(y+§) =3
que representa la circunferencia de centro (—4, —%) y radio @ O
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Ejercicio. 8.5.
Calcula el lugar geométrico de los nimeros complejos z que satisfacen la ecuacion

lz—3|+|z+ 3| =12

SOLUCION.
Siz =x+ yicon x,y €R, la desigualdad dada puede escribirse como sigue:

Vx=32+y24+/(x+32+y2=12 = /(x +3)2+ y2=12—/(x —3)2 + y2

Elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad:

(x+3)+y*=144+ (x —3)*+ y*—244/(x —3)2 + y2,

Aislando el radical y simplificando:
(x+3)° =144 — (x —3)* = —24¢/(x =32+ y2 =

x*+6x+9—144—x*+6x—9=—-244/(x—3)2+ y2 =
12x — 144 = —244/(x —3)2 + y2 &

x—12=-24/(x—=3)>+y?,

Elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad:
(x—12)=4[(x—3)*+y*] <= x*—24x+ 144 =4(x*—6x+ 9+ y?}) &=

x%—24x +144 = 4x? —24x + 36+ 4y? < 3x* + 4y*> = 108 =

XZ y2

— 4 =
36 27
Por tanto, el lugar geométrico de los puntos del plano, afijos del nimeros complejo z, cuya suma de

las distancias a los puntos fijos 3 y —3 es 12, es una elipse de centro (0,0), radio mayor 6 y radio
menor 3+/3. O

1.
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Ejercicio. 8.6. (Caso general del ejercicio anterior)
Demuestra que el lugar geométrico de los niimeros complejos z que satisfacen la ecuacion

|z—b|+ |z + b| = 2a,

siendo a, b € R constantes, es una elipse.

SOLUCION.
Siz =x + yi, la desigualdad dada puede escribirse como sigue:

V(x—Db)2+y2+4/(x + b2+ y2 = 2a = (x+b)2+y2:2a—m

Elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad:

(x +b)*+y*=4a*+(x —b)*+ y*—4a4/(x — b)2 + y2

Aislando el radical y simplificando se tiene:

(x +b)*—4a® —(x —b)* =—4ay/(x — b+ y? &

x% 4+ b% +2bx —4a® —x? —b% +2bx = —4a/(x — b2 + y2 =
—4a* +4bx = —4a4/(x — b2+ y2 =

a*—bx =a/(x—b)2+ y2

De nuevo, elevando al cuadrado y simplificando se obtiene:
a*—2a’bx + b*x* = a*[(x — b)* + y*]

a*—2a*bx + b*x* = a*[x* + b* —2bx + y*| =
a*+ b*x* = a*x* + a*b* + d¥’y*
a*—a’b? =—b*x*+a*x* + d’y?* =
a?(a®*—b*) = (a* — b*)x* + a®y>.

Para a # b:
XZ yZ

a2+a2—b2:
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Ejercicio. 8.7.
Calcula |z|, siendo z un niimero complejo tal que arg(z'/®) = arg(z? + zz'/%).

SOLUCION.
Tenemos que la expresién 22 + zz'/® puede escribirse de la siguiente manera:

2% +32z1/% = 2;2/3(24/3 + 52_1/3).
Asi, la igualdad dada queda:

1 _
arg(zl/3) = Ealrg(zZ/S(z‘”3 + zz_1/3)) =

1 1 _
arg(z'/®) = Earg(zz/g) + Earg(z”'/?’ +z227 %) =

1 _
arg(z'/®) = arg(z'/®) + Earg(z“/?’ +zz71/3).

Simplificando:
0 = arg(z*/® +zz71/%).

Como |z|? = 2z obtenemos:
0 = arg(z*® + |z|* - 27*°).

Luego, el nimero complejo z*/° + |z|? - 273 se encuentra a lo largo del eje real positivo, lo que

requiere que |z| = 1, ya que arg(z*/®) = %arg(z), y arg(|z|%z~*/%) = —zarg(z). O
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Ejercicio. 8.8.
Sea z # 2 un nuimero complejo que satisface la ecuacion

15
22 =4z + |z + —.
|z[3

Determina cual es el valor de |z|*.

SOLUCION.
Supongamos z = x + yi, donde x e y son numeros reales. La ecuacién dada puede escribirse como
sigue:

(x+yi)*—4(x+yi)=|x+yil*+ ——
|x + yil®

16
x> —y*+2ixy—4x —4iy=x*+y*+ ———
(VIx2+y2[)3

Tomando los términos complejos a un lado obtenemos:

1
2iy(x—2)=2y*+4x + 1.

(VIx2+y2[)3

Pero si x e y son numeros reales, como el miembro izquierdo de la igualdad es un niimero complejo
y el derecho es un numero real, significa que el miembro izquierdo debe ser cero, es decir y =0 o
x =2

] Siy=01aecuaciénqueda4x+%=O=>x=—«/§=>z=—w/§=>|z|4=4.

» Six = 2laecuacién se reduce a 2y*+8+ = 0, donde todos los términos son positivos,

16
(y/4y2)

por tanto la suma no puede ser cero, por tanto ha de ser z # 2.

Luego, concluimos que z = —v2 y |z|* = 4. a

TFM: Problemas de olimpiadas sobre niimeros complejos P. Posadas




28 CAPR IV. PROBLEMAS DE OLIMPIADAS. FASE LOCAL

Veamos algunos ejercicios sobre raices de la unidad.

Ejercicio. 8.9.

Demuestra que —5*> 1+‘/_’

es una raiz cubica de la unidad.

SOLUCION.

Dada una ecuacién de segundo grado ax®+ bx + ¢ = 0, donde a,b,c € Ry a # 0, con raices x; y
X,, sabemos que se verifican las férmulas de Vieta:

Xl +X2 =,
a

X].‘XZZ

Por otro lado, por el Teorema Fundamental del Algebra, sabemos que si a es una raiz compleja de
una ecuacién, entonces a también es una raiz de dicha ecuacion.

Asi, en nuestro caso tenemos que a = 1+‘/—l ya=="5 ‘/—l y se verifica:
_ —1+43i —-1-43i b
ata= + =—1=—=-1=——=a=b,
2 2 a
_ —1++3i —-1—v3i 1+3 c
a-a= . = =l=—=l=—=a=c.
2 2 4 a
De donde se sigue que —5*— 1+‘/—‘ es una raiz de la ecuacién x2+x +1=0.
Como x> —1 = (x—1)(x?+ x + 1), obtenemos que —=*= 1*‘/_1 es una raiz cubica de la unidad. O
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Ejercicio. 8.10.
Sean A,,A,, ...,A;; los vértices de un poligono regular de 11 lados inscrito en una circunferencia de
radio 2. Sea P un punto tal que la distancia de P al centro del circulo es 3. Calcula el valor de la
suma

|PA,|> + |PA,|*> + ...+ |PA,, |?

SOLUCION.

. . . j2n , s . .
Sea p el numero complejo asociado al punto P y w = e' 11 una raiz undécima de la unidad. Podemos
suponer que el poligono de 11 lados esta inscrito en una circunferencia centrada en el origen. Como
el radio de la circunferencia es 2 tenemos que

A =2eT =20 ) =2wk conk=1,2,...,11.

Entonces, la suma que se desea calcular puede escribirse como sigue:

11
IPAL 2 + |PA > + ...+ [PAy [ = > p —2wH |2,
k=1

Como |z|? = 27 se tiene:

11 11
D lp—2w P = "(p—2wk)(p —2wk) =
k=1 k=1

=D (p—2w)(F—2w") =
k=1
11

—Z(pp 2w p — 2w D + 4wk =
k=1

=11 pp —ZPZW —ZpZW +4ZW

\v/ \v/ \W_'/
2 (3) 4

La distancia de P al origen es 3, luego |P|> =32 =09, ast:
(D=pp=IP*=9.
Como w es una raiz undécima de la unidad, se verifica que w'! —1 = 0, por tanto

w—1)WP+w+...+w+1)=0
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Puesto que w # 1, tenemos que w'®+w’ +...+ w+1=0. Asi:

11
(2)= > wk=0.
k=1

— _2kn
Por otro lado, w =e¢™''11 = %, luego:

11
_ 1
(3):Zwk:1+—+...+—+—= =0.
k=1 w

. kk _ wk .
Finalmente, w'w" = —% = 1. Por tanto:

11
@)= ww =11
k=1

Luego, obtenemos que

|PA,|> + |PA)* +...+|PA;;>=11-9—2-0—2-0+4-11 =99+ 44 = 143

Ejercicio. 8.11. (Caso general del ejercicio anterior)
Sean A;,A,, ...,A, conn € N los vértices de un poligono regular de n lados inscrito en un circunfe-
rencia de radio 2. Sea P un punto tal que la distancia de P al centro del circulo es 3. Calcula el valor
de la suma

|PA;|? + |PA,|* +--- + |PA,|?

SOLUCION.

Sea p el nimero complejo asociado al punto P y w = e'11 una raiz n-ésima de la unidad. Podemos
suponer que el poligono de n lados esta inscrito en una circunferencia centrada en el origen. Como
el radio de la circunferencia es 2 tenemos que

.21k .21
A, =2e"n =2 =2w conk=1,2,...,n.
Entonces, la suma que se desea calcular puede escribirse como sigue:

n
|PA,|* + |PA, > +...+|PA, |* = Z Ip — 2w,
=1

Como |z|? = 27 se tiene:

n n
D lp— 2wk = "(p —2wk)(p—2wk) =
k=1 k=1
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- Zn](p —2w)(p—2w") =
k=1

(pp— 2wp 2wkD + 4ww) =
k=1

=n pp —ZpZW —ZpZW +4ZW wh.

R/—/ W—/ R/—/
(2) (3) (4

La distancia de P al origen es 3, luego |P|> =32 =9, ast:
(D=pp=IP*=9
Como w es una raiz n-ésima de la unidad, se verifica que w" —1 = 0, por tanto
w—1D)W" T+ w2 +...+w+1)=0

Puesto que w # 1, tenemos que w" ' +w" 2+ ...+ w+1=0. Asi:

2)= Zn:wk =0
k=1

- 2km

1222

— — 1
Por otro lado, w =e "= = - luego:

n
_ 1 1 1 Wl w2+ +w+1
(B)ZZW’(:“’;J’“'J’ +— = =

n—2 n—1 n—1
=1 w w w

. —k k
Finalmente, wkw" = % = 1. Por tanto:

(4)—ZWW =n.

Luego, obtenemos que

|PA, |+ |PAy> +...+|PA,>=n-9—2-0—2-0+4-n=9n+4n=13n
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Capitulo V

Problemas de olimpiadas. Fase Nacional

9. Problemas

Ejercicio. 9.1.
Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los afijos de las soluciones de la ecuacion

2+ (-1+D)22+(1—i)z+i=0.

SOLUCION.
Observamos que z = —i es una solucién de la ecuacién, en efecto se cumple la igualdad:

(=P + =1+ +A-D)(=)+i=i—(—1+i)—i(l—-D)+i=i+1—i—i—1+i=0.

Como
ZH(—1+D)2+(Q—i)z+i=(z+1)(z>—2+1),

y las raices de 2> —z + 1 son

Z_liiﬁ
==

Las tres raices tienen médulo 1, y es inmediato que la circunferencia pedida es la circunferencia
unidad en el plano complejo, de ecuacién |z| = 1. O
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Ejercicio. 9.2.

Siz, , 2, son las raices de la ecuacidn con coeficientes reales z> + az + b = 0, probar que z," + z," es
un niimero real para cualquier valor natural de n. En el caso particular de la ecuacién z*>—2z+2 =0,
expresar, en funcion de n, dicha suma.

SOLUCION.

Por ser la ecuacion de coeficientes reales, las soluciones serdn, o ambas reales, o complejas conjuga-
das. Si las dos son reales, 2, + 2z," es un numero real; si son complejas conjugadas, expresadas en
forma trigonométrica serdn de la forma

2, = p(cos(a) +isen(a)), 2, = p(cos(a)—isen(a)).
Usando la férmula de de Moivre se tiene
%" = p"(cos(na) +isen(na)), 2," = p"(cos(na)—isen(na)).

Por lo tanto
2" +2," = 2p" cos(na),
lo que prueba z;" + 2," es un numero real. Las soluciones de la ecuacién 2> — 2z + 2 = 0 son
1 2

2+4/4—-8 2x2i .
7 = 2 = 2 :1:|:l,

es decir
z=1+i=v2"" y z=1—i=v2e""*

En consecuencia,

2" +2," =242 cos (E)
4
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Ejercicio. 9.3.
Demostrar que cualquiera que sea el nimero complejo z, se cumple

2n+1

1+22)1—-2¥)=1—2¢

Escribiendo las igualdades que resultan al dar an los valores 0,1, 2, ... y multiplicindolas, demostrar
que para |z| < 1 se cumple

% = klim (1+2)(1 +22)(1 +2%)...(1 +229).
—Z —> 00

SOLUCION.

= Por el producto notable de suma por diferencia y por las propiedades de las potencias, tenemos
que
(1+27)(1—22)=1—(2¥")>=1—22"2 = 1—2*" para todo valor de n.

= Entonces, si |z| # 1, de la expresidn anterior se tiene que

1+2% = L
o 1—g2r
ASi 1_222 1_223 1_22k+1 1_ 2k+1
1+2)(1+2%) - (1+2%) = : = :
( X ) ( ) 1—22 1—3g2 1—g2 1—22

De donde se deduce que

2k+1

klim (1—2* " )=1 cuando |z| < 1.

Por lo tanto, considerando las dos expresiones mencionadas anteriormente y teniendo en cuen-
ta las operaciones algebraicas con limites, nos queda:

1_ 2k+1
lim (1+2)(1+23)(1+22)...(1+2%) = lim (1 +2)——— =
1+ . 1
= % lim (1—22“):—.
1—22k—o0 1—2
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Ejercicio. 9.4.
Demostrar que la ecuacién z*+4(i+1)z+1 = 0 tiene una raiz en cada cuadrante del plano complejo.

SOLUCION.

Realizando el cambio de variable z = (1—i)t nos queda la ecuacién —4t*+8t+1 = 0 con coeficientes
reales. Consideremos la funcién f(t) = —4t* + 8t + 1 y notemos que

1 1
f(—§)=—ﬁ<03’f(0)=1>0,

f(1)=5>0y f(¥V2)=—-15+8vV2<0.

Luego, la funcién f cambia de signo en los intervalos (—%, 0)y (1, +v/2)ysuderivada f'(x) = 8(—2t3+
1) mantiene signo constante en dichos intervalos, asi que la ecuacion tiene dos raices reales, x €
(—%,O) eye€(1,v2).

La regla de los signos de Descartes nos dice que el nimero de raices reales positivas de un polinomio
f(x) = 0 es igual al numero de cambios de signo de término a término (variaciones) de f(x) o
es menor que este en un numero par, y que el numero de raices negativas es igual al nimero de
variaciones de f(—x) o es menor que este en un numero par.

Por tanto, en nuestro caso tenemos, ademas de las dos raices reales mencionadas (una negativa y otra

positiva), tenemos dos raices complejas conjugadas que designaremos por a y a. Por las relaciones
de Cardano

1 1 1
— 2 4 2
x-y-a-a=xyla*=(-1)'—=——=>|a| =———
y vl = (1) S == =l =~
— 0 x +
x+y+a+a=x+y+2Re(a)=——4=0=>Re(a)=— 2)’.
En particular, Re(a) < 0, es decir a y a estan en el segundo y tercer cuadrante. Ahora bien,
x+y . vJ2+0 2
[Re(a)| =] |< <
2 2 2
1 1 2
lal?* = =— :£>1:>|a|>1.
4|X|y 4'5'\/5 2

De ambas desigualdades podemos deducir que

|Re(a)| - v2/2 V2
la| 1 27

|cos(arg(a))| =

Entonces

i 3n 51 81
—<ar <— obien —<ar < —
2 gla) y 2 g(a) 7

8 de septiembre de 2017 Curso 2016-2017. Nam. Complejos,




SEC. 9. PROBLEMAS 37

Luego los afijos de las soluciones en t estdn en el eje OX, en el segundo y en el tercer cuadrante. Y
por tanto los afijos de las soluciones de la ecuacién en z estdn cada uno en un cuadrante, pues se
tiene que
. . T
arg(z;) = arg((1—i)t;) = arg(1 —1i) + arg(t;) = arg(t;) — 2

e
-

=y
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Ejercicio. 9.5.

Sea D el conjunto de los numeros complejos que se pueden escribir en la forma a + bv/—13, con
a, b enteros. El nimero 14 = 14 4+ 0+/—13 puede escribirse como producto de dos elementos de D:
14 = 2-7. Expresar 14 como producto de dos elementos de D de todas las formas posibles.

SOLUCION.
Sia,b,c,d € Z, entonces

14=(a+bv—-13)(c+dv—13) = (ac—13bd) + (bc + ad)v—13.

Luego, hay que resolver el siguiente sistema

[
» Sib=0=d=0,a=14,7,2,1yc=1,2,7,14, asi las soluciones son:
(144+0-v/=13)(14+0-v—13) vy (7+0-v/—13)(2+0-+/—13).
» Sib#0=c= —Tad y también, sustituyendo esta igualdad en la primera ecuacion nos queda

—(a®+ 13b2)% = 14. Entonces el valor de b solamente puede ser 1 o -1 y las soluciones son:

(1+V/=13)(1—-v=13) y (-1+vV/=13)(-1—+v—13).
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Ejercicio. 9.6.
Determinar una condicion necesaria y suficiente para que los afijos de tres niimeros complejos z, ,
2, ¥ 25 sean los vértices de un tridngulo equildtero.

SOLUCION.
= Supongamos en primer lugar que el tridngulo es equildtero. Poniendo
=2, =2, =2, — 23,7 =23~ 2.
El hecho de ser equildtero se traduce en
|21 — 25| = |25 — 23| = |25 — 24,

es decir, B
la| =Bl =ly| &= aa=pp =7
Peroa+ f3+y =0, asi que a+ 3 +7y =0, lo cual se escribe como sigue

1 1 1 1 1 1
—+—-+-=0= + + =0,
a B v 21 =2y 29723 Z3—2%

y desarrollando nos queda la condicidn siguiente

212+ 2,2 + 237 = 2,2, + 2,25 + 237,.

= Veamos que la condicién anterior es también suficiente. En efecto, consideremos que se trata
de una ecuacién cuadratica en z; y resolvamos la ecuacién
232 _23(21 + 22) + 212 + 222 _2122 ES 0.

Entonces

223 - Zl +ZZ == \/(21 +22)2 _4(212 +222 _lez) — 223 == Zl +22 + _3(21 _22)2 —

22, =2, + 2, £iV3(z; —2,) &> 2(2z3 — 2,) =2, — 2, £iV3(z, —2,) &
2(z3—2)) = (2, —2)(1 £ 11/5)
Como |1 +i+/3|=2yarg(l+iv/3)==in/3, se tiene que

23— 2, = (2 _zz)eim/g;

de donde

T
|23 —2,| = |21 —2,| y arg(z; —2,) —arg(z; —2,) = ig-

Por tanto, el tridngulo es equilétero.
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Ejercicio. 9.7.
Determinar un polinomio de coeficientes reales no negativos que cumpla las dos condiciones siguien-
tes:

p(0)=0, p(z)) <x*+y*

siendo |z| el médulo del nimero complejo z = x +1iy.

SOLUCION.
Puesto que p(0) = 0, podemos poner

p(e) =a e +a,e* +... +a,e", conque q; >0 parai=1,..,n.

Ya que debe ser
p(v/x2+ y2) < x*+ y* para todos los x e y reales,

en particular tomando aqui y = 0, para todo x > 0 debe ser
a;x+a,x*+...+a,x" < x4

o bien a a a
Z+ 24+ 24, +ax+.. tax"r <1
x3 x?2 x

o plx)
Luego, a; = a, = a; = 0, pues de lo contrario seria lim ——=

= 400, y existiria un €, > 0 tal que
x—0+t X

.7 . 7 7 x
pleg) > eg. También a; = ... = a, = 0, pues de lo contrario seria lim M

= 400, y existiria un
x—+o0 x4

€, > 0 tal que p(e,) > €7. Entonces la inecuacién queda
a; <1,

por tanto
p(e)=ae*con0<a<1.

Luego, la desigualdad anterior se reduce a
a(x*+ y?)* < x*+ y* para todos los x e y reales,
o equivalentemente
a(s +t)* < s? + t? para todos los s y t reales positivos.
Afiadiendo a ambos lados de esta desigualdad el término 2st, reescribAmosla como

a(s+t)*+2st < (s+t)?
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o bien
25t < (1—a)(s+t)?,

finalmemte sht
st S 2(1 —Cl)(T)z

. : o e , . s+t
La desigualdad entre las medias geométrica y aritmética de dos nimeros positivos, st < (T)2

(con igualdad si y s6lo sis = t), da que la desigualdad anterior se cumple cuando 1 < 2(1—a), esto
es, cuando a < 1/2.Y que no se cumple cuando a > 1/2, pues en este caso, al tomar s = t resulta

+t
2(1— a)(ST)Z = 2(1 —a)s? < 5% = st.

Luego, las (dnicas) soluciones para el problema son pues los polinomios de la forma

p(s)=as*con0<a<1/2.
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Ejercicio. 9.8.
Se consideran en el plano los siguientes conjuntos de puntos:

A = {afijos de los complejos z tales que arg(z — (2 + 3i)) = n/4},

B = {afijos de los complejos z tales que |z — (2 +i)| < 2}.

Determinar la proyeccion ortogonal sobre el eje X de AN B.

SOLUCION.

Por un lado, arg(z — (2 + 3i)) = n/4 implica que z — (2 + 3i) se encuentra en la bisectriz del primer
cuadrante, es decir
z2—(2+31)=AM1+i)<=z2=12+A)+i(3+ A7),

por tanto A es una semirrecta de origen P = 2 4 3i. Pongamos z = x + iy, entonces
lz— 2+ <4< (x—2)*+(y—1)*<4,

luego B es el interior del circulo de centro 2 + i y radio 2, excluida la circunferencia. Notemos que
el punto (2,3) ¢ B. Por tanto AN B = @ y consecuentemente la proyeccion sera @.
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Ejercicio. 9.9.
Hallar el lugar geométrico del afijo M, del nimero complejo z, para que esté alineado con los afijos
dei ydeiz.

SOLUCION. [1]

Siz = a+ib, entonces iz = —b + ia. Los puntos (a,b) , (—b,a) y (0,1) deben estar alineados, lo
cual significa que

0—a 1—-b

haciendo operaciones y simplificando, resulta

2 2
a2+b2—a—b=Oc>(a—1) +(b—1) _1
2 2

. . . 11 . V2 .
que es la ecuacion de una circunferencia de centro en el punto | —, — | y radio —, es decir, el lugar
2°2 2

pedido es la circunferencia circunscrita al cuadrado unidad, de vértices (0,0) , (1,0), (1,1) y (0, 1).
O

SOLUCION. [2]

Basta observar que el tridngulo que tiene vértices en O y en los afijos de z e iz es rectangulo en O y
ademads isdsceles. Si z estd en el primer cuadrante iz estd en el segundo e i estd entre z e iz por lo
que el angulo de vértice z mide constantemente 45° y sus lados pasan por dos puntos fijos: (0,0) y
(1,0). Por tanto el lugar pedido es una parte del arco capaz de 45° construido sobre el segmento que
une esos puntos, es decir el arco contenido en el primer cuadrante de la circunferencia de la figura.

Si z estd en el segundo cuadrante se puede hacer un razonamiento parecido, y desde z se ve el
segmento de extremos 0 e i bajo un angulo de 135°, de forma que el lugar es el arco de la misma
circunferencia de antes, pero contenido esta vez en el segundo cuadrante.

El complejo z no puede estar en el tercer cuadrante, y si esta en el cuarto, se ve facilmente que
ve los puntos 0 e i bajo angulo de 45°, de forma que se trata del arco del cuarto cuadrante de la
circunferencia de siempre. En conclusién, el lugar geométrico buscado es dicha circunferencia.
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Ejercicio. 9.10.
Dada la ecuacién x? + ax + 1 = 0, determinar:

a) El intervalo en que debe mantenerse el nimero real a para que las raices de esa ecuacion sean
imaginarias.

b) El lugar geométrico de los puntos representativos de esas raices en la representacion grdfica
habitual de los nimeros complejos, cuando a recorre el intervalo anterior.

SOLUCION.

El discriminante de la ecuacién es a®? — 4, que tiene que ser estrictamente menor que cero; por lo
tanto el intervalo pedido para a es —2 < a < 2. En esas condiciones, las raices de la ecuacién son

a N iv4—a?

2 2

Asi que las ecuaciones paramétricas del lugar geométrico buscado, tomando como pardmetro a, son

Eliminando el parametro resulta
x*+y*=1.

Cuando —2 < a < 2 resulta —1 < x < 1, asi que el lugar geométrico es la circunferencia unidad, de
ecuacién compleja |z| = 1, de la que se han eliminado los puntos (1,0) y (—1,0). O
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Ejercicio. 9.11.
Dado un pentdgono regular se considera el pentdgono convexo limitado por sus diagonales. Se pide
calcular:

a) La relacion de semejanza entre los dos pentdgonos convexos.
b) La relacion de sus dreas.

¢) La razoén de la homotecia que transforma el primero en el segundo.

SOLUCION.

a) Podemos considerar sin pérdida de generalidad que el lado mide 1, con lo que la diagonal d se
calcula mediante la semejanza entre los tridngulos sombreados:

1 1
d_ 1 g 1—0(omod>1) md=tY5
1 d-1 2

Este nimero es el llamado nimero 4ureo y se suele designar por ¢. Cumple ®* = & + 1. La
relacién r de semejanza del pentdgono grande al pequeiio es:

loxe _ 1 1 12
L., d—2(d—1) 2—-d 2—-& 3_.5

r=

50, .- 5L...-ap; . s 7 7
b) ComoA,,, = >u et y A, = >mbin se tiene que la relacion de las dreas es
o2
7—3v5

c) Los dos pentdgonos son homotéticos en una homotecia cuyo centro es el centro del pentdgono y

la razén es —

3—45
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Ejercicio. 9.12.

Demostrar que la transformacion producto de la simetria de centro (0,0) por la simetria de eje la
recta de ecuacion x = y + 1, puede expresarse como producto de una simetria de eje la recta e por
una traslacién de vector v, con e paralela a™v' . Determinar una recta e y un vector v que cumplan
las condiciones indicadas. ¢Han de ser tinicose y v ?

SOLUCION.

Sabemos que todo giro de centro C y d&ngulo a se puede descomponer como producto de dos simetrias
axiales (dos rectas que pasan por el centro de giro, y forman un dngulo a/2). Por tanto, la simetria de
centro (0,0) equivale a un giro de 180° que se puede descomponer en producto de dos simetrias de
ejes e y e’ (de ecuaciones x + y = 0y x —y = 0 respectivamente) concurrentes en (0, 0) y formando
entre si un dngulo de 90°.

Por otra parte, el producto de dos simetrias es una traslaciéon cuando los ejes de simetria son paralelos
y el vector de la traslacién producto es perpendicular a ambos ejes y de médulo doble que la distancia
entre los ejes paralelos.

Llamando g a la simetria central dada, s a la simetria axial de eje x = y + 1, resulta:
sog=so(e'oe)=(soe’)oe=toe,

. . ’ . .7 —> . e
siendo e y e’ las simetrias axiales y t la traslacién de vector v’ = (1,—1). En definitiva, el resultado
final es el producto de tres simetrias axiales respecto a ejes que no se cortan en un mismo punto,
que es una simetria axial con deslizamiento (traslacién) a lo largo de su eje.

Larecta e’ estd univocamente determinada pues ha de ser paralela a s y pasar por el origen; e también
lo estd por pasar por el origen y ser perpendicular a s.

8 de septiembre de 2017 Curso 2016-2017. Nam. Complejos,




SEC. 9. PROBLEMAS 47

Finalmente v’ estd unfvocamente determinado por los datos que fijan su direccién (perpendicular a
s), sentido (de e’ as) y mddulo (doble de la distancia entre las paralelas e’ y s). Por tanto e y 3 son
unicos. O

Ejercicio. 9.13.
Hallar las coordenadas de los vértices de un cuadrado ABCD, sabiendo que A estd sobre la recta
Yy—2x—6=0,C enx=0yB es el punto (a, 0), siendo a = log,,;3(16/81).

SOLUCION.
Por las propiedades de las potencias y de los logaritmos, se tiene que

log(2/3) _

a=10g,5(16/81) = log,,5(2*/3%) = log,5((2/3)*) = 4log,/5(2/3) = 4 log(2/3)

Luego, las coordenadas de B son (4, 0).

Sabemos que el vértice A puede obtenerse a través del giro de 90° del vértice C con centro en B. Sea
z = bi un punto de la recta x =0y 2’ = a’ + b’i el giro de z de centro B y dngulo 90° tenemos que

2 —4=(2—4)e" "’ = a' +bi—4==i(bi—4) = a —4+b'i =%(—b—4i) =
a—4+bi=+x(b+4i)<ad' =4+byb ==+4

Por tanto, si aplicamos a la recta x = 0 un giro de centro B y dngulo 90° (5 radianes); dicha recta
se transforma, dependiendo del sentido de giro, en y =4 o0 en y = —4. Asi, las posibles posiciones
de A estan dadas por la interseccidn de estas dos rectas con y = 2x + 6.

En el primer caso se trata del punto A, (-1, 4). La recta que pasa por B(4,0) y es perpendicular a
A,B = (5,—4) tiene como ecuacion vectorial la siguiente

(x,y)=(4,0)+ A(4,5),

y como ecuaciones paramétricas

{x:4+x4z>xz%* v2)

y=A=A=%
pasando a ecuacidn general se obtiene
x—4
; :%<=>4y—5x+20=0

Esta recta corta al eje x = 0 en el punto (0,—5), que es C;. Ahora calculamos el cuarto vértice,
D,(x, y), mediante el giro de centro C; y angulo 90° del vértice B, esto es

dy—c; = (b—c)e™? &> x +yi—(—5i) = (4— (=5i))i &> x + (¥ +5)i = —5 + 4i
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—Sx=-5ey=-1.

Luego, tenemos que el cuarto vértice tiene como coordenadas D;(—5,—1).

|
6

S
4

/y—5x+20—0
2

En el segundo caso, la interseccién de y = 2x + 6 con y = —4 es A,(-5,-4). El punto C, se calcula
de la misma manera que antes, la recta que pasa por B y es perpendicular a a,B tiene por ecuacién
4y +9x —36 = 0, que corta al eje x = 0 en el punto C,(0, 9), y finalmente d, = (¢, — b)i + ¢, =
(9i —4)i+9i = —9 + 51, es decir el cuarto vértice es D,(—9,5). |
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Problemas de olimpiadas. Fase Internacional

10. Problemas

Veamos un ejercicio de distancias en poligonos regulares.

Ejercicio. 10.1.
SiAyA, ...A,_; es un poligono regular de n lados inscrito en una circunferencia de radio r. Prueba
que para cualquier punto P de la circunferencia y para m < n se cumple

n—1 2m
Z PAY" = ( )nrz’".
k=0 m

SOLUCION.

Pongamos el centro del poligono es el origen del complejo y que z = e, asi A, = z2*. Sea p el afijo
de P (donde |P| = 1). Denotaremos el lado izquierdo de la igualdad por S. Tenemos que demostrar
que S = (znT ) - n. Tenemos que

7
L
L

.
S= A ="|g%*—p|".
0 0

»
Il
o
Il

Notemos que los argumentos de los nimeros complejos (22 —p) -z (donde k € 0,1,2,...,n—1)
@ —p)z*

son igual al argumento del niimero complejo (1—p), por lo tanto ~—= >

es un numero real positivo.

Como |z7%| = 1 obtenemos

"i 2 i b B
S = |zzk_p| m:|1_p|2m_ (—LEy2m = |1 —p)*"- k=0 ‘
k=0 —~ 1-p (1—p)2m
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Como S es un numero real positivo:

S =

n—1
Z(sz —p )Zm
k=0

Ahora bien, por la férmula del binomio de Newton nos queda

n—1[ 2m om
S = 'ZZki' _a\2m—i _Z—ka .
507
k=0 L i=0
Equivalentemente
n—1 2m om 2m om n—1
S = .sz(i—m)' —n)2m—i| — ( ) —P 2m—i | sz(i—m) .
22 (7)o | = () e 3
k=0 i=0 i=0 k=0
= Sii# m obtenemos
n—1 2n(i—

k=0

para z2"(-™ —1 =0y 2™ —1 #£ 0, nos queda

n—1
Z $2k(i=m) — @

k=0

m Sii = m obtenemos

Luego, podemos concluir que

Como |p| = 1 obtenemos

8 de septiembre de 2017 Curso 2016-2017. Nam. Complejos,



SEC. 10. PROBLEMAS 51

A continuacidén, veremos tres ejercicios en los que intervienen poligonos inscritos en una circunfere-
cia.

Ejercicio. 10.2.

Sea ABCD un cuadrildtero ciclico. Sean P, Q yR los pies de las perpendiculares de D a las lineas BC,
CA y AB, respectivamente. Demuestre que PQ = QR si y sdlo si las bisectrices de ZABC y ZADC son
concurrentes en AC.

SOLUCION.

*p

.D.

RT#

Un cuadrildtero ciclico es aquel cuyos vértices se encuentran en una misma circunferencia. Podemos
suponer sin pérdida de generalidad que el cuadrilaitero ABCD se encuentra en la circunferencia
unidad del plano complejo. Por el teorema de la bisectriz, que las bisectrices de ZABC y ZADC se
intersecan en AC es equivalente a

AB AD
— = <= AB*CD?*=BC?AD* = |a—Db|*-|c—d|*=|b—c|*-|d —a|]*
BC CD

Como z = %, observando que

|Cl—b|2 — (a—b)(a_g) — (a—b)(l_l) :_M.
a b ab

Por tanto, nos queda

(a—b) (c—d)y* _(b—c)* (d—a)

2 (e A2 = (Fh— ). (A — )2
ab cd bc da & (a—-b)y-(c—d)=(b—c)-(d—a).
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Consideremos ahora la otra condicion PQ = QR. Sabemos que P, Q y R, por ser los pies de las
perpediculares de D a as lineas BC, CA y AB respectivamente, son los puntos

b+c+d—% atct+d—% a+b+d—%
p: 2 :q: 2 ar: 2 *
Por tanto,
o b—a—F+F (c—d)a-b) - __ G-DE—F) _ (c—d)a—b)
P—q 2 od P4 2 2abc
Asi,

(c—d)*(a—b)?
4abcd '

p—qP=(-9p—-9=
Similarmente, tenemos

b—c—F+% (d—a)b—c) _

o _ GG _([d—a)b—c)
2 2 17 - '

2abc

r—q=

Asi,

_ d—a)?*(b—c)?
Ip—q|2=(p—q)(p—q)=( 4()11)(“1 L
Como PQ? = QR?, esto da

(c—d)*(a—b)* (d—a)*(b—c)?
4abcd B 4abcd

< (c—d)*(a—b)*=(d—a)*(b—c)>

Por lo tanto, PQ = QR si y sdlo si las bisectrices del angulo ZABC y ZADC son concurrentes en
AC. a
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Ejercicio. 10.3.

Sea H el ortocentro del tridngulo ABC y P un punto arbitrario de su circunferencia circunscrita. Sea
E el pie de la perpendicular BH y sean PAQB y PARC dos paralelogramos. Si AQ y HR se intersecan
en X, prueba que EX||AP.

SOLUCION.

Qe

Supongamos que el tridngulo ABC esta inscrito en la circunferencia unidad. Usando el Teorema 7.6.3
tenemos
h=a+b+c,

y usando el Teorema 7.2.4 tenemos
1 ac
e=—(a+b+c——).
2( b )

Puesto que PAQB es un paralelogramo, los puntos medios de PQ y AB coinciden, y segin el Teorema
7.6.1

q=a+b—p
y andlogamente
r=a-+c—p.
Puesto que los puntos X, Ay Q son colineales, usando el Teorema 7.1.2 tenemos
x—a a—q p-—b
—_— == — = —pb’
X—a a—q p—b
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54
O, de forma equivalente
_ pb+ad*—ax
X=—"
abp
Puesto que los puntos H, R y X son colineales también, usando el mismo teorema obtenemos
x—h h—r b-p
Xx—h h—7 b—p
es decir -
—_ x—a—b—c+p+2L+-2
bp )

Igualando las expresiones obtenidas para X nos queda

1 b
x=—(2a+b+c—p——p).
2 c

Por el Teorema 7.1.1, es suficiente probar que

Por un lado,
1( +bp ac, bcp+b*p—abc—ac®* (b+c)(bp—ac)
e—x=— ——a——)= = ’
2p c b 2bc 2bc
y por conjugaciéon
s (%"‘%)(%—%) (b+c)(bp —ac)
e—x = =— .
2biC 2abcp
O
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Ejercicio. 10.4.

En el cuadrildtero convexo ABCD la diagonal BD no es la bisectriz de ninguno de los dngulos los
dngulos ZABC y ZCDA. Sea P un punto en el interior de ABCD de tal manera que ZPBC = ZDBA
v £ZPDC = £ZBDA. Demostrar que ABCD es un cuadrildtero ciclico si y sélo si AP = CP.

SOLUCION.

Supongamos primero que ABCD es un cuadrildtero ciclico y que esta inscrito en la circunferencia
unidad. Si ZABD = ¢ y ZBDA = 0, por T1.4 (después de elevar al cuadrado) se tiene que

1

d—b _ ,,a—b c_ézeiz“@p_b

-

d—b a—-b c—b p—b
— op—d b— Ca—

< iz elzep—_, 2 = elzeu.
c—d p—d b—d a—d

Usando que si gz pertenece a la circunferencia unidad, se tiene que z = %, a partir de la primera de
estas igualdades obtenemos

d=b_ o,

‘ d
e?? = —,

—b db(d —b) o abla—D>)
T = P :ez‘Pﬁ(:)
b

QU=
S =
Q= Q

De forma similar, de la cuarta igualdad se tiene e2? = 2,

A partir de la segunda igualdad obtenemos

_g b(p—b) _ ac+bd—pd

—cd - & —abcp+ac=d(p—b)=p=
a bp—1

2

abc
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y desde la tercera
_ _ac+bd—pb
P= acd '
Ahora, considerando las dos ultimas expresiones, se deduce que
__ac+bd

b+d

Tenemos que probar que
la—pl*=lc—p|* = (a—p)(@—p) = (c —p)(c—p),

lo que se sigue de lo siguiente

a— _ab+ad—ac—bd E___cd+ga—bd—ac
P= b+d ’ P= b+ d)
o __bc+cd—ac—bd E___ad+ab—bd—ac
P= b+d TP T b+ d)

Supongamos ahora que AP = CP, o lo que es lo mismo |a—p| = |c—p|. Supongamos también que la
circunferencia circunscrita del tridngulo ABC es la unidad. Elevando al cuadratura la ultima igualdad

nos queda
p

a13+1—) :c1_3+—,<:>(a—c)(13—£)20.
a c ac

Esto significa que p = £. Sea D perteneciente a la cuerda del D’C. Entonces por Teorema 7.2.2
c+d —d
cd”

Por las condiciones del problema que tenemos Z/DBA = ZCBP = ¢ y ZADB = /PDC =0,y
elevando al cuadrado en el Teorema 7.1.4

d=

a=b _paed b PZD_ mplTh
a—b d—b p-b c—b
E_i i20 4 i C_i eizep;i
b—d a—-d c¢—d p—d
Multiplicando las dos primeras igualdades nos queda
p_E-E_EZa_E-C_EZabZC
p—b d—b a—b c—b
De donde se obtiene
p=b d=b_ peees P 40 e abelp=b) DAZD) e
5—b d—b T_1 3.1 bp—ac  pd—1
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(p—b)(d—b)=(bp—ac)(bd—1) &> (d — b?*d)p = bd — b*> —abcd + ac =

_ac+bd— b2 —abed — o c[acd’ + bdd’ — b*d’ —abc —abd’ + abd]
- 1—bid P= cdd’ — b — b2d’ + b2d '

Como los puntos d, ¢, d’ son colineales, por el Teorema 7.1.2 obtenemos

i—c = C_d_ =—cd’,
d—c c¢c—d

Multiplicando la tercera y la cuarta igualdad nos queda
(b—d)(p—d)@—d)~(b—d)(p—d)(a—d)(~cd)=0.

Sustituyendo los valores para p nos da un polinomio en d, que a lo sumo es de cuarto grado. Obser-
vando el coeficiente de d* del sumando de la izquierda y de la derecha obtenemos que el polinomio
es de grado a lo sumo 3. Se puede observar que a y b son dos de las raices. Ahora vamos a probar
que d’ es la tercera raiz, lo que implicaria d = d’. Para d = d’ obtenemos

c[acd’ + bd”? — b?*d’ — abc] c[d’(ac + bd’)— b(bd’ + ac)]
p = — =

cd”?— b P c(d?—b?)
_ d’(ac+bd')—b(ac + bd’) e (d"—Db)(ac + bd") s, + bd’
b= 42— b? P= e e P="0¥p
d?—ac — d?—ac
d—p=—"— —p=—bd'——
P=a P ac(b+d’)’
=0 _ _gq, 4204w
d—a d—b
Por lo tanto d = d’, de ahi se obtiene que el cuadrildtero ABCD’ es ciclico. a
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Ejercicio. 10.5.

Sea ABCD un cuadrildtero convexo cuyos lados BC y AD son de igual longitud pero no paralelos. Sea
E y F puntos interiores de los lados BC y AD respectivamente, tales que BE = DF. Las lineas AC y
BD se intersecan en L, las lineas BD y EF se intersecan en M, y las lineas EF y AC se intersecan en N.
Consideremos que todos estos triangulos LM N como E y F varian. Demuestre que las circunferencias
de estos tridngulos tienen un punto comtun distinto de L.

SOLUCION.

oE

* M

Supongamos que el punto L es el origen y que AC esta en el eje real. Llamemos ZCLD = ¢ ye'¥ = 0.
Entoncesa=r, b=uf,c=s,d =v0,donde r,s,u,v € R.
Como AD = BC y DF = BE, entonces se tiene que AF = €AD y CE = eBC. O lo que es lo mismo

la—f|=¢€la—d|y|c—e|=€|b—c]|.
Del Teorema 7.6.1 se sigue que
a—f=ela—d)yc—e=¢€e(b—c).
De donde se obtiene
f=a—€e(a—d)=(1—¢€)at+ed=(1—€)r+evo,

e=c—e(b—c)=(1—¢€)c+eb=(1—€)s+e€ub.

Como M pertenece a LD tenemos que m = t0 donde t € R y dado que M también pertenece a EF,
por el Teorema 7.1.2 tenemos que
e—f

f—m
f-m E-f
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por lo tanto
(1—e)r+evf—t0 (1—e€)s+eud—[(1—e€)r+evh]
(1—e)r+ev%—t% B (1—e)s+eu%—[(1—e)r+ev%]
(I—-e)r+(ev—1t)0 (1—€)(s—r)+e(u—v)0

(I—er+(ev—10)3% (1—e)s—r)+ew—v)i]

[(1—6)r+(ev—t)@][(l—e)(s—r)+e(u—v)@][(l—6)(s—r)+e(u—v)%] =
= [(1—e)(s—r)+e(u—v)@][(l—e)r+(ev—t)%] =

(1—eP(s—r)r+e(l—e)(u— v)r% +(1—€)ev—1t)(s—r)0+e(ev—t)(u— v)% =

=(1—e)P(s—r)r+(1—e)ev—=t)(s— r)% +e(l—e)u—v)ré+e(ev—t)(u— v)% =

e(1— e)(% —0)(u—v)r—(1-— e)(% —0)(ev—t)(s—r)=0.
Puesto que 6 # +1 (porque ZCLD < 180°) y € # 1 obtenemos

(= e(y— L=y
s—r
Del mismo modo, si n = w, se tiene que
w=1-—¢€)[r— (r _S)V].
Vv—u

Por el Teorema 7.8.2 tenemos

_nm(ni—-m) _ wth(w—t3) _wtf(Ow—t) Ow—t

0 = 6 =
! nm-—nm WtQ—Wt% wt02 —wt 02—1
0(1—)r — =] —elv =4
B 62 —1 '

Para cualquier otra posicién del punto F en la linea AD tal que AE = AAD, el centro correspondiente
del circulo tiene la coordenada

0 -)lr— %] ALy — &=y

o T g,
2 62—1
Observemos que la direccion de la linea 0,0, no depende de € ni de A. A saber, si denotamos
r—s)v u—v)r
PR Gind)) yB:v_( )
v—u s—r

tenemos que

0,—o0, A+0OB
Asi pues, para cada tres centros o, 0,, 05, Se verifica que 0;,0,||0,05; por lo tanto, todos los centros
son colineales. Puesto que todos los circulos tienen un punto comun, los circulos tienen otro punto
comun. a
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Ahora se muestran algunos ejercicios donde aparecen cuadrildteros y se hace uso de la rotacién de
numeros complejos en forma de vectores.

Ejercicio. 10.6.

Sea ABCD un cuadrildtero convexo para el cual AC = BD. En los lados del cuadrildtero se construyen
tridngulos equildteros. Sean O, O,, O5 y O, los centros de los tridngulos construidos sobre AB, BC,
CD y DA, respectivamente. Demuestre que las lineas O,0;5 y 0,0, son perpendiculares.

SOLUCION.

Puesto que el punto A se obtiene por la rotacién de B alrededor de o, para el dngulo %” en la direccion
positiva. Sea e 3 = ¢ el Teorema 7.1.4 implica

—b
(ol—b)e=01—a=>01:a 6,
1—e
Anélogamente
b—ce __c—de d—ae

0y =

03 =

s , 04= .
1—e¢ 1—e¢ 4 1—e¢

Puesto que 0,05.10,0,4 es equivalente a

01_03 02_04

0—0; 0,05
es suficiente demostrar que
a—c—(b—d)e b—d—(c—a)e
ﬁ—(b—d)e:b—d—(c—a)e'

Esto es
(a=c)(b—d)—(b—d)(b—d)e+(a—c)(a—c)e—(b—d)(a—c)ee
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=—(a—c)(b—d)+(b—d)(b—d)e—(a—c)(a—c)e+ (a—c)(b—d)ee.

De donde se obtiene

E:%Yla—CI2=(a—C)(a—C)=(b—d)(b—d)= |b—d.

Ejercicio. 10.7.
Los cuadrados ABB'B”, ACC’'C"” y BCXY estdn construidos en el exterior del tridzngulo ABC. Sea P
el centro del cuadrado BCXY , demostrar que las lineas CB”, BC”, AP se cortan en un punto.

SOLUCION.

Supongamos que a es el origen de nuestro sistema de coordenadas. Segtin el Teorema 7.1.4 tenemos
que ¢’ —a = e™?(C —a), es decir,

¢’ =—ic.
Del mismo modo tenemos que

b” =ib.
Usando el mismo teorema obtenemos x — ¢ = e!™/?(b —¢), es decir,

x=(1—1i)c+ib.

Como P es el punto medio de las diagonales del cuadrado BCXY, el Teorema 7.6.1 nos da

x+b (1—i)c+ib+b 1+ 1—i
—p= p= b+
2 2 2 2

Denotemos por Q la interseccién de la lineas BC y AP. Entonces, los puntos A, P y Q son colineales
asi como los puntos B, C” y Q. Usando el Teorema 7.1.2 obtenemos

p= c@p:%[(1+i)b+(1—i)c].

TFM: Problemas de olimpiadas sobre niimeros complejos P. Posadas




62 CAPR VI. PROBLEMAS DE OLIMPIADAS. FASE INTERNACIONAL

ap _ a=q P_4 - (1—)b+(i+1)c
=5 At i Akl A R fen =
b—c" __ q=b b—ic __ g=b — _ (qg=b)b+id) |, T
"o i e g5 49T s th
— _ (q=b)(b+ic)+b(b—ic) — _ q(b+ic)+ibc—bc — _ (b+ic)q—(bc+bo)i
—q= b—ic 4= /4= 0

Estos dos igualdades implican

(1-Db+(i+1)

_ (b+ic)g—(bc+ be)i -

Tarob+(1—i)e

[(1—=0)b+ (i +1)c](b—ic)

b—ic

1+b+(1—i)

= (b +ic)q—(bc + bo)i =

[(1 — )b+ +1)cl(b—ic)—[(1+i)b+(1—i)c](b+ lc))
(I1+i)b+(1—i)
2(ibb — bc + bc + ict)
(1+i)b+(1—i)
(bc +bo)[(1+i)b+(1— 1)c]
(b—ic)(b +ic)

Representemos por Q' la interseccién de AP y CB”. Los puntos A, P y Q’ son colineales, asi como los
puntos B” C y Q. Por lo tanto, por el Teorema 7.1.2 nos queda

—(bc + bo)i =

= —(bc + b0)i =

e S UG S WS 1 (1=D)b+(1+i)e
. a—p a—q’ P q7 q q (14+i)b+(1—i)c*
b—c" __ q'—c b—ic __ q'—c - (q —b)(b+ic)+b(b—ic)
"o o< b+ic  q—c =(q'= b—ic
— ¢ (b+ic)—b(b+ic)+b(b—ic) — _ ¢/ (b+ic)—i(bc+bc)
q b—ic q = b—ic :

Comparando estas dos igualdades obtenemos

, (bc+bO)[(1+)b+(1 —l)c]
1= (b—ic)(b +ic)

Por lo tanto Q = Q’. |
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Ejercicio. 10.8.

manera que ZBPD = ZCBP. Determinar la relacion PB : PC.

Sea P un punto de la extension de la diagonal AC del rectdngulo ABCD sobre el punto C. De tal

SOLUCION.

*p

Supongamos que la interseccion de las diagonales del rectdngulo es el origen de nuestro sistema de
coordenadas y que linea le AB es paralelo al eje real. Tenemos por el Teorema 7.6.1

c+a=0,b+d=0,c=b,yd=a.
Puesto que los puntos P, Ay O son colineales, el Teorema 7.1.2 implica que

— b
a

ae1llae)
Qll

Como ZDPB = ZPBC = g, por el Teorema 1.4 tenemos que

p—d ip P—D b—p iy b—c
=e 5 = .
lp—d] lp—bl" [b—pl |b—c|

Elevando al cuadrado obtenemos

p—d p—b b—p b—¢
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Multiplicando estas igualdades y expresando en términos de a, b y p nos queda

p—d'b—c_p—b.b—p

p—d b—¢ p—b b—p
p+b b+a  p-—b>b b—p
—gp—a.—a—b_—§p+a.—a+§p

a(p+b) _a*(p—Db)

bp+a2 (bp—a)?

En la forma polindmica en p, esto puede escribirse como sigue
(p + b)(bp —a®)* = a(p — b)*(bp + a*)
< (p+ b)(b?*p* +a*—2a*bp) = a(p?* + b*—2bp)(bp + a?)
< b?p®* +a*p—2a®bp*+ b3p? + a*b — 2a*b*p = abp® + ab®*p —2ab?*p? + a®p? + a®b* — 2a®bp
< (b*—ab)p® + (b®—a®—2a?b + 2ab?)p? — (a* — 2a®*b* — ab® + 2a®b)p + a*b —a*b* = 0.
< (b—a)[bp® + (a®+ b*+3ab)p>—(a*+ b*+3ab)ap —a’b] =0

Tengamos en cuenta que a es uno de esos puntos que satisfacen la condicién del angulo. Por tanto,
tenemos que a es uno de los ceros del polinomio. Eso significa que p es la raiz del polinomio que se
obtiene de dividir por p — a el polinomio anterior, es decir

bp? + (a* + b*+4ab)p + a*b = 0.
Ahora vamos a determinar la relacidon |p — b| : |P —c|. De la ecuacion anterior obtenemos
bp? + a’b+ = —(a® + 4ab + b?),
por lo tanto

PB2  (P—b)(p—b) (P—b)—sp+a) (P—b)(~bp+a®)
PC2~ (P—c)(p—C) (P—c)(—tp—b) (P—c)—bp—ab)

_ —bp’+a’p+b’p—a’b  —bp*+(a*+b*)p—a’b —(bp*+a*b)+(a®+DbP)p

- —bp2—abp—abp—a?b  —bp2—2abp—a?b = —(bp2+a2b)—2abp
_a’+4ab+b*+(a*+b*)p  2(a®+b*+2ab)
"~ a?24+4ab+b2—2abp = a?+b2+2ab

Luego, la relacién pedida es v2: 1.
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A continuacién, veremos algunos ejercicios de homotecias.

Ejercicio. 10.9.

En en tridngulo ABC tal que AB = AC, se encuentra un circulo tangente internamente a la circunfe-
rencia circunscrita de ABC y también a los lados AB y AC en P y Q, respectivamente. Probar que el
punto medio del segmento PQ es el centro de la circunferencia inscrita de ABC.

SOLUCION.

B’ D

Sean O el centro del circulo, D el punto de tangencia del circulo y la circunferencia circunscrita
de ABC e I el punto medio del segmento PQ. Entonces, por simetria, los puntos A, I, O y D son
colineales. Consideremos la homotecia con centro A que lleva el tridngulo ABC al AB’C’ tal que D
estd en B'C’. Asi, la razén de la homotecia es r = ‘% Como los tridngulos rectos AIP, ADB’, ABD y
APO son semejantes, tenemos

Al _AIAP _ADAB _AB _ 1
A0 APAO AB'AD AB' r’

Por lo tanto la homotecia envia I a O. Como O es el incentro del tridngulo AB’C’, implica que I es el
incentro del tridngulo ABC. a
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Ejercicio. 10.10.

Tres circulos congruentes tienen un punto comun O y se encuentran dentro de un tridngulo dado.
Cada circulo toca un par de lados del tridngulo. Probar que el incentro y el circuncentro del tridngulo
y el punto O son colineales.

SOLUCION.

C

Sean A’, B’ y C’ los centros de los circulos. Puesto que los radios son los mismos, se tiene que A’B’
es paralelo a AB; B'C’ es paralelo a BC y C’A’ es paralelo a CA. Dado que AA’, BB’ y CC’ bisecan los
angulos ZA, /B y ZC respectivamente, coinciden en el incentro I del tridngulo ABC.

Notemos que O es el circuncentro de A’B’C’, ya que es equidistante de A, B’ y C’. Entonces la
homotecia de centro I lleva el tridngulo A'B’C’ en ABC y lleva O al circuncentro P de ABC. Por lo
tanto, I, O y P son colineales. O
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Ejercicio. 10.11.

Sea A,A,A5 un tridngulo no isdsceles de lados a,, a, y a5 (siendo a; el lado opuesto a A;). Para todo
i =1,2,3, M; es el punto medio del lado a;, y T; el punto donde la circunferencia inscrita toca el
lado a;. Se denota por S; el reflejo de T; respecto de la bisectriz del dngulo A;. Demuestra que las
lineas M, S,, M,S, y M5S; son concurrentes.

SOLUCION.

Sea I el incentro del tridngulo A;A,A;. Sea By, B, y B los puntos donde las bisectrices de los dangu-
los interno ZA;, ZA,, ZA; se encuentran con a;, d,, d; respectivamente. Mostraremos que S;S; es
paralelo a M;M;.

Con respecto a A, B, la reflexién de T; es S; y la reflexion de T, es T;, asi que
LTS, = /T,IT;.

Con respecto a A,B,, la reflexién de T, es S, y la reflexiéon de T; es T;, asi que
LT,1S, = /T,IT,.

Entonces
LT41S, = LT1S,.

Como I T, es perpendicular a A;A,, obtenemos que S,S; es paralelo a A;A,. Dado que A;A, es paralelo
a M,M,, obtenemos que S,S; es paralelo a M,M,. Similarmente, S;S, es paralelo a M;M, y S;S; es
paralelo a M; M,. Ahora bien, la circunferencia circunscrita en el tridngulo S;S,S; es la circunferencia
inscrita en el tridngulo A;A,A; y la circunferencia de M;M,M; es el circulo de nueve puntos del
tridngulo A;A,A,.

Dado que el tridngulo A;A,A; no es equilatero, estos circulos tienen radios diferentes. Por lo tanto
el tridangulo S;S,S; no es congruente al triangulo M; M, M, y hay una homotecia que lleva AS;S,S;
a AM,; M,M,. Entonces M;S;, M,S, y M3S; concurren en el centro de la homotecia. a
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Ejercicio. 10.12.

Sean C; y C, dos circulos coplanarios distintos con centros O, y O,, respectivamente, y A uno de los
dos puntos de interseccion de ambos circulos. Una de las tangentes comunes a los circulos toca a C,
en P, y a C, en P,, mientras que la otra tocaa C, enQ, ya C, enQ,. Sea M, el punto medio de P,Q;
¥ M, el punto medio de P,Q,, demuestra que se verifica

£0,A0, = /M,AM,.

SOLUCION.

Por simetria, las lineas 0,0,, P,P; y Q,Q; coinciden en un punto O. Consideremos la homotecia con
centro O que lleva C; en C,. Pongamos que la linea OA corta a C; en B, entonces A es la imagen de
B bajo la homotecia. Dado que ABM, O, se envia a AAM,0,, tenemos que
/M,BO, = ZM,AO,.

Como AOP, 0, es semejante a AOM; P, (por ser dos tridngulos rectdngulos), implica que

00, OP

or, OM,
Entonces

00, - OM, = OP? = OA- OB,

lo que implica que los puntos A, B, M, y O, son conciclicos (es decir, pertenecen a una misma cir-
cunferencia). Entonces
Por lo tanto
/M,AO, = ZM,AO,.
Afiadiendo Z0,AM, a ambos lados, tenemos
ZMlAMz - Zolez.
O
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