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Introduccion

El presente Trabajo Fin de Mdster tiene como objetivo principal contribuir al desarrollo del pensa-
miento y de las habilidades matemadticas, tanto para aquellos que quieran aprender sobre los temas
tratados, como aquellos que quieran involucrarse en el reto de las Olimpiadas Matemadticas (OO.
MM.). Este material deberia permitir fortalecer el potencial de los alumnos y ayudarlos en sus debi-
lidades, generando estrategias de aprendizaje, tanto sobre el tema concreto que estamos estudiando,
como en la estrategia general de plantear, abordar y desarrollar un problema.

Las OO. MM., ademas de ser un concurso, permiten acercar la Matemadtica a aquellos jévenes inquie-
tos en su educaciéon. Conviene destacar que una de las finalidades de las OO. MM. es estimular el
estudio de la Matematica y el desarrollo de jévenes talentos en esta Ciencia.

Hemos considerado en la Olimpiada tres fases: Local, Nacional e Internacional. Para resolver los
problemas de cada fase el alumno debe tener conocimientos especificos a un determinado nivel,
sin olvidar que la finalidad ultima de la resolucién de los problemas es desarrollar capacidades y
habilidades que le permitan enfrentarse a otras situaciones.

En este trabajo nos hemos centrado en el estudio de las Ecuaciones Funcionales, desde un nivel
elemental a otro superior, y siempre dirigido a ayudar al alumno en su preparacién para las 0O. MM.
en sus diferentes fases. Como parte tedrica previa se incluye un capitulo en el que se ha recopilado los
resultados que hemos considerado necesarios para la resolucion de los problemas tratados; por esta
razén puede no ser exhaustivo, ni completo desde una perspectiva académica, su contenido. Para
ilustrarla mejor, esta introduccién tedrica se ha acompafiado de ejemplos que ilustran las nociones
tratadas.Los capitulos posteriores tratan sobre la resolucién y andlisis de problemas en los tres niveles
antes mencionados.

Los mds sencillos se organizan bajo el rétulo de “Fase Local”, y pueden servir de ejercicios de intro-
duccion. Como siempre, su dificultad depende de los conocimientos previos, y de ahi la importancia
de las nociones incluidas en el primer capitulo. Mds elaborados, en su planteamiento y resolucién,
son los problemas que aparecen bajo el rétulo de “Fase Nacional”; se trata de problemas en los que
el proceso de resolucion requiere varios pasos, lo que incrementa su dificultad. Finalizamos esta me-
moria con problemas de una mayor complejidad, tanto en su resolucién como en las nociones que
involucran; los agrupamos para el epigrafe de “Fase Internacional”. Unas palabras sobre esta clasifi-
cacion: la ubicacién en uno u otro apartado ha sido, en determinados casos, inspirada por el bagaje
supuesto al lector, y es de responsabilidad exclusiva del redactor de este texto, asi como forma en
que se ha estructurado la materia tratada.
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Capitulo I

Ecuaciones Funcionales. Preliminares

En este capitulo se introduce la nocién de ecuacion funcional, aportando una serie de conceptos
preliminares que serdn claves a la hora de abordar un problema.

1. Conceptos fundamentales

Ecuacion

Una ecuacion es una igualdad matemadtica entre dos expresiones algebraicas, denominadas miem-
bros, en las que aparecen valores conocidos o datos, y desconocidos o incdgnitas, relacionados me-
diante operaciones matematicas. Los valores conocidos pueden ser niimeros, coeficientes o constan-
tes; y también variables cuya magnitud pueda ser establecida a través de las restantes ecuaciones
de un sistema, o mediante otros procesos. Las incégnitas, representadas generalmente por letras,
constituyen los valores que se pretende hallar. Por ejemplo, en la ecuacién:

2x +5=4x —3,

la variable x representa la incégnita, mientras que los coeficientes 2 y 4 y los nimeros 5 y 3 son
constantes conocidas.

La igualdad planteada por una ecuacién serd cierta o falsa dependiendo de los valores numéricos
que tomen las incognitas; se puede afirmar entonces que una ecuacion es una igualdad condicional,
en la que sélo ciertos valores de las variables (incognitas) la hacen cierta.

Se llama solucion de una ecuacion a cualquier valor individual de las variables que la satisfaga. Para
la ecuacién anterior la solucién es x = 4.

Las ecuaciones pueden clasificarse segtin el tipo de operaciones necesarias para definirlas y segtin el
conjunto de numeros sobre el que se busca la solucidn. Entre los tipos mds frecuentes estan:

= Ecuaciones algebraicas:

e De primer grado: 2x + 1 = 4.
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e De segundo grado: x> +2x +1=4.
e Diofdnticas: x +y = 5.

e Racionales: Aquellas en las que uno o ambos miembros se expresan como un cociente de
polinomios.

Ecuaciones trascendentes: cuando involucran funciones no polinémicas, como las funciones
trigonomeétricas, exponenciales, logaritmicas, etc.

Ecuaciones diferenciales.

Ecuaciones integrales.

Ecuaciones funcionales: cuando la incdgnita es una funcion.

Nuestro estudio se centrara en este ultimo tipo de ecuaciones. Comenzamos aportando la definicién
y una serie de ejemplos para realizar una primera toma de contacto con este concepto.

Definicidon. 1.1.
Una aplicacion o funcion f : X — Y es una regla que asocia a cada elemento x € X un unico elemento
y € Y. Normalmente escribimos y = f(x).

Definicion. 1.2.

Las ecuaciones donde las incdgnitas son funciones reciben el nombre de ecuaciones funcionales. Aun-
que no hay una estrategia establecida para resolverlas, si hay algunas relaciones funcionales que
suelen aparecer mucho en distintos problemas de ingenio matematico.

Las ecuaciones que se planteardn se encuadran basicamente dentro de los tipos siguientes:
flx+y)=f(x)+ f(y) (Ecuaciéon de Cauchy).

fOy)=f)+ ).

fle+y)+flx—y)=2f0)f ().

f(x?)=2f(x).

fUf(x)) =x.

f(x*) + f(x) = senx.

Para resolver una ecuacién funcional es conveniente fijarse en los siguientes datos:

= Dominio y codominio de definicién.
= Condiciones extras impuestas.
= Ver ejemplos conocidos de aplicaciones que verifiquen las condiciones.
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SEC. 1. CONCEPTOS FUNDAMENTALES 3

Veamos unos primeros ejemplos con su solucién para ver como podriamos enfrentarnos a resolver
ecuaciones de este tipo.

Ejemplo. 1.3.
Hallar todas las funciones f(x) tales que 3f(2—x) + 2f(x) = x2, donde x € R.

SOLUCION. En primer lugar observando la ecuaciéon vemos que tenemos un término, f (2 — x), que
nos impide extraer directamente el valor de f(x). Por tanto realizamos el cambio x =2 —x en la

ecuacion, obteniendo:
3f(x)+2f(2—x)=(2—x)>

De la ecuacion inicial podemos extraer el valor de f (2 — x), obteniendo:

_ X 2f(x)

f(2—x) 3

Sustituyendo el valor de f (2 — x) en la ecuaciéon con el cambio realizado se obtiene:

x? —2f (x)
3

3f(x)+2[ ]:(Z—X)z.

Ahora si, tenemos una ecuacién cuya incégnita es la funcion f (x) y podemos despejarla:
of (x) +2x%—4f(x) =3(2—x)2
5f(x)=3(2—x)*—2x*=3(4+ x*—4x) — 2x>%

1 1
flx)= g[12 +3x%—12x —2x?*] = g[x2 —12x +12].

TFM: Ecuaciones Funcionales Luis Castro Castro
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Ejemplo. 1.4. 1
Resolver la ecuacién funcional x? —2f (x) = f (—), con x € R\ {0}.
x

SOLUCION. Al igual que el ejemplo anterior nos enfrentamos a una ecuacion cuya incégnita es una
funcién, pero aparece un término que nos dificulta despejar f (x). Por tanto procedemos de forma
andloga:

En primer lugar realizamos el cambio x = 1/x y lo sustituimos en la ecuacion, obteniendo:

1 1

w2 ()=
La ecuacidn original es

£(3)=x-2r00

Sustituyendo en la ecuacion, con el cambio que hemos realizado, obtenemos

S~ 2 —2f ()] = £ ()

Observamos que ya estamos en condiciones de despejar f (x), realizando operaciones en la ecuacién
obtenemos la soluciéon de la misma:

L2 af(0) = F(0).
X

g

Encontrar todas las soluciones a este tipo de ecuaciones no siempre es facil. Sin embargo el problema
suele ser mucho mds atacable si se piden condiciones adicionales como monotonia, continuidad o
ciertas condiciones puntuales sobre las soluciones. Es por esto, que es muy importante observar las
condiciones de la funcién.A continuacidn, presentamos algunas de las técnicas bésicas de resolucién
de ecuaciones funcionales. En primer lugar, consideraremos el caso de funciones reales de variable
real. Posteriormente, analizaremos las técnicas para resolver ecuaciones con funciones de variable
entera.
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2. Técnicas de resolucion de ecuaciones funcionales

2.1. Funciones reales de variable real

Evaluacidn de la ecuacién en valores "simplificadores"

En multitud de casos, la ecuacién funcional se simplifica mucho al evaluar una o mas de las variables
involucradas en ciertos valores, talEs como el 0 6 1, o igualando entre si alguna de las variables en
funcién de las cuales se expresa la ecuacién funcional. Este es un método "basico", y la mayor parte
de las veces se usa en conjuncién con otros. Sin embargo, es importante no subestimar su potencia,
ya que puede tener un gran impacto a la hora de simplificar una ecuacién compleja.

Inyectividad y sobreyectividad

Definicidn. 2.1.
Una funcién, f : X — Y, se dice que es inyectiva si verifica alguna de estas dos condiciones equiva-
lentes:

(a) Siay bson elementos de X tales que f(a) = f(b), entonces necesariamente a = b.
(b) Siay b son elementos diferentes de X, necesariamente se cumple que f (a) # f(b).

Definicion. 2.2.
Una funcién, f : X — Y, se dice que es sobreyectiva si cada elemento de Y es la imagen de como
minimo un elemento de X, es decir, para todo y € Y existe x € X tal que f(x) =y.

Una de las simplificaciones que nos permite utilizar el hecho de conocer que la funcién incégnita
f(x) es inyectva, es el que, ante una igualdad de la forma f (A) = f(B), se deduce directamente que
A= B, donde A y B pueden ser expresiones que contengan tanto a la funcién incégnita, como a las
variables y a constantes. De esta forma, si nos pidieran calcular todas las funciones inyectivas tales
que

fle+f)=f(y+f(x),

sabriamos directamente que
x+fy)=y+f(x).

Sustituyendo ahora y = 0, habriamos acabado, pues tendriamos que

flx)=x+k,

TFM: Ecuaciones Funcionales Luis Castro Castro
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donde k = f(0) puede tomar a priori cualquier valor. Si sustituimos esta soluciéon general en la
ecuacion dada, veriamos que es cierta para cualquier k, con lo que ésta seria la solucidon general (y
unica) del problema.

Si no sabemos a priori si una funcién incégnita f (x) es inyectiva, puede ser un avance muy impor-
tante en la resolucién del problema el demostrar que si lo es. Si somos capaces de encontrar una
relacion de la forma f(f(x)) = A, donde A es una expresion que depende de forma inyectiva de x
(por ejemplo A= ax + b, donde a # 0 y b son constantes). En este ultimo caso, podemos decir que,
si x e y son tales que f(x) = f(y), entonces

ax+b=f(f(x))=f(f(y))=ay+b,

de donde se deduce que x = y y la inyectividad queda demostrada.

Otra forma de poder llegar a simplificar mucho ciertas ecuaciones funcionales es poder asignar va-
lores a f(x) o a f(y) a voluntad. Por ejemplo, ciertas ecuaciones funcionales pueden resolverse sin
mas que hacer f(x) = 0. Sin embargo, para eso es necesario tener garantizado que existe un x tal
que f(x) = 0. Esto se puede conseguir de dos formas:

= Demostrando la sobreyectividad de la funcién, es decir que la funcién toma todos los posibles
valores reales.

» Llegando a una relacién de la forma f(A) = 0, donde A es una expresion cualquiera. Por muy
complicada que sea la expresion A, lo que si tenemos garantizado es que la funcion f (x) toma
el valor O para algun valor real de la variable x. Realizando entonces la sustituciéon x = A,
y teniendo en cuenta que ahora x ya no es una variable, sino que toma un valor concreto,
podemos simplificar la ecuacién funcional. A partir de esa sustitucidn, es posible que, tras la
simplificacion, nos quede una relacién de la cual seamos capaces de deducir el valor de A, con
lo que seguiriamos avanzando hacia la solucién.

Nétese finalmente que no es necesario que sea la funcién la que tome todos los valores reales posi-
bles; puede ser una expresidon que depende de la funcién, la suma o diferencia de dos valores de la
funcidn, etc. De lo que se trata es de poder demostrar que existe una expresion que depende de la
funciéon que puede tomar cualquier valor, para poder asignarselo a voluntad.

Aditividad y multiplicatividad

Definicidon. 2.3.
Una funcién f se dice aditiva si para cualquier x e y se cumple que

fle+y)=f)+f(¥).

A partir de esta relacion, haciendo x = y = 0 obtenemos

f(0)=f(0+0)=f(0)+£(0) =2f(0),
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de donde se deduce que f(0) = 0. Reemplazando y por —x en la ecuacion, resulta
0=f(0+0)=f(x+(—x))=f(x)+f(—x),

por lo que f(—x) =—f(x).
Es decir, es suficiente hallar una solucion f : [0, 0] — R para obtener la solucién f : R — R.
Ahora bien, mediante un proceso inductivo, se tiene que

fm)=fA+---+D=fD)+---+f(1)=nf(1),neN.

, . m
Para los nimeros racionales — con m,n > 0 obtenemos
n

0 () (2522)5(2)-
es decir f (1) = %f(l).

()2 (3) s

En general, para x € R, sea {q,},>; una sucesién de nimeros racionales con g, — x cuando
n— ooy f continua, entonces f(q,) = f(1)q, y asi

Iim £(4.) = lim (f(1)g,)

() 2)

Luego

por lo que
f(lim g,) = f(1) lim g,
Y en consecuencia

f)=f(1)x.
Haciendo ¢ = f (1), se deduce que f(x) = cx.

Definicion. 2.4.
Una funcién se dice multiplicativa si para cualesquiera x, y se verifica

flxy)=f)f ().

Es trivial comprobar que, si f(x) = 0 para algun x no nulo, entonces f(z) = f(2)f(z/x) = 0 para
todo z, mientras que si f(0) es no nulo, entonces haciendo y = 0 se concluye que f(x) = 1 para
todo x. Descartaremos en lo sucesivo estos dos casos triviales (que como se puede comprobar, son
las Unicas funciones multiplicativas constantes).

TFM: Ecuaciones Funcionales Luis Castro Castro
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Haciendo y = 1, se comprueba que f(1) = 1. Es trivial constatar, haciendo x = y = —1, que bien
f(—=1) =1, o bien f(—1) = —1. Haciendo y = —1, se comprueba entonces que, en el primer caso,
f(—=x) = f(x) para todo x, y en el segundo que f(—x) = —f(x) para todo x. Es también trivial
comprobar que si z > 0 tomando x = y = 4/z se tiene que

f@) = W2)),

es decir, f(x) toma sdlo valores positivos para valores positivos de la variable x. Nos basta pues
hallar la restriccién de f de forma que consideremos sélo valores reales positivos de la variable y
de la funcién. Podemos entonces definir u = (n(x), v =[n(y), g(u) = [n(f (e")), para encontrar que
g, definida para todos los reales (pues x e y recorren todos los reales positivos) cumple

g(u+v) = In(f (™) = In(f (xy)) = In(f (X)f (¥))
=In(f(e") +In(f (")) = g(w) + g(v).

Entonces, si f es continua (o en su defecto mondtona), al ser el logaritmo natural una funcién
continua y estrictamente creciente, también g es continua (o en su defecto monétona).De aqui, se
obtiene finalmente que, para todo x > 0,

f(x) = exp(In(f (e"))) = e5® = e™u = ()" = x™.

Luego si f es una funcién multiplicativa, que, ademads es continua, o por lo menos mondétona, en-
tonces las tnicas soluciones no triviales (no constantes) son f(x) =x™y f(x) = |x™| para algtin m
no nulo, siendo las soluciones triviales las definidas por f(x) =0y f(x) = 1.

Es muy importante la condicién de continuidad, o en su defecto de monotonia. Obviamente, esta
técnica se podria aplicar a funciones de variable entera, natural o racional, pero sélo si son monéto-
nas (la continuidad obviamente no tendria sentido en esos casos).

Puntos fijos

Definicion. 2.5.
Un punto fijo de una funcion f se define como aquel valor p de la variable tal que f(p) = p.

La existencia de puntos fijos nos puede ayudar mucho a resolver la ecuacién funcional, usualmente
porque podemos expresar el valor de dicho punto fijo a través de la propia funciéon. Esta técnica se
combina en la mayoria de los casos con una de las anteriores, a fin de llegar a la solucién final.
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Acotacion de la funcion

Otra forma de hallar la funcién deseada puede ser mediante acotacién de la misma. La forma exacta
de utilizar esta técnica dependera de las condiciones exactas impuestas sobre la funcién. En muchos
casos, es posible que alguna condicion de las impuestas sobre la funcién exija que su valor sea mayor
o igual que una determinada cota, mientras que de alguna otra resulte en que su valor sea menor o
igual que esa cota, de lo que se deduce que la Unica posibilidad es que la funcién tome el valor de
dicha cota.

2.2. Funciones enteras de variable entera

Una vez vistas las técnicas de resolucion de ecuaciones funcionales de variable real, consideramos
ahora el caso de funciones de variable entera que toman valores enteros.

Técnicas comunes a las funciones reales de variable real

Las funciones enteras de variable entera suelen tener rasgos particulares que las distinguen de las
funciones reales de variable real, en el sentido de que algunas técnicas que se usan en las segundas
no sirven para las primeras, o de que las primeras pueden disponer de técnicas especificas que tienen
sentido en las segundas. Sin embargo, las técnicas utilizadas en la resolucién de ecuaciones funcio-
nales sobre funciones reales de variable real también pueden ser muy ttiles en el caso de funciones
enteras de variable entera; si bien no siempre nos van a proporcionar la solucidn, si pueden simpli-
ficar mucho la ecuacién a tratar, o por lo menos ofrecer resultados que nos permitan caracterizar o
realizar hipétesis sobre la solucién buscada.

Una técnica que puede ser muy interesante es la de doble acotacién. En el caso de funciones enteras
de variable entera, esta acotacién puede ser incluso mas potente, ya que al poder tomar la funcién sé-
lo valores enteros, si sabemos que f (n) > m para enteros n y m cualesquiera, entonces f (n) > m+1.

Definicion de funciones auxiliares

La idea principal detrds de esta técnica es la simplificacién de la ecuacidn a través de la definicién
de una funcién auxiliar, resultado de aplicar alguna operacién o transformacién sobre la funcién a
hallar, de forma que esta tltima satisface la ecuacién funcional dada, si y solo si, la funcién auxiliar
satisface una ecuacién funcional mas sencilla, resolviéndose entonces esta segunda. Si bien esta téc-
nica no se ilustré a través de su uso con funciones reales de variable real, también seria aplicable a
éstas.

Expresion del conjunto de imagenes como union de subconjuntos distintos

En principio esta técnica no es exclusiva de funciones enteras de variable entera, pero puede resul-
tar mas sencilla de utilizar cuando el conjunto de valores que toma la imagen es discreto (caso de
enteros y racionales). La idea principal es comprobar que el conjunto de imdgenes (que puede ser
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desconocido a priori) puede dividirse, mediante alguna condicién aplicada a la funcidn, en diferen-
tes subconjuntos disjuntos, para, a través de las propiedades de dichos conjuntos, poder acotar las
soluciones, o bien probar o refutar hipétesis acerca del conjunto de valores que toma la funcién.

También puede utilizarse esta técnica de otra forma: dividiendo ciertos conjuntos de enteros (o todos
ellos), en diferentes conjuntos disjuntos, segiin sean o no imagenes de la funcién, y a partir nueva-
mente de propiedades de estos conjuntos o de sus elementos, llegar a comprobar cudles si podrian ser
imagenes de la funcidn, cudles no, o simplemente probar o refutar hipétesis acerca de dichos valores.

Factorizacion en niumeros primos

Esta técnica (exclusiva de funciones que tomen valores enteros y/o para variables que tomen va-
lores enteros, o a lo sumo racionales) es especialmente potente cuando la funcién del producto de
dos valores se puede relacionar con las imagenes de dichos valores. Por ejemplo, cuando la funcién
satisface f(mn) = f(m)f(n), o f(mn) = f(m) + f(n), para cualesquiera n y m, aunque ante otras
posibles expresiones similares también se podria utilizar esta técnica.

En este contexto, hay que tener cuidado con la definicidn de funcién multiplicativa, pues si bien para
las funciones reales de variable real se definian como aquellas para las que, para cualesquiera x, y
reales, f(xy) = f(x)f(¥), en el contexto de los nimeros enteros se definen como aquellas para las
que, para cualesquiera m y n primos entre si, f (mn) = f(m)f (n).

Las funciones para las que f(mn) = f(m)f (n) para cualesquiera m y n sin restricciones, se suelen
denominar completamente multiplicativas. En el contexto de funciones de variable entera se suelen
definir también las funciones aditivas como aquellas para las que, para cualesquiera m y n primos
entre si, f(mn) = f(m)+ f(n), a diferencia de la definicion que se suele dar en el contexto de fun-
ciones reales de variable real.

Una primera forma de aplicar esta técnica seria, caso de que f satisfaga alguna de las relaciones
anteriores o similares, hallar el valor de f en todos los numeros primos, y a partir de ahi, utilizando
probablemente induccidn, llegar a hallar el valor de f para todo natural.

Expresion en bases distintas de la decimal

En ciertas ecuaciones funcionales con origen e imagen en el conjunto de los naturales, puede ser
conveniente realizar un cambio de base para simplificar su resolucién, ya que, en la base adecuada,
algunas funciones se expresan a través de relaciones muy sencillas. Obviamente, esta técnica no es
de aplicacidn en el caso de funciones reales de variable real.

Induccion

Cada vez que tenemos alguna cantidad o expresién que depende de nimeros enteros, y existe una
definicién recursiva, la induccién puede ser un arma muy potente.
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Capitulo II

Problemas de fase local

En este capitulo ofrecemos una lista con los primeros problemas sobre resolucién de ecuaciones
funcionales enmarcados en la fase local de Olimpiadas Matemadticas.

3. Problemas

Ejercicio. 3.1. (2000-2001, ver (1) en las referencias web)
Consideramos N* = {1,2,3,...} y f : N* = N* que cumple:

(1) f(f(n))=n para todo ne N*.
@ f(f(n)+1)={n_1 sin es par

n+3 sin es impar

Determina el valor de f (n) para cada n € N*, observando previamente que f es biyectiva y que al
no ser nunca f (f (n)+ 1) = 2 tiene que ser f (1) = 2.

SOLUCION. En primer lugar de la condicién (1) deducimos la biyectividad de la funcién. En efecto:

Sobreyectividad: Por la condicién (1) sabemos que para cada valor natural existe un valor imagen,
por tanto la funcién ha de ser sobreyectiva. Formalmente, como f (a) = n siendo a = f(n), tenemos
que existe n € N* tal que f (a) = n para cualquier valor de a, luego la funcién es sobreyectiva.

Inyectividad: Sean n,, n, € N*, queremos probar lo siguiente:
f(n)=f(ny) = ny =n,.
En efecto, por la condicion (1) tenemos que f(f(n;)) =n; y f(f(n,)) = n,, por tanto:

f(f(ny)) =nyy f(f (1)) = n,.
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Pero como por hipétesis f (f (n)) = n, se deduce automaticamente que necesariamente n, = n, y por
tanto queda probado el cardcter inyectivo de la funcién.

Dicho esto, de (2) se deduce que en ningun caso f(f(n)+ 1) = 2 pues, distinguiendo los casos, se
obtiene:

= Sin es par entonces f(f(n)+ 1) =n—1, por lo que
fE@+D =1 f(f@+1)=4—-1=3, ...

= Sin es impar entonces f (f(n)+ 1) =n+ 3, por lo que

f(f3)+1)=3+3=6, f(f(5)+1)=5+3=8, ...

Con esto observamos que, efectivamente, f(f(n) + 1) nunca alcanza el valor 2. Pero como f es
biyectiva, forzosamente tiene que haber un elemento cuya imagen sea 2, pero este elemento no es
de la forma f(n)+ 1. Por (1) sabemos que f(f(1)) =1y por (2) f(2) =2—1 =1 por tanto, se debe
cumplir que f(1) = 2.

De forma mas general, vamos a hallar el valor el valor de f(n), sabemos que f(1) =2y f(2) =1,
podemos decir que nuestra funcién sera de la forma:

F(n) = n+1 sin esimpar

" |n—1 sinespar
En efecto, utilizando un razonamiento de induccién probaremos que nuestra funcién es de esta
forma. Para n = 1 y n = 2 se verifica trivialmente la igualdad. Supongamos n > 2, la hipétesis de
induccién nos dice que

_n_|n sin es impar
f(n 1)_{11—2 si n es par
y ademads
_ [n—1 sinesimpar
f(n—2)—{n_3 sin es par
Por tanto:

_ [f(f(n—2)+1) sinesimpar
flm)= {f(f(fl— 1))  sinespar

que, por las hipétesis (1) y (2) se deduce que la expresién de f(n) es:

n+1 sinesimpar
n—1 sines par

s =1

como queriamos demostrar. Observando la gréfica de esta funcién, vemos que se trata de dos rectas
paralelas y que, efectivamente, f(1) = 2.
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n impar

Ejercicio. 3.2. (2005, ver (3) en las referencias web )
Encontrar todas las funciones f : R — R que verifican

xX2f(x)+ f(1—x)=2x —x*.

SOLUCION. En este ejercicio lo que se pretende es hallar la solucidn de una ecuacién cuya incégnita
es f (x). Observamos que no podemos extraer directamente el valor de f (x) de la ecuacion pues hay
un término, f (1 — x), que nos lo impide. Por lo tanto, en este tipo de ejercicios procedemos de la
siguiente forma:

En primer lugar realizamos el cambio x = 1 — x y sustituyendo en la ecuaciéon obtenemos:
(1—xP—fA—=x)+f(x)=2(1—x)—(1—x)*
Ahora bien, de la ecuacion original podemos saber el valor de f (1 — x) sin mas que despejar:

f(1—x)=2x—x*"—x%f(x).

TFM: Ecuaciones Funcionales Luis Castro Castro
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Sustituyendo el valor de f (1 — x) en la ecuacién con el cambio que hemos realizado obtenemos:
(1—x)@2x—x*—x*f () + f(x)=2(1—x)—(1—x)*

Observamos que hemos obtenido una ecuacién en la solo desconocemos el valor de f (x), podemos
proceder pues a su resolucion. Desarrollando el primer miembro de la ecuacion obtenemos:

(1+x2—2x)2x —x*—x*fF () + fF(x)=2(1 —x)— (1 —x)*

2x + 233 —4x? —x* = x® + 2x° = x*f () —x*f () + 23 F () + fF () =2(1 — x) — (1 — x)*.
Desarrollando ahora el segundo miembro de la igualdad obtenemos:
2x 4+ 2x3 —4x? —x* = x4+ 2x° + FO)(—x* +2x3 —x2 +1) =2 —2x — 1 — 6x% + 4x + 4x> — x*.
Agrupando términos y simplificando obtenemos:
FO(=x*+2x3—x?+1)=2x>—2x2—2x> + 1 + x°.
pescomponiendo el polinomio del segundo miembro de la igualdad llegamos a la siguiente expre-
sion:
FO(=x*+2x° —x*+1) = (x —1)(x + D)(x*—2x> + x*— 1),
o lo que es lo mismo
FO(=x*+2x3—x?+1) = —(x—D(x + 1)(—x*+2x> — x* + 1).
Con lo que obtenemos que

fFO)=—(x—D(x+1D)=—(x*—-1)=1—x%

Entonces la solucién de nuestra ecuacién es f(x) =1 —x2.

Para ver el comportamiento de la funcién observamos su gréfica:
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Observamos que se trata de una parabola invertida, cuyo vértice se encuentra en el punto 1. O

Ejercicio. 3.3. (2011, ver (1) en las referencias web)

Denotamos por N* = {1,2,3,...} el conjunto de los nimeros naturales excluyendo el cero y por
N = {0,1,2,...} el conjunto de los nimeros naturales. Encuentra todas las funciones f : N* —» N
verificando:

(1) Son crecientes, es decir, que f(n) > f(m)sin>my
(2) f(nm)= f(n)+ f(m) para cualesquiera n,m € N*

SOLUCION. Vamos a suponer, en primer lugar, que la funcién que satisface las condiciones del ejer-
cicio es la funcién nula f(n) = 0, para todo n € N*. Esta funcidn, trivialmente, satisface todas las
condiciones del ejercicio.

Supongamos que f es una funcién no nula que verifica las condiciones del ejercicio, entonces:

= f no es constante, ni estd acotada. En efecto, si f(a) # 0 entonces por la segunda condicién
se tiene que f(a") =f(a)+---+ f(a) =nf(a) > f(a) para cada n € N.

= f no es estrictamente creciente. En efecto, si f (2) = f(3) ya lo tenemos probado, supongamos
que existen a y b tales que f(2) =a < b = f(3) entonces

f(2")=bf(2)=ab

TFM: Ecuaciones Funcionales Luis Castro Castro
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fB)=af(B)=ab
De lo que deducimos que f(2°) = f(3%) pero 2° # 3¢,

Por tanto podemos deducir que podemos encontrar un m € N* tal que
k=f(m)=f(m+1)<f(m+2).
Entonces
f(m+1)*) =2f(m+1) =2f (m) = 2k < f(m) + f (m +2) = f ([m(m + 2)]).

Sin embargo, m(m + 2) < (m + 1)?, rompiendo asi el cardcter creciente de la funcién, por tanto la
Unica solucion posible de nuestro problema es la funcién nula f(n) = 0. O

Ejercicio. 3.4. (2011,ver (1) en las referencias web)
Denotamos por N = {0,1,2,3,...}. Encuentra todas las funciones crecientes f : N — N con las
siguientes propiedades:

@ f(2)=2.
(1) f(nm)= f(n)+ f(m), para todos n,m € N.

SOLUCION. De (ii), haciendo m = 1, tenemos que f(n) = f(n) + f(1) de donde f (1) =0.
Haciendo un proceso de induccién finita sobre (i), llegamos a que f(n*) = kf (n) para todos n, k €
N. En efecto, tenemos que f(1) = 0, supongamos que la igualdad se verifica para n es decir que
f(n*) = kf(n) y lo demostramos para n + 1:

f((n+ D) =f((n+ D) ' (n+1)=f((n+ DD+ f(n+1)
=f(n+ D)2+ 1))+ f(n+D=f(n+ 1D+ f(n+ D+ f(n+1)=---=kf(n+1).

Con lo que la igualdad queda demostrada y f (n*) = kf (n).
A continuacién, vamos a ver si podemos construir una funcién creciente con estas propiedades. En
primer lugar sabemos por lo anteriormente demostrado y por (i) que :

f@=f2)=2f(2)=4

Ya sabemos los valores de f(2) y f(4), veamos los posibles valores de f(3). Como la funcién ha de
ser creciente, las tinicas posibilidades de f(3) son 2,3 y 4. Estudiemos caso por caso:

» Si f(3) = 2 entonces
2 <3=f(2)<fBH=23f(2)<2f(3)=>6<4.

Pero esto es absurdo, por tanto f(3) # 2.
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» Si f(3) = 3 entonces
21 <37 = F(2MNF(37) = 11f(2) < 7f(3) = 22 < 21.
Una vez mas llegamos a una situacién imposible, por tanto f(3) # 3.
= Si f(3) =4 entonces
3P <2°= f(3) < f(2°)=3f(3)<5f(2)=20< 10.
Finalmente, llegamos de nuevo a una situacion imposible. Por tanto f(3) # 4.

Deducimos de todo esto que no existe ninguna funcién que satisfaga las condiciones expuestas en el
problema. O

Ejercicio. 3.5. (2015,ver (1) en las referencias web)

Encuentra todas las funciones f : Z — Z que verifican:

(1) f(n)+ f(n+1)=2n+1, para cualquier entero n.
6 .

2 Y2 f(i) = 2015.

SOLUCION. Notemos que de la ecuacién deducimos que f(n+ 1) =2n+ 1 — f(n). Por tanto:
= f(1)=1-f(0).
s f(2)=f(A+1)=2%x1+1—f(1)=3—f(1)=3—1+f(0)=2+ f(0).
s F(3)=f(2+1)=2%2+1—f(2)=5—2—f(0)=3—£(0).
= En general podemos decir que f(n) =n+(—1)"f(0), para todo n > 0.

En efecto, vamos a demostrarlo por induccién. La igualdad se verifica paran = 1, 2, 3, supongamosla
cierta para n y demdstremosla para n + 1:

f(n+1)=2n+1—f(n)=2n+1—n—(—1)"f(0)=n+1—(—1)"f(0)
=n+1—(=1)"f(0) =n+1+(=1)""'f(0),

con lo que deducimos la siguiente expresion

f(n+1)=(n+1)+(=1)""£(0).

Queda probado entonces que f(n) =n+(—1)"f(0), para todo n > 0.
Haciendo un razonamiento de induccion analogo, mediante induccién hacia atras usando que f (n) =

2n+1—f(n+1) se puede comprobar que esta expresion es valida para todo nimero entero también
negativo. En efecto:
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» f(-1)=-2+1-f(0)=—-1—f(0)
» f(2)=—4+1-f(-1)=-3+1-f(0)=—2+/(0)
= f(3)=—6+1—-f(=2)=—-5+2—-f(0)=-3—/(0)

o f(=n) =—n+(=1)'£(0)

Vamos a probar esta igualdad por induccidn, vemos que trivialmente se verifica paran = —1,—2,—3,
supongamos la igualdad cierta para —n y demostrémosla para —n — 1:

fen—1)=2(-n—1)+1—f(~n) = —2n—2+1—(—n+ (~1)"£(0))
=—2n—14+n—(=1)"f(0) = —n—1+ (=1)""1£(0).

Por tanto, se tiene que f(—n—1) = —n—1+ (=1)""'f(0) y la igualdad es vélida. Una vez visto
esto, notamos que en el conjunto {1,2,3,...,63} hay 31 enteros pares y 32 impares, es decir hay
exactamente un entero impar mas. Como sabemos que en la imagen de cada entero par aparece f (0)
con signo positivo y en la imagen de cada entero impar aparece con signo negativo, tenemos que,
aplicando la hipdtesis

63
> F(i) = 2015,
i=1

podemos deducir lo siguiente:

63 x 64
2

63 63
2015= > f(i)=2015=» i—f(0) = — £(0) = 2016 — £(0).

Con lo que f(0) = 1 y la funcidon que satisface las condiciones del problema tiene la siguiente
expresion:

f(n)=n+(-1)"7(0)

Nota: En la resolucién de este ejercicio hemos empleado la siguiente proposicion para calcular el
valor de una suma:

Proposicion. 3.6.
. n . o o n . _ n(n+l)
Dada una serie de la forma ) ,;_, i, el valor de su suma se calcula de la siguiente forma ), _ i = =5—.
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Ejercicio. 3.7. (2004,ver (1) en las referencias web)
Encontrad todas las funciones f : N — N tales que f (f (n)) = n+ 2 para todo nimero natural n.

SOLUCION. En primer lugar vamos a ver qué forma tendria nuestra funcién f distinguiendo si n es
par o impar:

» Si f(1) = a entonces por la condicién f (f (n)) = n+2 obtenemos que f (f (1)) = 1+2 entonces
f(a) =3. Con lo que f(a) = 3. Veamos el valor de f(3):

f(fla)=a+2=f(3)=a+2.
Repitiendo el proceso podemos hallar los diferentes valores de n. En efecto:

e Sabemos que f(1)=a y que f(a) =3 yaque f(f(1)) =a.

Como f(f(a)) = a+ 2 entonces f(3) =a+ 2.

Si f(f(3)) =5, entonces f(a+2)=5.

Con lo anterior deducimos que como f(f(a + 2)) = a + 4, entonces f(5) = a + 4.

Repitiendo el proceso podemos intuir que la forma de nuestra funcioén serd f(n) = n—
1+a.

En efecto, realizando un proceso de inducciéon podemos deducir que si n es impar la expresién
de la funcién es de la forma f(n) = n—1 + a. Supongamos la igualdad cierta para n y demos-
trémosla para n + 2. Como f(f(n)) =n+ 2 entonces f(n—1+a) =n+ 2, de aqui se deduce
que

f(f(n—1+a)=n—1+a+2=f(n+2)=(n+2)—1+a.

Por lo tanto la igualdad es cierta para todo niimero n natural impar. Veamos qué ocurre ahora

sin es par:

= Sean par, analogamente al caso anterior veamos qué forma tendria nuestra funcién. Sea f (2) =
b entonces por la hipétesis del enunciado deducimos que f(f(2)) = 4, con lo que f(b) = 4.
Andlogo al caso anterior tenemos que
e Como f(f(b))=b+2, entonces f(4)=b+2.
Por la hipétesis del problema se tiene que f(f(4)) =6 con lo que f(b+2)=6.
Como f(f(b+2))= b+ 4 entonces f(6) = b + 4.

Repitiendo el proceso llegamos a que f(n) =n—2+b.
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Probeméslo por inducciéon, en efecto supongamos que la igualdad es cierta paran = 2,4,6 y
si es cierta para n lo demostramos para n + 2. Tenemos que por hipétesis f (f(n)) =n+ 2 por
lo que f(n—2+b) =n+ 2 ( por la hipdtesis de induccién). Entonces:

f(n—2+b)=n—2+4+b+2=f(n+2)=(n+2)—2+b.

Como queriamos demostrar, por tanto la igualdad es cierta.

Tenemos que una primera aproximacion de la forma de nuestra funcién seria:

__[n+a—1 sinesimpar
f(n)_{n+b—2 si n es par

Ahora nuestra labor consiste en averiguar los valores de a y b para completar la expresién de nuestra
funcién. Las condiciones de f(a) =3, f(b)=4, f(n)=n+a—1(sinesimpar) y f(n)=n+b—1
(si n es par) son necesarias y suficientes para que se cumpla la condicién dada en el enunciado.
Para continuar debemos distinguir casos (a y b son pares o impares).

= Supongamos a impar, como 3 = f(a) =a+a—1 = 2a—1 entonces 2a —1 = 3, a = 2 pero
hemos supuesto que a es impar, por tanto necesariamente a debe ser par.

= Supongamos b par, como 4 = f(b) = 2b — 2 entonces 2b —2 =4, y b = 3, al igual que antes
llegamos a una contradiccién por tanto b es impar.

Dicho esto, sabemos por las condiciones que hemos extraido de la funcién que:

» 3=f(a)=a+b—2.
» 4=f(b)=a+b—1.

Obtenemos un sistema de ecuaciones, pero ambas ecuaciones son la misma a + b = 5. Nuevamente,
las condiciones de f (n) = n+a—1 (sin esimpar), f(n) = n+b—2 (sin es par), a es par, b es impar y
a+ b = 5 son necesarias y suficientes para que f cumpla la condicién dada. Las tnicas posibilidades
son:

m a=2yb=3.

ma=4yb=1.

En el primer caso tenemos que la expresién de la funcion buscada es:

__[n+1 sinesimpar
f(n)_{n+1 si n es par

Con lo que f(n) =n+ 1 para todo n € N, y su gréfica seria:
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En el segundo caso, la expresién de la funcién vendria dada por:

n+3 sin esimpar
n—1 sinespar

s =1

En este caso la grdfica de esta funcion seria

n par

Por tanto, estas son todas las funciones que verifican la condicién dada por el ejercicio. O
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Ejercicio. 3.8. (2004, ver (1) en las referencias web)
Calculad todos los posibles valores de f(2004) donde f : N — N es una funcién que cumple:

(1) f(nm)= f(n)f(m) para todo par de nimeros naturales n y m.
(i1) f(n) < n? paratodon € N.
(i) f(1002) > 1003969.

SOLUCION. En primer lugar vamos a descomponer 2004 y 1002 en factores primos:

m 1002=2x3x167.
= 2004 =2%2%3%167.

De (i) deducimos que f(1002) = f(2x3x167) = f(2x3)x f(167) = f(2)f (3)f (167). Supongamos
ahora que f(2) < 2% —1, entonces aplicando (ii) obtenemos:

£(1002) < (22 —1)x 3% x 167> = (2 x 3 x 167)*— (3 x 167)*) = (1002)* — (3 x 167)*.
Supongamos ahora que f(3) < 3% — 1, entonces obtenemos que:

£(1002) = £(2)f (3)f (167) < 2% % (3> —1) x (167%)
= (2 x 3 x 167)>— (2 x 167)* = 10022 — (2 x 167)>.

Si, finalmente, suponemos que f(167) < 1672 — 1 deducimos que:

£(1002) = f(2)f(3)f(167) < 22 x 32 x (167> —1)
=(2x3x167)>—(2x3)?>=(1002)2—(2 x 3)%

De estas tres relaciones deducimos que la menor cantidad que restamos a 10022 es (2 x 3)2. Por
tanto, en los tres casos ocurre que:

£(1002) < (1002)* — (2 x 3)2.

Con lo que f(1002) < 1003968, pero de iii) tenemos que f(1002) > 1003969, con lo que esta
ultima condicion contradice el enunciado. De aqui se deduce que forzosamente:

n f(2)=22%
» f(3)=3%
= f(167)=167>.
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Por tanto, el valor de f(2004) se calcula de la siguiente forma atendiendo a su descomposicion en
factores primos:

£(2004) = f(2% x 3 x 167) = f(2%) x f(3) x £(167) = f(2)* x f(3) x £(167)
=2*x32x 1672 = (22 x 3 x 167)? = (2004)>.

Finalmente, cabe decir que hay una funcién que satisface las condiciones dadas por el ejercicio. Esta
funcién es f(n) = n? con lo que f(2004) = 4016016. O

Ejercicio. 3.9. (2011,ver (1) en las referencias web)
Hallar todas las funciones reales continuas f : R* — R*, donde R* = {r e R| r > 0}, que cumplen
la condicidn:

para todo x € R,

L= 7

SOLUCION. Observando la ecuacién podemos reescribirla de la siguiente forma:

11 x—fQ)
= S TR T e

De donde obtenemos, desarrollando:

X+——f(X)—m 0.

Por tanto

(x— f(x))(l—%)—o

De aqui tenemos dos posibilidades:
s x—f(x)=0= f(x)=x.
) =0=f(x)=

1
xf(x)

1
Tenemos que por tanto para cada p > 0 o bien f(p) = p o bien f(p) = —. Las funciones de R" en R*

definidas por f(x) = x y f(x) = 1/x satisfacen las condiciones del problema, pero si analizamos el
problema observamos que las funciones :

u max{x, %}
= min {x,%
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también la cumplen ya que las curvas f(x) =x y f(x) = 1/x se cortan en (1,1) y solamente en ese
punto, como puede observarse con sus graficas:

A
fx)=1/x
4.
3. -
f(x)=x
2.+
1. -
— — —2 —1 0 1 2 3 4 g
—1. 1
_4 L
F _5 L

Observacion: Un razonamiento mas completo para deducir que estas funciones son las tnicas con-
tinuas es el siguiente: Sea f una funcién que cumple las condiciones del problema y supongamos
que en el intervalo (0,1) tomase valores x y 1/x. Sea a el supremo de los x < 1 tales que f(x) = x.
Si a fuese estrictamente menor que 1, la funcién tendria una discontinuidad en él, luego a = 1y
la funcién no puede saltar de x a 1/x en el intervalo (0,1). Andlogamente se hace a la derecha del
1. O

Ejercicio. 3.10. (2000, ver (1) en las referencias web)
Se consideran las funciones reales de variable real f (x) de la forma f(x) = ax + b siendo a y b
nuimeros reales. (Para qué valores de a y b se verifica que f?°*°(x) = x para todo niimero real x ?

Nota: Se define:
s f2(x) = F(f(x)).

= f2() = F(F(f(x))).
» En general f"(x)=f(f"1(x))=f(f(...f(x)...)), n veces.
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SOLUCION. En primer lugar hay que partir de una proposicion previa para la resolucién de este
ejercicio:

Proposicion. 3.11.

Sean f y g funciones lineales reales de variable real definidas como f(x)=ax+byg(x)=cx+d
paraa,b,c,d € R. La composicion de estas funciones f o g nos da otra funcion lineal cuyo coeficiente
en x es el producto de a y c, esto es, (f o g)(x) =acx +ad +b.

Atendiendo a la proposicién, tenemos que si f(x) = ax + b entonces f2°°°(x) serd una funcién del
tipo a?*®x + ¢, donde ¢ depende de a y b. Por tanto tenemos que ver para qué valores de a y ¢
£29%(x) = x. De esta forma obtenemos el sistema de ecuaciones siguiente:

q2000 — 1.
c =1.
De aqui se deduce que a =1 é a = —1. Analicemos los dos casos por separado:

= Sia=1entonces f(x)=x+Db,y

o f2(x)=f(f(x))=f(x+Db)=x+2b.

o f3(x)=f(f3(x))=f(x+2b)=x +3b.
o ...

o f20%x = x+2000b.

En este caso como f2°°x = x entonces 2000b = 0 = b = 0 y las funciones que satisfacen la
condicién son aquellas de la forma f(x) = x.

= Sia=—1 entonces f(x)=—x+ b y se tiene que:

o fA)=f(f(x)=f(—x+b)=—(—x+Db)+b=x.

o f20x)=Ff(f*x))=f(x)=—x+b.

o fA)=FU30))=Ff(—x+b)=x.

e En general podemos decir que la expresién de la funcién viene dada por:

—x + b sin esimpar
X sin es par

GRS
Por tanto como 2000 es par entonces f2°°°x = x. En este segundo caso cualquier funcién
de la forma f(x) =—x + b con b arbitrario es solucion. Como conclusién podemos decir
que :
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o Sia =1, entonces f(x) = x.
o Sia=-—1, entonces f(x)=—x+b.
De la ultima expresion deducimos que existen infinitas soluciones si a = —1, una para

cada valor de b. Para ver mds claras las soluciones podemos observar las graficas de
f(x)=xyf(x)=—x+bcuando b =1.

flx)=x

Ejercicio. 3.12. (2009, ver (2) en las referencias web)
Determinar todas las funciones estrictamente crecientes f : N — N que verifican:

@ f(0)=2.
(1) f(n)+ f(f(n))=2n+6, para todo n € N.

SOLUCION. Para hallar todas las funciones que verifican esta condicién vamos a ver, en primer lugar
el comportamiento de la funcién tanto en los nimeros pares como impares. En efecto: Si n = 0 por
las hipdtesis (i) y (ii) se tiene que f(0)+ f(f(0)) =2x0+6 es decir 2+ f (2) = 6 de donde f(2) = 4.
Obtenemos asi el valor de f(2), en general podemos afirmar que la expresion de la funcién en los
pares es f(2t) = 2t + 2. En efecto, probémoslo por induccién:
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» Si t = 0 el resultado es cierto, supongamos la igualdad cierta para n y demostrémosla para
t=n+1.

= La hipoétesis de induccion nos dice que f(2n) = 2(n + 1) por tanto aplicando la condicién ii)
tenemos que f(2t)+ f(f(2t)) = 2(2t)+6), o lo que es lo mismo 2(t + 1)+ f (2t +1) =4t +6,
es decir:

fQt+1)=4t+6—-2t—2=2t+4=2(t+1)+2

Por tanto la igualdad es cierta y se tiene que f(2t) = 2t +2. Veamos que ocurre en los impares:

= Sin esimpar, entonces n es de la forma n = 2t + 1. Tenemos, trivialmente, la siguiente cadena
de desigualdades: 2t < 2t +1 < 2t + 2. Como f es estrictamente creciente entonces f (2t) <
f@2t+1) < f(2t+2).Y por lo anterior tenemos 2+2 < f(2t+1) < 2(t+1)+2=2t+2+2 =
2t +41luego f(2t+1)=2t+3=(2t +2)+ 1 =(2t + 1) + 2. Tenemos por tanto que:
o f(2t)=2t+2.
e f(2t+1)=(2t+1)+2.

Podemos deducir que la expresion de la funciéon para un n arbitrario es f (n) = n + 2. Esta funcién
es la tinica que satisface las condiciones del enunciado y su gréfica es:

A

\

Vemos que, efectivamente, es estrictamente creciente pues es una recta de pendiente positiva. U
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Capitulo III

Problemas de fase nacional

En este capitulo abordaremos problemas de ecuaciones funcionales cuyo grado de dificultad es mas
avanzado con respecto al capitulo anterior. Estos problemas corresponden a la fase nacional de Olim-
piadas Matemadticas y enumeramos una lista de ellos.

4. Problemas

Ejercicio. 4.1. (OME 1998, ver (1) en las referencias web)
Hallar todas las funciones f : N* — N* estrictamente crecientes y tales que

f(n+f(n))=2f(n),

paran € N* =N\ {0}.

SOLUCION. En primer lugar, supongamos que existe k € N* tal que f(1) = k. Entonces a partir de
la ecuacion funcional deducimos que f(1 + f(1)) = 2f(1) y por tanto f(1 + k) = 2k. Como por
hipédtesis f es estrictamente creciente, entonces se tiene la siguiente cadena de desigualdades:

k=f1)<f2)<fB)<-<f(1+k) =2k

Por tanto, a partir de estas desigualdades deducimos que f (1), f(2),...,f(1+k) son k + 1 niimeros
naturales distintos tales que el primero es k y el dltimo 2k, por lo que han de ser consecutivos.
Tenemos por tanto:

= f(D) =k,
= fR)=f(D)+1=k+1,
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s f3)=fR)+1=k+2,

» f(1+k)=k+k=2k.

A partir de estas igualdades podemos intuir que nuestra funcién tendra una expresion de la forma
f(n) =n—1+k. En efecto, consideremos el caso general: sea d € N tal que f(n) = d, entonces se
tiene que f(n+d) =d +d = 2d. Por tanto, al igual que antes tenemos que:

d=f(n)<f(n+1)<:---<f(n+d)=2d

Con lo que f(n),f(n+1),...,f(n+ d) han de ser consecutivos y f(n) = n— 1+ f(1). En efecto,
probemos esta igualdad por induccién:

» Paran=1 es trivial pues f(1)=1—1+ f(1) = f(1).
= Supongamos que se cumple para n, es decir f(n) =n—1+ f(1).

» Lo demostramos para n+1, se tiene que f(n+1) = f(n)+1,yaque f(n), f(n+1),..., f(n+d)
son consecutivos, entonces aplicando la hipétesis de inducciéon tenemos que f(n+1) =n—1+
f)+1=n+1)—1+f(1).

Por tanto la igualdad se cumple y se tiene que la funcidon que satisface las condiciones es f(n) =
n—1+ f(1). Llamando k = f(1) obtenemos que f(n) = n— 1+ k y existen infinitas soluciones
dependiendo del valor de k. Tomando por ejemplo k = 1,2, 3,4 obtenemos las siguientes funciones
solucion:
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Ejercicio. 4.2. (OME 2000, ver (1) en las referencias web)
Demuestra que no existe ninguna funcion f : N — N que cumpla f(f(n)) =n+ 1.

SOLUCION.

Vamos a razonar por reduccién al absurdo, supongamos que existe una funciéon f : N — N que
verifica la condicién. Sea a € N tal que f(0) = a. Entonces, por la definicién de la funcién se tiene
que f(f(0)) =1 por lo que f(a) = 1. A partir de aqui podemos calcular los diferentes valores de la
funcién para los naturales, en efecto:

= Como f(a)=1entonces f(f(a))=a+1=f(1)=a+1,
» f(f()=1+1= f(a+1)=2,

» f(fla+1)=a+1+1=a+2=f(2)=a+2,

» f(f(2))=3=>f(a+2)=3,

s f(f(a+2)=a+3=>f(B)=a+3,

] f'('n) =a+n.

Vamos a demostrarlo por induccién, para n = 1 el resultado es cierto. Supuesto cierto para n para
n+ 1 tenemos que
f(f(n))=n+1=f(a+n)=n+1.

Con lo que
f(fla+n)=a+n+1=f(n+1)=a+n+1.

Por tanto la funcién tiene la forma f(n) = a + n. Ahora, por hipétesis tenemos que f(f(n)) =n+1,
y por lo demostrado se tiene que f(f(n)) = f(a+ n) = a+ n+ a. Por tanto uniendo estas dos
expresiones tenemos que n+ 1 =a+a+n, y se tiene a = % Como, por hipdtesis, a € N, no existe
ninguna funcién que satisface la condicién exigida. O

Ejercicio. 4.3. (OME 2002, ver (1) en las referencias web)
Hallar todos los polinomios P(t) de una variable que cumplen

P(x*—y*)=P(x+y)P(x—Yy),

para todos los numeros reales x e y.

SOLUCION. Observando la ecuacién funcional, vemos que es de la forma P(uv) = P(u)P(v) reali-
zando el cambio de variable u = x + y y v = x — y. Una vez transformada la ecuacidn inicial en una
mas simple podemos trabajar con ella para hallar la solucidn.
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Vamos a dar valoresau y v.
Siu = v = 0, tenemos que P(0) = P(0)P(0) con lo que P(0) = P(0)?, por tanto o bien P(0) =0 o
bien P(0) = 1. Distinguimos ambos casos:

= Supongamos que P(0) = 1. Haciendo v = 0 en la ecuacién transformada llegamos a que
P(0) = P(u)P(0) con lo que 1 = P(u) y por tanto una solucién de la ecuacion inicial seria la
funcién constante igual a 1: P(x) = 1, para todo x € R.

= Supongamos ahora que P(0) = 0 entonces P(t) es un polinomio de la forma P(t) = tQ(t) con
Q(t) un polinomio de grado n = grado(P(t)) — 1. Este nuevo polinomio satisface la ecuacion,
pues:
uvQ(uv) = uQ(u)vQ(v) para todos u,v € R.

Entonces Q(uv) = Q(u)Q(v), para todos u, v € R. Por tanto tenemos dos posibles valores para
el polinomio Q(t):

e Q(t)=0,
e Q(t)=1t".
Como conclusién de todo este proceso tenemos que la ecuacién posee tres soluciones:
» P(t)=1.
= P(t)=0.
» P(t)=t"",

Ejercicio. 4.4. (OME 2002, ver (1) y (4) en las referencias web)
La funcidn g se define sobre los naturales y satistace las condiciones:

= g(2)=1.
= g(2n) = g(n), para todon € N.
» g(2n+1)=g(2n)+1, para todon € N.

Sea n un nuimero natural tal que 1 < n < 2002.

(1) Calcula el valor maximo M de g(n).
(2) Calcula también cudntos valores de n satisfacen g(n) = M.

SOLUCION. En primer lugar, observando las condiciones de la funcién g vemos que :

. g(1)=g(0)+1.
» 1=¢g(2)=g(1)=g(0)+ 1, entonces g(0) =0y g(1)=1.
m g(3)=g(2)+1=1+1=2.

- g =g(2)=2.

= g(5)=g(#4)+1=2+1=3,
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Sea ahora un nuimero natural a € N, entonces hay dos posibilidades para a: es par o es impar.

= Sia=2n se tiene g(a) = g(2n) = g(n).
m Sia=2n+1setiene g(a)=g(2n+1)=g(n)+1.

Distinguimos ahora si n es par o impar. Si n = 2m entonces g(n) = g(m) en cambio sin =2m+1
entonces g(n) = g(m) + 1. Tenemos entonces la siguiente casuistica:

m Si a = 2n entonces

e a =2 x2m, entonces g(a) = g(m).

e a=2x(2m+1)=22m+ 2, entonces g(a) = g(m) + 1.
m Sia=2m+ 1 entonces

e a=2x2m+1=2?m+1, entonces g(a) = g(m) + 1.
e a=2x(2m+1)+1=2°m+2+1, entonces g(a) = g(m) + 1.

Podemos escribir todo nimero natural n en base t, para t € N\ {0, 1}. En el caso t = 2, tendriamos
una expresién del tipo: n = a, + 2a; + 2%a, + -+ + a,2¥, donde a; € 0,1, y k € N. En este caso
escribimos n = (a;ay_; . ..a;ag)s).

Segun esto, y lo visto anteriormente, podemos decir que si escribimos a enbase 2, a = (a;a;_; ... a;ay)y,
entonces g(a) = a,+a, +---+a; (es decir, g(a) es el nimero de unos que hay en la expresion de a
en base 2). En efecto:

» Sia =1 entonces g(1,)=g(1)=1.

= Vamos a hacer induccién sobre el nimero de cifras de a en base 2. Supongamos que es cierto
. . . n
si a se escribe con n+1 cifras: a = (a,a,_; ...a,d,),). Tenemos g(a) = »,_, a; lo demostramos
para n + 2 cifras.

» Para a = (a,,a,...a,0a,), Se tiene que

e Sia, = 0, entonces a es multiplo de dos: a = 2b, donde b = (a,1a,...a;). Se tiene
g@=g2h)=gb) =" 0 =3 a.

e Sia, = 1,entoncesa = b+1,donde b = (a,;,a,...a;0),), sillamamos c = (a,,1a,...4a;)y),
n+1

se tiene g(a) =g(2c+1)=g(c)+1=>,  a;+1= 27:3 a;.

Por tanto, g es de la forma g(a) = Z?=1 a;, si a = (a,a,_; ...a,ay),. Una vez demostrado esto,
pasamos a calcular lo que se nos pide. En primer lugar tenemos que por hipétesis 1 < n < 2002, por
tanto observando las sucesivas potencias de 2:

n 28 =256.

s 2° =512,
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n 210=1024.
n 21 =2048 > n.

Vemos que la mayor potencia que tiene dos es 10 por tanto M = 10. Ahora bien, nos preguntamos
cuantos valores de n satisfacen la ecuacién g(n) = 10. Tenemos que 2!° = 1024 por tanto es un
numero par y en su expresidon en base 2 solo habrd un 1, por tanto 1023 si tendrd 10 unos. Asi
vamos construyendo los valores de n que satisfacen la ecuacion:

» 2194 29 = 1536 que tiene 1 uno, por tanto 1535 tendrd 10 unos.
210429+ 28 = 1792 = n = 1791 satisface la ecuacién.
210429428 427 =1920 = n = 1919 satisface la ecuacién.
210429428 4 27 4 26 =1984 = n = 1983 satisface la ecuacioén.
210429 4+ 28 + 27 + 264+ 25 = 2016 > n por tanto este valor no vale.

De esta forma los unicos valores de n que satisfacen la ecuacién g(n) = 10 son:

= 1023.
= 1535.
= 1791.
= 1919.
= 1983.

Ejercicio. 4.5. (OME 2004, ver (1) en las referencias web)
Hallar todas las funciones f : Z — Z tales que para cualesquiera x,y enteros se verifica que

fle+f)=F)=f(y).

SOLUCION. En primer lugar, observando la ecuacién podemos decir que f (x +nf(y)) = f(x)—ny
para n € N. En efecto:

= Para n =1 se da trivialmente la igualdad.
= Supuesta la igualdad para n, f(x +nf(y)) = f(x) —ny, lo demostramos para n + 1.
= Para n+ 1 se tiene que

fx+n+Df ) =fx+nf(+f)=Ffx+nf(y)—f(y)
=f)=nf(Y)=f(y) =)=+ 1Df(y).

Andlogamente demostramos el caso en que n < —1. En efecto:
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= Para n = —1 hay que probar que f(x — f(¥)) = f(x) + y. En efecto, se tiene
f)=f—fOMI+fN=Ffx—=FN—fy).
De donde se tiene el resultado.
= Supuesto para n, f(x —nf(y)) = f(x)+ ny, lo demostramos para —n — 1.
= Para —n— 1 se tiene que:
flx+(n-1DfON=fx—nf(y)-f¥)=
fx=—nfyN+y=fx)+ny+y=f()—-(=n—-1)y

Por tanto, se tiene que f (x+nf (y)) = f (x)—nYy para cualquier n entero. Con esto, dando los valores
x =y =1yn=f(1) sustituyendo en la expresiéon obtenemos que:

fA+fA)=f1)-f(1)=0.

A partir de esto, llamando k = 1+ f(1)f(1) = 1+ f(1)* > 0 se tiene que f(k) = 0. Por tanto, a
partir de esto y lo anteriormente demostrado llegamos a que:

fO)=fx+f(k)=f(x)—k

Como k > 0 llegamos a una contradiccién, por lo que no existe ninguna funcién f : Z — Z que
verifique la igualdad del ejercicio. g

Ejercicio. 4.6. (OME 2006, ver (1) y (4) en las referencias web)
Hallar todas las funciones f : (0,+00) — R que satisfacen la ecuacion

Fefm+f(2)f(5) =20 )

para todos x,y € R*, A € R* tal que f(1) =1,

SOLUCION. En primer lugar, para hallar la solucion de esta ecuacién funcional vamos a ir dando
valores a x e y para obtener relaciones.

Primeramente, si x = y = 1 tenemos que

FOFQ+fFf(A)=2f(1) = f2(1) + f2(A) = 2f ().
Con lo que

fA-2f()=-1=>(fDL-1)’=0=f()=1.
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Ya tenemos que f (1) = 1, dando ahora y = 1 y sustituyendo en la ecuacion teniendo en cuenta la
relacién obtenida vemos que

FOOF+f (%)m) = 2f (x).

s+ (2) =21 == (2).

Ya tenemos otra relacién en la ecuacién funcional, tomando ahora y = — en la ecuacién y teniendo
x

en cuenta las relaciones tenemos que

seof (2)+5(2) =27 (x2).

27 0f (2) =260 = 5 0r (2) =1,

Con lo que f(x)f(x) =1y por tanto f%(x) =1, esto es, f(x) =1 6 f(x) = —1. Para decidir que
funcidn es la solucién tenemos que tener en cuenta que para todo nimero real positivo t, existe un
ndmero real positivo z tal que z = +/t.

Ahora, tomando en la ecuacién funcional x = y =z se llega a que

e+ f () ()= 2@

i)\t
Con lo que
A
2 2 _

Como el lado izquierdo de la igualdad son nimeros positivos, se debe cumplir que f(t) es positivo
con lo que la dnica posibilidad es que f(t) = 1.
O

Ejercicio. 4.7. (OME 2012, ver (1) en las referencias web)
Hallar todas las funciones f : R — R de variable real con valores reales, tales que

(x=2)f (V) +f(y +2f(x)) = f(x+ yf(x)) = f(x+yf(x)),

para todo x,y € R.
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SOLUCION. Para realizar este ejercicio vamos a suponer dos casos y estudiarlos. Los casos son:
f(0)=0Yy f(0) # 0. Comencemos en primer lugar estudiando el primer caso. Si f(0) = 0 haciendo
x =0 en la ecuacién funcional

—2f(Y)+f(y +2f(0)) = £ (0 + yf(0)).

—2f()+f¥)=0=f(y)=0.

Obteniendo asi una primera solucion para la ecuacién f (x) = 0. Supongamos ahora el caso contrario,
f(0) # 0. Haciendo en este caso y = 0 en la ecuacién funcional tenemos

(x =2)f (0) + f(2f (x)) = £ (x).

Lo que nos da a entender que f(x) es claramente inyectiva. En efecto, sean x; y x, nimeros reales
tales que f(x;) = f (x,) probaremos que x; = x,. Como f(x;) = f(x,) entonces

(1 =2)F(0) + £ (2f (x1)) = (x, = 2)f (0) + f (21 (x3)),
de donde al ser f(x;) = f(x,) se tiene que
(x, =2)f (0) = (x, = 2)f (0) = x; = x,.
Por tanto, la funcién f es inyectiva. Haciendo ahora x = 2 en la ecuacién llegamos a que
fir+2f2)=f2+yf(2).

Aplicando la inyectividad de la funcién tenemos

y+2f(2)=2+yf(2).
Haciendo y = 0 en la igualdad anterior llegamos a que

2f(2)=2=f(2)=1.
Como f es inyectiva se tiene que f(3) no puede ser 1, por tanto realizando ahora el cambio

3

S )

en la ecuacién llegamos a la siguiente igualdad
3 3 3
zrw) (mrm) o @)
Desarrollando las expresiones tenemos
3 3 3
(=) (e~ (=)
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(=rm)=°

Por tanto, a partir de esto vemos que tiene que existir un nimero a € R tal que f(a) = 0. Poniendo
y = a en la ecuacién obtenemos

Con lo que

(x—=2)f(a) + fa+2f(x)) = f(x +af (x)).

Con lo que
xX—a

a+2f(x)=x+af(x)=f(x)= oy

Solo queda hallar el valor de a para tener completa la expresién de f. Para ello, sustituyendo la
expresidn de f obtenida en la ecuacion tenemos

R

(x—2)(y—a)+y+2(;c;a)—a=x+y()2(:2)—a.

(x—2)(y—a)+y+2(%)=x+y(;c:2).

Haciendo y = 2 en la igualdad anterior llegamos

(x—2)2—a)+2=x.

Por tanto, resolviendo la ecuacion anterior

(x—2)2—a)=x—2=>2—a=1=>a=1.

Ya tenemos el valor de a, por tanto la funcién que satisface la ecuacién funcional es f(x) = x — 1.
A modo de conclusién, existen dos funciones que satisfacen la ecuacién funcional dada, a las cuales
hemos llegado distinguiendo casos si el valor de la funcién es 0 en 0 o no. Asf las soluciones obtenidas
han sido:

= f(x)=0;
» fl)=x—-1;

para cualquier x € R. Las graficas de estas funciones vienen dadas por

Febrero, 2016 Curso 2015-2016. TRABAJO FIN DE MASTER



SEC. 4. PROBLEMAS 39

\

Ejercicio. 4.8. (OME 1996, ver (1) en las referencias web)
Sean a, b, c niimeros reales. Se consideran las funciones f (x) = ax?+ bx +c y g(x) = cx?+ bx +c.
Sabiendo que

» [f(-DI<1.

= [f(0) < 1.

w [f(D)|<1.

5
Demostrar que si —1 < x < 1 entonces |f (x)| < 2 vi]glx) <2

SOLUCION. Vamos a utilizar un concepto clave de espacios vectoriales: la base.

Los vectores (1,1,0), (1,—1,0), (1,0,—1) forman una base del espacio vectorial R>. Por tanto todo
punto de R® es combinacién lineal de los {(1,1,0),(1,—1,0),(1,0,—1)}. Ahora teniendo en cuenta
que el espacio de los polinomios de grado menor o igual que 2, P,, es isomorfo a R3, los polinomios
x?+x, x> —x y x>—1 serdn una base de P,[x]. Con esto se tiene que existen unos coeficientes A, B
y C tales que:

f(x)=Ax(x+1)+Bx(x—1)+C(x*—1).

En esta nueva expresion de f sustituyendo x por los valores 1,-1 y O tenemos que:

] x=1:>f(1):2A:>A:j%.
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n x=0=f(0)=—

. x=—1:>f(—1):23:>3=%.

Sustituyendo los valores obtenidos para A,B y C en la expresién de f llegamos a

feo=L0 P -1+ 500 -2,

De donde aplicando las hipédtesis llegamos a la siguiente desigualdad

x(x+1)+

FCOI < e+ DI+ xCe— D]+ (1=,

N

De aqui, como por hipétesis —1 < x < 1 tenemos que 1 +x >0, 1—x >0y 1—x? > 0. Aplicando
estas desigualdades a la desigualdad anterior tenemos

o)< X! Ix]

de donde desarrollando el miembro de la derecha llegamos a que

(+1)+ x(l x)+1—x?

£ GOl < Jox] = x* + 1.

Ahora bien, el miembro de la derecha se puede reescribir de la forma

5 1)?
|x|—x2+1=——(|x|——) .
4 2

Por lo que aplicando esto llegamos a que

@l < ——(|x|—%) <2

5 , . .
Con lo que |f (x)| < 2 como queriamos demostrar. Pasamos ahora al caso de la funcién g, la funcién

g se puede expresar en términos de f de la siguiente forma:

g =xf (1),

Partiendo de la expresién nueva de la funcién f tenemos que
1 1)1/1 -1)1 1
X 2 x\x 2 x\x Cx2

x2f G) = % x+1)+ f(;”(1—x)+f(0)(x2— 1).

Con lo que
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Por tanto, llegamos a que

+1 1-— +1 1-—
P Pl B St d BPICIS Se  S Sk P I JIP S )
2 2 2 2
Con lo que |g(x)| < 2 como queriamos demostrar. O

Ejercicio. 4.9. (Olimpiada Nacional del Canada. 2008)
Determina todas las funciones f : Q — Q que verifican f(2f(x) + f(y)) = 2x + y para todos

x,y €Q.

SOLUCION. Veamos algunas relaciones que se obtienen de forma inmediata:
(1) Six =y =0, setiene f(3f(0))=0.
(1) Six =y, se tiene f(3f(x)) = 3x.

(1) Six =0, setiene f(2f(0)+ f(y)) =Y.
(1v) Siy =0, se tiene f(2f(x)+ f(0)) = 2x.

Veamos como llegar a la caracterizacion.

(1) Primero probamos que f es inyectiva. Sean x,y € Q tales que f(x) = f(y), se tiene:

2x+y =fQ2F)+f(¥)=fBf(x))=f2f () + f(x)) =2y +x.

Entonces x = y.
(2) Se tiene f(0) = 0. Sabemos que existe x € Q tal que f (x) = 0, entonces

f(0)=f(3f(x)) = 3x,
0=f(3f(0)) = f(3x3x) = f(9x),

y por ser inyectiva, se tiene x = 9x, esto es, x = 0.
(3) Setiene que f es autoinversa. En efecto, paracada y € Qsetiene y = f(2f (0)+f(¥)) =f f(¥).
(4) f es un homomorfismo para el 2, esto es, f(2x) = 2f (x). Se tiene 2x = f(2f (x)), y aplicando
f se tiene f(2x) = f f(2f (x)) = 2f (x).

(5) f eslineal (homomorfismo para la suma). Aplicando f ala relacién original se tiene f (2x+y) =
X

ff@2f(x)+ f(y))=2f(x)+ f(y). Basta ahora sustituir x por 5
(6) Como consecuencia f esta definida f (x) = kx, para un elemento k € Q. Como f es autoinversa,
se debe verificar x = f f(x) = f (kx) = k®x, esto es, k* =1, de donde k =1 6 k = —1.

Hay exactamente dos funciones verificando las condiciones dadas: la identidad, f(x) = x, y la
opuesta, f(x) = —x, para todo x € Q. O
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Ejercicio. 4.10. (Olimpiada Nacional del Canada. 2008)
Determina todas las funciones f : R — R que verifican f (x* + y?) = f(x + y)f (x — y) para todos
x,y €R.

SOLUCION. Hacemos un cambio de variables en el siguiente sentido: llamamos x = % ey= "Z—b
Hacer variar x e y en R es equivalente a hacer variar a y b en R. En este caso se tiene la relacion:
f(#) = f(a)f (b) para todos a, b € R.
Relaciones inmediatas:
(1) Sia=Db, se tiene f(a?) = f(a)>.
(11) Sia=b =0, se tiene f(0) = £(0)?, de donde f(0) =06 f(0) = 1.
() Si b =0, se tiene f($) = f(a)f (0).

Caso 1. f(0)=0.

Tomando b = 0, se tiene f(%) = f(a)f(0) = 0. Por tanto, para cada a € R se tiene f(a)* = f(a?) =
f(@) =0, de donde f(a)=0.

Caso 2. f(0)=1.

Tomando b = 0, se tiene f(%) = f(a)f(0) = f(a). Tenemos entonces la relacién f(a®) = f(a)* =

2 . . . 2 .
f(5)?. Si consideramos ahora p € R*, por ejemplo p = %, se tiene:

f(2p) = f(p)?, entonces se tiene:

F(p?) = F(P) = £(2p) = f (L) = f(2p?), y por tanto:
f(p)=f(2p).

Se verifica pues f(p) = f(p)?, y como consecuencia f(p) =0 6 f(p) = 1, para cada p € R".

Caso 2.1. f(0) =1y existe p € R* tal que f(p) =0.

Supongamos que existe p € R* tal que f(p) = 0. Para cada ¢ € R*, vamos a ver que f(q) = 0; en
efecto, sabemos que f(q) = f(2q), y por induccién tendremos que f(q) = f(2'q), para cada t € N.
Como ambos son positivos, siempre es posible encontrar t € N tal que 2'q > %2, entonces existe
u € R tal que 2'q = #, y como consecuencia se tiene: f(q) = f(2'q) = f(uzz—pz) =f(wf(p)=0.
Tenemos que para todo numero real positivo q se tiene f(q) = 0. Si g es un nimero real positivo,
se tiene f(—q) = f(#) = f(%) = f(q); por tanto, en este caso se tiene f(a) = 0 para todo
a R\ {0}.

Caso 2.2. f(0) =1 y no existe p € R* tal que f(p) =0.

Si no existe p € R* tal que f(p) = 0, entonces para todos ellos se verifica f(p) = 1, y por ser
f(—q) = f(q), para cada numero real positivo g, se tiene que f deber ser la funcién contante igual
a uno.

Tenemos tres posibles funciones:

(1) La funcién constante igual a cero.
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(2) La funcién constante igual a uno.
(3) La funcién definida por f(0) =1y f(a) =0 para todo a € R \ {0}.
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Capitulo IV

Ecuaciones Funcionales. Problemas de
Competicion

En este capitulo final vamos a realizar un estudio de los problemas de Olimpiadas en la fase de
mayor dificultad: la fase internacional. Abordaremos problemas en los que pondremos de manifiesto
la potencialidad de las soluciones al resolver este tipo de problemas.

5. Problemas

Ejercicio. 5.1. (OMI 1978, ver en [4] y [6])
El conjunto de los numeros naturales positivos es unidn de dos subconjuntos disjuntos

{f(),f2),...,f(n),...} y{g(1),g(2),...,g(n),...} donde

D f<f@R)<---<f(m)<---
2 g<g2)<---<gln)<---
(3) g(n)=ff(n)+1, para todo n € N*.

Determine f (240).

SOLUCION. Llamemos F al conjunto de imagenes dada por f, {f (1), f(2),...,f(n),...}, y G al con-
junto de las imagenes dadas por g, {g(1), g(2),...,g(n),...}. Por hipétesis del enunciado se tiene
que Z* = F UG, es decir si un elemento, g, estd en F entonces no estd en G. Dicho esto, sim € G
entonces m — 1 ¢ G. En efecto, si m € G entonces existe un numero entero positivo, n,tal que
m=g(n)=f(f(n))+1conloquem—1=f(f(n))y por tanto m — 1pertenece a F, y no a G.

Teniendo en cuenta esto podemos ver también que si m € G entonces m + 1 ¢ G. En efecto, si
suponemos que m + 1 € G, entonces aplicando lo visto anteriormente tenemos que (m+1)—1€F




46 CAR IV. ECUACIONES FUNCIONALES. PROBLEMAS DE COMPETICION

pero m+1—1 = m y estamos suponiendo que m € G, llegamos a una contradicciéon con lo que
necesariamente sim € G entoncesm+1 € F.
Tomemos ahora como m el niimero 1 y veamos que ocurre. Obviamente, 1 ¢ G pues si 1 € G enton-
ces tendria que existir un n € Z* tal que g(n) = 1 y por tanto f(f(n))+ 1 = 1. De aqui deducimos
que f(f(n)) = 0, puesto que fy g toman valores en Z* no pueden tomar el valor O conloque 1 € F y
con esto se deduce que f (1) = 1 siendo f (1) el menor elemento del conjunto F y por tanto aplicando
la hipdtesis del enunciado para g llegamos a que g(1) = f(f(1))+1=f(1)+1=1+1=2. Por
tanto, 2 es el minimo del conjunto G.
Asimismo, podemos ver que como no hay dos enteros consecutivos en G se deduce que 3 ¢ G y
por tanto f(2) = 3. Dicho esto, la meta del ejercicio es hallar f(240), para ello vamos a realizar un
analisis de los conjuntos con la finalidad de poder deducir una expresién sencilla para el calculo de
las imagenes de f.
Sea n € Z*, definimos m = f(n) y construimos los siguientes conjuntos:

= F, ={f(1),f(2),...,f(m)}. Este conjunto tiene m elementos con la propiedad de que cada

uno de ellos es menor que f(m) + 1.
= G,=1{g(1),g(2),...,g(n)}. Que tiene n elementos con g(n) = f(f(n))+1=f(m)+1.

Claramente, F,UG,, tiene n+m elementos. Hay que probar ahora que no hay ningtin hueco en F,UG,),.
En efecto, dado y & F,, se tiene que y < f(m) por lo que y < f(f(n)) < f(f(n)) +1 = g(n). De
aqui se deduce que existe un g tal que g(z) = y por ser F UG = Z" luego y € G,. Entonces n +m
estd en F,, UG, y es el mayor por lo que necesariamente se tiene la igualdad f(m)+ 1 = g(n).Por
tanto

n+m=f(m)+1=f(m)=n+m—1,

y ademas,
g(n)=n+m=n+ f(m).

Con esto, sustituyendo m = f(n) tenemos que f(f(n)) = f(n) + n—1 y por tanto ya tenemos una
expresion clara para ir calculando valores de f. En efecto, hemos probado que f(1) =1y f(2) =3,
a continuacién calculamos los siguiente valores:

« FB)=F(f(2)=f(2)+2-1=3+2-1=4.

- FA=FFEN=FB)+3-1=6.

- F(6)=F(f(4) =6+4—1=9.

» fO)=f(f(6))=9+6—-1=14.

» f(14)=f(f(9))=14+9—-1=22.

» £(22)=f(f(14)) =22+ 14—1 = 35.

= £(35)=f(f(22)) =35+22—1="56.

= f(56)=f(f(35))=56+35—1=90.

= £(90) = f(£(56)) =90+ 56— 1= 145.

= £(145) = f(£(90)) = 145+ 90 — 1 = 234.

= £(234) = f(f(145)) = 234 + 145— 1 = 378.

Observamos que 378 > 240 por lo que con este método no llegamos a la meta del ejercicio, ahora
bien podemos hallar el valor de la funcién en este punto a partir de la definicién de g y de la
condicién de que si un elemento estd en G no estd ni el siguiente ni el anterior. En efecto, como
g(n) =f(f(n)) + 1 entonces g(35) = f(f(35))+1 = f(56)+ 1 = 91.Por tanto, 92 necesariamente
debe estar en F y como f(56) = 90 entonces necesariamente f(57) = 92. Con esto tenemos que
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s £(92) = f(f(157)) =92+57—1 = 148.
= £(148) = f(£(92)) = 148 + 92— 1 = 239.
n £(239) = F(f(148)) = 239 + 148 — 1 = 386.

Estamos muy cerca de lograr el valor de la funcion en el punto 240, viendo que g(148) = f(f(148))+
1= f(239)+ 1 = 387 tenemos que 388 no puede estar en G y por tanto 388 ha de estar necesaria-
mente en E Como hemos visto que f (239) = 386y 387 € G, se tiene forzosamente que f (240) = 388
y con esto se llega a la meta del ejercicio concluyendo que el valor de la funcién f en el punto 240
es 388. U

Ejercicio. 5.2. (OMI 1999, ver en [5])
Encuentre todas las funciones f : R — R tales que

f=fON=FFON+xf(y)+f(x)-1,

para cualesquiera x,y numeros reales.

SOLUCION. En primer lugar, en este tipo de ecuaciones es interesante ver qué le pasa a la ecuacién al
realizar cambios en la misma. Por la forma de la ecuaciéon vemos que haciendo x = f(y) obtenemos

fO=fFON+fOP+fFON-1,
de donde

1+£O)—f()

FO=fOP+2fFON 1= FF() = g

Haciendo ahora en la ecuacién x = f(z) tenemos que

FEE N =FEON+F@F )+ F )1
_ 2
= HOZTOY payro+ sren -1
_1+f0)—f0)
2

1.

+fEf )+ O G _

1+fO)—fr )P +2f)f () +1+f(0)—f(2)*—2

2
_2f(0)—(f ) +£(2)* —2f (2)f ()
2
_2f(0)-(f =) fO))? (f(Z)—f(y))z-

= f(0)-

2 2
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Con lo que a partir de esto tenemos que

(@ =FO

fFE)=fF))=f(0)- 5

Si f(2)— f (y) tomase todos los valores reales habriamos acabado el ejercicio y sélo quedaria hallar
el valor de la funcién el punto 0. Veamos que esto se verifica. En efecto, partiendo de la ecuacién
tenemos que

fa=fON=FFON+xfN+f)=1=Ffx=fON=fG)=FF D +xf(y) -1

Tomamos un y € R tal que f(y) = 0. Nbtese que este elemento existe pues si tomamos f(y) =0 en
la ecuacién llegamos a que

fO)=f0)+f(x)—1,

y finalmente, tomando f(x) = 0 tenemos que f(0) = 1. Vemos con esto el valor de la funcién en
el punto 0. Ahora, tomamos t € R tal que t = f(f(y)) + xf(y)— 1 y tenemos que a partir de la
ecuacién funcional

el 40162)
f) ’

con lo que

; (z ¥ 1;(1;({@)) _f(y)) s (z+ 1;(1;()1((”)) —t.

Observamos que a partir de esta igualdad tenemos garantizado que cualquier t € R se puede expresar
como la diferencia de la funcién en dos puntos, con lo que podemos decir que existen u y v nimeros
reales tales que f(u) — f(v) =t y por tanto f(t) = f(f (u) — f(v)), a partir de la igualdad

(f (=)= F(¥))?

fUE =) =f(0)— >

sustituyendo en la expresién obtenida para u y v llegamos a

ORIk

HOREEES

tZ
:f(O)—E-

Como f(0) =1 llegamos a que la expresion de la funcién que satisface la hipdtesis del enunciado es

2
f(t)=1—% YVt e R.

La grafica de la funcién solucién viene dada por:
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Ejercicio. 5.3. (OMI 1983, ver en [5])
Encuentre todas las funciones f : R* — R*, definidas sobre el conjunto de los reales positivos, que
satisfacen las siguientes condiciones:

s f(xf(y))=yf(x) para cualesquiera x,y € R*.
» f(x) tiende a o cuando x tiende a O.

SOLUCION. En primer lugar vamos a ver que la funcién es inyectiva y sobreyectiva. En efecto, to-
mando x = 1 en la primera condicién tenemos que f(f(y)) = yf(1). Con lo que si f(x) = f(y)
entonces

fFUEON=fUFCN=yfD)=xfQ)=>x=y,

. . . . .y z
lo que garantiza el cardcter inyectivo de la funcién. Tomando ahora y = —— entonces

O
()=

Lo que nos garantiza que para cualquier real positivo z existe un elemento y tal que f(y) =z, por lo
que f es sobreyectiva. Notese ademas que J% es un real positivo por serlo f (1) (f s6lo toma valores
positivos). Ya tenemos que f es inyectiva y sobreyectiva, lo que jugard un papel fundamental en la
resolucion del ejercicio.
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Tomando ahora y = 1 tenemos que f(xf(1)) = f(x), aplicando ahora que f es inyectiva llega-
mos a que x = xf (1) con lo que f(1) = 1. Tomando ahora x = 1 vemos que f(f(y))=yf(1) conlo
que f(f(y)) =y Vy € R*. De aqui podemos decir que la funcién va a tener puntos fijos. En efecto,
tomando y = f(z) en la primera condicién llegamos a que

f(xz) = f(2)f (x).

Con lo que f es multiplicativa. Sea ahora y = x, sustituyendo en la primera condicién tenemos

flxf (x)) = xf(x).

De donde vemos que xf(x) es un punto fijo de la funcién f. Es decir, para cada numero real x,
existe un numero real positivo k(x) tal que xf(x) = k(x) con f(k(x)) = k(x). Anteriormente,
hemos calculado un punto fijo pues f(1) = 1. Veamos ahora que si k es un punto fijo entones k>
también lo es. Para ello, haciendo x = k en x f (x) obtenemos

fkfU) =kf (k)= f(k*) =K.

Esto se cumple porque f es multiplicativa y por tanto k? es un punto fijo. Veamos, realizando un
proceso de induccién, que k2" es un punto fijo Yn € Z*. En efecto, si n = 1 ya lo tenemos demostrado,
supongamos que se verifica para n es decir que f (k*') = k*" y lo probaremos para n + 1

2n+1 2n+1

FOE) = F(R*2) = F () =K'k = k
Hemos aplicado la condicién de que f es multiplicativa. Por tanto, el conjunto de puntos fijos es de
la forma {k,k?,k*,...,k?",...}. Si llamamos P, = {k?'}, esta sucesién claramente tiende a infinito
cuando n tiende a infinito por lo que

{k*'} — 00 = f(k*") — oco(x — 00).

Por tanto, vemos que f(x) no tiende a 0 cuando x tiende a oo por lo que podemos decir que no
existen puntos fijos mayores que 1. Supongamos ahora que existe un punto fijo k < 1 entonces

s () s (2) - ()1 (2) 10 ()

y % > 1 por lo tanto no hay puntos fijos menores que 1. De donde el inico punto fijo es el 1 y por
tanto
1
xflx)=1=f(x)=—_.

X

La solucion que hemos obtenido se trata de una hipérbola cuya grafica es la siguiente
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Ejercicio. 5.4. (OMI 1994, ver en [5])
Sea S el conjunto de los nimeros reales estrictamente mayores que —1. Encuentre todas las funciones
f : S — S que satisfacen las dos siguientes condiciones:

n e+ fO)+xfO)=y+f)+yf(x) Vx,y €S.
= f(x)/x es estrictamente creciente en cada uno de los intervalos —1 < x <0 y 0 < x.

SOLUCION. En primer lugar veamos que f es inyectiva.En efecto, haciendo x = 0 en la primera
condicién tenemos que f(f(y))=y+f(0)+yf(0)=y(1+(0))+ f(0). Como f : S — S entonces
f(x) > —1 con lo que en particular f(0) > —1 y por tanto f(0)+ 1 > 0. Visto esto si f(x) = f(y)
entonces:

fFUEON=y(F0)+1)+£(0),
fF () =x(£(0)+ 1)+ £(0),

igualando estas dos expresiones llegamos a que x(1+ f(0))+ f(0) = y(f(0)+ 1)+ f(0) por lo que
x =y lo que garantiza la inyectividad de f.

Si hacemos ahora y = 0 tenemos que f(x + f(0) + xf(0)) = f(x) que, al ser f inyectiva se tiene
que x + f(0)+ xf(0) = x con lo que xf(0)+ f(0) =0= (x +1)f(0) = 0. Visto esto, como x > —1
entonces x + 1 > 0 con lo que f(0) =0.

Hemos visto qué pasa si hacemos y = 0, veamos ahora qué pasa si x = 0. Si hacemos x = 0 tenemos
que f(f(y)) =y, lo que nos garantiza la sobreyectividad de la funcion. Es interesante, en este tipo
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de ejercicios ver qué pasa en el origen en cada una de las variables ya que obtendremos informacién
vital para la resoluciéon del ejercicio,en nuestro caso si y = 0 hemos obtenido el valor de la funcién
en 0, y si x = 0 hemos obtenido que la funcién es sobreyectiva.

Dicho esto, vamos a hacer ahora y = x. Tenemos que si hacemos este cambio en la primera condicion
obtenemos

fle+f(x)+xf(x))=x+f(x)+xf(x).

A la vista de ésto, deducimos que x + f(x) + xf(x) es un punto fijo de la funcién. Ahora bien,
llegados hasta aqui la pregunta natural es ¢Cudntos puntos fijos hay? Para responder a esta cuestién
analizamos dos casos:

» Six € (—1,0), sean x;,x, tales que f(x;) = x; y f(x,) = x,.Por hipétesis, f(x)/x es estric-
tamente creciente en (—1,0), entonces si ocurre esto, romperia el comportamiento creciente
de f(x)/x, por tanto si x € (—1,0) entonces x + f (x) + xf (x) < 0 y deducimos que tiene un
punto fijo en el intervalo (—1,0).

= Si x > 0 es inmediato ver que sélo hay un punto fijo.

Por tanto, hemos comprobado que a lo sumo existen 3 puntos fijos ( 0 también es un punto fijo pues
f(0) = 0). Sean n, 0, p los puntos fijos respectivamente. Sea k un punto fijo cualquiera de ellos
entonces:

= Sik=nentoncesn=x+f(x)+xf(x)parax <0 conlo que f(x)(1+x)=n—x.Evaluando
esta expresion en n tenemos f (n)(1+ n) = 0. Entonces:

e f(n)=0= n=0 Imposible.
e 1+ n =0 Imposible.
» Sik =0entonces x+f(x)+xf(x)=0conloquex+(1+x)f(x)=0,esdecir, (1+x)f(x)=
—x. De aqui se deduce que la igualdad se verifica si

e x=0V
e x <0V (yaquex+ f(x)+xf(x)<0)
e x>0V

= Sik =p entonces p = x+ f(x)+xf(x) para x > 0 con lo que f(x)(1+x) = p—x. Evaluando
esta expresion en p tenemos f(p)(1 + p) = 0. Entonces:

e f(p)=0= p =0 Imposible.
e 1+ p =0 Imposible.

De aqui deducimos que el tinico valor que puede tomar k es 0. Con lo que

x+fxX)+xf(x)=0= f(x)=

—x
1+x

Hemos llegado a la solucion del ejercicio cuya grafica es:
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A
4. 1
3. 1
2. 1
f(x)/x
5. —4. -3, —2. -h 1 -
f(x)
ademas vemos que, efectivamente, f(x)/x es estrictamente creciente. O

Ejercicio. 5.5. (OMI 1972, ver en [5])
Sean f y g funciones reales de variable real,tales que para cualesquiera valores reales x, y se cumple
la ecuacion

fx+y)+flx—y)=2f(x)g(y).

Demuestra que si f (x) no es idénticamente nula y |f (x)| < 1, para todo x € R, entonces |g(y)| <1
para todo y € R.

SOLUCION. Para atacar este problema razonaremos por reduccion al absurdo y llegaremos a una
contradiccion. Para ello supongamos que |g(x)| > 1. La desigualdad triangular nos dice que para
cualesquiera a,b,c nimeros reales se verifica

la+ bl < |a| +|b].
En virtud de la desigualdad triangular tenemos que

lfFOe+ I+ Ife=IN=1f(x+y)+ fF(x—y)l = [2f (x)g()] = 2| f Gl > 2 (x)].
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Esto nos dice que o bien |f (x+y)| > 2|f (x)| o bien |f (x—y)| > 2|f (x)|. Sin pérdida de generalidad
podemos considerar

|f Ge+ ) = [f (x| + 5,

con & > 0, ya que siempre podemos cambiar a y de signo sin afectar al resultado a probar. Entonces
sustituyendo x por x + y en la relacidn anterior tenemos que

If O +2y)+ 1 f Q)| = [f (x +2y) + f () =2 f (x + ¥)lIg(¥)]
> 21f (x + y)I =2(1f ()| + 6) = 2|f (x)| + 25.

Con lo que hemos obtenido que |f(x + 2y)| + |f (x)| > 2|f(x)| + 26 y por tanto |f (x + 2y)| >
|f (x)| + 26. El siguiente paso en la resolucién del problema es demostrar por induccién que

If (x +ny)| > |f(x)|+nd.

Para n = 2 ya estd probado, supongamos que la desigualdad es cierta para n y demdstremosla para
n+ 1. En efecto, haciendo x = x + ny en la relaciéon obtenida anteriormente tenemos que

[f Ge+ny)[+1f (x +(n=D)y)| 2 [f () +(n+ 1)y + f(x + (n=1)y)|
= [2f (x +ny)g(¥) = 2|f (x + ny)llg(¥)| > 2| (x + ny)|.

Aplicamos la hipdtesis de inducciéon y llegamos a que

If(x+(n+ 1Dy >2|f(x +ny)[—|f(x+(n—=1)y[>2[f(x + ny)| = |f (x)[—(n—1)6
>2f(x)|+2n6 —|f(x)|—nd+06 =|f(x)|+né6+6 =|f(x)|+(n+1)5.

1
como queriamos probar. Entonces, para un entero positivo N > 5 (que existe por ser § > 0 se tiene
que
lf(x+Ny)|>|f(x)]+N6>0+1=1.

Hemos probado que |f (x)|+N& > 1. Notese que de aqui extraemos una contradiccion, pues tomando
limite cuando & — 0 se tiene que |f (x)| > 1 que contradice la hipétesis del enunciado y por tanto
se tiene que verificar que |g(x)| < 1. O

Ejercicio. 5.6. (OMI 1986 ver en [5])
Encuentre todas las funciones f, definidas sobre el conjunto de los reales no negativos y tomando
valores reales no negativos tales que

» f(xf(¥))f(y)=f(x+y) para todos x,y > 0.
= f(2)=0.
» f(x)#0para0<x<2.
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SOLUCION. En primer lugar vamos a ver si f (x) = 0 en algtin punto, para ello sea z > 2 y definimos
y=2,x=2—2>0, con lo que:

fE@=f(x+2)=f(2)f(xf(2))=0= f(x) =0, para todo x > 2.

Hemos probado que f(x) = 0 si x > 2, tomando entonces x = 2—y para 0 < y < 2 (con lo que
f(y) es no nulo) tenemos

0=fQR)=f(x+y)=fIfF(2—y)f ().

Esta igualdad implica que o bien f(y) = 0, lo cual es imposible pues estamos tomando 0 < y < 2,
o bien f((2—y)f(y) lo cual implica que (2— y)f(y) = 2 y por tanto

2
f(}’)Zm-

Sin embargo, si tomamos un € positivo y menor que 2, definiendo x = 2 — y — € tenemos que

0£f2—-e)=flx+y)=ff(2-y—e)f(y),
lo que implica que f(y)f((2—y —e€)f(y)) # 0 y por tanto tenemos dos casos

= f(y)#0, ya lo sabifamos;
» fOfF(Q—y—e)f()#0=>2—y—e)f(y) <2

Con lo que de aqui deducimos

2

f(}’)<2_y—_€;

Tomando limite en esta expresién, cuando e — 0, llegamos a
2
f)<-—:.
2—Yy
Con lo que de estas dos desigualdades deducimos que la nica expresion para la funcion es

fe) =5

La solucién que hemos obtenido se trata de una hipérbola cuya asintota se encuentra en x = 2, en
efecto observando la gréfica vemos esta propiedad:
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\

Ejercicio. 5.7. (OMI 1981, ver en [6])
La funcién f (x, y) satisface

» f(0,y)=y+1
= f(x+1,0)= f(x,1).
» fx+1,y+1)=f(x,f(x+1,y)).

para cualesquiera enteros no negativos x,y . Determinar f (4,1981)

SOLUCION. Para realizar este ejercicio vamos a hallar sucesivamente las expresiones de f(1,y),
f(2,y), f(3,y) v f(4,y) para cualquier valor de y, de esta forma sustituyendo y por 1981 en la
ultima expresién habremos acabado. Comenzamos pues hallando la expresion de f (1, y), para ello
vamos a calcular valores:

= f(1,0)=f(0,1)=1+1=2.

» f(1,1)=f(0,f(1,0))=f(0,2)=1+2=3.

= £(1,2)=£(0,f(1,1))=f(0,3)=3+1=2+2.
= f(1,3)=1(0,f(1,2))=f(0,4)=4+1=3+2.
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De estos valores podemos deducir que f(1,y) = y + 2. En efecto, para y = 0 el resultado se cum-
ple.Supongamos que es cierto para cualquier valor de y, y demostrémoslo para y + 1:

fLy+1D)=f0,f(L,y)=f0O0,y+2)=y+2+1=(y+1)+2.

Con lo que el resultado es cierto. Pasamos ahora a calcular f(2,y), para ello al igual que antes
calculamos valores e intentamos deducir una expresion:

= f(2,0)=f(1,1)=3=2x0+3.

= f(2,1)=f(1,f(2,0)=f(1,3)=5=2x1+3.

= f(2,2)=f(1,f(2,1))=7=2x%x2+3.

De aqui podemos deducir que para un y cualquiera f (2, y) = 2y+3. Para y = 0 es claro el resultado,
supongamos que se cumple para cualquier valor de y y vamos a ver si se cumple para y + 1:

f,y+1)=f0Q,f2,y))=f(1,2y+3)=2y+3+2=2(y +1)+3.

Vemos que el resultado es cierto. Calculemos ahora la expresién para f(3,y). Razonamos de for-
ma andloga a los casos anteriores, calculamos valores de esta expresion e intentamos deducir una
expresion para cualquier valor de y:

= £(3,0)=f(2,1)=2x1+3=2043_3,

s £(3,1)=f(2,f(3,0)=f(2,5)=2x5+3=13=2"—-3,

= £(3,2)=1(2,f(3,1))=f(2,13)=2x13+3 =29 =223 _3,

De estos valores podemos deducir que la expresién general para un y cualquiera serd f(3,y) =
293 — 3. En efecto, para y = 0 esta demostrado el resultado, supongamos que se cumple para
cualquier valor de y y vamos a probarlo para y + 1:

FRy+1D)=f2fBy)= (2,2 =3)=2(2"7-3)+3=2"""—-6+3 =203

Luego la igualdad es cierta. Finalmente, vamos a calcular la expresion f(4,y) con lo que finali-
zaremos el ejercicio. Para ello vamos a proceder igual que en los casos anteriores, de esta forma
calculamos valores:

= f(4,0)=f(3,1) =23 —3=2%_3,

. F(4,1)=f(3,f(4,0) = f(3,213—3) = 2233 _g3 —92' _3_22 _3

De estas expresiones podemos deducir que la expresidn general de f (4, y) serd la siguiente

2
donde hay y + 3 doses. Vamos a demostrar el resultado por induccién. En efecto, para y = 0 es
trivial, supongamos que se cumple para cualquier valor de y, y vamos a probarlo para y + 1:

fAy+1)=fGf(4y) =f(3,2"'2 _3)=9% B_3_92 _3

y hay (y + 1) + 3 doses, luego la igualdad es cierta para cualquier valor de y. Recapitulando, hemos
calculado las expresiones de las distintas f (i, y) parai = 1,2, 3,4 las cuales son:
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» f(Ly)=y+2.
» f(2,y)=2y+3.
u f(3’y):2y:3—3

» f(4,y)=2" —3.

Para finalizar el ejercicio, evaluamos la dltima expresiéon en 1981 y obtenemos

2

f(4,1981)=2" —3.
donde hay 1984 doses. O

Ejercicio. 5.8. (OMI 1968, ver en [2] y [5])
Sea f una funcidn real de variable real, tal que, para una constante positiva a, la relacion

fle+a) =5+ /FC -G P

se cumple para todo x.

(a) Demuestre que la funcion es periddica (es decir, que existe una constante b tal que f (x + b) =
f(x) para todo x).
(b) Paraa =1, dé un ejemplo de una funcién no constante con dicha propiedad.

1
SOLUCION. Observando la hipétesis del enunciado tenemos que f(x +a) > 2 pues es la suma de

1 1
> y la raiz cuadrada que es una cantidad positiva.Por tanto, f(x) > > Consideramos la funcién g

aquella definida a partir de f como:
1
g =F(0)— 3.

Tenemos que g(x) > 0, Vx. De esta forma la ecuacion funcional se transforma en

gx+a)=\ %—(g(x))z.

Elevando al cuadrado ambos lados de la igualdad se obtiene

[g0x + @) = 7~ [gGITF-

como esta igualdad se cumple para todo x, en particular también se cumplird para x = x + a, en
efecto

[+ 2001 = 5 ~[gx + )T
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Estas dos igualdades implican que

[g(x +2a)] =[g(x)]*

Como la funciéon g(x) es positiva para cualquier valor de x podemos tomar raiz cuadrada en ambos
lados de la igualdad

g(x +2a) = g(x),

de esta forma, deshaciendo el cambio obtenemos

1 1
fle+20) =5 =F(0)-3,

y por tanto, simplificando la igualdad llegamos a que

f(x+2a) = f(x),
tomando b = 2a se tiene que la funcién es periddica de periodo 2a.
Para realizar el apartado b) tenemos que encontrar una funcién que sea periddica de periodo 2
1 1
(pues a = 1). Es obvio que f(x) > B pues f(x+a) > 3 y f(x) <1 pues si fuese f(x) > 1 entonces

f(x+a) € Clo cual es contradictorio. Por esto, ejemplos de funciones que verifiquen esta condicién
serian:

1 1
f(x)= =4 —|cos(Bx + 0)|.
2 2
: m
En particular, tomando B = ) y 6 =0 tenemos

1 1 T
f(x)= > + El cos(xa)l.

Observando la grafica de esta funcidn vemos el comportamiento periddico de la misma, cuyo periodo
es efectivamente 2:

A
3.t
2.1
-3. 2. -1 0 1 2 3
—1. 1
2. 1
-3 1
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Otro tipo de funciones que también satisfacen la condicidn son aquellas de la forma:
1 1
f(x)= =+ =|sen(Bx + 0)|.
2 2
: i
En particular, tomando B = ) y 6 = 0 tenemos

1 1 T
flx)= 5 + §|Sef1(x§)|-

Observando la grafica de esta funcidén vemos el comportamiento peridédico de la misma, cuyo periodo
es efectivamente 2:

A
3.1
2.

3. 2. -1 o 1. 2 3
_1.<
_2.<
_3'<

Ejercicio. 5.9.
Determinar todas las funciones f : Z — Z tales que f(x — f(y)) = ff(x)— f(y) — 1 para todos
X,y €7Z.

SOLUCION. Veamos las primera relaciones inmedatas:

(1) Sitomamos y = f(x), entonces f(x —ff(x))=ff(x)—ff(x)—1=-1.
(11) Si tomamos ahora x =0, tenemos f(—f f(0)) =—1.
(1) Si tomamos y = —f £(0), tenemos £ (x +1) = £ (x — £ (—f F(O))) = F F(x)— F (—F F(0) —1 =
f ().
(1v) De estas propiedades se deduce que f(x —f(y))=f(x+1)—f(y)—1.
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Definimos una funcion auxiliar g : Z — Z mediante g(x) = f (x)+1. Veamos que propiedad verifica
g. Tenemos

gx—gy))=flx—gyN+1=f(x—1—f(y))=glx—1+1)—f(y)—1+1
=f)+1-(f(y)+1)=gx)—g).

Como consecuencia Im(g) € Z es un subgrupo, esto es, Im(g) =0 6 Im(g) = nZ, para algin n > 1.
Caso 1. Im(g) =0.

Se tiene g(x) =0, luego f(x) = —1 para cada x € Z.

Caso 2. Im(g)=nZ,n>1.

Para cada q € Z existe y, € Z tal que g(y,) = —qn. Dado x € Z, dividiendo x por n se tiene
x =qn+r, donde 0 < r < n, entonces

gx)=g(r+nq)=g(r—g(y,)) =g(r)—gly,) = g(r) +qn.
Conocidos g(0),...,g(n—1) conocemos g, y reciprocamente, dados k,...,k,_; € Z, si definimos
g'(x)=¢g'(r +qn) =k,n+qn,

entonces g’ verifica la condicién g'(x —g’(y)) = g’(x)—g’(y). En efecto, six =r+qne y =s+pn,
con 0 £ r,s < n, entonces

g(x—g'(y) =g (r+qn—g'(s+pn)) = g'(r +qn—(k;n + pn))
=g'(r+(q—k;—p)n)=(q—k,—p)n+kn=k.n+qn—(kn+pn)=g'(x)—g'(y).

Tenemos la condicién adicional f f(x) = f(x + 1), que trasladada a g se expresa g(x +1)—1 =

flx+1)=ff(x)=f(gx)—1) = g(g(x)—1)—1. Esto es, g(x + 1) = g(g(x)—1). Tenemos
entonces:

g(g(x)—1)=g(g(r +qn)—1) = g((k, +q)n—1)
=g((k, +q—1n+(n—-1))=(k,; +k, +q—1)n.

(kyy7+q@)n sir<n—1

g(x+1):g(r+qn+1)={(k0+q+1)n sir=n—1.

Sir <n—1, se verifica k,_, +k,+q—1=k,,; +q, de donde k, ., = k, + k,_; —1; de aqui obtenemos
k.., =ko+ (r+ 1)k, —(n—1), y como consecuencia se tiene k,_; = ky,+(n—1)k,_;,—(n—1),y
por tanto k,_;(n—2)+k,—(n—1)=0.

Parar =n—1setiene k,_; +k,_ ; +q—1=k,+q+1, de donde 2k, _; —k,—2=0.

Por tanto se tiene 0 = k,_;(n—2)+k,—(n—1) =k,_;(n—2)+(2k,_; —2)—(n—1) = k,_n—(n+1),

de donde k,_; = ™1, que es entero solo sin = 1.

n
Tenemos puesn =1y g(x) = g(x-1) = g(0)+x. De las relaciones anteriores se tiene 2k,_;—k,—2 =
0, esto es, k, =2, y por tanto g(x) =2+ x para todo x € Z.
Pasando ahora a f tenemos f(x) = g(x)—1=x + 1 para todo x € Z.

En resumen, tenemos dos funciones verificando la condicién del enunciado:

TFM: Ecuaciones Funcionales Luis Castro Castro



62 CAR IV. ECUACIONES FUNCIONALES. PROBLEMAS DE COMPETICION

(1) f(x)=-—1, paratodo x € Z,
(2) f(x)=x+1, para todo x € Z.

Ejercicio. 5.10. (Olimpiada internacional de Bulgaria 2014)
Determinar todas las funciones f : Q© — Q" tales que

fley)=fle+y)(f () + fF(¥))-

SOLUCION. Veamos las primera relaciones inmediatas:

(1) Siy =1entonces f(x)=f(x+1)(f(x)+ f(1)) conlo que f(x+1) = % <1.
(11) Si y = x entonces f(x?) = f(2x)2f(x), tomando x = 1 tenemos f(1) = 2f(2)f(1) = 1 =

2f(2)= f(2)= % En este caso, si se define f(x) = % para todo x € Q*, se tiene una solucién.

Supongamos f (1) = a, entonces se tiene

fexl _ f@)
@+ FR+FAY

fR=f2+1)=

de la misma forma

f(y+1)=j%,
tenemos
) f(?’):1+12a'
- W=
- f(5)21+a+112+2a3'
- f6)= :

1+a+a?+a®+2a%

De f(6)=f(2x3)=f(2+3)(f(2)+ f(3)) obtenemos

1 1 1 1
_ ( ; )
l+a+a?2+a3+2a* 1+a+a?2+2a3\1+2a 1+a+2a?
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y por tanto, 4a°—3a®—a*—a+1=(a—1)(a+1)(a—3)(4a*+2a). Los posibles valores son a = —1,

azlyaz%deloscualessonvélidosazlya:%.

Dado € Q*, con r,s € Z", se tiene r = <5 y por tanto

f(f+1):ff(£) b

s (§)+a:b+a’

donde b = f (%)

f(5+2)_f(£+1)_ b/(b+a) _ b/b+a) b

s )T (O)ra b+ ra (b+B+aa)/(b+a) blta)+a’
r _ b/b(A+a)+a® b
f(;+3)_(b/(b(1+a)+a2)+a_b(1+a+a2)+a3‘

En general se tiene que

(s+4)= :
s b +a+--+arD4at

f
Como f(r)=f (55) =f (5 +s) (f G) +f(s)) sia =1 tenemos f(t) =+ para t € Z"* y por tanto
1

S

o)
ro b(1+--+151)+1 s)’

con lo que
1_ b (b 1)_ b sb+1 _ b
r  sb+1 s) sb+1 s s’
entonces b = > = L, y tenemos f(x) = 1 es una solucién. Ahora
r (r/s) b'e
1_ b(b+3) _ b(b+3) b(b+3)
2 (b @) DLy b0+ @
Entonces
b(b+1)
b))+
de donde

()2 (o2

De aqui, desarrollando las expresiones, obtenemos

oo (3) - ()" -wo((-D-)
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De esta ecuacién se deduce que una raiz es b = % y la otra es —(%)s € R*. Por tanto f(x) = % para
todo x € Q™. O

Febrero, 2016 Curso 2015-2016. TRABAJO FIN DE MASTER



Bibliografia

[1] Sahoo P K., Kannappan B-Introduction to functional equations. CRC, 2011.
[2] Engel, A., Problem solving trategies. Springer, 1998. 5.8.

[3] Jara, P, Ecuaciones funcionales. Notas manuscritas. Granada, 2013.

[

4] Klamkin, M. S., Olimpiadas internacionales de matematicas 1978-1986 y cuarenta problemas
suplementarios. ORBALC, Santiago de Chile, 1988. 5.1.

[5] Lasaosa Madarde, D., Algunas técnicas de resoluciéon de ecuaciones funcionales en proble-
mas de Olimpiada (I): Funciones reales de variable real. (2007). Ver: http://oei.es/oim/
revistaoim/numero30/ecuacionesfuncionalesl.pdf 5.2.,5.3,5.4.,5.5., 5.6, 5.8.

[6] Lasaosa Madarde, D., Algunas técnicas de resolucién de ecuaciones funcionales en problemas
de Olimpiada (II): Funciones enteras de variable entera. (2007). Ver: http://oei.es/oim/
revistaoim/numero31l/ecuacionesfuncionales?2.pdf

5.1, 5.7.


http://oei.es/oim/revistaoim/numero30/ecuacionesfuncionales1.pdf
http://oei.es/oim/revistaoim/numero30/ecuacionesfuncionales1.pdf
http://oei.es/oim/revistaoim/numero31/ecuacionesfuncionales2.pdf
http://oei.es/oim/revistaoim/numero31/ecuacionesfuncionales2.pdf

66

BIBLIOGRAFIA

Febrero, 2016

Curso 2015-2016. TRABAJO FIN DE MASTER



Refencias Web:

Problemas de olimpiadas (fases local y nacional)

1. http://www.olimpiadamatematica.es/platea.pntic.mec.es/_csanchez/olimprab.
htm

2. http://www.ugr.es/“olimpiada/convocatorias/45ome/45local_enunciados.pdf
3. http://www.math.ust.hk/excalibur/v8_nl.pdf
4. http://wdb.ugr.es/“olimpiada
Técnicas de resolucion y problemas de olimpiadas (fase internacional)
5. https://www.imo-official.org/?language=es
Sobre ecuaciones
6. https://es.wikipedia.org/wiki/Ecuacién

7. http://math.stackexchange.com/questions/tagged/functional-equations


http://www.olimpiadamatematica.es/platea.pntic.mec.es/_csanchez/olimprab.htm
http://www.olimpiadamatematica.es/platea.pntic.mec.es/_csanchez/olimprab.htm
http://www.ugr.es/~olimpiada/convocatorias/45ome/45local_enunciados.pdf
http://www.math.ust.hk/excalibur/v8_n1.pdf
http://wdb.ugr.es/~olimpiada
https://www.imo-official.org/?language=es
https://es.wikipedia.org/wiki/Ecuaci�n
http://math.stackexchange.com/questions/tagged/functional-equations




	Agradecimientos
	Introducción
	I Ecuaciones Funcionales. Preliminares
	1 Conceptos fundamentales
	2 Técnicas de resolución de ecuaciones funcionales

	II Problemas de fase local
	3 Problemas

	III Problemas de fase nacional
	4 Problemas

	IV Ecuaciones Funcionales. Problemas de Competición
	5 Problemas

	Bibliografía
	Bibliografía. Referencias Web

