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Introduccion

El presente Trabajo Fin de Mdster tiene como objetivo principal el desarrollo del pensamiento y
habilidades matematicas tanto para aquellos que quieran aprender sobre los temas tratados, como
aquellos que quieran prepararse para el reto de las olimpiadas matemdticas. Este material puede
permitir fortalecer el potencial de los alumnos y ayudarlos en sus debilidades, generando estrategias
de aprendizaje.

Las olimpiadas matematicas, ademds de ser un concurso, permiten acercar éstas a aquellos jovenes
inquietos en su educacion. Su finalidad es estimular el estudio de la Matematica y el desarrollo de
jovenes talentos en esta Ciencia.

Hemos considerado en la olimpiada tres fases: local, nacional e internacional. Para resolver los pro-
blemas de cada fase el alumno debe conocer conocimientos especificos a un determinado nivel, sin
olvidar que la finalidad dltima de la resolucién de los problemas es desarrollar capacidades y habi-
lidades que le permitan enfrentarse a otras situaciones.

En este trabajo se ha realizado el estudio de dos temas fundamentales de la Geometria: relaciones
métricas en la circunferencia y lugares geométricos, y se han enfocado para ayudar al alumno en su
preparacion para las olimpiadas de matematicas en sus diferentes fases.

Como parte tedrica se incluyen dos temas en los que se han recopilado los resultados que han si-
do necesarios en la resolucién de los problemas tratados, por esta razén puede no ser exhaustivo
su contenido. Esta introduccién tedrica se acompafia de ejemplos que ilustran sobre las nociones
tratadas.

El ultimo epigrafe, trata sobre la resolucién y andlisis de problemas en los tres niveles antes mencio-
nados. Los mds sencillos se organizan bajo el rétulo de “Fase Local”, y pueden servir de ejercicios de
introduccion a los temas tratados. Como siempre, su dificultad depende de los conocimientos pre-
vios, y de ahi la importancia de las nociones incluidas en los primeros temas. Mds elaborados, en su
resolucion, son los problemas que aparecen bajo el rétulo de “Fase Nacional”; se trata de problemas
en los que el proceso de resoluciéon requiere varios pasos, lo que incrementa su dificultad. Finalmente
en la “Fase Internacional” hemos incluido los problemas de una mayor complejidad, tanto en su re-
solucién como en las nociones que involucran. La ubicacién en uno u otro apartado es simplemente
cuestion del bagaje del lector, y el redactor, por lo que la clasificacién que aqui aparece es solamente
una forma de estructurar la materia tratada.

Con la aparicion de nuevas herramientas de computacion, y el uso de sistemas graficos los problemas
en Geometria pueden ser estudiados de una forma mds rapida a como se hacia en el pasado; ademas
el uso de estas herramientas permite la simulacién y por lo tanto la deteccién de invariantes en
determinadas construcciones. Hemos puesto a prueba uno de estos sistemas y comprobado que el



tratar los problemas planteados en competiciones nacionales o internacionales se pueden abordar de
forma mas elegante tras su andlisis en este sistema de célculo simbdlico; lo que reduce la complejidad
de los mismos, permite trabajar nuevas soluciones y realizar variaciones, una mds sencillas, y otras
mas complejas. El sistema utilizado ha sido Geogebra, que ademads permite exportar el codigo de los
dibujos a para ser incluidos en LaTeX, y realizar construcciones dindmicas, mostrando en particular
el lugar geométrico de determinados elementos, una de los temas de estudio de este trabajo.
Geogebra es un software de geometria dindmica y calculo simbélico de uso libre, que permite ensefiar
y aprender matemadticas desde Primaria a Universidad, con muchos recursos y materiales libres, y
mantenido por una amplia comunidad.
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Capitulo I

Relaciones métricas en la circunferencia

1. Conceptos fundamentales

Circunferencia

Una circunferencia se define como el lugar geométrico (Ver pagina 17) de los puntos del plano
equidistantes de otro, llamado centro de la circunferencia.

También podemos decir que la circunferencia es la linea formada por todos los puntos que estan a
la misma distancia de otro punto, llamado centro.

Una circunferencia queda determinada cuando conocemos:

Tres puntos de la misma.

El centro y el radio.

El centro y un punto en ella.

El centro y una recta tangente a la circunferencia.

En una circunferencia podemos distinguir los siguientes elementos:

(1) Centro: punto (interior) equidistante de todos los puntos de la circunferencia.
(11) Radio: segmento que une el centro de la circunferencia con un punto cualquiera de la misma.
El radio mide la mitad del didmetro y es igual a la longitud de la circunferencia dividida entre
27,
(111) Didametro: segmento que une dos puntos de la circunferencia y pasa por el centro. El didmetro
mide el doble del radio y es igual a la longitud de la circunferencia dividida entre 7.
(1v) Cuerda: segmento que une dos puntos de la circunferencia. El didmetro es la cuerda de longi-
tud maxima.
(V) Recta secante: recta que corta a la circunferencia en dos puntos.
(vi) Recta tangente: recta que toca a la circunferencia en un sélo punto.
(vir) Punto de tangencia: punto de contacto de la recta tangente con la circunferencia.
(vii) Arco: cada una de las partes en que una cuerda divide a la circunferencia.
(1x) Semicircunferencia: cada uno de los dos arcos delimitados por los extremos de un didmetro.
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tangente

diametrp

Una circunferencia se puede representar, mediante su ecuacién ordinaria o su ecuacién general.

» Ecuacidén ordinaria

Para cualquier punto, P(x, y), de una circunferencia cuyo centro es el punto C(a, b) y radio r,
la ecuacion ordinaria es:
(x—a)+(y—b)*=r2 1.1

En el caso particular en el que el centro de la circunferencia coincide con el origen de coorde-
nadas, (0, 0), la ecuacion queda reducida a:

x4+ y*=r2 (1.2)
Ecuacidon general

Una vez que se tiene la ecuacion ordinaria de una circunferencia podemos obtener su ecuacion
general. Para ello eliminamos los paréntesis desarrollando los binomios, pasamos todos los
términos al primer miembro e igualamos a cero.

x*—2ax+a*+y*—2by +b*—r?=0.
Ordenando dicha ecuacién obtenemos:

x*+y*—2ax —2by +a*+b*—r?=0.
Para tener una ecuacién mds sintetizada hacemos las siguientes asignaciones:

—2a=D,
—2b=E,
a+b>*—r’=F

Septiembre, 2014 Curso 2013-2014.
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Por tanto la ecuacidn general de la circunferencia quedaria expresada de la siguiente manera:
x*+y*+Dx+Ey+F=0. (1.3)

Esta debe cumplir una serie de condiciones:

= No existe término en xy.

Los coeficientes de x? e y? son iguales.
. —D
» Si D =—2a entonces a = B

—FE
Si E =—2b entonces b = TR

Si F =a?+ b?>—r? entonces r = vV a2+ b2—F.

Otra condicién necesaria para que una ecuacion dada represente una circunferencia es que:

a2+ b*>—F>0.

Potencia de un punto respecto a una circunferencia

Dada una circunferencia C y un punto P cualquiera del plano, cada recta que pase por P y corte a C
en dos puntos Ay B verifica la siguiente propiedad:

PA-PB=PA -PB'=PA”-PB" =K,

TFM: Problemas sobre Geometria M.C. Rodriguez
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siendo K la potencia de P respecto a C.

Es decir, el valor del producto es independiente de la recta considerada. La constante K sélo depende
dePyC.

Dependiendo de la posicidn del punto respecto a la circunferencia, la potencia de éste varia, es decir,
si el punto es exterior a la circunferencia entonces tendra potencia positiva, si es interior su potencia
sera negativa y si esta en la circunferencia entonces es nula.

En relacién con lo anterior, existen una serie de resultados que caben destacar:

Teorema. 1.1. (Teorema de las secantes)
Sean PA y PB dos rectas secantes, entonces:

PA-PD =PB-PC.

Septiembre, 2014 Curso 2013-2014.
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Teorema. 1.2. (Teorema de la tangente y la secante)
Sean PA una recta tangente y PC una recta secante, entonces:

(PA)* =PC - PD.

Teorema. 1.3. (Teorema de las tangentes)
Sean PA y PC dos rectas tangentes, entonces:

PA=PC.

TFM: Problemas sobre Geometria M.C. Rodriguez



6 CAR I. RELACIONES METRICAS EN LA CIRCUNFERENCIA

Teorema. 1.4. (Teorema de las cuerdas)
Sean AB y CD dos cuerdas, entonces:

AP-PB=CP-PD.

Eje radical de dos circunferencias

El eje radical de dos circunferencias es el lugar geométrico (Ver paginal?) de los puntos que tienen
igual potencia con respecto a ambas circunferencias.
Sean las circunferencias C de centro O y radio r y C’ de centro O’ y radio r’. Llamamos d y d" a las
distancias de P a O y O’ respectivamente. Entonces un punto P tendrd igual potencia respecto de C
y C’ siy sélo si:

d*—r*=d*—-r? < d*—d?*=r*—r"?=Cte.
El lugar geométrico de puntos cuya diferencia de cuadrados de distancias a los puntos C y C’ es
constante es una recta perpendicular a la recta que une los puntos O y O'.
En cualquier caso, para construir el eje radical de dos circunferencias bastaria con hallar un punto
de igual potencia respecto de ambas circunferencias y por él trazar la recta perpendicular a la linea
que une los centros.

Septiembre, 2014 Curso 2013-2014.
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Construccion del eje radical

Si las circunferencias son secantes, los puntos de corte tienen potencia nula con respecto a ambas
circunferencias y el eje radical sera la recta que pasa por esos dos puntos.

Eje radical

Si las circunferencias son tangentes, el eje radical serd la tangente comun.

Eje radical

Eje radical

Si las circunferencias son exteriores podemos trazar una tangente comun y el punto medio sera del
eje radical. Trazando la perpendicular a la linea que une los centros por este punto obtendremos el
eje radical.

TFM: Problemas sobre Geometria M.C. Rodriguez
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Eje radical

Si las circunferencias son interiores, hay que trazar una circunferencia auxiliar que corte a ambas,
obtener los ejes radicales e y ¢’ (no paralelos) de la circunferencia auxiliar con cada una de las
dadas. La interseccion de ambos ejes radicales nos proporciona un punto del eje que buscamos. Para
terminar basta trazar la recta que pase por ese punto y sea perpendicular a la que une los centros de

las circunferencias dadas.

Eje radical S

Septiembre, 2014

Curso 2013-2014.
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Si las circunferencias son concéntricas no existe eje radical.

Centro radical de tres circunferencias

Si partimos de tres circunferencias, intentamos buscar todos los puntos que tengan la misma potencia
respecto de las tres circunferencias.

Basta hallar los ejes radicales de dos de ellas y buscar su interseccién, por ese punto ha de pasar el
tercer eje y es el inico punto que cumple la condicién pedida. Se llama centro radical de las tres
circunferencias.

~ je radical de C y C”

N Hje radical de C y C’

TFM: Problemas sobre Geometria M.C. Rodriguez
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Circunferencias ortogonales

Dos circunferencias, C de centro O y radio r y C’ de centro O’ y radio r’, son ortogonales si se cortan

bajo un dngulo de 90°.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) C y C’ son ortogonales.
(2) Los radios de ambas circunferencias en los puntos de interseccién son perpendiculares.
(3) Sillamamos d a la distancia entre los centros se cumple:

d*>=r*+r"

(4) La potencia del centro de cada circunferencia respecto de la otra es su propio radio al cuadrado.

Arco capaz

Un arco capaz es el lugar geométrico (Ver paginal?7) de los puntos desde los que un segmento AB
se ve con el mismo dngulo, es decir, el lugar geométrico de los vértices de los dngulos que tienen la
misma amplitud y abarcan un mismo segmento.

El arco capaz de un segmento AB, de dngulo A, es un par de arcos de circunferencia, simétricos a
cada lado del segmento AB que contiene los vértices de dngulo A, unidos por los puntos Ay B. El
angulo que subtiende el segmento AB visto desde el centro del circulo es 2A.

El més utilizado es el arco capaz con dngulo A = 90°. Este caso se corresponde con el segundo

teorema de Tales', de tal modo que el arco capaz es la circunferencia cuyo didmetro es el segmento
AB.

!El segundo teorema de Tales afirma que si los tres vértices de un tridngulo estan sobre una circunferencia dada,
siendo uno de sus lados el diametro de la circunferencia, entonces el angulo opuesto a este lado es un dngulo recto.

Septiembre, 2014 Curso 2013-2014.
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Construccion del arco capaz: Para construir el arco capaz, de d&ngulo A, del segmento AB es posible
seguir varios métodos:

(D) Primer método

= Se traza un tridngulo APB, tal que un lado es AB y su angulo opuesto de amplitud A
(primero dibujamos el dngulo A). Después trazamos el segmento AB: sus extremos son
dos puntos de los lados del angulo.

= Se trazan las mediatrices del dicho tridngulo.
= Estas mediatrices se cortan en el punto O, que es el centro del arco capaz buscado.

» Bastard con dibujar con el compds un arco de centro O y radio OA.

El punto O es el circuncentro: el centro de la circunferencia circunscrita. Equidista del
vértice y de los puntos Ay B.

(11) Segundo método

= Se parte Unicamente del segmento AB.
= Se traza la mediatriz m de dicho segmento.

= A continuacion se traza la recta r que forme un dangulo A con el segmento AB, con vértice
en A.

= Desde A, se dibujard una segunda recta s perpendicular a la recta r.
= El punto de corte O entre la recta s y la mediatriz m es el centro del arco capaz buscado.

= Bastara con dibujar con el compds un arco de centro O y radio OA.

TFM: Problemas sobre Geometria M.C. Rodriguez
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Por semejanza de tridngulos, se deduce que:

= El 4ngulo formado por la recta s y la mediatriz m mide igual que el angulo A;

= Por tanto, el &ngulo con centro en O, conformado por la recta s y la recta simétrica a s, respecto
de la mediatriz m, medird el doble que el &ngulo A, es decir, AOB medira 2A.

Angulos de la circunferencia

(1) Angulo inscrito es aquel que tiene su vértice en la circunferencia y sus lados son dos rectas
secantes.

Mide la mitad del arco que lo abarca.
1~

(11) Angulo semiinscrito: es aquel que tiene su vértice en la circunferencia, un lado secante y el
otro tangente.

Mide la mitad del arco que lo abarca.
1~

(111) Angulo interior: es aquel que tiene su vértice en un punto interior de la circunferencia y los
lados son dos secantes.

Septiembre, 2014 Curso 2013-2014.
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Mide la mitad de la suma de las medidas de los arcos que abarcan sus lados y las prolongaciones
de sus lados.

1 ~
£40B = - (AB + CD).

(1v) Angulo central: es aquel que tiene su vértice en el centro de la circunferencia y sus lados lo
forman dos radios.

La medida de un arco es la de su dngulo central correspondiente.
ZAOB = AB.

(v) Angulo exterior: es aquel que tiene su vértice fuera de la circunferencia y los lados son dos
secantes o dos tangentes de la circunferencia o uno tangente y otro secante.

1 ~
£40B = —(AB—CD).

Angulo glscrito Angulo semiinscrito Angulo central

O A

(0)

!

Angulo interior Angulo exterior Angulo exterior Angulo exterior

A b 0 A=D 0 A=D 0
A ‘
c C
B

TFM: Problemas sobre Geometria M.C. Rodriguez
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Cuadrilatero

Un cuadrildtero estd circunscrito a una circunferencia cuando sus lados son tangentes a ella. Desde
otro punto de vista la circunferencia quedara inscrita en el cuadriladtero cuando en cada lado existe
un punto y sélo uno que pertenece a la circunferencia.

Un cuadrildtero esta inscrito en una circunferencia cuando sus vértices son puntos de la circunfe-
rencia.

Proposicion. 1.5.
En un cuadrildtero inscrito en una circunferencia, los dngulos opuestos son suplementarios, esto es,
(a+y=p+06=180°).

DEMOSTRACION. Sean D y B dos dngulos opuestos. Entonces:
~ —~ 1 VRS
D+B= E(CDA + ABC),

es decir, la suma de estos dos dngulos opuestos es la mitad de la circunferencia o lo que es lo mismo,
la suma es 180°.

Un razonamiento andlogo se puede aplicar para cualquier par de dngulos opuestos del cuadrilatero.
O

Septiembre, 2014 Curso 2013-2014.
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Teorema. 1.6. (Teorema de Pitot)
En todo cuadrildtero circunscrito a una circunferencia, se cumple que la suma de las longitudes de
dos lados opuestos es igual a la suma de las longitudes de los otros dos lados: AB + CD = BC + AD.

DEMOSTRACION. Definimos los segmentos AB, BC, CD, AD:

AB=x+n,
BC=x+y,
CD=y+m,
AD=n+m.

Sumando:
AB+CD=x+n+y+m=x+y+n+m=BC+AD.

O

Se llama trapecio a un cuadrilatero que tiene dos lados paralelos y otros dos que no lo son. En
concreto, un trapecio isosceles es el que tiene los lados no paralelos de igual longitud, dos dngulos
internos agudos y dos obtusos, iguales entre si, las diagonales son congruentes y la suma de los
angulos opuestos es 180°.

TFM: Problemas sobre Geometria M.C. Rodriguez
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Dos o mds puntos son colineales cuando todos estdn sobre la misma recta, i.e., existe una recta que
pasa por todos los puntos. Son no colineales si al menos uno de los puntos se encuentra fuera de la
recta que definen dos de los restantes.

Puntos colineales S

.

Paintos no colineales

.

Proposicion. 1.7.
Un poligono convexo es una figura en la que:

1. todos los dngulos interiores miden menos de 180° o 7 radianes y todas sus diagonales son
interiores.

2. cualquier recta que pase por un lado del poligono convexo deja a todo el poligono completa-
mente en uno de los semiplanos definidos por la recta.

3. cualquier segmento entre dos puntos que estén dentro del mismo estd dentro, es decir, el
segmento no corta los lados.

4. todos los vértices apuntan hacia el exterior del poligono.

Todos los tridngulos son poligonos convexos. Todos los poligonos regulares son convexos.

Septiembre, 2014 Curso 2013-2014.




Capitulo II

Lugares geométricos

2. Lugares geométricos

Se denomina lugar geométrico al conjunto de puntos que verifican una determinada propiedad.
(1) En el plano.

Ejemplos de lugares geométricos en el plano.

» El lugar geométrico de los puntos que equidistan a otros dos puntos fijos Ay B es una
recta o eje de simetria de dichos dos puntos. Si los dos puntos son los extremos de un
segmento AB, dicha recta o lugar geométrico, se llamada mediatriz y es la recta que se
interseca perpendicularmente a AB en su punto medio.

= La bisectriz es también un lugar geométrico. Dado un &ngulo, la bisectriz cumple la
propiedad de que todos sus puntos equidistan a los lados de dicho dngulo, convirtiéndose
la bisectriz en un caso particular del lugar geométrico que sigue a continuacién.

» Generalizando la propiedad de equidistancia a dos rectas, obtenemos que la paralela me-
dia es el lugar geométrico de los puntos que equidistan de dos rectas paralelas. Se observa
que, bajo el punto de vista de que las rectas paralelas se cortan en el infinito (se elimina,
pues, la nocién de paralelismo), pasa a ser un sinénimo de la bisectriz, donde el angulo
ha tomado valor nulo. Si, por el contrario, se diferencia el concepto de paralelismo, la
bisectriz vuelve a ser, como se ha dicho antes, un caso particular de esta definicién y el
caso de rectas paralelas, con dngulo 0, es disjunto al de las bisectrices (dngulo no nulo).

Secciones conicas.

Las secciones conicas pueden ser descritas mediante sus lugares geométricos:

» La circunferencia es el lugar geométrico de los puntos cuya distancia a un punto deter-
minado, el centro, es un valor dado (el radio).

= La elipse es el lugar geométrico de los puntos tales que la suma de las distancias a dos
puntos fijos, los focos, es una constante dada (equivalente a la longitud del semieje
mayor de la elipse).
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= La pardbola es el lugar geométrico de los puntos cuya distancia a un foco equivale a su
distancia a una recta llamada directriz.

= La hipérbola es el lugar geométrico de los puntos tales que el valor absoluto de la diferen-
cia entre sus distancias a dos puntos fijos, los focos, es igual a una constante (positiva),
que equivale a la distancia entre los vértices.

(11) En el espacio. Figuras geométricas muy complejas pueden ser descritas mediante el lugar geo-
métrico generado por los ceros de una funcién o de un polinomio. Por ejemplo, las cuddricas
estan definidas como el lugar geométrico de los ceros de polinomios cuadraticos.

En general, los lugares geométricos generados por los ceros del conjunto de polinomios reci-
ben el nombre de conjunto algebraico, las propiedades de dichas variedades se estudian en
Geometria algebraica.

2.1. Técnicas habituales para hallar un lugar geométrico

Muchos de los problemas de lugares geometricos salen por mas de un método, pero siempre hay que
saber elegir el que resulte més interesante y rapido para revolver un problema concreto.

2.1.1. Método paramétrico

Consite en expresar analiticamente las condiciones expuestas en el enunciado para determinar las
coordenadas (x, y) de un punto genérico del lugar en funcién de un pardmetro que expresa la va-
riacion del punto en el lugar.

En este método es importante la eleccion de la posicion de los ejes y la del pardmetro.

2.1.2. Método de transformaciones geométricas

Este método consiste en identificar el lugar pedido como la imagen de algtin lugar conocido mediante
una transformacion geométrica también conocida.

Las transformaciones mas usuales son traslaciones, giros, simetrias, homotecias e inversiones.

Para establecer el método se intenta ligar los puntos pedidos con otros que pertenezcan a un lugar
geométrico conocido mediante alguna relacion que exprese una transformacién de las anteriores o
una sucesion (producto) de ellas.

2.1.3. Método analitico directo

Dicho método consiste en obtener la ecuacion implicita del lugar pedido imponiendo a un punto
genérico P(x, y) la condicién definitoria expresada en el enunciado.

De nuevo resulta critica la eleccion de los ejes.
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2.2. Ejemplos

Ejemplo. 2.1.

Un segmento de recta de 10 cm de longitud se mueve apoyando sus extremos en los ejes de coorde-
nadas. Determinar el lugar geométrico descrito por un punto P(x, y) situado sobre el segmento AB
a 4 cm del extremo que se apoya sobre el eje OX, como se muestra en la figura siguiente:

Ver: Referencia Web.

v

SOLUCION. A partir de la figura podemos obtener las funciones trigonométricas:

= COSp =

b

= seny = =.

A< IR

Estas son las ecuaciones paramétricas del lugar geométrico que estamos buscando, pero necesitamos
transformarlas para que podemos identificar que las dos ecuaciones anteriores representan una sola
curva.

Elevamos al cuadrado las dos ecuaciones:

2

» cos?p = X
36
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2

Csentp =)
sen” = 7=

Sumando miembro a miembro:

XZ 2

%+E:sen2<p+cosch.

Por la propiedad de que sen® ¢ + cos® p = 1, sustiyendo tenemos:

2 2
AN
36 " 16

Por tanto, el lugar geométrico descrito por P es una elipse horizontal, con centro en el origen y cuyos
semiejes miden 6 y 4.

'y
Q
L.

Septiembre, 2014 Curso 2013-2014.



SEC. 2. LUGARES GEOMETRICOS 21

Ejemplo. 2.2.

En una circunferencia C se considera un punto fijo A y uno variable B. Se traza la tangente t a C
en Ay se construyen los rombos ABCD que tienen la diagonal AC contenida en t. Hallar el lugar
geométrico del vértice D al variar B en (.

Ver: Referencia Web.

SOLUCION. La recta t, tangente a la circunferencia C en A, contiene a la diagonal AC de los rombos
ABCD. Por tanto, los puntos D son simétricos a los puntos B con respecto a la recta t.

Asi, al variar B en C, los puntos D son simétricos de puntos de la circunferencia C, con respecto a t.

Por tanto, el lugar geométrico de D es la circunferencia simétrica, circunferencia lila, de C respecto
alarecta t.
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Ejemplo. 2.3.
Determinar el lugar geométrico de los puntos del plano cuyo cociente de distancias a los puntos

PM
M(6,0) y N(—2,0) es 3 (es decir, W = 3).

Ver: Referencia Web.

SOLUCION. Si P(x,y) es un punto del lugar geométrico, entonces se cumple que:

PM V(x—6)2+ y2
ﬁ=3:> R R :3:>\/(x—6)2+y2=3[\/(x+2)2+y2:|.

Elevamos al cuadrado la igualdad, para que las raices desaparezcan:

(x—62+y*>=9[(x +2) +y*] = x> —12x +36 + y*> = 9[x* + 4x + 4+ y?]
= x?—12x + 36+ y> =9x? + 36x + 36 + 9y* = 8x* + 8y + 48x = 0.

Simplificando:
x*+ y*+6x =0.

Esta es la ecuacion general de una circunferencia, que es de la forma(I.3). Tenemos que en este caso
concreto D =6, E =0y F = 0. Entonces:

—D —6
"] a:_:>:_:_3,
2 2
—E 0
] b:_$:—:0,
2 2

n r=4/(a?2+b2=F)=>r=4v/94+0-0=3.

Por tanto, el lugar geométrico de los puntos del plano cuyo cociente de distancias a los puntos M (6, 0)
y N(—2,0) es 3, es una circunferencia de centro (—3,0) y radio 3.
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®
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Capitulo III

Problemas y otros desarrollos

3. Problemas de Olimpiadas. Fase Local

Ejercicio. 3.1. (2007-2008, Ver 30 en las Referencias Web)

Sea P una familia de puntos en el plano tales que por cada cuatro puntos de P pasa una circunferen-
cia. (Se puede afirmar que necesariamente todos los puntos de P estdn en la misma circunferencia?
Justifica la respuesta.

SOLUCION. Sea T = {xl, Xy, X3, x4} un subconjunto de P con cuatro elementos. Por hipdtesis existe
una circunferencia a que pasa por estos cuatro puntos. Supongamos que existe un punto x € P
tal que x ¢ a. Por la condicién del enunciado existe una circunferencia 8 que pasa por los puntos
X, X5, X3 Y x4. Entonces las circunferencias a y f§ tienen tres puntos comunes, lo que implica que
deben coincidir, puesto que como se vio en teoria, una circunferencia queda determinada cuando
conocemos tres puntos de esta (Ver pagina 1) y si dos circunferencias tienen tres puntos comunes,
estas son la misma. Por tanto, se puede afirmar que necesariamente todos los puntos de P estan en
la misma circunferencia.
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Ejercicio. 3.2. (2002-2003, Ver 30 en las Referencias Web)

Dibuja un semicircunferencia con centro en O y didmetro AB y, en su interior, otra, con didmetro OA.
Traza por un punto C de OA una recta perpendicular a dicho radio OA, que cortara a la semicircunfe-
rencia pequena en D y a la grande en E y; finalmente, la recta AD que cortard a la semicircunferencia
grande en F. Demuestra que el circunferencia circunscrita al tridngulo DEF es tangente a la cuerda
AE enE.

SOLUCION. Sea AEB un tridngulo rectdngulo, ya que el segundo teorema de Tales afirma que si
los tres vértices de un tridngulo estdn sobre una circunferencia dada, siendo uno de sus lados el
diametro de la circunferencia, entonces el angulo opuesto a este lado es un dngulo recto. Ademas la
semicircunferencia de didmetro OA coincide con el arco de capaz de dngulo 90°, entonces E = 90°.

Por el Teorema del Cateto:'

AE?> =AC -AB (111.1)

El cuadrildtero BCDF es inscriptible en una circunferencia ya que sus dngulos opuestos son su-
plementarios, es decir, su suma es 180°. En este caso C y F son rectos. Por tanto, su suma es
90° + 90° = 180°. Luego los otros dos dngulos del cuadrildtero sumardn 180°, y por tanto, son
suplementarios, ya que la suma de todos los dngulos de un cuadrilatero es 360°.

!Teorema del cateto para tridngulos se enuncia de la siguiente forma:
El cuadrado de un cateto es igual al producto de la hipotenusa por la proyeccién del cateto sobre la hipotenusa, es
decir, b> = na y ¢ = ma.
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Asi, las rectas ACB y ADF son secantes a la circunferencia que lo circunscribe.
La potencia del punto A respecto de esa circunferencia nos da:

AC-AB=AD -AF.

I11.1
Por tanto, AE? "= AD - AF,

Y esto quiere decir, por potencia de A respecto a la circunferencia que circunscribe al tridngulo DEF,
que la recta AE es tangente a dicha circunferencia en E. a
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Ejercicio. 3.3. ([2, pagina 257])
Dada una circunferencia C y una recta r, hallar todas las circunferencias cuyo eje radical con C sea
r.

SOLUCION. En este ejercicio lo que tenemos que encontrar es el conjunto de circunferencias que
cumplan lo que nos pide el enunciado. A tal conjunto le llamaremos haz de circunferencias y su
posicién geométrica depende de la posicion relativa de C y r.

Estudiamos entonces cada uno de los casos.

= r y C secantes. Toda circunferencia que pase por los puntos de corte de r y C cumple la
condicion pedida, luego es del haz.

Si llamamos d a la mediatriz del segmento definido por los puntos de corte de r y C, todas
las circunferencias pedidas tienen centro en la recta d y todo punto de d es centro de una
circunferencia del haz.

Por cada punto M del plano no perteneciente a r pasa una y sélo una circunferencia del haz,
la determinada por M y los dos puntos de corte de r y C.

= 1y C tangentes. Este caso puede considerarse el caso limite del anterior cuando los dos puntos
de corte de r y C tienden a confundirse.

Como antes, todas las circunferencias del haz son tangentes a r en el mismo punto.
Todas ellas tienen centro en la recta d perpendicular a r por el punto de contacto.

Por cualquier punto M del plano no perteneciente a r pasa una y s6lo una circunferencia del
haz cuyo centro se determina por la interseccién con d de la mediatriz del segmento que une
M con el punto de contacto.
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= r exterior a C. En este caso para obtener las circunferencias del haz trazaremos una circunfe-
rencia auxiliar C’ con centro en P (interseccién de r y d) y ortogonal a C.

Cualquier circunferencia con centro en d y ortogonal a C’ es del haz ya que P tendra la misma
potencia respecto de C y de ella (el cuadrado del radio de C’).

Todo punto de d exterior al segmento AB es centro de una circunferencia del haz.

Ay B se llaman polos del haz.
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Ejercicio. 3.4. ([2, pagina 326, Ejercicio 1])
Hallar el lugar geométrico del punto medio de un segmento de longitud a que se apoya continua-
mente en los ejes.

SOLUCION. Tomamos los ejes como se muestra en la siguiente figura:

P(x,y)

A
4 >

Llamamos a al pardmetro que representa al angulo formado por el segmento y el eje OX.
Tenemos que:

OA
cosa = — => 0OA=acosa,
a

OB
sena=— = 0B =asena.
a

Entonces, las coordenadas de los extremos, y las del punto medio P son, respectivamente:

A(acosa,0), B(0,asena),

Las igualdades anteriores representan las ecuaciones paramétricas del lugar pedido. Para encontrar
la ecuacion cartesiana basta eliminar el pardmetro.
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Elevando al cuadrado, sumando y teniendo en cuenta que sen® a + cos®> a = 1, nos queda:

2
a
2 2
xX“+y =—,
!

ecuacion de una circunferencia de centro el origen y radio la mitad de la longitud a del segmento
dado.

AY

A
v

P(x,y)
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Ejercicio. 3.5. ([2, pagina 329, Ejercicio 3])

Dados tres puntos alineados A, B, C se toma un punto variable D sobre la mediatriz de AB. Se traza
la circunferencia que pasa por A, B y D. Se traza la recta CD que corta a la circunferencia en un
segundo punto P. Hallar el lugar geométrico de P al variar D en la mediatriz.

SOLUCION. Tomamos los ejes de modo que el eje OY coincida con la recta dada que contiene a A,
B, C. El eje OX coincide con la mediatriz del segmento AB.
Todas las circunferencias pasan por Ay B, luego forman un haz con el eje radical comtn, que es la
recta definida por Ay B.
Como C estd en el eje radical comun, la potencia de C respecto de cualquier circunferencia es la
misma y por ello:

CP-CD =Cte.

Dicho de otro modo, P es el inverso de D en un inversién de polo C y potencia el valor de la constante.
Como D recorre una recta, el lugar geométrico pedido es la figura inversa a esa recta, que, al no pasar
por el polo, es un circunferencia que pasa por el polo.
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Ejercicio. 3.6. ([2, pagina 331, Ejercicio 4])
Dada una circunferencia y una recta tangente a ella, hallar el lugar geométrico de los centros de las
circunferencias tangentes a ambas.

SOLUCION. En primer lugar tomamos los ejes como se muestra en la figura, coincidiendo la recta
tangente a la circunferencia con el eje OX.

A

Denotamos x e y a las coordenadas del centro P de una circunferencia variable cualquiera. Es obvio,
que el radio de esta circunferencia es y.

Si llamamos r al radio de la circunferencia dada, se cumple (teorema de Pitdgoras):
(r+y)P=x*+(r—y) o x*=4ry.

Esta es la ecuacién de una pardbola” de vértice (0,0), foco F(0,r), ya que en nuestro caso 2p =

. . ., 2r
4r = p = 2r, y directriz la recta de ecuacién y = 5 = —r.

2La ecuacién general de la parédbola es:
(x —a)* =2p(y — b).

Tenemos V (a, b) el vértice, F(a, b + g) elfocoey=b— g la recta directriz.
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P(x,y)

Recta directriz
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Ejercicio. 3.7. (1998-1999, Ver 30 en las Referencias Web)
Sea ABC un tridngulo con baricentro G.

(a) Prueba que para cualquier punto del plano M se verifica:

2 2 B =B —B —2
MA +MB +MC =GA +GB +GC,
obteniéndose la igualdad si y solamente si M = G.
—2 —2 —
(b) Fijado un nimero k > GA + GB + GC , halla el lugar geométrico de los puntos M tales que

MA +MB +MC. =k.

SOLUCION.

. . ., 2 2 2
En el primer apartado, se trata de minimizar la expresion: f(M)=MA + MB + MC .

Sean A= (a;,a,), B=(b;,b,) y C = (¢, ¢,) los vértices del triAngulo dado. Para un punto genérico
M = (x, y) se obtiene:

flx,y)= (x_al)z +(y—a2)2+(x—b1)2 +(y—b2)2+(x—c1)2+(y—c2)2

=3x%+3y%—2x(a; + by +¢;) —2y(a, + by + ¢,) + ;2 + ay® + by * + by* + ¢ % + ¢,

:3[()6_%)1@_%)2]%

donde g es una determinada constante real.

(II1.2)
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Por lo tanto, esta cantidad resultard minima si y sélo si los cuadrados que aparecen en la expresién
a,+b;+c¢; ay+by+c,

3 ’ 3

son cero, es decir, cuando M = (x,y) = ( ), que corresponde precisamente
al baricentro G.

Para resolver el segundo apartado es necesario encontrar el lugar geométrico de los puntos M tales
que f(M) = k. Para ello determinaremos en primer lugar la constante g. Tomando M = G en (II1.2)

se obtiene g = f(G) = GA +GB +GC . Por tanto,

fM) =k ,
@B(X_M) +(y_mf+g:k

3 3
a, + by, +¢;\? a,+b,+c,\*> k—
(:)(x— 170y 1) +(y_ 2T Dy Cz) _ g’
3 3 3

: : : , k—g
que es exactamente la ecuacidn de la circunferencia de centro G y radio r = —5

A

S

M

Septiembre, 2014 Curso 2013-2014.



SEC. 3. PROBLEMAS DE OLIMPIADAS. FASE LOCAL 37

Ejercicio. 3.8. (2012-2013, Ver 30 en las Referencias Web)

Deslizamos un cuadrado de 10 cm de lado por el plano OXY de forma que los vértices de uno de
sus lados estén siempre en contacto con los ejes de coordenadas, uno con el eje OX y otro con el eje
OY. Determina el lugar geométrico que en ese movimiento describen:

(a) El punto medio del lado de contacto con los ejes.
(b) El centro del cuadrado.
(c) Los vértices del lado de contacto y del lado opuesto en el primer cuadrante.

SOLUCION. Sean PQRS el cuadrado de lado 10 cm, PQ el lado de apoyo, M(m;, m,) el punto medio
de dicho lado y C(c;,c,) €l centro del cuadrado, como se muestra en la figura, ademas sefialamos
los puntos A, B, D y E.

y S

©

D
Q|
A D

M
X

0 B E P F

(a) Caso del punto medio M.
Tenemos que
1
OM=PM=§PQ=5,
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luego m;? + m,? = 25.

Ademas, sabemos que m;, m, > 0, entonces el lugar geométrico seria el cuarto de circunferencia
situado en el primer cuadrante.

(b) Caso del centro del cuadrado C.
Los tridngulos AQM, AOM, BMO y DMC son congruentes®

AM = OB =DC,
AQ =0A=MD = BM,
OM =MQ=MC =5.
Asi, resulta que las coordenadas del centro del cuadrado, en su deslizamiento, son iguales
¢;=0E=0B+BE=m;+MD =m,; +m,,

¢, =EC=ED+DC=0A+AM =m, + m,.

Luego, el centro del cuadrado se mueve, en este primer cuadrante, sobre un segmento de la
linea bisectriz. Las posiciones extremas se dan cuando el lado PQ se apoya sobre alguno de los
ejes, C(5,5), y cuando forma una escuadra, esto es, un tridngulo rectdngulo isdsceles, con ellos,

C(5v2,5v2).

3Dos figuras son congruentes si tienen la misma forma y tamafio, aunque su posicién u orientacién sean distintas.
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Aplicando un razonamiento andlogo en los demdas cuadrantes podemos afirmar que el centro
del cuadrado recorre el segmento de sus bisectrices que viene dado por la expresion

C(cy,cy) = (£5A,£51), A €[1,v2].

Y
A
R °
R
R S
/ S
S
C (@]
@
C
Q [
M
Q [
M\\\A X
0=Q ® >

(c) Caso de los vértices del cuadrado del lado de contacto: P y Q.

Los vértices P y Q se mueven sobre segmentos de los ejes coordenados, esto es, de las lineas
x=0yy=0.

Los casos extremos se dan cuando el lado de contacto descansa sobre los ejes.

Asi, si las coordenadas de uno son (0, A), las del otro (:I:v 100 — A2, O) y si las coordenadas de
uno son (A, 0), las del otro son (O, +4/100— AZ) con A € [—10,10].

Caso de los vértices del cuadrado del lado opuesto al lado de contacto: Ry S.
Apoyéandonos en la figura del principio, podemos ver que los tridngulos OQP, QHR y PFS son
congruentes, y a la vez, semejantes a AQM:

R(rq,1ry)ry = 2myry = 2my + m,,

Io—T1 r
szza

de donde m; =

TFM: Problemas sobre Geometria M.C. Rodriguez



40

CAr III. PROBLEMAS Y OTROS DESARROLLOS

Sabemos que m% + m% = 25, entonces tenemos para R:
ra—r1\2  [17)?
(g) + (_1) =25,
2 2

Entonces el lugar geométrico esta, pues, en la elipse de ecuacién (y — x)? + x2 = 100, (elipse
azul), y es un arco de elipse, (arco azul comprendido entre Ry S del cuadrado azul oscuro), que
se puede parametrizar como

(y—x)P+x2=100 = /(y —x)2=V100—x2 = y—x = V100 —x2 = y = x+ /100 — x2,
con x € [0,10] e y €[10,104/2].

Andlogamente, para S sale el arco de elipse, (arco rosa comprendido entre S y P del cuadrado
azul oscuro), y? + (x — y)* =100 con

Y24+(x—y)? =100 = 1/(x —y)2=/100—y2 & x—y = /100 — y2 < x = y+4/100 — y2,

con y €[0,10]y x €[10,10+/2].

v

U ¢
o
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4. Problemas de Olimpiadas. Fase Nacional

Ejercicio. 4.1. (Torredolones, 2007, Ver 30 en las Referencias Web)

Dada una semicircunferencia de didmetro AB = 2R, se considera una cuerda CD de longitud fija c.
Sea E la interseccion de AC con BD y F la interseccion de AD con BC.

Probar que el segmento EF tiene longitud constante y direccion constante al variar la cuerda CD
sobre la semicircunferencia.

SOLUCION. Los tridngulos EFC y EDF son rectdngulos, entonces el cuadrildtero EDFC es inscripti-
ble (1.5.) y EF es el didmetro.
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Llamamos r al radio de la semicircunferencia de ECD. Por el teorema del seno* en ECD:

CD C
EF =2r = = . (I11.3)
senE senkE

Pongamos a = ZBOD y 3 = ZCOD. Entonces,

E

I
I

O

S
I

Esta expresién prueba que el dngulo E es constante al serlo § y ademads el punto E se mueve en el
arco capaz de 90 — 5 sobre AB.
Sustituyendo en (I11.3) nos queda:

C c C
EF =2r = B = B B = B (II1.4)
sen (90 — —) cos —sen90 —sen —cos90  cos —
2 2 2 2

por otra parte

c
sen — = —.

2 2R

Eliminamos f3 entre (I11.4) y (III.5) y despejamos EF. Para ello, realizamos lo siguiente: despejamos

(I11.5)

cosg en (II1.4), elevamos al cuadrado la expresién resultante y (II1.5), y sumamos ambas expresio-

nes, es decir,

c
COS — = —,
EF
c
sen — = —,
2R
entonces,
2 2 2 2
c c c c
c052E+sen2E:—+—:1:_+_
2 2 EF2  4R2 EF2  4R2
N c? _q c? N c? —4R2_C2:>EF— 2cR
EF2 = 4R? T EF?  4R2 VAR —c2

Esta expresion muestra que EF es constante al serlo ¢ y R.

Ademas F es el ortocentro del tridngulo ABE como interseccion de las alturas AD y BC, por ello EF
que estd sobre la tercera altura es siempre perpendicular a AB. a

4Si en un tridngulo ABC, las medidas de los lados opuestos a los 4ngulos A, B y C son respectivamente a, b, c,

entonces:
a b c

= = :2R,
senA senB senC

donde R es el radio de la circunferencia circunscrita.
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Ejercicio. 4.2. (Murcia, 2001, Ver 30 en las Referencias Web)
ABCD es un cuadrildtero inscrito en una circunferencia de radio 1 de modo que AB es un didmetro
y el cuadrildtero admite circunferencia inscrita. Probar que:

CD < 2+/5—4.

SOLUCION.

Sea O el centro de la semicircunferencia. Pongamos a = BC, b = AD, p = CD, 2a = ZBOC, 23 =
Z/AOD, 2y = ZCOD.
La condicién necesaria y suficiente para que ABCD admita una circunferencia inscrita (1.6.) es:

p+2=a+b (111.6)

Puesto que la suma de los dngulos centrales de una semicircunferencia es 180°, en este caso tenemos
que 2a + 23 + 2y = 180°, entonces
p=90—(a+7).

Ademas
a=2sena, p=2seny,

b=2senf =2[sen90cos(a +y)—sen(a+v)cos90]

=2 COS(a + }/) = 2.C0S & COS Y — 2sen aseny. (I11.7)

Vamos a expresar la condicion (II1.6) en funcién del dangulo a y el dato p que determina por completo
el cuadrilatero.

2
cos’y +sen’y =1 = cos’y = 1—sen2}f:>coszy:1—(%) ,
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Entonces,
B pz B /4 — p2
cosy=\|1-—=——7—7—,
4 2
sustituyendo en (II1.7), y teniendo en cuenta la siguiente propiedad, obtenemos b,
p)? p
sen®y =1—cos’y =1—1+ (5) =seny =7,

entonces,
A\ /4 —n2
b= Z(Tp)cosa—Z(g)sena= v/ 4—p?cosa—psena,
y sustituyendo en (II.6), queda:

p+2=2sena+ +1/4—p?cosa—psena,
o lo que es lo mismo:
p+2=+4—p2cosa+(2—p)sena. (I11.8)

Por tanto, existird circunferencia inscrita para los valores de p que hagan compatible la ecuacién
(I11.8) en la incégnita a.

Interpretando la ecuacidn (I11.8) como el producto escalar de los vectores 7(cos a,sen a) de médulo
1y Vv (,/4 —p2,2 —p). La condicidén (III.8) queda:

|7| cosd =p+2, (I11.9)

siendo & el 4ngulo formado por los vectores Wy v .

Para que (II1.9) sea compatible debe cumplirse p +2 < | V']

drado y operando queda:

= 4/4—p2+(2—p)?, elevando al cua-

p*+8p—4<0.

Las raices de la ecuacién son p = £2+4/5—4 . Como p es positivo la condicién final es:

0<p<2V5—4.
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Ejercicio. 4.3. (Santander, 2012, Ver 30 en las Referencias Web)

Sea ABC un tridngulo acutdngulo (tiene todos sus dgulos menores de 90°), w su circunferencia
inscrita de centro I, Q su circunferencia circunscrita de centro O y M el punto medio de la altura
AH, donde H pertenece al lado BC. La circunferencia w es tangente a este lado BC en el punto D.
La recta M D corta a w en un segundo punto P y la perpendicular desde I a MD corta a BC en N.
Las rectas NR y NS son tangentes a la circunferencia Q) en R y S respectivamente. Probar que los
puntosR, P, D y S estdn en una misma circunferencia.

SOLUCION.

Supongamos que b = c. Entonces, el pie de la altura H coincide con el punto de tangencia D, luego
DM es perpendicular a BC y N no estd definido.

Asumimos entonces sin pérdida de generalidad que b < c.

Sea U el punto de la recta BC cuya potencia es la misma respecto de «w y Q. Para obtener este punto,
basta con construir el eje radical de las dos circunferencias y cualquier punto de este eje tendra igual
potencia respecto a una u otra circunferencia.

Obviamente, hay exactamente dos tangentes a cada una de ambas circunferencias que pasan por U,
siendo D el punto de tangencia de una de ellas con w. Llamamos E al punto de tangencia con w de
la segunda recta que pasa por U. La distancia de U a los cuatro puntos de tangencia es la misma,
luego existe una circunferencia de centro U que pasa por los cuatro puntos, es decir, si demostramos
que U = N, el problema quedaria resuelto.

El eje radical de la circunferencia descrita con centro U y w, es claramente la recta DE y la perpen-
dicular a esta recta por I es la mediatriz de la cuerda DE, luego pasa por U.
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Basta entonces con demostrar que el punto W de la altura AH cuya potencia es la misma respecto
a la circunferencia de centro U por D y por E, y respecto a w es el punto medio de AH, con lo que
seria P = E y N = U. Ahora bien, dicha potencia es

UD?>—UW?=]1D?—IW?

Pero UW? = UH*+WH?, IW? = (WH—ID)?+HD?, con lo que la anterior condicién es equivalente
a
HD-UD

UD?>—2WH -ID = UH*—HD?*=UD(UD —2HD), WH = —5

y el problema se reduce a demostrar que esta ultima expresion es la mitad de la altura.

Llamando s al semiperimetro de ABC, tenemos que BD =s—b, CD =s—c, BH = ccosB, y al estar
U definido como el punto sobre BC tal que su potencia es la misma respecto de w y € y llamando
> al drea de ABC y usando la férmula de Her6n® para la misma, tenemos

UD? = (UD—-BD)(UD + CD),

_BD-CD _(s—b)(s—c) _ >
"~ CD—BD b—c s(b—c)s—a)

UD

Luego

WH_ha(s—b—ccosB) _h(a(a+b+c)—20b—a2—c2+b2)
T2 (b—)(s—a) 2 (b—c)(b+c—a)

(I11.10)
h(ac—ab—c2+b2) h

T2 h—0tc—a) 2

que es lo que queriamos demostrar.

SLa férmula de Herén relaciona el 4rea de un tridngulo en términos de las longitudes de sus lados a, b y c:

Z: \/S(S—G)(S_b)(s_c)a

donde s es el semiperimetro del tridngulo:

Septiembre, 2014 Curso 2013-2014.



SEC. 4. PROBLEMAS DE OLIMPIADAS. FASE NACIONAL 47

TFM: Problemas sobre Geometria M.C. Rodriguez



48 CAr III. PROBLEMAS Y OTROS DESARROLLOS

Ejercicio. 4.4. (Castellon, 1995, Ver 30 en las Referencias Web)
En la figura, AB es un segmento fijo y C un punto variable dentro de él. Se construyen tridngulos
equildteros ACB’ y CBA’, de lados AC y CB, respectivamente, en el mismo semiplano definido por
AB, y otro ABC’, de lado AB, en el semiplano opuesto. Demuestra:

a) Las rectas AA’, son concurrentes.
(a) L tas AA’, BB y CC’ t
(b) Sillamamos P al punto comtin a las tres rectas del apartado (a), hallar el lugar geométrico de
P cuando C varia en el segmento AB.
(c) Los centros A”, B” y C" de los tres tridngulos forman un tridngulo equildtero.
os puntos A”, B”, estdn sobre una circunferencia.
(d) Los puntosA”, B”, C" y P estdn sob f

C/

SOLUCION.

(a) Se traza la circunferencia circunscrita al tridngulo ABC’ y se llama P a la interseccién de CC’
con ella.

Evidentemente (arco capaz) ZAPB = 120° y PC’ es su bisectriz con lo que ZAPC = ZCPB = 60°
y P ha de estar en las circunferencias circunscritas a los tridngulos ACB’ y BCA'.

Por tanto las tres circunferencias se cortan en P.
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Como ZCPB’ =120° y ZCPB = 60° sumando queda que ZBPB’ = 180° y P estd alineado con
BB’.

Como ZCPA' = 120° y ZCPA = 60° sumando queda que ZAPA' = 180° y P est4 alineado con
AA'.

Por tanto, AA’, BB’ y CC’ son concurrentes y se cortan en el punto P.

(b) Como P estd definido por la interseccion de la recta CC’ con la circunferencia circunscrita al
tridngulo ABC’ el lugar pedido es el arco APB de esa circunferencia.

c
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()

d

Los lados del tridngulo son perpendiculares a las cuerdas PA, PB y PC que forman angulos de
60° o0 120°. Por ello, entre si forman angulos iguales de 60°.

Basta comprobar que los centros C”, B”, A” y P verifican el Teorema de Ptolomeo:°

PC”-A'B"” = PA"-B"C" + PB" -A'C" < PC" = PA” + PB” < AB = AC + CB.
La primera implicacién es clara, ya que A”B”C” forman un tridngulo equilatero, y por tanto los
lados A”B”, B”C"”, A”C"” son iguales.

La segunda implicacidn es cierta si se da:

AB AC CB
el = DA = A (II1.11)

Vamos a demostrar las anteriores igualdades.

(1) A’PA=C"PC = C"PC’ = B"PB.

(2) Giramos en sentido horario de las agujas del reloj, con centro P, el 4ngulo A” PA. Entonces,
P, A” y A estan alineados.
P, C"y C estan alineados.
P, B” y B estan alineados.

(3) Entonces, el segmento B”C” es paralelo a el segmente BC’, ya que tenemos dos tridngulos
equildteros con un lado comun.

(4) Entonces }W y PC’B son iguales.

(5) Por tanto, A/C’\P :W, yA/C’\P =@, luegoA/CE =m.
Entonces los tridngulos A”C”P y A”C”C son semejantes, ya que tienen dos dngulos iguales,
uno es AC’C = A”C"P y el otro es C’AC = 60° =A"PC”.

°El Teorema de Ptolomeo afirma que en todo cuadrilétero inscribible en una circunferencia, la suma de los productos
de los pares de lados opuestos es igual al producto de sus diagonales, es decir,

AC-BD=AB-CD+BC -AD.

B
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Tendriamos entonces la siguiente situacion:

c’
a
c”
A
A C P A

AC  AC’ cc’

Entonces,

PA// PC’// = A//C//’

y como AB = AC’, tenemos que:
AC AB cc’

PA" ) ol = A//C//'
Nos quedaria por demostrar la segunda igualdad en (III.11), y asi tendriamos probado lo que que-
riamos.
Para ello, desarrollamos un razonamiento andlogo al anterior y llegamos a la situacion:

C/

Entonces,
BC’ BC cc’

PC” - PB” - C"B"’
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y como AB = BC’, tenemos que:

AC AB _ BC

PA”  PC” PB"
Por tanto, uniendo los resultados de ambos razonamientos, demostramos lo que se queria, es decir,
hemos probado que

AB AC CB

PC” PA” PB//'

Ejercicio. 4.5. (Madrid, 1994, Ver 30 en las Referencias Web)

Sea OXY Z un triedro trirectdngulo de vértice O y aristas X, Y, Z. Sobre la arista Z se toma un punto
fijo C, tal que OC = c. Sobre X e Y se toman respectivamente dos puntos variables P y Q de modo
que la suma OP + OQ sea una constante dada k. Para cada par de puntos P y Q, los cuatro puntos
O, C, P, Q estan en una esfera, cuyo centro W se proyecta sobre el plano OXY . Razonar cudl es el
lugar geométrico de esa proyeccion. Razonar también cudl es el lugar geométrico de W.

SOLUCION. Sean tres circunferencias resultantes de intersecar la esfera con los planos coordenados.

Las proyecciones del centro W de la esfera sobre estos planos coinciden con los centros de estas
circunferencias (denotados F, G y H) y al ser el triedro trirectdngulo, F, G y H estan en los puntos
medios de los segmentos PQ, QC y CP que son diametros de sus circunferencias.

Z

)

: \f.'.:':_:/ Q H}

X
1
1
_-|I|—_
-
\

Parametrizando con la distancia OP = A y teniendo en cuenta que OP +0Q =k y OC = c, tenemos
con respecto a OXY Z la siguientes coordenadas:
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5 ofoi 5 aln (41549

2!

o

w|>»

. — k
Por tanto, el lugar geométricode F eslarectax +y = — + T =3 del plano XOY.

Estudiamos ahora el caso del punto W.
A partir de los datos que se tienen, podemos obtener la siguiente matriz:

(1)
2y—k -1

\ Z

N o
N——

Para que tenga rango 1, se debe cumplir:
1
2 0= + k 0=>x+ k
= —X — — = X = -,

Y 2 Y 2

2y —k -1

N | =

c
z——= 0
2

Por tanto, el lugar geométrico de W es la interseccién de los planos:

X+y=-

Y=3
C
z =-
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Ejercicio. 4.6. (Valladolid, 2010, Ver 30 en las Referencias Web)

Sea P un punto cualquiera de la bisectriz del dngulo A en el tridngulo ABC, y sean A’, B', C’ puntos
respectivos de las rectas BC, CA, AB, tales que PA’ es perpendicular a BC, PB’ es perpendicular a CA
y PC’ es perpendicular a AB. Demuestra que PA’ y B'C’ se cortan sobre la mediana AM, siendo M el
punto medio de BC.

SOLUCION. Sea E el punto de interseccién de PA’ y B’C’. Demostrar que PA’ y B'C’ se cortan sobre
la mediana AM cuando P se mueve sobre la bisectriz AI (I en el incentro) equivale a demostrar que
el lugar geométrico de E cuando P se mueve sobre Al es la mediana AM.

Si P se mueve sobre la bisectriz AI (I es el incentro), la figura PB’C’E es homotética de si mis-
ma con respecto al punto A. Luego E describe una recta que pasa por A. La bisectriz Al corta a la
circunferencia circunscrita a ABC en F, que se proyecta en el punto medio M de BC.
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Si P =F, larecta B'C’ es la recta de Simson’ de F. Luego el lugar geométrico de E es la mediana
AM.

7Una recta de Simson en un tridngulo es cualquier recta que une los pies de las perpendiculares a los lados del
triangulo, trazadas desde un punto de la circunferencia circunscrita.
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Ejercicio. 4.7. (Girona, 2009, Ver 30 en las Referencias Web)

En el interior de una circunferencia de centro O y radio r se toman dos puntos A y B, simétricos
respecto de O. Se considera un punto variable P sobre esta circunferencia y se traza la cuerda PP’,
perpendicular a AP. Sea C el punto simétrico de B respecto de PP’. Halla el lugar geométrico del
punto Q, interseccién de PP’ con AC, al variar P sobre la circunferencia.

SOLUCION. Primera solucion:

Tomamos r = 1 y unos ejes de coordenadas en los que la ecuacién de la circunferencia es x2+y? =1,
es decir, con centro (0, 0), y las coordenadas de A(a,0), B(—a,0), con 0 < a < 1.

Sea P’(x,, y,) punto de la circunferencia, entonces x, + y,* = 1. Por las condiciones del problema
(C simétrico a B), P’ es el punto medio de BC.

Llamando (x;, y;) a las coordenadas de C, se tiene:

X, =2x,+a,
Y1=2Yp.
Entonces la ecuacion de la recta® CA es
x—a  y—0

= = XoY — YoX + Yoa=0.
2xg+ta—a 2y,—0 oY T YoX T )0

8Sea r una recta que pasa por dos puntos, A(x;,y;) ¥ B(x5, y,). Su ecuacién se obtiene:

X—X; _ Y=
Xo—=X1  Ya—Nn
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Xo+a
La pendiente’ de P’'B es Yo ylade P'P es —=2

Xot+a Yo

, ya que las rectas P’P y P’'B forman un angulo

. 1 .
recto, entonces la pendiente de P'P es —— siendo m la pendiente de P’B.
m

Ahora obtenemos la ecuacién de P’'P.
Sea y = mx+b la ecuacidn general de una recta donde m es su pendiente. En nuestro caso, tomamos

Xo+a
el punto P'(x,, y,) v la pendiente es ——2—.
Yo
Calculamos b:
Xot+a Xota

Yo Yo
Una vez obtenido b, sustituimos en la ecuacién general:

Xo+a

Xg+a ) )
x+y,+ Xo & Yoy = —(xg+a)x + y,* + xo° + xpa

y=-
Yo Yo
xo2+yo?=1
S Yoy =—(xg+a)x+1+xa = y,y+(xo+a)x—x,a—1=0.
Resolviendo el sistema de ecuaciones:
XoY — YoX +Yyoa =0
Yoy +(xg+a)x —x,a—1=0

obtenemos las coordenadas del punto Q, interseccién de AC y P’P:

Q( X, +a yo(l—az))‘

1+x0a’ 1+x5a

Denotando por x, y a las coordenadas de Q y despejando los valores de x, e y, se obtiene

a—x -y
Yo =

XO:

ax—1 ax—1"

Imponiendo ahora la condicién x,* + y,> = 1, se llega a

(a—x)? y:
(ax—1)2 * (ax—1)2

L

y mediante operaciones se transforma en la ecuacién x? + = 1, que es la ecuacién de una

. 1—a?
elipse.

Pendiente de una recta dados dos puntos, A(x;, y;) y B(x,, y5):

Yo—W1

Xo — X
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Segunda solucidn:

Demostramos primero que dados dos puntos A, B del plano, el conjunto de los puntos P (del mismo
plano) tales que PA% + PB? es constante y mayor o igual que AB?, es una circunferencia de centro el
punto medio de AB y que tiene a los puntos Ay B en su interior.

Supongamos A = (d,0), B=(—d,0) y sea P = (x, y) cualquier punto. Se tiene entonces
PA’+ PB?>=(x—d)*+ (x+d)*+ (y —0)*+ (y —0)* = 2x? + 2y? + 2d>.

Asi que si por hipdtesis PA* + PB? = k > AB? = (d — (—d))? = 4d?, se tiene que 2x* + 2y + 2d* =
k
k24d2:>x2+y2=§—d22d2.

SeaR el punto donde BC corta a PP’ (que es perpendicular a BC). Aplicando el Teorema de Pit6goras,
vemos que el punto R satisface

PR? = BP? —BR? = AR> — AP?,

luego R estd en la circunferencia y es distinto de P, con lo que R = P’.

Ahora bien, se tiene

AP? + BP? — (AP —BP'> _k—PP?—(AP—BP')> k—AB?

AP -BP' = )
2 2 2

donde k = AP? + BP? = AP"* + BP"*.
Ademas, la potencia de A respecto de la circunferencia es
k k — AB?

rP—d*=—-—-2d*>= ,
2 2

con lo que el segundo punto S en el que AP corta a la circunferencia es tal que AS = BP’ = CP’.
Como CP’ 1L PP’ 1 AP se tiene que AS es paralelo a CP’ y ASP’C es un paralelogramo.

Finalmente,

PP+ PS2 =AP"* + AS>+2-AS - AP = AP’> + BP"* + k —AB? = 2k — 4d? = 4r2,

es decir, P'S = AC = 2r. Como AQ + BQ = AC = 2r, el lugar de Q es la elipse interiormente tangente
a la circunferencia dada, con Ay B como focos.
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Ejercicio. 4.8. (La Rioja, 2002, Ver 30 en las Referencias Web)
En un tridngulo ABC, A’ es el pie de la altura relativa al vértice A y H el ortocentro.

AA/
(a) Dado un numero real positivo k tal que e k, encontrar la relacion entre los dngulos B y C

A

en funcidn de k.
(b) SiB y C son fijos, hallar el lugar geométrico del vértice A para cada valor de k.

SOLUCION.
Tenemos:
BA' = ccosB; AA' = csenB,
AA AA’
, HA  HA K o senB 1
tanHBA = = = = = = —tanB.
BA” ccosB ccosB kcosB kcosB k
1 1
También tenemos que tan B = ———— y por tanto, tan C = ————. Entonces,
tan HCA’ tan HBA’
, 1 1
tan HBA' = =—tanB=> k =tanB -tanC. (I11.12)
tanC k

Para el segundo apartado, tomamos a = BC, unos ejes con origen en el punto medio de BC y eje OX
sobre el lado BC.

a a
Por tanto, B (——, O) yC (—, 0).
2 2
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Sea A(x, y), entonces la condicién (II1.12) se escribe:

a ‘a
——Xx —+x 4
2 2
Entonces,
2 2
x
_2 + ‘y_z — 1’
a ka
4 4
es la ecuacion de una elipse.
x2 y2
Para la ecuacién general de la elipse, (—2 + B2 1), podemos distinguir dos casos:
a

(D) a>b=>a’>=b*+c?>=>c=+Va2—b2.
La semidistancia focal es ¢ y el semieje mayor es a.
En este caso se trata de una elipse horizontal.

2) a<b=b’=a’+c>=>c=VDb2—a2.
La semidistancia focal es c y el semieje mayor es b.

En este caso se trata de una elipse vertical.
En nuestro caso concreto tenemos:

= Si k < 1, estamos en el primer caso, entonces tenemos una elipse horizontal con eje mayor
sobre OX.

2 k2
c= a——i=§v1—k,

4 4

. .- . . . a
siendo c la semidistancia focal y semieje mayor 5

= Sik > 1, estamos en el segundo caso, entonces tenemos una elipse vertical con eje mayor sobre
oY,
ka*> a?

c= - =

a
4 4 2

vVk—1,

. . - . . . a
siendo c la semidistancia focal y semieje mayor 2 Vk.
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B

b (A

Ejercicio. 4.9. (Requena, 2014, Ver 30 en las Referencias Web)

Sean B y C dos puntos fijos de una circunferencia de centro O, que no sean diametralmente opuestos.
Sea A un punto variable sobre la circunferencia, distinto de B y C, y que no pertenece a la mediatriz
de BC. Sean H, el ortocentro del tridngulo ABC; y M y N los puntos medios de los segmentos BC
v AH, respectivamente. La recta AM corta de nuevo a la circunferencia en D, y, finalmente, NM
v OD se cortan en un punto P. Determinar el lugar geométrico del punto P cuando A recorre la
circunferencia.

SOLUCION. Consideramos el caso en el que AABC es acutangulo. En primer lugar, denotaremos por
A’ el punto diametralmente opuesto a A con lo que los tridngulos ACA” y ABA’ son rectangulos. Los
segmentos HB y CA’ son paralelos por ser perpendiculares a AC. Igualmente, HC y BA’ también son
paralelos por ser perpendiculares a AB.
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Entonces, CHBA' es un paralelogramo y, por tanto, M es el punto medio de HA'. Los tridngulos AA'H
y OA’M son semejantes con razén de semejanza conocida. Es decir, tenemos que

OM MA 1 AH

— = =—-=>0M = — =AN =NH.

AH HA 2 2
Luego OMHN es otro paralelogramo.
Sea D la interseccidon de AM con la circunferencia y sea P el punto de corte de OD con NM. Puesto
que AAOD es isésceles, entonces ZOAD = ZODA. Como OM y AN son paralelos, pues ambos son
perpendiculares al lado BC, ademds de iguales, entonces AOMN es también un paralelogramo. Y,
de aqui, tenemos que ZOAM = ZAMN = ZPMD por ser opuesto por el vértice.
Sintetizando, tenemos que

/PMD = ZOAM = LOAD = ZODA= /PDM,

con lo que APDM es iso6sceles y, por tanto, PM = PD.
Finalmente, tenemos que
OP +PM =OP +PD =0D =r = Cte.

Es decir, con A variable, el punto P se mueve sobre una elipse incompleta con focos en O y M, y eje
mayor el radio de la circunferencia. En esta elipse hay que descartar los cuatro vértices. En efecto,
si el punto P estuviese sobre el eje mayor de la elipse, tambien estaria D y por tanto A, lo cual estd
excluido del enunciado ya que en este caso AD y NM son coincidentes. Si el punto P fuese uno de

s . . , r r
los vértices del eje menor de la elipse, tendriamos OP = PM = 3 Como OD =r, entonces PD = 5

Supongamos que P estd del lado de B, entonces la paralela a BM por el punto medio de OB es el eje
menor de la elipse, con lo que el punto medio de OB es precisamente P y D coincide con B, lo que
implicara que A coincide con C, lo cual esté excluido del enunciado ya que ABC seria degenerado. El
resto de puntos de la elipse se pueden obtener cuando A es distinto de B y C y no estd en la mediatriz
de BC.
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5. Problemas de Olimpiadas. Fase Internacional

Ejercicio. 5.1. (Checoslovaquia,1962, [ 1, Enunciado, solucion: paginas 26, 29, Ejercicio 4.5])
Sean A, B, C puntos distintos de una circunferencia K. Dibujar con regla y compds un cuarto punto
D en la circunferencia K tal que una circunferencia se puede inscribir en el cuadrildtero ABCD.

SOLUCION. Sea AB > BC y D el cuarto punto que se necesita. El punto D pertenece al arco AC, que
no contiene B. A partir de la condicién AB + CD = AD + BC (1.6.) se deduce que

AB—BC=AD—CD = 0. (II1.13)

Entonces, el punto D pertenece a la circunferencia circunscrita al tridngulo ABC y B y D se encuentran
en el mismo lado de la linea bisectriz del segmento AC.

Sea E un punto del segmento AD tal que DE = DC. Entonces EDC es un tridngulo isésceles cuyo
m—D Prop._(l.SA) ZABC
—
/ABC , 10
Resulta que ZAEC = m — — ya que los dangulos AEC y DEC son adyacentes ”, y por tanto

angulo en E es: ZDEC =

suplementarios.

19Dos angulos son adyacentes si tienen un lado en comun y los otros dos estdn en la misma recta.
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Obtenemos que E es el punto de intersecciéon de la circunferencia de radio r = AB— BC'! y centro

B
A, y la circunferencia que pasa por los puntos A, C, que define el angulo ZAEC = m — 5 Se obtiene
de esta manera el punto E. Y a partir de esto, se obtiene obviamente el punto D buscado. a

Ejercicio. 5.2. (Alemania del Este, 1965, [ 1, Enunciado, solucion: paginas 45, 49, Ejercicio 7.6])
Sea n puntos en un plano, n > 3, y d la distancia mdxima entre dos puntos de este conjunto. De-
mostrar que a lo sumo n parejas de puntos estdn situados a una distancia d.

SOLUCION. Sea M el conjunto de puntos dados. Llamamos didmetro de M al segmento XY de
longitud d, donde X, Y € M. Para cualquier punto X € M, C(X) es el disco circular de centro X
y radio d. Si AB es un didmetro de M, entonces cualquier punto X € M es un punto interior del
dominio C(A) N C(B) o es un punto de los arcos que definen esto.

Si AB, AD son didmetros del conjunto M, cualquier punto X es un punto interior del dominio C(A)N
C(B)N ¢(C) o un punto de los arcos que lo definen.

11

DE=DC (II1.13)
AD=DE+EA= EA=AD—DE = EA=AD—-DC = EA=r=AB-—BC.
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Supongamos que AB, AD, AE son didmetros del conjunto M y que B, D, E se encuentran en C(A), en
el orden las agujas del reloj. Entonces arc(BE) < 60°. Aplicando el argumento anterior se deduce
que AD es el tnico didmetro que termina en D, como se ilustra en el dibujo siguiente.

V.Y

Por tanto, se deben considerar los siguientes casos:

(1) Existe un punto A, A € M, de manera que al menos dos didmetros AB, AD acaban en A. El
conjunto {A,B, D} contiene a lo sumo 3 didmetros y cualquier otro punto E € M contribuye al
conjunto de didmetros con un elemento, como maximo.
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(2) Cada punto A, A€ M, es un punto final de como mdximo un didmetro. Si quitamos el punto D
del didametro AD te siguen quedando todos los puntos de dentro del dominio, pero estos no se
encuentran a distancia d de A.

El siguiente ejemplo muestra un conjunto M para el que el maximo n es conocido.

Tomamos un triangulo equilatero ABC de lados d y describimos tres circunferencias iguales de radio
d y centros en A, B, C. Tomamos en los arcos AB, BC, AC diferentes puntos en el orden de n — 3.

Ejercicio. 5.3. (Rumania, 1969, [ 1, Enunciado, solucion: paginas 70, 74, Ejercicio 11.4])

Sea AB el didmetro de la semicircunferencia I' y sea C un punto de T, C diferente de A y B. La
proyeccion perpendicular de C en el didmetro es D. Las circunferencias I',T,,T; se dibujan de la
siguiente manera: son tangentes aAB, I estd inscrita en el tridnguloABC yT,, I'; son ambas tangentes
al segmento CD yT. Demostrar que las circunferencias I}, T, I, tienen una segunda tangente comun.

SOLUCION. Usaremos coordenadas para demostrar este problema.

Sea O el centro de I" y supongamos que OB es el eje OX. Podemos considerar que:
» Elradiode ' es 1.
= Las coordenadas de C son C(a, b).

Estoes,OD =a,CD=bya*+b*=1 (1.2).
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Sean O,,0,, 05 los centros de I, I}, I; respectivamente. Las circunferencias I}, I}, I’; tienen una se-
gunda tangente comun si y sélo si O;, 0,, 05 son puntos colineales, ver pagina 16, y en este caso la
recta tangente requerida es el reflejo de AB en la recta O, O;.

Sean ry,r,, 15 los radios de I}, T, I'; respectivamente, T,, T5 los puntos de tangencia de I' y T, I; res-
pectivamente y S;,S,, S5 las proyecciones de O,, O,, O; en AB, respectivamente.

El centro O, tiene coordenadas x, = a +r,, ¥, = r, donde r, se puede obtener usando la condicién
OOZ + 02T2 - OTz rF:=1 1.

00,2 "= r2 4 (a+1,)* = 00, = /1,2 + (a+1y)2,

Entonces,
Via+r)2+ri+r=1=>r=—(a+1)++/2(1+a).

Otra forma de obtener el valor de r, sin utilizar la condicién anterior, seria aplicando un corolario
del Teorema de Pitdgoras'?.

1—ry=y/(a+r)2+ri=/(a+r)2+ri+rn=1=>r=—(a+1)++y/2(1+a).

El centro O; tiene coordenadas x3 = a —r3, Y3 = r3 donde ry se puede obtener usando la condicién
003 + 03T3 == OT3 =1.

00,2 ""E™ 12 4 (a—1y)2 = 00, = /152 + (a—13 )%,

Entonces,

Via—r)2+ri+ry=1=>r;=—(1—a)++/2(1—a).

12Del Teorema de Pitagoras se deduce una serie de corolarios, siendo de ayuda uno de ellos en este ejercicio, el cual
establece que:

h = vV C12 + C22,

siendo h la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo y c;, ¢, sus respectivos catetos.
En este caso, tomamos 0S,0, tridngulo rectdngulo, h=1—ry,c; =a+ry, ycy =1y
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El centro O, tiene coordenadas x; =1—BS;, y, =r;.

base - alt 1+1)b
Sea S el drea y p el semiperimetro de AABC. Luego S = Jase TUrd g = (+1>b =>S=>b=

2 2
vV1—a2 '3,

Los lados AC, BC se pueden obtener por el Teorema del cateto:'*
AC*=AD-AB = AC*=2(1+a) = AC = y/2(1 +a),

BC*=BD-AB=BC?=2(1—a)= BC =4/2(1—a).

13Tomando el tridngulo rectdngulo ODC y aplicando el Teorema de Pitdgoras, tenemos que

1=a’>+b> =>b=v1—a2

4Teorema del cateto para tridngulos se enuncia de la siguiente forma:
El cuadrado de un cateto es igual al producto de la hipotenusa por la proyeccién del cateto sobre la hipotenusa, es
decir, b> = na y ¢ = ma.

-
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Luego

p:2+\/2(1+a)+\/2(1—a) :1+Q 1+a+\J 1—a
2 2 2

S
Usando la férmula r; = — (ya que I estd inscrito en AABC), obtenemos:
P

vV1—a2 \J1+a \ll—a
-1+ + .

\j1+a \Jl—a 2 2
1+ +
2 2

O, es el incentro de ABC. En el dibujo se puede observar que p = AC + BS,, siendo S; la proyeccién
del incentro sobre el lado AB, entonces,

1+a ,[1— 1+a ,[1— 1+a ,[1—
BSlzp—AC=1+\J 2“+\J 2“—,/2(1+a)=1—\J a+\J a:>x1=\J a—q 1

2 2 2 2

La condicion determinante de puntos colineales puede ser verificada.

Xy + X +
Podemos probar ademds que: x; = =2 5 2yy, = Y2 : yS.

Por tanto, O; es el punto medio del segmente O,0;.
En efecto:

—— =a

2 2
:a+—(1+a)+\/2(1+a)+(1—a)—\/2(1—a)
2
\J l1+a \J l1—a
=a—a-+ —
2 2

y2+y3:r2+r3
2 2

_—(1+a)+y2(1+a)—(1—a)+y2(1—a)
B 2

\J1+a \Jl—a
=—1+ +
2 2
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Ejercicio. 5.4. (Rumania, 1959, [ 1, Enunciado, solucion: paginas 8, 11, Ejercicio 1.6])

Sean P y Q planos que se cortan a lo largo de una recta p. Los puntos A, C se encuentran en P, Q,
respectivamente, pero no en la recta p. Encontrar el punto B en P y D en Q tal que ABCD es un
trapecio isosceles (AB || CD) en el que una circunferencia puede ser inscrita.

SOLUCION. Sean a, c rectas paralelas a p en los planos P, Q, respectivamente, talque A€ ay C €c.
Entonces B € a y D € c, ya que por hipdtesis AB || CD. El trapecio ABCD se encuentra en el plano
definido por las rectas a y c.

Una circunferencia estd inscrita en ABCD (Mira el Teorema (1.6.).) si y sdlo si:

BC=AD despejando AB CD
AB+CD=BC+AD = 2AD & 7+7=AD:BC. (II1.14)
a A B —
s ~
AN

Sea H la proyeccidn de A en c y sea EF la bisectriz perpendicular a los segmentos AB y CD. La
condicién anterior es equivalente a:

AB CD .
oty =AE+CF=CH "= Ap = BC.

Por lo tanto, los puntos B y D se pueden dibujar con compds, considerando la circunferencia de
centro C y radio CH.

Una solucién del problema existe si y s6lo si CB > EF. Equivalente, CH > AH, o ZADH < 45°.
Cuando ocurre la igualdad ZADH = 45°, el trapecio pasa a ser un cuadrado.
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|
\
\
|
|
D=H F C }

Ejercicio. 5.5. (Rumania, 1959, [ 1, Enunciado, solucion: paginas 7, 9, Ejercicio 1.5])

Sea AB un segmento dado y M un punto del segmento. Sean AMCD y MBEF cuadrados tomados
en el segmento AB. Las circunferencias circunscritas de estos cuadrados tienen centros en P y Q,
respectivamente, y se cruzan entre si en los puntos M y N.

(a) Demostrar que las rectas AF y BC se cortan en el punto N.

(b) Demostrar que, para cualquier punto M, la recta MN contiene un punto fijo.

(c) Determinar el lugar geométrico del punto medio del segmento PQ cuando el punto M es variable
en el segmento AB.

SOLUCION. Comenzamos demostrando el primer apartado.

Sea N el punto de interseccién de AF y BC. Vamos a demostrar que N se encuentra en ambas
circunferencias.

Para demostrar esto, es suficiente comprobar que AN y BN son perpendiculares.

Denotamos:
AB=a,
AM =x,
/ZFAM = a,
/ZMBN = f3.
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Entonces

Resulta que tana -tanf3 = 1 y esto implica que a + ff = g Entonces, ZANB = E, ya que la suma
de los dngulos de un tridngulo es 180°.

P

Otra forma de ver que N se encuentra en ambas circunferencias es estudiando el eje radical. Como
vemos en el dibujo siguiente, el eje radical de dos circunferencias secantes (como es el caso), pasa

por sus dos puntos comunes, los cuales pertenecen a ambas. En este caso pasa por N y M, y por
tanto ambos puntos pertenecen a las dos circunferencias.
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Eje radical

P

En el segundo apartado, denotamos S como el punto medio del segmento AB.

La mediatriz del segmento AB se corta con la recta MN en el punto T. El dngulo entre las rectas MN
y AB es:

/BMN =180° — ZAMN = 180° — (180° — ZMAN — ZANM) = ZMAN + ZANM = a + %
Para entender esta serie de igualdades, hay que tener en cuenta una serie de propiedades:

(1) Los dngulos BMN y AMN son adyacentes'”. Los 4ngulos adyacentes son suplementarios. As{
tenemos que ZBMN + ZAMN = 180° = ZBMN = 180° — ZAMN.

(11) La suma de los dngulos de un triangulo es 180°. De ahi, que ZAMN = 180°—4ZMAN — ZAN M.
(1r1) El angulo MAN coincide con el angulo FAM, que por hipodtesis es a.

(1v) El angulo ANM es la mitad del dngulo ANB, que hemos calculado en el primer apartado que
Jis
era —.

Tenemos que tan ZSM T = tan ZBMN ya que son angulos opuestos por el vértice.

15Dos angulos son adyacentes si tienen un lado en comun y los otros dos estdn en la misma recta.
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76
Entonces,
tana+tan£ _a—x+1
tana+1
tanZSMT =tan(a + —) = 4 _lana =X __*
4" 1_tana-tan~ 1—tana 1_47% 2x—a
4 X
Por otro lado
ST ST ST 28T
tanZSMT = = = = .
SM  AM—-AS ,_% 2x-—a
2

Igualando las dos expresiones anteriores:
a 25T a
= =a=28T = ST =—.
2x—a 2x—a 2

Asi que llegamos ST = %, y por lo tanto T es un punto fijo.

Otra forma de realizar este apartado seria aplicando el Teorema de la tangente y de la secante, para
cada una de las circunferencias dadas. Tomamos una tangente en cada una de las circunferencias y
la recta secante comun a ambas. Aplicando el teorema, tenemos:

(TA>=TM - TN,

(TB>=TM -TN.
Curso 2013-2014.
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Igualando tenemos que TA = TB, entonces el punto T tiene igual potencia respecto a ambas circun-
ferencias y por tanto T es fijo.

El tercer apartado no depende de ninguno de los anteriores.

Sea J el punto medio del segmento PQ. Sea P, Q" y J’ las proyecciones perpendiculares en AB de
P, Q y J, respectivamente. Entonces es obvio que JJ' es la mediana del trapecio PQQ’P’.

a .y ,
Luego JJ' = —. Por tanto, el lugar geométrico del punto J cuando M varia en AB, es un segmento

. .. a
paralelo a AB a distancia 2

a/4 P J Q [ J

a/4 J
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Ejercicio. 5.6. (Rumania, 1960, [ 1, Enunciado, solucidon: paginas 12, 16, Ejercicio 2.5])
Sea ABCDA'B’C’D’ un cubo, X un punto variable del segmento AC e Y un punto variable del seg-
mento B'D’.

(a) Encontrar el lugar geométrico del punto medio del segmento XY .
(b) Encontrar el lugar geométrico del punto Z, Z en el segmento XY, tal que

Y =2XZ.

SOLUCION. Consideramos el primer caso. Sea Z el punto medio del segmento XY . Es obvio que si
7, 7’ son planos paralelos, X un punto variable en 7 e Y un punto variable en 7/, entonces el lugar
geométrico del punto medio del segmento XY es un plano paralelo a la misma distancia de y 7’.

Y

f
/
B /
/
/
/
/
/
/

H/

En nuestro caso, el lugar geométrico estd contenido en un plano paralelo con ABCD y A’B'C’D’ a la
. . .a
misma distancia, > de estos planos, donde AA" = a.

Fijamos un punto arbitrario X en AC y sea Y un punto variable en el segmento B’D’. Entonces, el

V2
lugar geométrico de Z es la linea media del tridngulo D’XB’. Tiene longitud 9Y2 Cuando X se
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, . . . a
mueve en el segmento AC, la linea media se mueve paralelamente a distancia > respecto de las dos

bases.

Considerando las posiciones limite, X = Ay X = C, concluimos que el lugar geométrico de Z es el
cuadrado cuyos vértices estan en los centros de las caras laterales del cubo. El lado del cuadrado

tiene una longitud —
/
C B’
°
| 7
7
| Y /
| /
| /
| o ,
hn /
| i /
D A /
/ v i /
D N [INY / /1 " \ A/ /
\ I s L / /
\ \ 0 /
\ / | | /
S | \ [ /
N\ 7| | \
N\
\ v/ g q
/ / \ g
N ) [ W7
3! 7 o Z
gN g
N \ )\
N | /
_—] by v oo
\//\ I\ A
\/ \\ /\ i '// \ B
/
B 777¥7\7J,r/,,,,\,<, 77777 )
e Ny 1 \
/N
L \\: /) \
, Vs | \
// ! !
\
,
, \
7 \
’ \
b A

También, es posible dar la solucién mediante coordenadas.

Supongamos
A=(0,0,0), A'=(0,0,1),
B=(1,0,0), B'=(1,0,1),
Cc=(1,1,0), C'=(1,1,1),
D =(0,1,0), D' =(0,1,1).

Entonces X = (a,a,0)eY =(5,1—p,1)donde 0 < a, f < 1.

ZX . .. .
Supongamos — = c, siendo ¢ una constante real positiva. Entonces Z tiene coordenadas'®:

c
"14c¢

a+ch a+c(1—p)
1+c’ 1+c

z( )

16Las coordenadas de un punto P(x,,Yp,2p) que divide un segmento AB seglin una razén r son:

25+ 12p

:xA+pr
1+r

1+r

_YatTYs
1+r

Xp »Yp »2p
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c . i
Entonces Z pertenece al plano z = T Para precisar el lugar geométrico de Z en este plano
c

tenemos que estudiar el problema para el conjunto de puntos

at+cf  atc(l—p)
14c¢’” 1+4c¢

M={(x,y)|x= ,0Sa,ﬁ£1}.

El conjunto M seria un rectangulo, como se representa en la figura siguiente:

Este serfa un método general, donde ¢ toma valores segun la relacién entre ZX y ZY. La resolucién

del segundo apartado, se puede obtener siguiendo un razonamiento analogo al método anterior, solo

, 1
tendriamos que tener en cuenta que ¢ = 5 O

Ejercicio. 5.7. (Alemania del Este, 1965, [ 1, Enunciado, solucion: paginas 44, 47, Ejercicio 7.5])
Sea OAB un triangulo tal que ZAOB = a, a < 90°. Para cualquier punto M del plano, M #0, P y Q
son los pies de las perpendiculares de M en OA y OB, respectivamente. El punto H es el ortocentro
del tridngulo OPQ. Encontrar el lugar geométrico del punto H en los siguientes casos:

(a) M es un punto variable sobre el segmento AB.
(b) M es un punto variable dentro del tridngulo AOB.

SOLUCION.
Sean K, L los pies de altura desde A, B, respectivamente, en el tridngulo OAB.

Vamos a demostrar que el lugar geométrico del punto H es el segmento KL, cuando M es un punto
variable del segmento AB.
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Sean Q’, K’ los pies de las perpendiculares de Q, K, respectivamente, en la recta OAy P’, L’ los pies
de las perpendiculares de P, L, respectivamente, en la recta OB.

AM K K'Q’
Sea — = k. Entonces Q—g = Q’% = k. De ello se deduce que la recta paralela QQ’ a KK’ en el

tridngulo LK’K divide el lado LK con razén k. De la misma manera PP’ divide LK con razon:

KP' AP AM _

P'L’ PL MB
Luego QQ’ y PP’ intersecan el segmento KL en el mismo punto. Cuando M es uno de los puntos A,
B se obtienen los puntos finales K, L, respectivamente.

Para la segunda parte del problema, cuando M es un punto interior del tridngulo OAB, demostrare-
mos que el lugar geométrico de H es el conjunto de puntos interiores del tridngulo OKL.
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Sea A'B’ el segmento paralelo a AB a través del punto M. Entonces AOA'B’ es laimagen de AOAB bajo
una transformacién de homotecia de razén A'7, A < 1, y centro O. Cuando M es un punto variable
sobre el segmento A’B’, el lugar geométrico de H es la imagen de LK en virtud de la transformacién
considerada. De esta manera obtenemos el interior del tridngulo OK L.

Ejercicio. 5.8. (Rumania, 1959, [ 1, Enunciado, solucién: paginas 7, 9, Ejercicio 1.4])

La hipotenusa AB de un tridngulo rectdngulo ABC tiene una longitud c y la mediana correspondiente
al vértice C es la media geométrica de los lados AC y BC. Construir el tridngulo ABC usando regla
y compas.

SOLUCION. El tridngulo esta inscrito en una semicircunferencia de didmetro AB, AB = c. Esta co-
rresponde con el arco capaz de dngulo 90°.

Sea O el centro de la circunferencia y al ser ésta circunscrita a un tridngulo, O coincide con el
circuncentro del tridngulo inscrito. O es el punto medio del segmento AB, situado a una distancia

c , . . . . c .
> tanto del vértice A como de B. Luego, la mediana OC tiene longitud > ya que el circuncentro se

encuentra a igual distancia de todos los vértices.
2

) c c , , .
Por el enunciado sabemos que v ab = > entonces ab = 7 Usamos la férmula del drea del trian-

1 1
gulo'®, tenemos que S = Eab = ECh’ donde h es la altura desde el vértice C. Por lo tanto, h = 2

7Una homotecia es una transformacién afin que, a partir de un punto fijo, multiplica todas las distancias por un
mismo factor. En general una homotecia de razén A diferente de 1 deja un tnico punto fijo, llamado centro.
18g base-altura

2
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Para construir el punto C es suficiente dibujar una linea paralela a AB a una distancia —. Corta al

arco capaz en dos puntos: C; y C,. De esta manera, hemos calculado dos lugares geométricos, es
decir, dos conjuntos de puntos que verifican las condiciones que nos pedia el enunciado. En este
caso son dos tridngulos cuyos puntos cumplen las caracteristicas pedidas.

c/2 c/2

Ejercicio. 5.9. (Rumania, 1960, [ 1, Enunciado, solucidon: paginas 12, 15, Ejercicio 2.3])

Sea ABC un tridngulo rectdngulo, h la longitud de su altura desde el vértice A (el dngulo recto) y n
un entero positivo impar. La hipotenusa BC tiene longitud a y estd divida en n segmentos iguales. El
segmento que contiene el punto medio de BC es visible desde el punto A bajo un dngulo a. Demostrar
que

4nh

tana = ———.
(n2—1)a

SOLUCION. En este caso, el arco capaz de angulo 90° coincide con la semicircunferencia cuyo dia-
metro es el segmento BC, ya que estamos trabajando con un tridngulo rectangulo.

Sea H el pie de la altura desde el vértice A. Por conveniencia introducimos las notaciones BH = x y
ZHAK = f3. Es posible determinar x a partir de la ecuacién:

h? = x(a—x). (I111.15)

la cual se obtiene por el Teorema de la altura para tridngulos rectdngulos.'”

Teorema de la altura. En un tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la altura sobre la hipotenusa es igual al producto
de las proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa, es decir, h2 = m - n.
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Luego, tana se puede determinar a partir de los tridngulos HAK y HAL. Para ello utilizamos la
férmula de la tangente de la suma de dos dngulos.*”

)-(5)
tanq — tan(a + ) —tan f3 ~\Lh h ) h(LH—KH) ru-xn=Lk h-LK
~ l+tan(a+pB)tanf 1+(£_@) - h2+LH-KH  h2+LH-KH’
h h

(II1.16)

Los segmentos LH, KH y LK estan dados por las féormulas:

tana + tan
Dtan(a+p) = _tanatanf
1—tana-tanf

Agrupando términos:

= tan(a+ ) —tan(a + B)tana - tan f =tana + tan f.

tan(a + f3) —tanf

tana(l +tan(a+ B)tanf) =tan(a+ ) —tanf = tana = T+ tan(a+ f)anp’
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LK =—,
n+1

LH = a—x,
2n
n—1

KH = a—x
2n

Aplicando estas férmulas a la ecuacién (II1.16) tenemos que:

a
h- n 4anh
tana = =
n+1 n—1 4n2h? + a’n? —a? — 4axn? + 4n2x?2
h? + a—x |- a—x
2n 2n

(I1L.15) 4anh B 4anh

~ 4n2x(a—x)+a2n2—a%—4axn?+4n2x2  4n2x(a—x)+ a?n? — a? — 4axn? + 4n2x>2

4nh 4nh

Tan’—a a(n2—1)
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