GEOMETRIA I. RELACION DE PROBLEMAS 1

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

1. Decidir cudles de los siguientes sistemas de ecuaciones son lineales. Para los que lo sean,
escribir la matriz de coeficientes y la matriz ampliada del sistema:

x+y+yz = 0 x+y+2z = 0
y—z = 3x , y—2 = 35

x+y+z = 0 x+2y+3z = 2007
x+2z = 3y xX+y+z = 28
sen(2)z = 35—2x , 22 = 35
ytr = 3z sen(x) +cos(y) = te(z)

Solucion: Los sistemas segundo y tercero (contando de arriba hacia abajo y de izquierda a
derecha) son de ecuaciones lineales. Los otros no. Las matrices de coeficientes y ampliada
del segundo sistema son:

11 2 11 2 0
A=01 -1 |, @p=(01 -1 | 35
12 3 1 2 3 | 2007

Las matrices de coeficientes y ampliada del tercer sistema son:

1 3 2 1 3 2 0
A= 2 0 sen(2) |, (Ap)=1| 2 0 sen(2) | 35
11 -3 11 =3 |0

2. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales escalonados:

x+y+z+t = 1 X4 — 7t
y+z+t , { +ZL _ 5 fx—y+10z=3.
7+t = 3 Y N

Solucion: Todos son compatibles e indeterminados. Las soluciones del primero son:

x=—-1, y=—-1, z=3—A, t=A, AeR.
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Las soluciones del segundo son:
x=-3, y=3—A—pu, z=A, t=u, AueR.
Las soluciones del tercero son:

x=8+A—10u, y=2A, z=u, AueR.

3. Discutir y resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

2x+2y+10z = 18 x+2y—-3z = -1
2x+3y+12z = 23 | 3x—y+2z = 1 ,
2y+5z = 11 Sx+3y—4z = 2
x+2y—-3z = 6 x—3y+4z-2t = 5
2x—y+4z = 2 2y+5z+t = 2.

4x+3y—2z = 14 y—3z = 4

Solucion: El primer sistema es compatible determinado con solucién:

El segundo sistema (el que estd a la derecha del primero) es incompatible. El tercer sistema
es compatible indeterminado con soluciones:

x=2—-A, y=2+42N, z=A, AER.
El dltimo sistema es compatible indeterminado con soluciones:

157+ 17\ 26— 3\ _6—
_ _ _ _ R.
Y TR TR

4. Discutir y resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

—dy—7z = -7
— 25+t = 2
Xty+z = 2 yt+z—25+ -
, X+2y+s = 7.
-tz = 2 2xX—y+z+ds+t = 0
—x+2y = 3 Y N

Solucion: El primer sistema es incompatible. El segundo es compatible indeterminado
con soluciones:

5-7A 8420 —24+4A—3p

) Z
3 y

3 - 3 , S=A =4 LeR.

X =
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5. Discutir y resolver, cuando sea posible, los sistemas de ecuaciones lineales siguientes en
funcion de los pardmetros a y b:

x+2y+z = 1 x+y+z =1
—X—y+z = -2, 3x+ay+taz = 5,
x+az = -1 4x+ay = 5
x+t = a az = b
x=2y+z =1, y+tz = 0,
—x+y+az—t = 0 x+ay+z = 0
ax+y+z = 1 ¥—3y+z = 1
Xdtaytz = a 2x—-3z = a
X+ )—;i—a _ a’ | ¥+y+2 = 07
yrar = 2x+y—z = 1
ax+y+z i 1 axty+z = 1
rhytz o= o Xty+z = 2°
ax+by+z = 1 Y -

Solucion: Contaremos los sistemas de arriba hacia abajo y de izquierda a derecha.

Primer sistema. Si a = —3 es incompatible. Si a # —3 es compatible determinado con
solucion:

3a—3 5—a —4

x:a—l—?)’ y

Ta+3 T a3

Segundo sistema. Si @ = 0 0 @ = 3 es incompatible. Si a # 0,3 es compatible determinado
con solucion:

a—>5 a+>5 a—>5
X = = —— e —
a—3 7 ala—3)’ ¢ a(a—?3)
Tercer sistema. Siempre es compatible indeterminado. Si @ = —1/2 las soluciones son:
A—1 —1
=0 = — =\ t=— AeR.
X bl y 2 ) Z ) 2 b E

Si a # —1/2 entonces las soluciones son:

ala—N»\) _a+A+1

= —}\, =
SR A VA B 2a—+1

, =A, AER.

Cuarto sistema. Si a =0y b # 0 es incompatible. Si a = 0 y b = 0 es compatible indeter-
minado con soluciones:

xX=—-A, y=-—A, z=A, AER.
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Si a # 0 es compatible determinado con solucién:

b(la—1) —b
X=—T—, y=-— = .
a a a

Quinto sistema. Si a = —2 es incompatible. Si a = 1 es compatible indeterminado con
soluciones:

x=1-A—py, y=XA z=p  AueR.
Sia # —2,1 es compatible determinado con solucién (tras varias simplificaciones):

a+1 1 (a+1)?
- ) y= =
a+?2

a+2’ a+2 -’

Sexto sistema. Si a # 29/19 es incompatible. Si a =29/19 es compatible determinado con

solucion:
10 4 3
T YT 19 T

Séptimo sistema. Sia =1y b # 1 es incompatible. Sia =1y b = 1 es compatible inde-
terminado con soluciones:

x=1-A—u, y=A z=p  MpeR
Sia# 1y b+# 1 escompatible determinado con solucién:

b—1 1 —ab
, y=0, z= :

l—a’
Sia# 1yb=1 escompatible indeterminado con soluciones:

x=0, y=1—A, z=A, A€ER.

Octavo sistema. Si a = 1 es incompatible. Si a # 1 es compatible indeterminado con solu-

ciones:
1 _ 1—2a

, Y= A, z=A, AeR.

l1—a

6. Las tres cifras de un nimero suman 21. Si a ese nimero se le resta el que resulta de invertir
el orden de sus cifras se obtiene 198. Se sabe también que la cifra de las decenas coincide
con la media aritmética entre las otras dos. Calcular dicho nimero.

Solucion: El nimero buscado es el 876.
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7.

10.

Dados tres puntos planos (x1,y1), (x2,y2), (x3,y3) de forma que sus primeras coordenadas
son dos a dos distintas, probar que existe una tnica parabola y = ax? 4 bx+ ¢ (incluyendo el
caso limite de rectas, esto es, a = 0) cuya grafica contiene a dichos puntos. ;Qué pardbola
se obtiene para los puntos (2,0), (3,0) y (—1,12)?

Solucién: Queremos probar que hay una tinica parabola de tipo y = ¢ + bx + ax® que pasa
por (x1,y1), (x2,y2) ¥ (x3,y3). Esto significa que los 3 puntos cumplen la ecuacién de la
pardbola. Se llega asi a un SEL con matriz ampliada:

1 x; x% yi
Ap)=( 1 x» x5 | »

2
I x3 x3 V3

Realizamos transformaciones elementales por filas hasta obtener un SEL escalonado. Co-
mo x| # X2, X] # X3 y X2 # x3, este SEL es compatible determinado, lo que concluye la
primera parte. La segunda parte es un caso particular de la primera. Resolviendo el SEL
se llega a la pardbola y = x> — 5x + 6. Es inmediato comprobar que, efectivamente, esta
pardbola pasa por (2,0), (3,0) y (—1,12).

Para la construccién de un almacén se necesita una unidad de hierro y ninguna de madera.
Para la construccion de un piso se necesita una unidad de cada material y para la cons-
truccion de una torre se necesitan cuatro unidades de hierro y una de madera. Si poseemos
en reserva 14 unidades de hierro y cuatro de madera, decidir cudntos almacenes, pisos y
torres se pueden construir de manera que se utilicen todas las reservas.

Solucion: Hay 4 posibilidades, a saber:

= 10 almacenes, 4 pisos y ninguna torre,
= 7 almacenes, 3 pisos y una torre,
= 4 almacenes, 2 pisos y 2 torres,

= | almacén, un piso y 3 torres.

. En un examen tipo test de 50 preguntas se dan 2 puntos por cada acierto y se quita medio

punto por cada fallo. Para aprobar hay que obtener al menos 40 puntos y es obligatorio
contestar a todas las preguntas. Si se quiere aprobar, ;cudntas preguntas hay que contestar
correctamente y cuantas se pueden fallar?

Solucion: Hay que acertar 26 y fallar 24.

En una ciudad los taxis cobran 1 euro por la bajada de bandera y 10 céntimos por cada
200 metros recorridos. En otra ciudad, la bajada de bandera es de 90 céntimos y por cada
200 metros que se recorran se cobran 12 céntimos. ;Existe alguna distancia para la que
coincidan los precios de las carreras en ambas ciudades?

Solucion: Hay exactamente una: 1 km. El precio serfa 1’5 euros en ambas ciudades.
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11. (Existe un SEL con 2 ecuaciones y 3 incognitas que sea compatible determinado? ;Y si el
SEL tiene 3 ecuaciones y 2 incognitas?

Solucion: La respuesta a la primera cuestion es NO. Para ello hay que argumentar que, al
aplicar el método de Gauss a cualquier SEL con 2 ecuaciones y 3 incdgnitas, se llega siem-
pre a un SEL escalonado que es incompatible o compatible indeterminado. La respuesta a
la segunda cuestién es SI. Para construir un ejemplo, basta con tomar un SEL compatible
determinado y afiadir una ecuacién que no aporte nada nuevo. Por ejemplo, el SEL:

x+y = 2
x—y =0
2x—2y = 0

es compatible determinado con solucién x =1,y = 1.




