GEOMETRIA 1.

Relacion de problemas 3: APLICACIONES LINEALES

Grado en Matematicas

1. Estudiar si las siguientes aplicaciones son lineales o no:

a) f:R* =R, fx,y) = (x—y,x+3y,2y).
b) f:R} = R3, f(x,y,2) = (2x—3y,2> —x+2,3y —z—x).
o) f:R3 = Roful, f(x,3,2) = (2x+2)u + (y — 2)u+2y.

+y—z x+42z
' R3 — My[R =7 :
d) f — 2[ ]’f(xvyaz) ( y—3Z 2x+y+z>

Para las aplicaciones que sean lineales, calcular su nucleo e imagen, y comprobar la formu-
la de las dimensiones.

2. Calcular una aplicacién lineal f : R? — R? cuyo nticleo esté generado por {(1,0,—1),(2,0,1)}
y cuya imagen esté generada por (1,—2).

3. Encontrar un automorfismo f de R3(R) (esto es, f es un isomorfismo de R*(R) en si
mismo) de manera que f(U) = U’ donde

U={(a,b,0)cR*:a,beR}, U ={(c,c+d,d)eR’:c,d eR}.

4. Sea f:V — V' una aplicacién entre dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K.
Demostrar que f es lineal si y sélo si el grafo de f, es decir, el conjunto:

G(f) ={(mV) eV xV'/V = f(v)}

es un subespacio vectorial de V x V’. Calcular también la dimension de este subespacio
cuando V y V/ son espacios finitamente generados.

5. Sean V) y V; espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K. Consideremos el espacio
vectorial producto V; x V; definido en el ejercicio 3 de la relacién de problemas anterior.

a) Demostrar que la proyeccion i-ésima ; : Vi x Vo — V; dada por m;(vy,v2) = v; es un
epimorfismo para cada i = 1,2.



Relacion de problemas 3 2

b) Demostrar que las inclusiones iy : Vi — Vi x Vo e ip : Vo — V| x V, dadas por:
i1(vi) = (v1,0), i2(v2) = (0,2)

son monomorfismos.

6. Sea V un espacio vectorial sobre Ky f:V — V un endomorfismo de forma que fo f = f.
Demostrar que V = Nuc(f) @& Im(f).

7. Sea V un espacio vectorial sobre K = Q,R,Cy f:V — V un endomorfismo de forma que
fo f=Idy. Demostrar que f es un automorfismo y que V =U & W, donde:

U={veV:fv)=v}, W={veV: f(v)=—-v}

8. En el espacio M, (C) de las matrices cuadradas de orden dos con coeficientes complejos se

considera la matriz
1 -1
(1)

Definimos la aplicacion R : M>(C) — M»(C) dada por R(X) = X - A. Demostrar que R es
un automorfismo y calcular su expresion matricial con respecto a una base B de M, (C).
¢Cudl es la matriz M(R~!, B)?

9. Sea f : R* — R3 la aplicacién lineal dada por:
[y zt) = (x+z—t,y+1,x+y+2).
Se pide lo siguiente:

a) Calcular bases del nicleo y de la imagen de f. ;Es f un monomorfismo o un epimor-
fismo?

b) SeanU =L((1,2,1,2),(0,—1,2,3)) yU' ={(x,y,z) € R® /x—y=0}. Calcular f(U)
y f7HU).
¢) Encontrar bases B de R* y B’ de R? tales que M(f,B’ + B) s6lo tenga unos y ceros.

10. Sean V'y V' dos espacios vectoriales reales con bases B = (vi,v2,v3,v4) y B’ = (V|,v},V}),
respectivamente. Si f : V — V' es la aplicacion lineal definida por:

f1) =vi+vh—4v, f(n) =20+ =215, f(v3) =3V +v, f(va) =V 423,

calcular la matriz M(f, B’ < B). Calcular bases de Nuc(f) y de Im(f).
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11. Sea f un endomorfismo de R? que verifica las propiedades:
f(1,0,1)=(-1,2,0), f(1,—-1,0)=(1,2,1), Nuc(f)=L((0,3,7)).

Obtener la expresién matricial de f con respecto a la base usual de R?. Calcular la matriz
de f con respecto a la base de R? dada por B = ((—1,1,1),(1,—1,1),(1,1,—1)).

12. Determinar un endomorfismo f de R® con niicleo Nuc(f) = L((1,1,0)) e imagen dada por

Im(f) = {(x,y,z) € R® /2x — 3y = 0}. (Es f tnico en estas condiciones? Analizar si es
posible encontrar bases By B’ de R? de forma que:

M(f,B' + B) =

=NellS
S = O
o O O

(Es posible de modo que esta tltima matriz sea M(f,B)?

13. Una aplicacién lineal f : R® — R,[x] tiene por matriz asociada

-2 1 1
A= 1 -2 1
1 1 -2

respecto de las bases B = ((1,0,1),(1,1,1),(2,1,0)) y B = (1,1 + 2x, —x?), respectiva-
mente. Calcular la matriz que representa a f respecto de la base usual de R3 y la base
B3 = (1,x,x?) de R, [x]. Calcular también bases del niicleo y de la imagen de f.

14. Calcular:

a) Una base B de R? tal que M(Idys, B, < B) sea la matriz dada por:

0 0 -1
A= 01 1
1 3 2

b) Una base B’ de R tal que M(Idgs, B’ + B,) sea la matriz A anterior.

15. Sean f:V —V'y g: V' — V" dos aplicaciones lineales. Supongamos que B es una base
de V, B’ = (v|,v},V};) es una base de V', B” es una base de V", y:

_— -1 0 2

/ /! -/ O —2 1
M(f,B<+<B)=| 0 -2 1 1 |, M(g,B'<B)=

2 0 -2

2 30 -2 T

donde B' = (2v} — v}, vh — v}, 3V} + 4 —V}). Calcular M(go f,B" + B).
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16. Se consideran dos aplicaciones lineales entre espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo
f:V—=V . g:V' = V" Demuéstrese:

go f eslaaplicacion nula si y sélo si Im(f) C Nuc(g).

17. Sea f: V — V un endomorfismo de un e.v tal que f o f = 0. Demuéstrese:

(a) Sivy,...,v, € V verifican que (f(v1),...,f(vr)) es linealmente independiente entonces
(Viy.oeysvr, f(V1),..., f(v;)) es linealmente independiente.

(b) Si dimg (V) = n € N, existe una base B de V tal que, escribiendo la matriz por cajas:

Mmm=(%”)

donde I, es la matriz identidad de orden r < n/2.
18. Sea f: R* = R* un endomorfismo del que se sabe que:
f(1,1,0,0) =(0,1,0,—1) 'y f(1,0,1,0)=(1,1,1,0).
Calcular la matriz de f respecto de la base usual en cada uno de los siguientes casos:

@) Nuc(f) = Im(f).
by fof=1rt.
C) fOf:IdR4.

(Cual es, en cada caso, la imagen del vector (1,3,7,1)?

19. Dadas las matrices

15 -1 2 2 0 1 2
A=[21 41 y A=|1-1 2 3|,
12 1 a 0 2 -3 —4

a) Calcular los valores de a para los que A y A’ son equivalentes.

b) Para dichos valores de a encontrar matrices P € GL(4,R) y Q € GL(3,R) tales que
Al=01.A.P.

c¢) Paralos valores de a calculados en el primer apartado se considera la aplicacion lineal
f:R* = R3 cuya matriz con respecto a las bases usuales es A. Calcular una base B
de R* y una base B’ de R* de forma que M(f,B' <~ B) = A’

20. Decidir razonadamente si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

a) Existe un endomorfismo f de R? tal que £(1,0,0) = (2,0,1), £(0,1,0) = (0,0,0) y
f(1,1,0) = (2,—1,7).
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b) Existe una aplicacion lineal f : C — C distinta de la aplicacion lineal cero y con
ntcleo distinto de {0}.

c) SiAEMyx,(R)yB€EM,xu(R) cumplenque A-B =1, y B-A = I, entonces m = n.
d) Existe un isomorfismo f : Cs[x] — M>(C) x C2.

e) Sin,m € Ny m > n entonces existe un epimorfismo f: R" — R™.

f) Sin,m € Nym > nentonces existe un monomorfismo f : R” — R™.

g) Para cualesquiera n,m € N se cumple que R” x R es isomorfo a R"™"™,

h) Siun sistema de ecuaciones lineales tiene menos ecuaciones que incégnitas entonces
el sistema no puede ser compatible determinado.

i) Existe un automorfismo f de R? de forma que:
f{(x,y,2) €RY/2=0}) = {(x,5,2) € R’ /x =0}
J) Paracada r € R la aplicacion f, : Ry[x] — Ry [x] dada por:
frlax® +bx+c¢) = rax* + bx+c

es un automorfismo.

21. (La traza de un endomorfismo) Sea n € Ny A = (a;;) € M,(K). Se define la traza de A
como el escalar de K dado por:

n
tr(A) = Z aij;.
i=1

Se pide lo siguiente:

a) Demostrar que la aplicacion tr : M, (K) — K que asocia a cada matriz cuadrada su
traza es lineal.

b) Probar que tr(A-B) = tr(B-A) para cualesquiera A,B € M,,(K). Deducir que dos
matrices semejantes tienen la misma traza.

c¢) Utilizar el apartado anterior para definir la traza de un endomorfismo de un espacio
vectorial V sobre K.

d) Encontrar dos matrices con el mismo rango y la misma traza que no sean semejantes.




