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LA ECUACION DEL CALOR. PROBLEMAS DE TIPO MIXTO

https://www.ugr.es/ acanada/docencia/docencia.htm

En este archivo se proponen 4 ejercicios. El ultimo lo encontraréis en la
seccion de bibliografia. Plazo de entrega: hasta el 10 de mayo, esta vez
improrrogable.

CONOCIMIENTOS PREVIOS NECESARIOS

1. Problemas de valores propios para e.d.o. lineales de segundo orden con
coeficientes constantes (método de separacién de variables).

2. Teorema de derivacién de integrales paramétricas.

En este tema estudiamos dos problemas de tipo mixto asociados a la ecuacion
del calor. Mas concretamente, dedicamos nuestra atencién a los problemas:

M — M O<xz<m O<t<T

Ox? ot
w(0,t) = u(mt)=0, 0<t<T, (C1)
u(z,0) = f(z), O<z<m,

Oulz,t) = Ou(z, 1) O<zx<m 0<t<T

dz? ot
ou(0,1t) _ ou(m,t) 0, 0<i<T (C2)
Ox ox
u(z,0) = f(z), O<z <.

LA. Cafiada, Abril 2020
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El interés por estos problemas proviene de la Fisica. En términos elementa-
les, el problema (C1) modela la siguiente situacién: Tenemos una varilla delgada
de longitud 7, cuyos extremos se mantienen a 0° centigrados y cuya superficie
lateral estd aislada (por eso, la ecuacién del calor que aparece es homogénea). Si
la distribucién inicial de temperatura esta dada por la funcién f(x), entonces la
funcion u(x,t) representa la temperatura de la varilla en la seccién transversal
de abscisa x y en el tiempo t.

Por su parte, el problema (C2) modela una situaciéon parecida, donde se sus-
tituye el hecho de que la varilla se mantenga en sus extremos a cero grados
centigrados, por el de que tales extremos se mantengan aislados.

La ecuacion en derivadas parciales que aparece en ambos problemas,
O*u(x,t)  Ou(x,t)
Ox? ot
es una de las mas importantes de la Fisica Matematica y se conoce con el nombre

de ecuacién del calor. Aparece con generalidad en fenémenos de difusion y
es el ejemplo mas elemental de ecuacién parabdlica.

(©)

La interpretacién fisica de (Cl) y (C2) sugiere que la soluciéon de ambos
problemas debe existir y ser tnica. Esto se confirma tedricamente usando, res-
pectivamente, el principio del méximo-minimo para (C1) y el método de la
energia para (C2)

Designemos por €2 al conjunto
Q={(x,t)eR?*:0<z<m0<t<T}.
Una solucién de (C1) es cualquier funcién w : Q - IR, tal que
ueC(Q)nC3HN)nCHQ)

y que satisface (C1) puntualmente. Como ya hemos mencionado, usando el
principio del médximo-minimo para la ecuacion del calor(;te acuerdas?) puede
probarse facilmente que (C1) tiene, a lo sumo, una solucién.

Pasemos a continuacion a comentar el tema de la existencia de soluciones de
(C1). El proceso es similar al que se realiza para la ecuacién de ondas y lo
explicamos con detalle en las llamadas “clases presenciales” (por favor. revisa
los apuntes de los dias previos al 13 de marzo, que fue la ultima clase presencial)
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En una primera etapa, usaremos el método de separacion de va-
riables para encontrar soluciones de (C1l) de la forma u(z,t) = X(z)T(1).
Asi obtenemos, exactamente igual que para la ecuacion de ondas, el problema
de valores propios

X"(x)-puX(x)=0, ze[0,7], X(0)=X(7)=0, (PVP1)
y la familia uniparamétrica de e.d.o.
T'(t) - pT(t)=0, te(0,T].

Obviamente, los Unicos valores interesantes del parametro real p son aquellos
para los que (PVP1) tiene solucién no trivial. En este caso, diremos que u es
valor propio de (PVP1).

La manera de calcular los valores propios de los problemas anteriores es
sencilla, puesto que las ecuaciones consideradas son lineales y tienen coeficientes
constantes.

Para ello, recordemos que, fijado y, el conjunto de soluciones (reales) de la
ecuacion X" (z)-pX(z) =0, x € [0,7], es un espacio vectorial real de dimension
dos. Ademas:

- Si ;= 0, una base de tal espacio vectorial esta constituida por las funciones
XWz)=1, X?(x)=x, YV ze[0,n].

- Si p > 0, una base estd formada por las funciones X1(z) = exp(\/pz), X?(x) =
exp(—/px), ¥ xe[0,7].

- Si 1 < 0, una base esta formada por las funciones X1(z) = cos(y/—pux), X?(x) =

sen(y/—px), ¥ xe[0,7].

Cualquier solucién de (PVP1) es de la forma X () = c; X1 (2)+co X?(x), V x €
[0, 7], donde c¢1, ¢2 son ntiimeros reales cualesquiera. Imponiendo las condiciones
de contorno llegamos al siguiente sistema de ecuaciones:

- Si =0,
C1 = O,
c1+com=0,
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cuya tnica solucion es ¢1 = ¢o = 0.Por tanto, ¢ = 0, no es valor propio de (PVP1).

- Sip>0,
c1+co=0,

c1exp(\/um) + cpexp(—/pm) = 0.

El determinante de los coeficientes de este sistema es

exp(—/um) — exp(/um),

que es distinto de cero. Por tanto la tinica solucion del sistema es la solucién
trivial ¢; = s = 0.Consecuentemente, no existe ningin valor propio positivo de
Y

(PVP1).

-Si <0,
C1 = O,
cicos(\/—pm) + casen(/—pm) = 0.
Este sistema tiene solucién no trivial si y solamente si sen(\/—pm) = 0; o lo
que es lo mismo, si y solamente si u = —n?, para algin n € IN. En este caso,
es decir p = —n?, para algin n natural, el conjunto de soluciones de (PVP1) es
un espacio vectorial real de dimensién uno, engendrado por la funcién X, (z) =
sen(nx), V x €[0,7].

En resumen, el conjunto de valores propios de (PVP1) es el conjunto
{-n?, neIN}.

Si u = —n?, para algin n natural, el conjunto de soluciones de (PVP1) es un
espacio vectorial real de dimensién uno, cuya base esta formada por la funcién
Xn(x) =sen(nz), ¥ xe[0,7].

El método de separacién de variables permite calcular la tinica solucién de (C1)
en casos sencillos que son aquellos en los que la funcién f de (Cl) es “una
combinacion lineal finita de senos” | es decir, es de la forma

f(zx) = 2 a; Xp, () = 2 a;sen(n;x),

siendo m € IN, aq, ..., a,, nameros reales cualesquiera y ny, .., n,,, nimeros natu-
rales distintos.
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En estos casos, la tinica solucién de (C1) es la funcién

u(z,t) = Y assen(n;z) exp(-nit), V (z,t) € Q.
i=1

m
u(z,t) =) assen(n;z) cos(n;t).
i-1

Ejercicio PTMI1.
Encuéntrese la tnica solucién de (C1) para

1. f(z) =2sen(3z) — msen(112) + /2sen(7x)

2. Solucidén:

u(x,t)) = 2sen(3z) exp (-9t)-msen(11z) exp (-121t)+v/2sen(7z) exp (-49t)

3. f(x) =sen3(x)
4. Solucion: Como (hecho en clase, en el capitulo II)

3
sen’(x) = L Sens - Zsen(?):c)

la tinica solucién de (C1) es, en este caso,
3 1
u(x,t) = 2 Sene exp (-t) - Zsen(Bx) exp (-9t)

En una segunda etapa, usando tales casos previos y el desarrollo en serie de
Fourier de la condicién inicial f, respecto de la base hilbertiana de L?(0,7)

{\/g sen(n(-)), ne ]N}

se puede probar un teorema general sobre existencia y unicidad de soluciones

de (C1):
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Teorema 1.. Si f € C[0,7] es C! a trozos en [0,7] y f(0) = f(7) =0, entonces
la unica solucién de (C1) viene dada por la férmula:

Y ansen(nz) exp(-n’t), si t>0,
n=1

f(x), si t=0

u(z,t) =

donde )
ap = — /(; f(z)sen(nx) dx, Yn e IN.
T

Ejercicio PTM2
Calcilese la unica solucion de (C1) para f(z) = z(z - )

Solucion de PTM2:

Ya que la funcién f(z) satisface las hipétesis del Teorema anterior, la tnica
solucién de (C1) es, en este caso,

Y apsen(nz) exp(-n’t), si t >0,
n=1

f(z), st t=0

u(z,t) =

donde

9 ™ 9 ™
a, = — [0 f(z)sen(nzx) dx = — ‘/0 z(x —m)sen(nz) dr, ¥n e IN.
T s

Para calcular de manera explicita a, necesitamos calcular integrales del tipo
™ . ’

fo xPsen(nx) dx, para p =1y p=2. Tales integrales se resuelven por el método

de integracién por partes, aplicado p veces.

El ejercicio que sigue es muy bonito. No me lo inventé yo, lo propuso un
alumno hace anos, y la verdad no es dificil, pero tampoco trivial.

Ejercicio PTM3

Considérese el problema de tipo mixto (C1). Si f = 0, la tnica solucién
de (C1) es u = 0. Si f(x) = sen(2x), la tnica solucién de (C1) es u(z,t) =
sen(2z)e .
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1. Si -
0,s10<z<—,

2

) - )

sen(2z), si 5 <z <.
.Es la funcién
0, si0<z< ™,
v(x,t) = 2

sen(2z)e 4, si g <z <.

solucién de (C1)? Si la respuesta es negativa,
, razonese adecuadamente cuél (o cudles) de las condiciones en (C1) no
se cumplen.

2. Escribe la férmula de la solucion correcta

Solucion de PTMa3:

Es jtrivial? que la funcién f(z) satisface las hipétesis del Teorema [1], ya
que f es CY0,7/2] v f es Cl[x/2,7]. Por tanto, se puede aplicar el citado
Teorema y (C1) tiene una unica solucién w. Ahora bien, la funcién v propuesta
anteriormente no es tal solucién puesto que no existe la derivada parcial de v en
los puntos (z,t) = (7/2,t) para ningtn ¢ > 0. Para ver esto, se puede comprobar
facilmente que las derivadas parciales laterales

8@((%%;75)) _o, PUGTD) o

ox
son claramente diferentes, por lo que v no es derivable en (0,7) x (0,7").

Las condiciones v(0,t) = v(m,t) =0y v(x,0) = f(x) son trivialmente satisfe-
chas.

La tnica solucién del problema (C1) es, en este caso:

Y apsen(nz) exp(-n’t), si t >0,
n=1

f(z), si t=0

u(z,t) =

a, = — /wa(:c)sen(nx) dx = 2 ‘/Wsen(Qx)sen(nm) dx, Vn € IN.
T Jz

2
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Para calcular de manera explicita a,, aplicaremos la formula

sena senb = 5[— cos(a+0b) +cos(a—-"b)]

La primera es que las funciones
{sen(nz), n € IN} no son ortogonales en L*(5, 7). Esto hace que en la férmula
que da la tnica solucién, haya infinitos sumandos no nulos. La segunda es que,
para calcular tales integrales, hay que distinguir los casos: n = 2, n # 2, puesto
que si esto no se hace se jdividira por 07

EN MATEMATICAS, LAS COSAS NO SON COMO UNO QUIERE QUE
SEAN, SINO QUE SON “COMO SON”

Para el problema (C2), se puede llevar a cabo un procedimiento similar.

Los valores propios son ahora el conjunto {-n?, n e IN}u{0} y las funciones
propias son {cos(nx), neINu{0}}.

Nuevamente, aplicando el método de separacion de variables, encontramos
la tnica solucién de (C2) en casos sencillos: aquellos en los que la funcién f es
“combinacién lineal finita de cosenos”, y usando éstos y el desarrollo en serie
de Fourier de la condicién inicial f, respecto de la base de L?(0,7)

{%, \/%cos(n(')), neﬂ\l},

mostramos un teorema general sobre existencia y unicidad de soluciones de

(C2):

Teorema 2.. Si f € C[0,7] es C! a trozos en [0, 7], entonces la iinica solucién

de (C2) viene dada por la férmula:
b o)
u(z,t) = 50 + ; b, cos(nz) exp(-n?t), si t>0,
f('r)a Sj t = O

donde 9 rn
b, = — /o f(z)cos(nx) dx, Yn e IN u{0}.

™
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Observa una diferencia fundamental con el primer problema de tipo mixto:
en el Teorema anterior no es necesario imponer la condiciéon f(0) = f(7) = 0,
ya que ni las condiciones de contorno u,(0,t) = u,(7,t) = 0, ni las funciones
propias, lo exigen.
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La bibliografia recomendada para el desarrollo del capitulo es la si-
guiente:

1. A. Canada. Series de Fourier y Aplicaciones. Madrid, Piramide,
2002.

2. H.F. Weinberger. Curso de Ecuaciones Diferenciales en Deriva-
das Parciales. Reverté, 1986.

3. A.N. Tijonov y A.A. Samarsky: Ecuaciones de la Fisica Ma-
tematica. Mir, 1980.

4. El siguiente video de youtube, de acceso libre (y revisado pre-
viamente por mi):

https : [ [www.youtube.com[watch?v = DTiL6G j9zk

PTM4

Lo mismo que los criticos de cine hacen, por definicién de criticos de ci-
ne, criticas de cine, os pido en este ejercicio que hagais una critica
matematica del video anterior, haciendo un énfasis especial en las
virtudes y defectos matematicos del mismo.

Comentario personal sobre el video: Cuando vi el video por primera vez me
gustd, por eso os lo recomendé. Estd muy bien hecho (en el aspecto de la edicién,
me refiero), puesto que el texto matemdtico estd muy bien escrito, y la diccion
es lenta y clara. Creo, por tanto, que el video puede ser un buen comple-
mento de las clases presenciales, e incluso, en estas circunstancias, de
las clases o la informacién online que os proporcionamos.

Es claro que alguien que aspira a ser matemaéatico encontrard muchos defec-
tos: no aparece el concepto de solucion del problema planteado, no se habla
en ningin momento de la unicidad de soluciones, se divide por funciones que
pueden ser cero, cuando se da el “salto al infinito”, es decir, cuando se pasa
de combinaciones lineales finitas a “combinaciones lineales infinitas” se echa de
menos el “rigor matematico”, puesto que hay que precisar en qué sentido se
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entienden “tales combinaciones lineales infinitas”, etc. Pero en la vida no todo
es blanco o negro, sino que hay muchisimos grises, y este video tiene muchos
aspectos buenos.

Creo que las dificultades matematicas relacionadas con el video, las conse-
guimos explicar en las clases presenciales, en el tema de la ecuacion de ondas.
De todas formas, mi libro os puede ayudar mucho a entender estas cosas ade-
cuadamente. Algunos pensaran: “ya nos estd el profesor dando la vara de nuevo
con su libro. Como si fuera el inico que hay”. Dios me libre de pensar asi: lo
que ocurre es que es el libro que mejor conozco (jfaltaria més!) y tardé cuatro
anos en escribirlo, porque mi intencion era escribir un tratado no con teoremas,
proposiciones, corolarios, etc. sino un tratado escrito “como si estuviese dando
clase”, para que el alumno pueda estudiar por si mismo en su casa o residencia
(os prometo que cuando lo escribi no me imaginaba nada parecido a esto que
estd pasando).

Bueno, creo que ya esta bien de “neuras”. Lo que ocurre es que echo de menos
las clases y aprovecho cualquier ocasién para “hablar sobre matematicas” (en
mi casa lo llevan regular).



