ANALISIS CONVEXO Y OPTIMIZACION, LICENCIATURA EN MATEMATICAS
Quinto curso, examen final, 01/02/2013.

1. Sea K C R". Demuéstrese:

(a) K cerrado no implica necesariamente que la envolvente convexa de K sea cer-
rado.

(b) Entnciese y demuéstrese el Teorema de Caratheodory: cualquier elemento de
la envolvente convexa de K puede escribirse como combinacion lineal convexa
de, a lo sumo, ;? puntos de K

(c) Usese el Teorema anterior (si se estima conveniente), para probar que si K es
compacto, entonces la envolvente convexa de K es compacto.

2. Un funcional ® : R" — R de clase C*(R") se dice eliptico si existe algin nimero
real a > 0, tal que

(VO(v) — VO (u),v —u) > alv —ul?, Vu,veR"

(a) Pruébese que si ® es eliptico, entonces ® es estrictamente convexo y coercivo.
Ademas

O(v) — P(u) > (VP(u),v —u) + %Hv —ul|?, V u,v € R™

(b) Pruébese que ® puede ser estrictamente convexo y coercivo y no ser eliptico.

(c) Demuéstrese que si @ es eliptico y K C R" es no vacio, convexo y cerrado,
entonces existe un tnico elemento z € K tal que ®(z) = infx ® y que z es el
unico elemento de K que verifica (V®(2),v —2) >0, Vv € K.

(d) Sea ® : R" — R, dos veces derivable en R". Pruébese que ® es eliptico si y
solamente si existe algiin nimero real 3 > 0, tal que ®”(w,w) > Blw|*, Y w €
R".

(e) Sea A una matriz real, n x n, simétrica y b € R". Demuéstrese que el funcional
® : R" — R, definido como ®(v) = £(Av,v) — (b,v),V v € R" es eliptico, si y
solamente si A es definida positiva. Ademas, para funcionales de este tipo, ®
es eliptico si y solamente si ® es estrictamente convexo.



