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1. Sea K ⊂ IRn. Demuéstrese:

(a) K cerrado no implica necesariamente que la envolvente convexa de K sea cer-
rado.

(b) Enúnciese y demuéstrese el Teorema de Caratheodory: cualquier elemento de
la envolvente convexa de K puede escribirse como combinación lineal convexa
de, a lo sumo, ¿? puntos de K

(c) Úsese el Teorema anterior (si se estima conveniente), para probar que si K es
compacto, entonces la envolvente convexa de K es compacto.

2. Un funcional Φ : IRn → IR de clase C1(IRn) se dice eĺıptico si existe algún número
real α > 0, tal que

⟨∇Φ(v)−∇Φ(u), v − u⟩ ≥ α∥v − u∥2, ∀ u, v ∈ IRn.

(a) Pruébese que si Φ es eĺıptico, entonces Φ es estrictamente convexo y coercivo.
Además

Φ(v)− Φ(u) ≥ ⟨∇Φ(u), v − u⟩+ α

2
∥v − u∥2, ∀ u, v ∈ IRn.

(b) Pruébese que Φ puede ser estrictamente convexo y coercivo y no ser eĺıptico.

(c) Demuéstrese que si Φ es eĺıptico y K ⊂ IRn es no vaćıo, convexo y cerrado,
entonces existe un único elemento z ∈ K tal que Φ(z) = infK Φ y que z es el
único elemento de K que verifica ⟨∇Φ(z), v − z⟩ ≥ 0, ∀ v ∈ K.

(d) Sea Φ : IRn → IR, dos veces derivable en IRn. Pruébese que Φ es eĺıptico si y
solamente si existe algún número real β > 0, tal que Φ′′(w,w) ≥ β∥w∥2, ∀ w ∈
IRn.

(e) Sea A una matriz real, n×n, simétrica y b ∈ IRn. Demuéstrese que el funcional
Φ : IRn → IR, definido como Φ(v) = 1

2
⟨Av, v⟩ − ⟨b, v⟩,∀ v ∈ IRn es eĺıptico, si y

solamente si A es definida positiva. Además, para funcionales de este tipo, Φ
es eĺıptico si y solamente si Φ es estrictamente convexo.


