Capitulo

Conceptos basicos sobre espacios normados
y espacios de Banach

1.1. Definicion de espacio normado y de espacio de Banach. Ejemplos

Durante toda el curso, K denotara indistintamente al cuerpo R de los nimeros reales o al cuerpo C
de los nimeros complejos. Todos los espacios vectoriales que consideremos lo serdn sobre K. Por Re z,
Im z entenderemos la parte real y la parte imaginaria de z si K = C. Si tratamos con niimeros reales, Re
es la identidad e Im la funcién constantemente igual a 0.

1.1.1 Definiciones. SiX es un espacio vectorial sobre K, una norma en X es una funcion x — ||x||, de
X en ]Rar , verificando
(@) |Ix|l=0 = x=0.
(@0) [[Axl] = [ [lxf| -~ (A € K, x € X)
(i) x4yl < x| +]lyll (x,y €X) (Desigualdad triangular).
Una seminorma es una funcién x — p(x) € R{ verificando las condiciones (ii) y (iii) anteriores.
Obsérvese que, gracias a (ii), se tiene p(0) = 0 para cualquier seminorma.

Un espacio normado es un par (X,| - ||), donde X es un espacio vectorial y || - || es una norma
en X. Cuando no haya lugar a confusion omitiremos la segunda componente del par. Por otra parte,
escribiremos || - ||x cuando queramos resaltar que trabajamos con una norma en el espacio X .

Notaremos By = {x€ X : ||x]| <1} ySx ={x € X : ||x|| = 1}, conjuntos que llamaremos, respec-
tivamente, bola unidad y esfera unidad de X .

Todo espacio normado (X, || - ||) se convierte automdticamente en un espacio métrico con la distancia

dix,y)=y—x|  (xy€X).

Cuando d es completa decimos que la norma || - || es completa y que (X,|| - ||) es un espacio de Banach.
La topologia asociada a d suele denominarse topologia de la norma en X. Cuando no se especifique
lo contrario, todas las nociones topoldgicas sobre un espacio de Banach se referirdn a la topologia de la
norma y todas las nociones métricas a la distancia d. En particular, si A es un subconjunto de un espacio

_ ]
normado X, A y A —o int(A)— denotan, respectivamente, el cierre y el interior de A. Por otro lado,
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B(x,r) es la bola (cerrada) de centro x y radio r, esto es,

B(x,r)={yeX : |[[y—x||<r}=x+rBy;

la bola abierta de centro x y radio r se escribe B(x,r) = B(x,r) = x+ rBy.

Dos normas || - ||; y || - || en un mismo espacio vectorial X son equivalentes cuando dan lugar a
la misma topologia. Usando que la bola unidad para cada una de ellas ha de ser entorno de cero en la
topologia asociada a la otra, obtenemos inmediatamente que || ||, y || - ||» son equivalentes si, y sélo si,
existen dos constantes estrictamente positivas m y M tales que

milxl[r < lxlla < Mllxlli - (x € X).

Como consecuencias inmediatas obtenemos que una norma equivalente a una completa también es com-
pleta y que los subconjuntos acotados para dos normas equivalentes son los mismos.

Un isomorfismo entre dos espacios normados X eY es una aplicacion lineal y biyectivaT : X — Y,
tal que T y T~ son continuas, esto es, una biyeccion que conserva las estructuras lineal y topolégica. En
este caso decimos que X e Y son isomorfos (X ~Y) y podemos pensar que se trata de un mismo espacio
vectorial con dos normas equivalentes. Es inmediato entonces que una biyeccion lineal T : X — Y es
un isomorfismo si, y solo si, existen dos constantes estrictamente positivas m y M tales que

mixl| <TG <Mlxf - (x€X),

de donde se deduce claramente que un espacio isomorfo a uno completo también es completo. Si de
hecho se tiene que
1T ==l (xeX),

entonces T es, por definicion, un isomorfismo isométrico (o biyeccion lineal isométrica o isometria
sobreyectiva) y decimos que X e Y son isométricamente isomorfos, lo que escribiremos como X =Y.
El isomorfismo isométrico es la identificacion total entre dos espacios normados. Una isometria o em-
bebimiento isométrico de X en Y es una aplicacion lineal que es un isomorfismo isométrico sobre su
imagen, esto es una aplicacion lineal T : X — Y tal que ||T (x)|| = ||x|| para todo x € X. Decimos que Y
contiene una copia isométrica de X, o que X se embebe de forma isométrica en Y, o que Y contiene
isométricamente a X, si existe una isometria de X en Y, esto es, si Y contiene un subespacio que es
isométricamente isomorfo a X .

= Lasuma—(x,y) — x+y, de X x X en X—y el producto por escalares —(h,x) — Ax, de K x X
en X— son continuas.
» El cierre de cualquier subespacio vuelve a ser un subespacio.

= La aplicacion norma —x — ||x|| de X en [0, 4oo[— es continua, de hecho es Lipschitziana con
constante 1, esto es,

[l = Iyl < Tl =yl ey €X).

» Cualquier subespacio Y de X hereda la estructura de espacio normado si lo dotamos de la restric-
cién de la norma de X. Si Y es un espacio de Banach, entonces ha de ser cerrado en X.

= Sea Y un subespacio de un espacio de Banach X. Entonces Y es un espacio de Banach si, y sélo si,
Y es cerrado en X.
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Si X es un espacio normado y (x,):_; es una sucesién de elementos de X, llamamos serie de término
general (x,), que denotaremos por },> X, a la sucesi6n (S,) dada por

S1=xy, Sp+1 =S +Xn+1 (I’l € N)

Decimos que la serie },,>; X, es convergente si lo es la sucesion (S,) y llamaremos suma de la serie a

) %= lim S, €X.

n=1

Decimos que la serie },,> x, es absolutamente convergente si Y~ ||x,|| < o°.

1.1.2 Proposicion. Un espacio normado X es un espacio de Banach si, y solo si, toda serie absolutamente
convergente de elementos de X converge.

e desigualdad de Young:
a? b
ab g - + )
p q

vélida para cualesquiera a,b > 0 y cualesquiera p,q > 1 verificando % +1_-1.

q
¢ Desigualdad de Holder:

d d 1/p d 1/q
Y b < Y |awl? Y Ibe|?
k=1 k=1 k=1
donde d es cualquier nimero natural y ay, ... ,ay, by, ...,by escalares arbitrarios.

e Desigualdad de Minkowski:

d 1/p d 1/p d 1/p
k=1 k=1 k=1

vdlida parad € N, ay,...,aq4,b1,...,b4 € K, 1 < p < oo,

1.1.3 Ejemplo. Los espacios £4 (1 < p < eo).
Las desigualdades anteriores hacen inmediato comprobar que, para 1 < p < oo, definiendo

d 1/p
||(al>"'7(xd)”17: <Z|ak|p> ((al7"'7(x’d)€Kd)
k=1
se obtiene una norma en K¢. Es costumbre denotar B‘lﬂ al espacio de Banach (K, || - ||,). Si consideramos
la norma del mdximo, esto es,
(@, 0l = max{Jou ool Joul} (0o 00) € KY),

obtenemos otro espacio normado que denotaremos por ¢%. La complitud de las normas que acabamos de
definir se sigue de forma inmediata de la complitud del cuerpo base.

Es facil comprobar que, para 0, ...,0, € K se tiene que

lim ”(a17"'7ad)Hp = ”(a17"'7ad)Hoo7
p—)DO
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Figura 1.1: La esfera unidad de (R?, |- ||,)

lo que justifica la notaciéon empleada. Por otra parte, las desigualdades obvias:
d
[xllee < llxllp S dixllee (x €K 1< p<eo)

nos hacen ver que todas las normas introducidas en K¢ son equivalentes.

1.1.4 Ejemplo. El espacio (2.
Dado un conjunto A, podemos considerar el espacio vectorial /2 de las aplicaciones de A en K acotadas.
La norma natural de este espacio viene dada por

Ix]|o = sup{|x(A)| : A€ A} (xed).

Es facil comprobar que la convergencia en esta norma equivale a la convergencia uniforme en A, lo que
nos lleva a probar sin dificultad que #2 es un espacio de Banach. Como casos particulares tenemos, para
A =N, el espacio /. de las sucesiones acotadas de escalares y, tomando A = {1,2,...,d}, los espacios
de dimensién finita /¢ definidos previamente.

1.1.5 Ejemplo. Los espacios Coo(L), Co(L) y C(K).

Si L es un espacio topolégico localmente compacto de Hausdorff, Coo(L) es el subespacio de ¢% formado
por las funciones continuas de soporte compacto. En general, Cypo(L) no es cerrado y su cierre es el
espacio de Banach Cy(L) de las funciones continuas que se anulan en el infinito. Decimos que una
funcién continua x : L — K se anula en el infinito si el conjunto {r € L : |x(¢)| > €} es compacto en L
para todo € > 0 (supuesta conocida la compactificacién por un punto, la notacidn se hace coherente).

En particular, tomando L = N con la topologia discreta, aparecen el espacio cyy de las sucesiones
casi-nulas y el espacio ¢y de las sucesiones convergentes a cero. Asi nos encontramos con el primer
ejemplo de espacio normado que no es de Banach: c(. Es un buen ejercicio comprobar que ¢ es denso
en ¢o y, por tanto, su norma no es completa.

Si K es un espacio topolégico compacto de Hausdorff, entonces Coo(K) = Cp(K) y ambos espacios
coinciden con C(K), el espacio de Banach de las funciones continuas en K. Si K es la compactacién por
un punto de N, aparece el espacio ¢ de las sucesiones convergentes.

1.1.6 Ejemplo. Los espacios £, (1 < p < o).
Fijado p con 1 < p < o, el conjunto

l,=SxcKN : Z]x(n)]p<+°°
n=1
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es un subespacio vectorial de KW, el espacio de las sucesiones de elementos de K. Haciendo d — oo en
la desigualdad de Minkowski, obtenemos la desigualdad triangular para la norma || - ||, definida por:

- 1/p
X[l = (;MM!”) (x€lp).

Es rutinario comprobar que || - ||, es una norma completa, luego los £, son espacios de Banach.

1.1.7 Ejemplo. Los espacios L,[0,1] (1 < p < o).
Es usual denotar por L]0, 1] al espacio vectorial de las funciones medibles (en el sentido de Lebesgue)
de [0,1] en K. Fijemos p € [1,+eo y definamos

L,,[O,l]:{fe&o[o 1 : </ 1£(0) \pdt> <+oo}.

Es inmediato comprobar que £,[0,1] es un espacio vectorial y, usando la desigualdad de Minkowski
para integrales (obtenida andlogamente a la ya expuesta), que @,(-) es una seminorma en £,[0, 1]. Sin
embargo, @, (f) = 0 siempre que f se anule c.p.d. (casi por doquier), luego @, no es una norma.

Para sortear este escollo, basta hacer cociente por el subespacio
N=A{relol0,1] : f=0cpd}={feclol0,1] : @,(f) =0} CLy[0,1],

esto es, identificar las funciones que sean iguales c.p.d. Asi, consideremos L,[0,1] = £,[0,1] /Ny

= e = [ 1r0r )

para obtener el espacio normado (L,[0,1], || -|/,). Esencialmente, L,[0,1] no es otra cosa que el mismo
espacio £,[0,1] en el que se considera la igualdad c.p.d. en lugar de la igualdad ordinaria de funciones.

Si Q es un subconjunto medible de R, los espacios L »(Q) (1 < p < =) se definen de manera total-
mente andloga.

1.1.8 Teorema (de Riesz-Fischer). Para 1 < p < o, el espacio normado L,[0, 1] es completo.

1.1.9 Ejemplo. El espacio L.[0,1].

Dada una funcién f € Ly[0, 1] y una constante M > 0, decimos que M es una cota esencial de f si
AM{x€[0,1] : [f(x)] >M}) =0,

esto es, | f| <M c.p.d. Si f admite alguna cota esencial, diremos que f es esencialmente acotada, y nota-
remos L..[0, 1] al subespacio de Ly[0, 1] formado por las funciones esencialmente acotadas. Si definimos

¢=(f) =min{M >0 : |f| <M cp.d.}
—mi{M>0: A{re[0,1] : |f()]>M}) =0}  (f€L0,1]),

es inmediato comprobar que @..(-) es una seminorma que no es norma. De nuevo basta identificar las
funciones que son iguales c.p.d. para obtener un espacio normado. Concretamente, si otra vez es

N={fely0,1] : f=0cp.d} CL0,1],
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definimos L.[0,1] = £L.[0,1] /Ny

1f +Nlleo = 0(f)  (f € Leo[0,1]),

obtenemos el espacio normado (Lw[0,1],]| - ||« ). La demostracién de la complitud de la norma || - || es
facil; basta tener en cuenta que la condiciéon de Cauchy para dicha norma equivale a la condicién de
Cauchy uniforme salvo un conjunto de medida 0. Como en el caso de L,[0, 1], esencialmente L..[0,1] es
el espacio L.[0, 1] en el que se considera la igualdad c.p.d. en lugar de la igualdad ordinaria de funciones.

Si Q es un subconjunto medible de R?, la definicién de L..(Q) es completamente andloga a la que
hemos hecho para [0, 1].

1.1.10 Definicién. Si X es un espacio vectorial sobre K y B C X, decimos que B es un conjunto lineal-
mente independiente si cualquier subconjunto finito de B es linealmente independiente; decimos que B
es un sistema de generadores si todo elemento de X se expresa como combinacion lineal de un subcon-
junto finito de B. Una base algebraica (también llamada base de Hamel) de X es un subconjunto de X
linealmente independiente maximal, esto es, que es sistema de generadores. Equivalentemente, una base
algebraica de X es B C X tal que cualquier elemento x € X se expresa de forma tinica como combinacion
lineal de un subconjunto finito de B. Es claro que cualesquiera dos bases de Hamel de un mismo espacio
vectorial son biyectivas, lo que nos permite definir la dimension algebraica del espacio vectorial como
el cardinal de una base.

1.1.11 Ejemplo. En cualquier espacio vectorial puede definirse una norma. En efecto, sea X un espacio
vectorial y {e) : A € A} una base algebraica de X. Podemos entonces definir

n n
Il =Ylal  (x=Yuer €X).
i=1

i=1

Es inmediato comprobar que || - || es una norma en X.

e Producto de espacios normados:
Sean X1,X,,...,X, espacios normados y denotemos || - || a la norma todos ellos. En el espacio vectorial

n
producto X = HXk definimos, para 1 < p < oo,
k=1

H(xl,...,x,,)Hp:H(||x1\|,...,||xn||)Hp ((xl,...,x,,)EX>,

esto es,

" 1/p
et )l = (Z kaup> 1< p <o,
k=1

(1, y%n) [|leo = max { ||xi|| = 1 <k <n} Si p = oo

De esta forma se obtienen normas equivalentes en X, que generan todas ellas la topologia producto. La
demostracion de este hecho no ofrece mds dificultad que el caso ya tratado X; = X, = --- = X, = K, pues
el tnico ingrediente no trivial es de nuevo la desigualdad de Minkowski. Es también fécil ver que X, con
cualquiera de las normas recién definidas, es completo si, y sélo si, lo son Xi,...,X,. Es usual denotar
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por [, Xi], al espacio normado X dotado de la norma | -{|,, y llamarlo p-suma directa de los espacios
X1,Xz,...,X,. Si tenemos dos espacios X e Y, suele emplearse la notacion X @,Y para (X xY,||-||).

Parai € {1,2,...,n} definimos la proyeccion i-ésima como la aplicacion lineal P; : X — X dada por
(@)
Pi(x1,...,x,) = (0,...,0,x;,0,...,0) ((x1,..-,%0) €X).
Es claro que Pio P, = P;, ||Pi(x1,...,x,)| < ||(x1,...,%,)| paratodo (xi,...,x,) €Xy
P,(X) = {(0, R ,0) X € X,'}.

Obsérvese que cada uno de los “factores” o “sumandos” X; es isométricamente isomortfo al subespa-
i
cio Pl' (X) En efecto, Ila ap]icacién

xH(O,...,gc),...,O) (xeX;)

es un isomorfismo isométrico de X; sobre el subespacio P;(X).

La segunda construccion es el

¢ Espacio normado cociente:
Sea X un espacio normado e Y un subespacio cerrado suyo. Denotamos por X /Y al espacio vectorial
cociente, esto es, X /Y = {x+Y : x € X} con la suma y producto por escalares usuales. Definiendo

Jx+Y| =imf{|x—y]:yeY} =dist(x,¥) (x+YeX/Y),

obtenemos una norma en el espacio cociente X /Y. Usando las observaciones elementales

(@) ||x+Y| < |x|| para todo x € X,
(b) paratodox € X ytodoe >0, existex’ € X tal quex+Y =x"+Y y [|x|| < |lx+ M| +e,

es rutinario demostrar que X /Y es un espacio de Banach cuando X o es.

1.2. Aplicaciones lineales y continuas. Dual de un espacio normado

1.2.1 Teorema. Sean X eY dos espacios normados y T : X — Y una aplicacion lineal. Son equivalentes
las siguientes afirmaciones:

(i) T es continua en un punto.
(ii) T es continua en 0.
(iii) Existe una constante M > 0 tal que ||T (x)|| < M ||x|| para todo x € X.
(iv) T es Lipschitziana, es decir, existe una constante C > 0 tal que ||T(x) — T (y)|| < C|jx —y|| para
todos x,y € X.
(v) T(Bx) es un subconjunto acotado deY .
(vi) Para cualquier subconjunto acotado A de X, T(A) es un subconjunto acotado deY .
(vii) T es continua enX.

1.2.2 Definicion. Sean X e Y dos espacios de Banach. Escribimos L(X,Y) para denotar al espacio de las
aplicaciones lineales y continuas de X en Y, también llamado espacio de operadores. Definiendo

Tl =sup{|T(X)| : x€Bx} (T €LX,Y)),
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se obtiene una norma en L(X,Y), que llamaremos norma de operadores. La convergencia en dicha
norma equivale a la convergencia uniforme en By o a la convergencia uniforme en cada subconjunto
acotado de X . Escribiremos L(X ) en lugar de L(X,X).

1.2.3 Proposicion. Sean X, Y, Z espacios normados.
(a) ParaT € L(X,Y), se tiene

IT|| = sup {HT(x)H : xeSX} :sup{HT(x)H : xeBX}
=min {M >0 : ||T(x)|| <M|x| paratodoxeX}.

La iltima igualdad nos dice que ||T || es la constante de Lipschitz de T

(b) SiY es un espacio de Banach, entonces L(X,Y) también lo es.

(c) SiTeL(X,Y)yS€eL(Y,Z),entonces SoT € L(X,Z) y||SoT| < ||S||||T||- En particular, L(X) es
un dlgebra con el producto dado por la composicion, y dicho producto es continuo. Por comodidad,
notaremos este producto por yuxtaposicion, esto es, ST :=SoT.

1.2.4 Corolario. Sean X un espacio normado, Y un espacio de Banach y M un subespacio denso en X .
Para cada T € L(M,Y), existe una tnica aplicacion continua T : X — Y que extiende a T. Ademds, T
es lineal y HTH = ||T||. En consecuencia, los espacios de Banach L(M,Y) y L(X,Y) son isométricamente
isomorfos.

Si X eY son espacios normados, un operador P € L(X,Y) es una proyeccion (lineal y continua) si
verifica P? (= PP) = P, y en este caso se tiene que Id — P es también una proyeccién. Obsérvese que
P(X) = ker(Id — P), luego P restringido a P(X) es la identidad; andlogamente ker(P) = [Id — P](X).
Diremos que una proyeccion P es no trivial si P # 0 y P # Id. Es claro que si P es una proyeccion no
trivial, entonces ||P|| > 1, ||Id — P|| = 1. Como ejemplos podemos citar las proyecciones i-ésimas que
definimos en una p-suma directa de espacios normados.

En otro orden de cosas, dado un espacio normado X, escribiremos X* en lugar de L(X,K); X* es el
espacio dual de X y sus elementos son los funcionales lineales continuos en X . De esta forma, X* es un
subespacio vectorial del dual algebraico de X, denotado por X*, que no es mds que el espacio vectorial
de las aplicaciones lineales de X en K, también llamadas funcionales. Si f € X*, el micleo de f es el
subespacio ker f = {x € X : f(x) =0}.

1.2.5 Proposicion. Sea X un espacio normado y f un funcional lineal en X .

(a) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) f es continuo.
(ii) ker f es cerrado.
(iii) f estd acotado en By.
(b) Sipara f € X* se define

IfII'=sup{|f(x)| : x€Bx}=min{M >0 : [f(x)] <M|}x]| VxeX},

se obtiene una norma en X* que lo convierte en espacio de Banach.
(c) SiM es un subespacio denso de X, entonces M* = X*,
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1.2.6 Proposicién. Sea X un espacio normado y f € X*\ {0}. Six € X, entonces

dist (x,kerf) = ‘ﬂ?”)’

1.3. Duales de algunos espacios de sucesiones

1.3.1 Proposiciéon. Para 1 < p < o yd € N, el espacio dual de Ei es isométricamente isomorfo a Efll,
donde%—i—é =1lparap+#1,00; g=oosip=1yg=1si p=-co. De hecho, la aplicacion  : KZ — (6‘;)*
definida por

[q)(y(l),...,y(d))} (x(1),...x(d)) = Y y(@)xti)  (vetd, yerd),

es un isomorfismo isométrico.

1.3.2 Proposicion. Sean X{,X;,...,X, espacios normados, 1 < p ooy X = [@?:lXi]p su p-suma di-
recta. Entonces, la aplicacion: @ : [Di_, X;'], — X" definida por

[q)(fl,. .. ,fn)] (xl,. .. ,x,,) = kilfk(xk)

es un isomorfismo isométrico, donde % + é =1 con los convenios usuales.

1.3.3 Proposicion. Para 1 < p < oo, el espacio dual de /) es isométricamente isomorfo a {,, donde

% + é = 1. De hecho, la identificacion viene dada por el isomorfismo isométrico ® : {, — (f p) " definido

por

@) ()= X ym)x(n)  (x€lpyely).

entonces la aplicacion y — ®(y) es un isomorfismo isométrico de ¢, sobre (;.

1.3.5 Proposicion. Siparay € {1, x € cg, definimos:

entonces la aplicacion y — ®(y) es un isomorfismo isométrico de ¢; sobre cj.

1.3.6 Proposicién. Siparay = (y(0),y(1),...) € {1, x € ¢ definimos

oo

[@(»)](x) = ¥(0) lim x(n) + ) y(n)x(n),

n—oo
n=1

entonces la aplicacién y — ®(y) es un isomorfismo isométrico de ¢, sobre c*.
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1.4. Espacios normados de dimension finita. Lema de Riesz

1.4.1 Teorema (de Hausdorff-Tihonov). Todas las normas en K¢ son equivalentes.

1.4.2 Corolario.

(a) Toda aplicacion lineal de un espacio normado de dimension finita en cualquier otro espacio nor-
mado es continua.

(b) Todo espacio normado de dimension finita es un espacio de Banach. En particular, todos los subes-
pacios de un espacio normado de dimension finita son cerrados.

(c) Todo subespacio de dimensién finita de un espacio normado cualquiera es cerrado.

(d) Toda biyeccion lineal entre dos espacios normados de dimension finita es un isomorfismo. En
consecuencia, dos espacios normados de dimension finita son isomorfos si, y sélo si, tienen la
misma dimension.

(e) (Propiedad de Heine-Borel) Un subconjunto de un espacio normado de dimension finita es com-
pacto si, y solo si, es cerrado y acotado.

1.4.3 Teorema (clésico de Riesz). SiX es un espacio normado, las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(i) X es localmente compacto.
(ii) La bola unidad de X es compacta.
(iif) La dimension de X es finita.

1.4.4 Lema (cldsico de Riesz). Sea X un espacio normado, M un subespacio cerrado propio de X y
0 < € < 1. Existe entonces x € Sx tal que dist(x,M) > 1 —¢. Si ademds la dimensién de M es finita,
entonces existe x € Sy tal que dist (x, M) = 1.

1.4.5 Corolario. Sea X un espacio normado. Entonces, la dimension de X es infinita si, y solo si, existe
una sucesion (x,) en Sy tal que ||x, —xy|| > 1 para cualesquiera n,m € N distintos. En cuyo caso, se
puede conseguir que el conjunto {x, : n € N} sea linealmente independiente.

1.5. Espacios normados separables

1.5.1 Definicién. Un espacio normado es separable si contiene un subconjunto denso numerable.

Si X es un espacio normado y A C X, la envolvente lineal de A, lin(A), es el subespacio vectorial
generado por A, esto es, el menor subespacio vectorial que contiene a A. Andlogamente, lin(A) es el
menor subespacio cerrado de X que contiene a A, que llamamos envolvente lineal cerrada.

1.5.2 Proposicion. Sea X un espacio normado.

(a) X es separable si, y s6lo si, existe un subconjunto numerable A C X tal que lin(A) = X. En caso
afirmativo se puede conseguir que A C Sx.

(b) SiX =1in(B) y B contiene un subconjunto denso numerable, entonces X es separable. En particu-
lar, si Sy o By contienen un subconjunto denso numerable, entonces X es separable.
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(c) Si existen un subconjunto no numerable B C X y una constante 8 > 0 tales que ||x —y|| > & para
cualesquiera x,y € B distintos, entonces X no es separable.

1.5.3 Ejemplos.
(a) Los espacios cq, co, ¢ y £, para 1 < p < oo son separables.
(b) Los espacios C[0,1] y L,[0,1] para 1 < p < o son separables.
(c) Los espacios lw y Lw[0,1] no son separables.

1.5.4 Proposicion.
(a) Sea X un espacio normado separable. Entonces:
(i) Para todo espacio normadoY y todo T € L(X,Y), T(X) es separable. En particular, siX eY
son isomorfos, entonces Y es separable.

(ii) Los subespacios y los cocientes de X son separables.
(b) Sean X1,X>,...,X, espacios normados. Entonces [ Xj] p €S separable si, y solo si, X; es sepa-

rable parai =1,2,...,n.

1.5.5 Teorema. Un espacio normado X es separable si, y solo si, existe un subconjunto compacto K de
X tal que X = lin(K).



Capitulo 2

Espacios prehilbertianos y espacios de
Hilbert

2.1 Igualdad del paralelogramo. Teoremas de la proyeccion ortogo-
nal y de Riesz-Fréchet.

2.1.1 Definicién.
Sea X un espacio vectorial. Un producto escalar en X es una aplicacion
XxX—K,  (xy)— (x]y) (xvyeX)

verificando:

o (Ax+y|z)=A(x|z)+ (v|z) para cualesquiera x,y,z € X, A € K.

e (y|x)=(x|y) parax,y € X.
Por tanto, (x | Ay +z) = A(x|y) + (x| z) x,y,ze X, A e K.
e (x|x)>0paratodox e X\ {0}.

Un espacio prehilbertiano es un espacio vectorial en el que se tiene definido un producto
escalar.

2.1.2 Lema (Identidad de polarizacién).

e Si X es un espacio vectorial real, se tiene que
Axly)=(+ylx+y) —(x—ylx—y) (vyeX).
e Si X es un espacio vectorial complejo, se tiene que
dxly) =G +ylxt+y) - (x—ylx—y)+
+il(etiy|xtiy) - (x—iy|x—iy)]  (vyEX).

12
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2.1.3 Proposicion.
Sea X un espacio prehilbertiano. Se verifica entonces

e Desigualdad de Cauchy-Schwarz:
(IPP<EINDyly)  (nyeX).
e Desigualdad de Minkowski:

(x+ylx+)2< (x| )2+(y|n'?*  (xyeX).

2.1.4 Consecuencias.

e Laaplicacién x — (x | x)'/2 es una norma en el espacio prehilbertiano X:

serd la norma canénica que consideraremos en X;
la desigualdad de Minkowski se convierte en la desigualdad triangular

la desigualdad de Cauchy-Schwarz toma la forma

[l <yl (xy e X).

e Sila norma de un espacio prehilbertiano X es completa, decimos que X es un espacio de
Hilbert

e El producto escalar es continuo en X x X.

e La norma determina al producto escalar:

Caso Real:
4Re(x|y) = llx+yll> = lx—yl> (xvyeX)

Caso complejo:
* podemos usar la identidad de polarizacién o
« Im (x| y) =Re(x | iy).

e Si X eY son espacios prehilbertianos y T : X — Y es una isometria sobreyectiva, enton-
ces T conserva el producto escalar:

(Tx[Ty) = (x|y)  (xyeX).

e Dicho de otra forma, dos espacios prehilbertianos son totalmente idénticos si Io son como
espacios normados, esto es, si son isométricamente isomorfos.
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¢Qué normas proceden de un producto escalar?

2.1.5 Teorema (de Jordan-von Neumann).
Sea || - || una norma en un espacio vectorial X. Equivalen:

e Existe un producto escalar (- | -) en X tal que ||x|*> = (x | x) Vx € X.

e Se verifica la igualdad del paralelogramo:

lx+ylI? + =yl =2(x? + lyl*)  (xyeX).

Figura 2.1: Igualdad del paralelogramo

2.1.6 Corolario.

e Si X es un espacio normado complejo, entonces X es prehilbertiano (su norma procede
de un producto escalar) si, y sélo si, lo es XR.

e Si X es un espacio normado real con dim(X) > 2, entonces X es un espacio prehilbertiano
si, y solo si, cada subespacio bidimensional de X es prehilbertiano.

e Sidim(X) =2y X es un espacio de Hilbert, entonces Sx es una elipse.
2.1.7 Ejemplos.

e Dado p con 1 < p < oo, el espacio de Banach L, [0,1] es un espacio de Hilbert si, y s6lo si,
p = 2. El producto escalar en L,[0,1] que genera su norma viene dado por

(F19)=[ FOsEa)  (fgeLalon).
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e (4 parad € Ny ¢, también son espacios de Hilbert; el producto escalar viene dado por

d
(x|y) = ;x(n)y(n) (x,y € )

(x]y) = ix(n)y(n) (x,y € o).

2.1.8 Corolario.
Sea H un espacio prehilbertiano.

e Si(x,) e (yn) son sucesiones en By tales que (||x, + yx||) — 2, entonces (||x, — yu||) — 0.
En particular, la esfera unidad de H no contiene segmentos no triviales.

e Si(x,) es una sucesion de vectores de H y x € H, tales que (||x,||) — [|x|| y

(xn |y) — (x| y) para todo y € H, entonces (||x, — x||) — 0.

2.1.9 Teorema (de aproximacién 6ptima).
Sea H un espacio prehilbertiano, M un subconjunto convexo y completo de H y a € H. Enton-
ces, existe un tnico punto xo € M tal que

la—xol| <fla—x[|  (xeM),

esto es, a tiene una tinica mejor aproximacion en M.

2.1.10 Lema.
Sea H un espacio prehilbertiano, M un subconjunto no vacio y convexo de H, a € H. Dado
xo € M, son equivalentes:

e ||a—xo| <|la— x| para todo x € M.

e Re(a—xp|x—xp) <0 paratodox € M.
Si M es, de hecho, un subespacio, lo anterior también equivale a

e (a—xp|x)=0 paratodox € M.

Este resultado motiva la definicién de ortogonalidad:

2.1.11 Definicién.
Sea H un espacio prehilbertiano.

e Dos vectores x, y € H son ortogonales y escribimos x L y, cuando (x | y) = 0.
e Evidentemente, x L y <y L x.

e Dado un subconjunto no vacio M de H, notamos

Mt ={yeH:ylx VYxeM}
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M es un subespacio cerrado de H;
MnM*t={0} y McM.

Si M es un subespacio completo de H, dado a € H existe una mejor aproximacion xy para 4
en M; el lema anterior nos dice que a — xg € M*, luego

a=xg+ (a—x)) € M+ M.

Esta es la principal afirmacién del siguiente enunciado y de ella se deducen inmediatamente
las demas:

2.1.12 Teorema (de la proyeccién ortogonal).
Sea H un espacio prehilbertiano y M un subespacio completo de H. Entonces:
e H=Mo M.

e La proyeccion lineal Py de H sobre M tal que ker Pyy = M recibe el nombre de proyec-
cion ortogonal de H sobre M, y verifica que

]2 = [Pm() |2 + lx = Pu(x)* (x € H).

Py es continua;
si M # {0}, entonces | Py || =1,

Para cada x € H, Pp(x) es el tnico punto de M que materializa la distancia de x a
M.

lz = P ()]l

Py (z)
M

Figura 2.2: Proyeccién ortogonal

2.1.13 Corolario.
Sea A un subconjunto no vacio de un espacio de Hilbert H.

o Al es el minimo subespacio cerrado de H que contiene al conjunto A:lin(A) = A+,

e En particular, si Y es un subespacio de H:
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Y=y,

luego Y es denso en H si, y sélo si, Y+ = {0}.

2.1.14 Teorema (de Riesz-Fréchet).
Sea H un espacio de Hilberty f € H*.

e Entonces existe un unico vector y € H tal que f(x) = (x| y) Vx € H.
e La aplicacién y — y, donde
y(x)=(xly)  (xvyeH),

es una biyeccién conjugado-lineal isométrica de H sobre H*.

2.1.15 Observacién.
En casos concretos como /4, ¢, y L,[0,1] se tiene:

e la aplicacién g — g es una isometria conjugado-lineal sobreyectiva.

e Componiendo obtenemos que
g—8—(-13)

es una isometria lineal sobreyectiva.

2.1.16 Corolario.

e Paray = (y(1),...,y(n)) € ¥4, pongamos
[@()] (x(1),...,x(n)) = Y} y(k)x(k) (v €£5).

. .z . . P *
Entonces, ® es una biyeccién lineal isométrica de ¢4 sobre [¢4]".

e Paray = (y(k)) € {2, pongamos

[wwunggwww (x€b).

Entonces, ® es una biyeccién lineal isométrica de ¢, sobre (.

e Para g € [,[0,1], pongamos

[@@)() = [ fgar  (f € Lafo,))

Entonces, ® es una biyeccion lineal isométrica de L,[0,1] sobre L,[0,1]*.
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2.2 Familias sumables en espacios normados

2.2.1 Definicién.
A conjunto no vacio arbitrario, X espacio normado.

e F(A) denotard el conjunto de las partes finitas de A.

e Una familia {x) : A € A} de vectores de X es sumable si existe x € X con la siguiente
propiedad:

paracadae > 03]y € F(A) talquesi] € F(A) y Jo C ], entonces

HZ/\G]XA — xH <e.

El vector x, si existe, es tinico;
le llamamos suma de la familia;

escribimos x =), _\ x) para indicar simultineamente que la familia {x, : A € A}
es sumable y que x es su suma.

2.2.2 Proposicion.
X espacio normado, {x) : A € A} e{y, : A € A} familias de vectores de X.

e Sic:1— A es una biyeccion, entonces se tiene
X = Z/\EAX/\ = X= Zielxtf(i)'
o Six= ZAeAxA, y= ZAGA%\, a € K, entonces
ZAGA((XX/\ +y)) =ax +y.
e SiY es otro espacio normado y T € L(X,Y), entonces

x=) qentn = T(x) =}, T(xn).

2.2.3 Definicién.
Una familia {x) : A € A} de elementos de un espacio normado X verifica la condicién de
Cauchy si para cada e > 0, existe ] € F(A) tal que si K € F(A) con KN ] =@, entonces

[T x| <

2.2.4 Proposicion.
Sea {x) : A € A} una familia de vectores de un espacio normado. Cada una de las siguientes
afirmaciones implica la siguiente:

e {x) : A € A} essumable.

e {x, : A € A} verifica la condicién de Cauchy.
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e {Ae€ A : x) #0} es numerable.

2.2.5 Teorema.
X espacio normado, {x) : A € A} familia de elementos de X. Equivalen:

e {x): A€ A} essumable.

e Elconjunto A= {A € A : x) # 0} es numerable y, para cualquier biyeccion o : IN — A,
la serie Zn>1 Xy (n) €S convergente.

[oe]

En este caso, ZAeA xX) = Zn:1 Xy (n) para cualquier biyeccion o : N — A.

2.2.6 Corolario.
Una familia de vectores de un espacio de Banach es sumable si, y sélo si, verifica la condicion
de Cauchy.

2.2.7 Definicién.
X espacionormado, {x, : A € A} es absolutamente sumable si la familia de numeros positivos
{llxa|| - A € A} es sumable. Equivalentemente:

sup {1 Il : T € F(A)} <eo.

2.2.8 Corolario.
X espacio de Banach, {x, : A € A} familia de vectores absolutamente sumable. Entonces:

e La familia {x, : A € A} es sumable en X

o ICrenxall S Laea lxall = sup {Eaesllxall = J€ F(A)}.

2.3 Bases ortonormales. Espacios de Hilbert “tipo”

2.3.1 Ejemplo.
Sea A es un conjunto no vacio arbitrario.

o (M= {x :A—K: {x(A): A€ A}es sumable}.
Es un espacio de Hilbert definiendo
(ly) =Y erxMy(V)  (xyely).
e Para A € A, ¢) € ¢4 vale 1 en A y 0 en cualquier otro punto.
e Toda la estructura de ¢ se reconstruye a partir de {e, : A € A}:

Six ey, x(A)=(x]er);
(x|y)=Liealxler)(erly)  (vyey);
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%[ =Xaenl(x[er)  (AEA).
e Sea M =lin{e, : A € A}:

M+ = {0}, luego M es denso en /5;
mads aun, si x € Eé\ y ] € F(A), se tiene

2
[ =Ty lenen]| = IxI2 = X, 1 Ten) 2
{(x]ey)ey : A € A} es una familia sumable de vectores de £, con

X = Z(x|€A)€A

AEA

e |lea]l =1, (eA|ey):O (A,‘uEA,/\;&y).

2.3.2 Definicion.

e Un sistema ortonormal en un espacio prehilbertiano H es un subconjunto
E={x, : A € A} de H (no vacio), verificando:

(xa | x,) = 0 para cualesquiera A,y € A, A # y;
llxr|| =1 para cada A € A.

e Para cada x € H, la familia de escalares {(x | x)) : A € A} son los coeficientes de Fourier
del vector x con respecto al sistema ortonormal E.

2.3.3 Lema.
{x) : A € A} sistema ortonormal en un espacio prehilbertiano H.

e Para ] € F(A) denotamos Mj =lin{x, : A € J} y Py a la proyeccién ortogonal de H sobre
M, se tiene
P](x) = ZAE](X | x/\)x/\

e En particular,
2
HX_ZAe](x|xA)xAH = [xl? =Yg lx[x)? (x€H).

e Paracada x € H, la familia {|(x | x,)|? : A € A} es sumable y se verifica
) = Y2, cp [ x0) [P + [dist (x, M) (x € H),
donde M es el subespacio de X engendrado por {x) : A € A}.

e En particular, se verifica la desigualdad de Bessel

Yaeal )P <x? (xeX).
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2.3.4 Teorema.
{x) : A € A} sistema ortonormal en H y M =lin{x, : A € A}. Equivalen:

o |[x|*= Y |(x|xx)|* para todo x € H.
AEA

e M es denso en X.

e x= ) (x| x))x, paratodox € H.
AEA

o (x|y)=Y_ (x| xx)(xx|y) para cualesquiera x,y € H.
AEA

2.3.5 Definicidn.

e Una base ortonormal es un sistema ortonormal verificando cualquiera de las afirmacio-
nes del teorema anterior.

e La igualdad x = ZAeA(x|xA)xA recibe el nombre de desarrollo de Fourier del vector
x € H con respecto a la base ortonormal.

e igualdad de Parseval:

(x[y) =) (x|xa)(xa|y)

AEA

2.3.6 Lema (Método de Gram-Schmidt).
Si (y,) es una sucesién de vectores linealmente independientes en un espacio prehilbertiano X,
entonces existe un sistema ortonormal {x, : n € N} en X tal que

lin{xy : 1<k<n}=lin{y, : 1<k<n}

para todo natural n.

2.3.7 Teorema.

e Paracada N € N, @’ es, salvo isomorfismos isométricos, el tinico espacio prehilbertiano
de dimensién N.

e Todo espacio prehilbertiano separable posee una base ortonormal numerable.

e Todo espacio prehilbertiano separable infinito-dimensional es isométricamente isomorfo
a un subespacio denso de /5.

e /5 es, salvo isomorfismos isométricos, el tinico espacio de Hilbert de dimension infinita y
separable.

2.3.8 Corolario.
Si un espacio prehilbertiano H posee una base ortonormal {x, : A € A}, entonces X es isomé-
tricamente isomorfo a un subespacio denso de (5.
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¢ Qué espacios prehilbertianos tienen base ortonormal?

CASO SEPARABLE:

2.3.9 Lema (Método de Gram-Schmidyt).
Si (y,) es una sucesion de vectores linealmente independientes en un espacio prehilbertiano X,
entonces existe un sistema ortonormal {x, : n € N} en X tal que

lin{x; : 1<k<n}=lin{y, : 1<k<n}

para todo natural n.

2.3.10 Teorema.

e Paracada N € N, @’ es, salvo isomorfismos isométricos, el tinico espacio prehilbertiano
de dimensién N.

e Todo espacio prehilbertiano separable posee una base ortonormal numerable.

e Todo espacio prehilbertiano separable infinito-dimensional es isométricamente isomorfo
a un subespacio denso de ¢».

e /5 es, salvo isomorfismos isométricos, el tinico espacio de Hilbert de dimensién infinita y
separable.

CASO GENERAL:

2.3.11 Lema.
En un espacio prehilbertiano, todo sistema ortonormal estd contenido en un sistema ortonormal
maximal.

2.3.12 Teorema.

e En un espacio de Hilbert, todo sistema ortonormal maximal es una base ortonormal.
e Todo espacio de Hilbert posee una base ortonormal.

e Si{x, : A € A} es una base ortonormal de un espacio de Hilbert H, entonces H es isomé-
tricamente isomorfo a (3.

e Todas las bases ortonormales de un espacio de Hilbert tienen el mismo cardinal, llamado
dimension hilbertiana del espacio.

e Dos espacios de Hilbert son isométricamente isomorfos si, y sélo si, tienen la misma di-

mension hilbertiana.

2.3.13 Corolario.
H espacio de Hilbert, {x) : A € A} un sistema ortonormal en H.
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e Si{a, : A € A} es una familia de escalares, {x)x) : A € A} es sumable si, y sélo si, lo es
la familia de escalares {|a)|? : A € A}.

e SiM =1lin{x, : A € A} y Py es la proyeccién ortogonal de H sobre M, se tiene

Py(x) =) (x| xa)xp (x € H).
AeEA

2.3.14 Observaciones.
e Existen familias sumables en espacios de Hilbert que no son absolutamente sumables.

1
Por ejemplo, {n e, Nn€ ]N}, donde {e, : n € N} es la base canénica de /5.

e Si H es un espacio de Hilbert de dimension finita:

toda base ortonormal de H es una base de Hamel;

la dimensioén algebraica de H coincide con su dimension hilbertiana.

e Ninguna base ortonormal infinita puede ser una base de Hamel.

2.4 Introduccion a las series de Fourier.
El sistema trigonométrico en L,(T)

2.4.1 Definicidn.

e Una serie trigonométrica es una serie de funciones de la forma

Y cne™ =Y c,(cos(t) +isen(t))

nez nez

onde ¢, ara os términos de la serie se consideran como funciones 27t-
donde ¢, € C neZylost de I d fi 27
periédicas de R en C.

e Fijado N € IN, la N-ésima suma parcial de la serie trigonométrica anterior es la funcién
n=N )
Sn(t)= ) ™  (teR).
n=—N

e {Sy : N € N} es la sucesion de sumas parciales de la serie trigonométrica.

e Cualquier nocién de convergencia que se aplique a una serie trigonométrica se refiere
siempre a la sucesion de sumas parciales.

e Una funcioén f : R — C de la forma

N .
f(t) = Z cp e (teR)
n=—N

con ¢, € C para —N <n < N y |cn| + |c-n| > 0 recibe el nombre de polinomio trigono-
métrico de grado N.
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2.4.2 Notacién.
Seal < p < oco.

e L,(T) es el espacio de las (clases de equivalencia por igualdad casi por doquier de) fun-
ciones f : R — C medibles, 2rt-periddicas y tales que

A= (o [ repar) " <en

Se trata del espacio L,[— 1, 1] donde normalizamos la medida de Lebesgue para que
setenga A(] — rt,t[) =1,.
(Lp(T),|| - |Ip) es un espacio de Banach (Teorema de Riesz-Fisher);

L,(T) es un espacio de Hilbert con el producto escalar dado por

(F19)=5- [ a0 (fgeLa(T)).

e Cada funcién 2m-periédica f : R — C puede identificarse con la funciéon g: T — C
dada por

ge")=f(t) (teR)
dondeT={zeC : |z| =1}.
o ¢Z es el subespacio cerrado de (% formado por las sucesiones x : N — C tales que

Jim x(0) = Jim ) =0

e Como consecuencia de la desigualdad de Holder y de que A(T) = 1 se tiene que
Il <liflly (f€Lp(T), 1< p <oo).

e Por tanto L,(T) C L{(T) para todo 1 < p < co.

e Como las funciones escalonadas son densas en cualquier L,(T), es también claro que
Ly(T) es denso en L;(T) (con la norma || - [|1, claro) para todo 1 < p < co.

2.4.3 Definicion.
Para cada n € Z, consideremos la funcioén e, definida por

en(t) =™ (t€R).

e {e, : n € Z} es unsistema ortonormal en el espacio de Hilbert L,(T), que recibe el nombre
de sistema trigonométrico.

e Para f € Ly(T) los coeficientes de Fourier de f vienen dados por
- 1 .
Fn)= — / e dt  (nez).
27T J—n

e Aunque solamente se tenga f € L1(T), la integral tiene sentido y seguiremos denomi-

~

nando a los ntimeros complejos {f(n) : n € Z} coeficientes de Fourier de la funcién

f € Ly(T).
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e La serie de Fourier de una funcién f € L1(T) es, por definicién, la serie trigonométrica

Z ]/(\(7’1) eint.

nez

e Se dice que una serie trigonométrica Zn ez Cn e es una serie de Fourier cuando existe

-~

f € Li(T) tal que f(n) = ¢, para todon € Z.

El hecho de que {e, : n € Z} sea un sistema ortonormal en el espacio de Hilbert L(T),
junto con la desigualdad de Bessel, nos da directamente el siguiente resultado no trivial.

2.4.4 Lema. R
Si f € L,(T) se tiene que f € (% y

|7 = 1Fmr < o [ 1rwp =113,

nezZ

Este resultado tiene la siguiente consecuencia sobre series de Fourier de funciones de L; (T):

2.4.5 Teorema (de Mercer o Lema de Riemann-Lebesgue).
e Para f € L(T) se tiene que f € cZ.

e Equivalentemente, para cada e > 0 puede encontrarse un natural N tal que, sin € Z con

|n| > N, se tiene que |f(n)| <e;

o~

e suele escribirse lim f(n) =0.

[n|—oc0

Para obtener que el sistema trigonométrico es una base ortonormal de L,(T), abordamos
ahora el problema de la unicidad para series de Fourier, problema que surge de forma muy
natural. Si la serie de Fourier de una funcién f € L1(T) converge en L;(T) a una funcién g,
(qué relacién hay entre f y ¢? Lo mejor que podemos esperar es que f y g coincidan casi
por doquier y eso es, precisamente, lo que probaremos. Equivalentemente, se trata de probar
que si f € Li(T) y f(n) = 0 para todo n € Z, entonces f = 0 c.p.d. Obsérvese que la misma
afirmacion para f € L,(T) equivale a la maximalidad del sistema trigonomeétrico, lo que tendra
importantes consecuencias.

2.4.6 Teorema (de unicidad para series de Fourier).
Sea f € L}(T) y supongamos que f = 0. Entonces f = 0 casi por doquier.

Como consecuencia, se obtiene que el subespacio ortogonal a {e, : n € Z} es {0} o, equiva-
lentemente, el sistema ortogonal es una base, con lo que toda la artilleria de la seccién anterior
entra en juego:

2.4.7 Corolario.
El sistema trigonométrico es una base ortonormal de L, (T). Por tanto:
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e Igualdad de Parseval:

~ _

[ falat= T FnEm  (fgeLa(T),

nez

en particular,

[ IfPdi= TP (FeLa(T)),

- nez

e Desarrollo de Fourier: Para f € L,(T), la serie de Fourier de f converge a f en Ly(T):

lim
n—oo —7T

o Teorema de Riesz-Fisher: Para (c,) € (%, existe una tinica funcién f € Ly(T) tal que
f(n) =cy, para todon € Z.

En suma, la aplicacién f — J?, definida por

Fy =5 [ fyemar (nezfem)

es un isomorfismo isométrico de L,(T) sobre (4.

El hecho de que L(T) sea isométricamente isomorfo a (% (para el caso, a £, ya que es
obvio, sin necesidad de ninguna teoria de espacios de Hilbert, que ¢Z y ¢, son isométricamen-
te isomorfos) se podria haber deducido directamente de los resultados de la seccién anterior
puesto que es fécil ver que Ly (T) es separable. La importancia en las aplicaciones del corolario
anterior, no radica en que L, (T) se identifique con ¢%, sino en el hecho de que tal identificacion
puede conseguirse mediante los coeficientes de Fourier; es la afirmacién (c) la mds ttil desde
el punto de vista practico. Dado que dicha afirmacién depende en tltima instancia de la com-
plitud de L,(T), es explicable que la denominacion “Teorema de Riesz-Fisher” se aplique con
frecuencia al teorema que afirma dicha complitud y, por extension, al que afirma la complitud
de L,[0,1] para 1 < p < co.
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Capitulo 3. El Teorema de Hahn-Banach

3.1 Version analitica del Teorema de Hahn-Banach.

3.1.1 Definicién.
Un funcional sublineal en un espacio vectorial X es una funcién p : X — R tal que

(i) p(x+y) < p(x) + ply) para cualesquiera x,y € X.
(ii) p(ax) =ap(x) para todowa >0y todo x € X.

Ejemplos de funcionales sublineales son las partes reales de los funcionales lineales y las semi-
normas.

3.1.2 Teorema (de Hahn-Banach).
Sea X un espacio vectorial y p un funcional sublineal en X. Si M es un subespacio de X y g es
un funcional lineal en M verificando

Reg(m)<p(m) — (meM),
entonces existe un funcional lineal f en X cuya restricciéon a M coincide con g y que verifica
Ref(x)<p(x)  (xeX).

En otras palabras, todo funcional lineal en M dominado por p se puede extender a un funcional
lineal en X que sigue estando dominado por p.

Si p es una seminorma se tiene, de hecho,

f)I<plx)  (xeX).

Si particularizamos al ambiente de los espacios normados, obtenemos el resultado demos-
trado por Hahn, previo a la versién de Banach.

3.1.3 Teorema (Hahn, 1927).
Sea X un espacio normado. 5i Y es un subespacio de X y g € Y*, entonces existe f € X* con

|fIl = [Igll y tal que f(y) = g(y) paratodoy €Y.

27
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Suele utilizarse la siguiente notacién: si X es un espacio normado, Y un subespacio suyo y
g € Y*, cualquier funcional f € X* verificando que f|y = gy que ||f|| = |||l es una extensién
Hahn-Banach o extensién equinérmica de g a todo X. Con esta notacion, el teorema anterior
dice que todo funcional continuo en un subespacio admite extensiones Hahn-Banach a todo X.

3.1.4 Proposicién.
Sea Y un subespacio cerrado de un espacio normado X. Si xg € X \ Y, entonces existe f € Sx-
tal que f(xo) = dist(xp,Y) e Y C ker(f).

3.1.5 Corolario.
Sea X un espacio normado no trivial. Entonces, para cada x € X \ {0} existe f € Sx- tal que
f(x) = ||x||. Equivalentemente, se tiene la siguiente expresion para la norma de X:

x|l = max{|f(x)| : feSx}  (xeX).

Obtenemos que X* separa los puntos de X, esto es, x = 0 siempre que f(x) = 0 para todo
f € X* o, equivalentemente, siempre que x e y sean elementos distintos de X, existe f € X*
tal que f(x) # f(y). Generalizando esta idea, decimos que un subconjunto A C X* separa los
puntos de X si x = 0 siempre que f(x) =0 para todo f € A.

3.1.1 Anulador de un conjunto. Dual de un subespacio y de un cociente

Sea X un espacio normado e Y un subespacio suyo. Es claro que la restriccién a Y de cualquier
elemento de X* es un elemento de Y*, con lo que la aplicacién lineal

XY, feofly (feX)

estd bien definida y, gracias al Teorema de Hahn-Banach, es sobreyectiva. Si queremos conse-
guir una biyeccién lineal, debemos hacer cociente por su ntcleo. Esto nos lleva a la definicién
de anulador de un subespacio, aunque con el mismo trabajo podemos definir el anulador de un
subconjunto. Escribiremos, por comodidad, x*,y*,... para denotar a los elementos de X*.

3.1.6 Definicién.
Sea X un espacio normado y sean A y B subconjuntos de X y X* respectivamente. Definimos
Aty 1B por las férmulas

At ={x* € X* : x*(x) =0 paratodox € A};

LB={xe X : x*(x) =0 para todo x* € B}.

Entonces A' es el anulador de A en X* y *B es el anulador de B en X.

3.1.7 Proposicién.
Sea X un espacio normado y sean A y B subconjuntos de X y X* respectivamente. Entonces:

(a) Aty B son subespacios cerrados de X* y X respectivamente. De hecho,

At ={x"eX* : x*(x) =0} y 1B= [ kerx*.

xXeA x*€B
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(b) +(A') =1in(A). De manera mds sugerente,
lin(A) = () kerx*=({H : H hiperplano cerrado de X, AC H}.
x*eAL

(c) Si At = X*, entonces A = {0}.Si +B =X, entonces B = {0}.
(d) lin(A) es denso en X si, y s6lo si, A+ = {0}. En particular, si Y es un subespacio de X,
entonces Y es denso en X si, y s6lo si, Y= = {0}.

Identificamos ya el dual de un subespacio.

3.1.8 Proposicion.
Sea X un espacio normado e Y un subespacio suyo. Entonces Y* = X* /Y+. Concretamente, la
aplicacion ® : X*/Y+ — Y* dada por

O(x* +YH) =x"y  (FF+YreX/Yh)

es un isomorfismo isométrico.

3.1.9 Proposicion.
Sea Y un subespacio cerrado de un espacio normado X y 7w : X — X /Y la aplicacién cociente.
Entonces la aplicacion @ : (X/Y)" — Y* dada por

o(f)=for  (fe(x/v))

es un isomorfismo isométrico.

3.1.10 Proposicién.
Sea X un espacio normado. Si X* es separable, entonces X también es separable.

3.1.11 Corolario.
Si X es un espacio normado separable, entonces:

(a) Existe una familia numerable en X* que separa los puntos de X. De hecho, existe un
subconjunto numerable A de Sx- tal que

Jxll = sup{lx'(x)| : ¥ €A} (xeX).

(b) X se embebe de forma isométrica en {y,.
(c) X* se embebe de forma isométrica en (.

3.1.12 Proposicion.
Un espacio normado es de dimensién finita si, y s6lo si, lo es su dual. En caso afirmativo, las
dos dimensiones coinciden.

3.1.2 Bidual de un espacio normado. Reflexividad

3.1.13 Definicién.
Si X es un espacio normado, el bidual (también llamado segundo dual) de X es el espacio de
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Banach X** = (X*)* = L(X*K), con norma
[l = sup{|x™* (x")[ : x" € Bx-}
=min{m >0 : |x™(x")| <m|x*| paratodo x* € X"}.
El n-ésimo dual de X, que notaremos X (1) se define de forma recurrente por
XM =x y x0+) = (x)"=(x",K) (neN).

Para n = 3 también se usa la notacién X*** = X,

De la desigualdad |f(x)| < ||x|| ||f||, vdlida para cualesquiera x € X y f € X*, deducimos
que los elementos de X “son” funcionales lineales continuos en X*. Formalizando esta idea,
para x € X consideramos el funcional lineal Jx(x) definido en X* por:

[Jx(x)] (x*) = x*(x) (x* € X*).
Es claro que Jx(x) € X** para cada x € X; la aplicacién Jx : X — X** recibe el nombre de
inyeccion canénica del espacio normado X en su bidual.

3.1.14 Proposicion.
Si X es un espacio normado, [x es un embebimiento isométrico de X en X** y el cierre de Jx(X)
en X** es la completacion de X.

3.1.15 Definicién.
Se dice que un espacio normado X es reflexivo cuando [x(X) = X**. Obviamente, los espacios
reflexivos son completos.

3.1.16 Proposicion.
La clase de los espacios normados reflexivos es estable por isomorfismos.

3.1.17 Ejemplos.

(a) Los espacios normados de dimension finita son reflexivos.
(b) Los espacios £, con1 < p < co también son reflexivos.
(c) Los espacios cq y ¢ no son reflexivos.

3.1.18 Proposicién.
Sea X un espacio normado reflexivo. Entonces, X es separable si, y s6lo si, X* es separable.

3.1.19 Ejemplo.
El espacio /; es separable, mientras que su dual, {«, no lo es. Deducimos que ¢; no es reflexivo.

3.1.20 Proposicion.
Todo subespacio cerrado de un espacio normado reflexivo es también reflexivo.

Cualquier espacio normado que contenga un subespacio isomorfo a ¢y o £; no es reflexivo.
En particular:
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3.1.21 Ejemplos.
Los espacios oo, L%, L(£2), L1]0,1], Leo[0,1] y C[0,1] no son reflexivos.

3.1.22 Teorema.
Sea X un espacio de Banach. Entonces, X es reflexivo si, y sélo si, X* es reflexivo.

3.1.23 Corolario.
Todo cociente de un espacio de Banach reflexivo por un subespacio cerrado, es también refle-
Xivo.

3.1.24 Proposicién.
Sean X3, ..., X, espacios normados, 1 < p < oo ysea X = [P] Xl-]p su p-suma directa. Entonces,
X es reflexivo si, y sélo si, lo es cada X;.

3.1.25 Proposicion.

En un espacio de Banach reflexivo todo funcional lineal y continuo alcanza la norma, esto
es, el supremo que define la norma de cualquier funcional lineal y continuo es un maximo.
Concretamente, si X es un espacio normado reflexivo y x* € X*, entonces existe x € Sx tal que
x*(x) = [l

3.2 Sistemas de infinitas ecuaciones lineales. Teorema de Helly

3.2.1 Teorema (Hahn, 1927).
Sea X un espacio normado, A = {z; : i € I} una familia de elementos de X y {c; : i € I} una
familia de escalares. Entonces son equivalentes:

(i) Existe f en X* tal que f(z;) = ¢; para todoi € I.
(ii) Existe M > 0 verificando
|aaci, + - Fanci, | < Mllaazi + -+ anz;, |

para cualquier combinacién lineal 1z;, + - -+ + a,z;, de elementos de A.

Ademds, si se verifica (ii), se puede elegir f en (i) de forma que || f|| < M.

3.2.2 Teorema (Helly, 1921).
Sea X un espacio normado, fi, f2,...,fn € X* y c1,c2,...,¢, € K. Son equivalentes:

(i) Existe x en X tal que fy(x) = ¢, parak=1,2,...,n.
(ii) Existe M > 0 tal que

i ax fx

k=1

<M

n
Z ayCr
k=1

para cualesquiera ay, a,...,a, € K.

Ademds, si se verifica (ii), para cada e > 0 se puede elegir x en (i) tal que ||x|| < M + .

3.2.3 Teorema.
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Sea X un espacio normado, x** € X**, W un subespacio de dimensién finita de X* y ¢ > 0.
Entonces, existe x € X tal que ||x|| < ||x**|| + & y x*(x) = x™(x*) para todo x* € W, es decir
Jx(x) coincide con x** en W.

3.2.4 Ejemplos.

(a) Si X = ¢p, tomando la familia {e}, : n € N} de X* = ¢; formada por las “coordenadas”,
no existe ningun elemento x € cy que verifique e};(x) = 1 para todo n € N, pero

|0(1—|—-"—|—0(n|§|D(1‘—|-'--—|-|Dén|:||061€T+'--+“n€:”

para cualesquiera ay, ..., a, € K.
(b) También en X = co, consideramos el funcional x* € X* = ¢; dado por

v =L 5

n=1

(x € ¢p),

que no alcanza su norma. Aplicando el Teorema de Helly a la familia de funcionales {x*}
y a la familia de escalares {||x*||} es claro que, para cada « € K se tiene que

]| *[]] < || oe®

7

pero cualquier x € ¢ tal que x*(x) = 1 verifica que || x|| > 1.

3.3 Versiones geométricas del Teorema de Hahn-Banach

Si X es un espacio vectorial, un subconjunto A de X es convexo si es cerrado para combinacio-
nes convexas, esto es, sitx + (1 —t)y € A siempre que x,y € Ay t € [0,1].

Ref(z) =a

Figura 3.1: Separacién de con-
juntos

La idea intuitiva de “separar” dos subconjuntos A y B de un espacio vectorial real X se
formaliza consiguiendo un funcional lineal no nulo f en X y un ntimero real «, tales que

f(a) <a< f(b) (a€e A, beB) (3.1)

0, equivalentemente, sup f(A) <inf f(B) (ver figura 3.1). Para abarcar también el caso complejo
podemos, siendo X real o complejo, sustituir (3.1) por

Re f(a) <a <Ref(b) (a€ A, beB). (3.2)
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3.3.1 Ejemplo.

Sea X = cpp y A el subconjunto de X formado por las sucesiones de X \ {0} cuya tltima coor-
denada no nula es estrictamente positiva. Entonces A es convexo y 0 ¢ A, pero es imposible
separar, incluso en la forma mds suave posible, A y {0}: todo funcional lineal no nulo en X
toma en A valores estrictamente positivos y estrictamente negativos.

3.3.2 Definicién.
Sea X un espacio vectorial y A un subconjunto no vacio. Decimos que A es absorbente si
R*A = X. Si A es absorbente y convexo, entonces la aplicacién ji 4 : X — R dada por

pa(x)=inf{A >0 : x € AA} (x € X),

es un funcional sublineal en X, llamado funcional de Minkowski de A. Si A es absorbente,
convexo y equilibrado (esto es, Aa € A para todo A € K con |A| <1y todoa € A), entonces jia
es una seminorma y

{xeX :pua(x) <1} cAC{xeX : ua(x)<1}.

3.3.3 Teorema (de separacion de convexos en espacios vectoriales).
Sean A y B subconjuntos no vacios, convexos, disjuntos, de un espacio vectorial X y suponga-
mos que A contiene un punto ag tal que A — ag es absorbente. Entonces, existen f € X!, f 0y
« € R tales que

Re f(a) <a <Ref(b) (a€e A, beB).

3.3.4 Lema.
Sea X un espacio normado y A un subconjunto convexo de X con interior no vacio. Entonces,
para xg € A, yo € int(A) , se tiene que

Jx0,v0] = {(1— E)xo + tyo : £ €]0,1]} C int(A).

En consecuencia, int(A) es convexo y A = int(A).

3.3.5 Teorema.
Sea X un espacio normado y A, B dos subconjuntos no vacios y convexos de X. Si int(A) # @
y BNint(A) = @, entonces existen f € X* yw € R tales que

Re f(a) <a <Ref(b) (ac€ A, beB).
Ademds, se tiene que Re f(a) < « para todo a € int(A).
3.3.6 Teorema (de existencia de funcionales de soporte).

Sea X un espacio normado y A un subconjunto convexo y cerrado de X, con interior no vacio.
Entonces para cada punto xg en la frontera de A existe un funcional f € Sx- tal que

Re f(xp) =méx{Re f(x) : x € A}.

Notemos que si ay = Re f(xg), el hiperplano afin en X dado por Hy={x € X : Re f(x) =
ap}, “pasa” por el punto xj y deja el conjunto A a un lado. Esta situacion, de claro contenido
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Hy

Figura 3.2: Funcionales de so-
porte

geométrico, suele describirse diciendo que el funcional fj o el hiperplano Hj soportan al con-
junto A en el punto x(, o también que xp es un punto de soporte de A, fy un funcional de
soporte de A y Hy un hiperplano de soporte de A.

3.3.7 Teorema (Version geométrica del Teorema de Hahn-Banach).

Sea X un espacio normado, A un subconjunto no vacio, convexo y abierto de X y M una varie-
dad afin en X tal que A N M = @. Entonces existe un hiperplano (afin) cerrado H en X tal que
MCHyANH=0Q.

3.3.8 Teorema (de separacién de convexos en espacios normados).
Sea X un espacio normado y A, B subconjuntos convexos no vacios de X tales que d(A,B) =
p > 0. Entonces, existe f € X* tal que || f|| =1y

supRe f(A) + p < infRe f(B).
En particular, si A es un subconjunto convexo, no vacio y cerrado de X y xo & A, entonces existe

f € Sx« tal que supRe f(A) + d(xp,A) < Re f(xp), luegosupRe f(A) < Re f(xp).

3.3.9 Corolario.
Sean A y B dos subconjuntos no vacios, convexos y disjuntos de un espacio normado X. Su-
pongamos que A es cerrado y B compacto. Entonces existe un funcional f € Sx- tal que

supRe f(A) < infRe f(B).
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Figura 3.3: Separacion estricta




Capitulo

Capitulo 4. Teoremas de la aplicacion
abierta y Banach-Steinhauss

4.1 La categoria. El Teorema de Baire

4.1.1 Definiciones.
Sea X un espacio topoldgicoy A C X.

(a) A es denso en ninguna parte o diseminado si A = Q.

(b) A es de primera categoria en X si es la unién numerable de subconjuntos densos en
ninguna parte o, equivalentemente, si estd contenido en una unién numerable de sub-
conjuntos cerrados de X, cada uno de los cuales tiene interior vacio en X.

(c) A es de segunda categoria en X si no es de primera categoria en X.

Es importante resaltar el cardcter relativo de los conceptos anteriores: R es un conjunto de
primera categoria en C (de hecho, es denso en ninguna parte), pero veremos enseguida que
es de segunda categoria en si mismo. Es facil ver que si X es un espacio topolégico, Y es un
subconjunto de X en el que consideramos la topologia inducida y A es un conjunto de primera
categoria en Y, entonces A es de primera categoria en X.

Por tltimo, se dice que un espacio topolégico X es un espacio de Baire si todo abierto no
vacio de X es de segunda categoria en X. Es fdcil ver que ello equivale a que la interseccién
de cualquier sucesion de abiertos densos en X sea densa en X o a que la unioén de cualquier
sucesion de subconjuntos cerrados con interior vacio tenga interior vacio.

4.1.2 Teorema (de la categoria de Baire).
Todo espacio métrico completo es un espacio de Baire. Todo espacio topolégico de Hausdorff
localmente compacto es un espacio de Baire.

4.1.3 Corolario.
Sea X un espacio de Banach. Entonces la dimension algebraica de X es finita o infinita no
numerable.

36
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4.1.4 Corolario.

Sea D el conjunto de las funciones f de Cla,b] que tienen derivada por la derecha finita en
algtin punto de [a,b[. Entonces D es de primera categoria en C[a,b]. Como consecuencia, existe
una funcién f € Cla,b] cuya derivada por la derecha es infinita en todo punto de [a,b].

4.1.5 Corolario.
El conjunto de las funciones de C*[0,1] que no son analiticas en ningun punto de [0,1] es de
segunda categoria (en particular, no vacio).

4.2 FEl Teorema de la aplicacién abierta. Enunciados equivalentes

4.2.1 Teorema de la aplicacién abierta

4.2.1 Proposicion.
Sean X e Y espacios normados y T una aplicacién lineal de X en Y. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) T es abierta.
(ii) Existe 6 > 0 tal que 6By C T(Bx).
iii) Existe M > 0 de forma que para cada y € Y se puede encontrar x € X con T(x) = v,
que p y p Y
[[x] < Mlly]|-
(iv) Para toda sucesion convergente a cero (yn) en Y, existe una sucesion convergente a cero
(x,) en X de forma que T(x,) = y, para todon € IN.

4.2.2 Lema.
Sean X e Y dos espacios normados y T : X — Y una aplicacion lineal. Si T(X) es de segunda
categoria en Y, entonces T(Bx) es entorno de ceroenY.

4.2.3 Lema.
Sea X un espacio de Banach, Y un espacio normado y T € L(X,Y). Si T(Bx) es entorno de cero
en Y, entonces T es abierta. Como consecuencia, T es sobreyectiva e Y es completo.

Sin mds que unir los dos resultados anteriores, se obtiene:

4.2.4 Proposicion.
Sea X un espacio de Banach, Y un espacio normado y T € L(X,Y). Si T(X) es de segunda
categoria en Y, entonces T(X) =Y, T es abierta e Y es completo.

La condicién mds natural, aunque no obligatoria, para que T(X) sea de segunda categoria
en Y, es que T sea sobreyectiva e Y sea completo. Resumiendo toda la informacién, obtenemos:

4.2.5 Teorema (de la aplicacién abierta).
Si X e Y son espacios de Banach, entonces toda aplicacion lineal y continua de X sobre Y es
abierta.
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4.2.6 Corolario (Primer Teorema de isomorfia para espacios de Banach).
Si X e Y son espacios de Banach, entonces toda aplicacién sobreyectiva T € L(X,Y) induce un
isomorfismo T de X/ ker T sobre Y, dado por

T(x +kerT) = T(x) (x+kerT € X/kerT).

4.2.7 Corolario (Banach-Mazur, 1933).

Si X es un espacio de Banach separable, existe una aplicacién lineal, continua y abierta de ¢,
sobre X. Equivalentemente, todo espacio de Banach separable es isomorfo al cociente de ¢, por
un subespacio cerrado.

4.2.8 Corolario.
El conjunto de las sucesiones de coeficientes de Fourier de funciones de L1(T) es un conjunto

. P 7
de primera categoria en c.

4.2.2 Teorema de los isomorfismos de Banach

4.2.9 Definicién.

Si X e Y son espacios normados, un homomorfismo de X en 'Y es una aplicacién lineal y con-
tinua T de X en Y que es abierta cuando se considera como aplicacién de X sobre T(X). Si
ademds T es inyectiva (resp. sobreyectiva) decimos que T es un monomorfismo (resp. epimor-
fismo). Notemos que un isomorfismo no es mds que un homomorfismo biyectivo.

4.2.10 Corolario (Teorema de los isomorfismos de Banach).

Toda biyeccion lineal y continua entre dos espacios de Banach es un isomorfismo. Equivalente-
mente, si X es un espacio vectorial y || - ||1, || - ||2 son dos normas completas y comparables en X
(esto es, tales que existe M > 0 con || - || < M|| - ||2), entonces dichas normas son equivalentes.

4.2.11 Ejemplos. (a) En cualquier espacio vectorial de dimension infinita pueden definirse
dos normas comparables no equivalentes; por supuesto, alguna de ellas no serd completa.
De hecho, si X es un espacio vectorial de dimensién infinita, ya vimos que siempre existen
dosnormas || - [|1 y || - ||2 en X no equivalentes. Si dichas normas son comparables, hemos
acabado. Si no lo son, definiendo

lxlls = llxlls + llxll2 - (x € X),

se obtiene una nueva norma en X que es comparable con || - ||; y con || - |2, pero no puede
ser equivalente a ninguna de ellas.
(b) En cualquier espacio de Banach de dimensién infinita (X, || - ||) puede definirse otra

norma completa no equivalente a la de partida. En efecto, basta tomar f : X — K un
funcional lineal discontinuo, un elemento u € X con f(u) = 1, considerar la aplicacién
F: X — X dada por

F(x)=x—2f(x)u (x € X)

y observar que F es biyectiva, con F~! = F, y que F es discontinua. Entonces, definiendo

llll =1EC - (x € X),
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se obtiene una norma completa en X, que no puede ser equivalente a || - || por ser F
discontinua.

4.2.12 Corolario (Teorema del homomorfismo de Banach).
Sean X e Y espacios de Banach. Entonces, T € L(X,Y) es un homomorfismo si, y sélo si, T(X)
es un subespacio cerrado de Y.

4.2.13 Ejemplo.
Notamos Y = Cla,b] y fijamos tres funciones yo,y1,y2 € Y. Paray € Yy a, B € K, consideremos
la ecuacion diferencial

vox" +yx’ +px=y

y el problema de valores iniciales

x(a)=a,  x'(a)=8.

Las soluciones de un tal problema pertenecen al espacio X = C?[a,b] de las funciones de clase
C? en [a,b], que es un espacio de Banach para la norma definida por

1l = l1xlleo + 1% lleo + 1x oo (x € X).
La aplicacién T : X — Y x K? definida por
T(x) = (yox" +y1x’ +yox, x(a), x'(a)) (x € X)

es claramente lineal y continua. El que nuestro problema de valores iniciales tenga solucion
tinica para cada terna (y,&,8) € Y x K2, equivale a que T sea biyectiva. Si tal cosa ocurre, el
Teorema de los isomorfismos de Banach nos dice que, autométicamente, la solucién x depende
de manera continua de los valores iniciales a, € K y del dato y € Y. Esta dependencia continua
ofrece una cierta garantia de que los métodos de perturbacioén para aproximar la solucién del
problema son vélidos. Evidentemente pueden idearse esquemas muy variados y problemas
muy diversos en los que un razonamiento de este tipo es aplicable.

4.2.3 Teorema de la grafica cerrada

Por grafica de una aplicacién f entre dos espacios topoldgicos X e Y entendemos el conjunto

G(f) ={(xy) eXxY : y=f(x)}

y decimos que f tiene gréfica cerrada si G(f) es cerrado en X x Y (considerando, desde luego,
la topologia producto).

Con s6lo que el espacio de llegada sea Hausdorff, toda funcién continua tiene grafica cerra-
da; podemos poner, por el contrario, ejemplos sencillos de funciones reales de variable real, con
grafica cerrada y no continuas. A saber, la funcién f: R — R dada por f(x) =1/xsix #0y
f(0) = 0 tiene grafica cerrada pero no es continua. Sin embargo, como consecuencia inmediata
del Teorema de los isomorfismos de Banach, vemos que no es posible encontrar tal ejemplo
entre las aplicaciones lineales entre espacios de Banach:

4.2.14 Teorema (de la grafica cerrada para espacios de Banach).
Si X e Y son espacios de Banach, toda aplicacion lineal con gréfica cerrada de X enY es conti-
nua.
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4.2.15 Corolario.
Sean X e Y dos espacios de Banach y T : X — Y una aplicacién lineal y biyectiva. Si T tiene
grdfica cerrada, entonces es un isomorfismo.

4.2.16 Corolario.

Sean X e Y dos espacios de Banach y T : X — Y una aplicacion lineal. Supongamos que para
toda sucesion (x,) en X convergente a0 y tal que (Tx,) — y € Y, se tiene que y = 0. Entonces,
T es continua.

4.2.17 Ejemplo.
SeaY = C[0,1] y X = C![0,1], el subespacio de Y formado por las funciones de clase 1 en [0,1].
Definimos T : X — Y definida por

T =f" (feX)
Entonces, T es una aplicacion lineal que tiene grafica cerrada (leorema de convergencia uni-
forme y derivacién). Sin embargo, T no es continua. En efecto, consideremos la sucesioén de
elementos de X,
fu(t)y=t"  (te[0,1], n€N)
y observemos que
fallo =1y Tl =lfu"le=n  (n€N),

lo que prueba que T no es continua.

4.2.18 Corolario.
Sea || - | una norma completa en C(K). Supongamos que la convergencia en la norma || - ||

implica la convergencia puntual. Entonces dicha norma es equivalente a la norma del maximo
en C(K).

4.2.19 Corolario.
Sea H un espacio de Hilbert y T : H — H una aplicacién lineal. Supongamos que existe S :
H — H lineal verificando que

(Txly) = (x[Sy) ~ (xyeH),
entonces T € L(H).

4.3 El Teorema de Banach-Steinhaus

4.3.1 Teorema (Principio de acotacién uniforme en espacios de Banach).
Sea X un espacio de Banach, {Y; : i € I} una familia de espacios normados y, para cadai € I,
sea T; € L(X,Y;). Supongamos que la familia {T; : i € I} estd puntualmente acotada, esto es,

paracadax € X, existe My >0 : ||Ti(x)||<M, (i€l).
Entonces, {T; : i € I} estd uniformemente acotada en la bola unidad de X, equivalentemente,

existe M>0 : |[T||<M (i€l).
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4.3.2 Corolario (Teorema de Banach-Steinhaus para espacios de Banach).
Sean X un espacio de Banach, Y un espacio normado y A un subconjunto de L(X,Y). Entonces,
son equivalentes:

(i) A estd acotado en norma, esto es, existe M > 0 tal que ||Tx|| < M||x|| para cualesquiera
xeX, TeA.
(ii) A estd uniformemente acotado en cada subconjunto acotado de X, esto es, si B C X es un
conjunto acotado, entonces sup{||T(x)|| : x€ B, T€ A} < co.
(iii) A estd puntualmente acotado, esto es, para cada x € X el conjunto {T(x) : T € A} estd
acotado en la norma de X.

4.3.3 Corolario.
Sea X un espacio normado y A un subconjunto de X. Entonces, son equivalentes:

(i) A estd acotado en la norma de X.
(ii) Para cada f € X*, el conjunto de escalares {f(a) : a € A} estd acotado.

4.3.4 Corolario.
Sea X un espacio de Banach y A un subconjunto de X*. Entonces, son equivalentes:

(i) A estd acotado en la norma de X*.
(ii) Para cada x € X, el conjunto de escalares {f(x) : f € A} estd acotado.

4.3.5 Corolario (Teorema de cierre de Steinhaus).
Sea X un espacio de Banach, Y un espacio normado y (T,) una sucesién de elementos de
L(X,Y) que converge puntualmente en X. Definiendo

T(x) = lim Ty,(x) (x € X)

n—oo

se tieneque T € L(X,Y).

4.3.6 Corolario.
Sea y € KN una sucesién de escalares; las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(l) ye 4.

(ii) Para cada x € co, la serie } ;-1 x(k)y(k) es absolutamente convergente.
(iii) Para cada x € co, la serie ) ;1 x(k)y(k) es convergente.

(iv) Para cada x € cy, la serie } ;-1 x(k)y(k) tiene sumas parciales acotadas.

4.3.7 Teorema.
Sea X un espacio de Banach, Y y Z espacios normados y T : X X Y — Z una aplicacion bilineal.
Equivalen:

(i) Existe M >0 tal que ||T(x,y)|| < ||x|| ||ly|| para cualesquierax € X ey €Y.
(ii) T es continua en X x Y (considerando, claro estd, la topologia producto).
(iii) T es separadamente continua, esto es, para cualesquiera xy € X, yo € Y, las aplicaciones
lineales
y— T(xo,y) (yeY), x—T(xy) (xeX)

son continuas.
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