
El Teorema de Mazur-Ulam

Pablo Berná (UV)
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Introducción
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Espacio normado

Definición de espacio normado (Banach, 1922)

Un espacio normado (real) es un conjunto X dotado de las siguientes
operaciones:

Suma: X ×X −→ X, (x, y) 7−→ x+ y
(asociativa, conmutativa, con elemento neutro y con elemento opuesto)

Producto por escalares: R×X −→ X, (λ, x) 7−→ λx
(asociativo, distributivo (2), con elemento neutro)

Norma: X −→ R+
0 , x 7−→ ‖x‖, verificando:

‖x‖ = 0 =⇒ x = 0,
‖λx‖ = |λ| ‖x‖,
‖x+ y‖ 6 ‖x‖ + ‖y‖
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Un espacio normado X es. . .

Un espacio vectorial (Peano, 1888)
Suma y producto por escalares

Un espacio topológico (Hausdorff, 1914)
Los entornos de un punto x0 ∈ X contienen a alguno de la forma

{x ∈ X : ‖x− x0‖ < δ}
(
δ ∈ R+)

Un espacio métrico (Fréchet, 1906)
Su estructura viene dada por la distancia d : X ×X −→ R+

0 definida por

d(x, y) = ‖x− y‖
(
x, y ∈ X

)
d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y
d(x, y) = d(y, x)
d(x, y) 6 d(x, z) + d(z, y)
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Teorema de Mazur-Ulam

Teorema de Mazur-Ulam (1932)
Toda isometŕıa sobreyectiva entre espacios normados es af́ın.

Aplicación af́ın
Sean X e Y espacios normados reales. Se dice que T : X −→ Y es af́ın si

T (λx+ (1− λ)y) = λT (x) + (1− λ)T (y)

para cada x, y ∈ X, λ ∈ [0, 1].

Equivalentemente, T es af́ın si T − T (0) es R-lineal.

Isometŕıa
Sean X e Y espacios normados reales. f : X −→ Y es una isometŕıa si

‖f(x)− f(y)‖ = ‖x− y‖ ∀ x, y ∈ X.
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El Teorema de Mazur-Ulam. II

Teorema de Mazur-Ulam (1932)
Toda isometŕıa sobreyectiva entre espacios normados es af́ın.

Isomorfismo isométrico
La identificación total entre dos espacios normados es el isomorfismo isométrico:
T : X −→ Y lineal, biyectiva y que conserva la norma (‖T (x)‖ = ‖x‖ ∀x ∈ X)

=⇒ T y T−1 lineales, continuas e isometŕıas

Corolario
Toda isometŕıa sobreyectiva entre espacios normados reales es, salvo una
traslación, un isomorfismo isométrico.
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Aplicaciones afines continuas

Lema
Sea T : X −→ Y aplicación continua entre dos espacios normados reales.

1 Si T es aditiva (T (x+ y) = T (x) + T (y) ∀x, y ∈ X) =⇒ T es R-lineal.
2 Si T conserva puntos medios (T

(
x+y

2

)
= 1

2T (x) + 1
2T (y) ∀x, y ∈ X)

=⇒ T es af́ın.

Demostremos que si T es aditiva, entonces es R-lineal.
1 T (0) = 0.
2 T (nx) = nT (x), ∀n ∈ N.
3 T (x− x) = T (x) + T (−x) = 0 =⇒ T (−x) = −T (x).
4 mT (x) = T (mx) = T ( mnx

n
) = nT ( mx

n
) =⇒ m

n
T (x) = T ( mx

n
).

5 Por continuidad, T (λx) = λT (x), ∀λ ∈ R.
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Aplicaciones afines continuas

Lema
Sea T : X −→ Y aplicación continua entre dos espacios normados reales.

1 Si T es aditiva (T (x+ y) = T (x) + T (y) ∀x, y ∈ X) =⇒ T es R-lineal.
2 Si T conserva puntos medios (T

(
x+y

2

)
= 1

2T (x) + 1
2T (y) ∀x, y ∈ X)

=⇒ T es af́ın.

Si T conserva puntos medios, veamos que G(x) := T (x)− T (0) es R-lineal.
Para ello, veamos que G(x) es aditiva.

1 G
(
x+ y

2

)
= T

(
x+ y

2

)
− T (0) = T (x) + T (y)

2 − T (0)

= G(x) +G(y) + 2T (0)
2 − T (0) = G(x) +G(y)

2 .

2 G(x) = G
(2x+ 0

2

)
= 1

2
(
G(2x)−G(0)

)
=⇒ G(2x) = 2G(x).

3 Entonces,

G(x+ y) = G
(2x+ 2y

2

)
= 1

2
(
G(2x) +G(2y)

)
= G(x) +G(y).
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Demostración por Bogdan Nica (2012)

Sección 2
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Demostración del Teorema de Mazur-Ulam (Nica, 2012)

1 X espacio normado, x1, x2 ∈ X. Para cualquier isometŕıa g que sale de X
definimos

def(g) =
∥∥∥∥g (x1 + x2

2

)
− g(x1) + g(x2)

2

∥∥∥∥ .
2 def(g) 6 1

2
∥∥g (x1+x2

2

)
− g(x1)

∥∥+ 1
2
∥∥g (x1+x2

2

)
− g(x2)

∥∥ = ‖x1 − x2‖
2 .

3 Sea f : X −→ Y una isometŕıa sobreyectiva. Por el lema previo, es
suficiente probar que def(f) = 0.

4 Consideremos ahora f ′ = f−1ρf : X −→ X, donde
ρ(y) = f(x1) + f(x2)− y (y ∈ Y )

es la simetŕıa respecto a f(x1) + f(x2)
2 .

5 Luego f ′ es isometŕıa por ser composición de isometŕıas
y verifica que f ′(x1) = x2 y f ′(x2) = x1.

6 Además,

def(f ′) =
∥∥∥f−1

(
f(x1) + f(x2)− f

(
x1 + x2

2

))
− x1 + x2

2

∥∥∥
=
∥∥∥f(x1) + f(x2)− f

(
x1 + x2

2

)
− f

(
x1 + x2

2

)∥∥∥ = 2 def(f)

7 Por tanto, def(f) = 0.
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Caracterización métrica del punto medio
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Caracterización métrica del punto medio (Mazur-Ulam)

Z espacio normado, x, y ∈ Z. Definimos

H1(x, y) =
{
u : ‖x− u‖ = ‖y − u‖ = 1

2‖x− y‖
}

Hn+1(x, y) =
{
u ∈ Hn(x, y) : Hn(x, y) ⊂ B

(
u, 1

2 diam(Hn)
)}
.

Entonces
⋂∞

n=1 Hn(x, y) =
{

1
2 (x+ y)

}
.

Si u ∈ Hn =⇒ ũ ∈ Hn.
Si u ∈ H1 =⇒ ũ ∈ H1.
Hipótesis de Inducción: si u ∈ Hn−1 ⇒ ũ ∈ Hn−1.
Si u ∈ Hn ⇐⇒ ‖u− w‖ 6 1

2 diam(Hn−1), ∀w ∈ Hn−1.
x+y

2 ∈ Hn.
x+y

2 ∈ H1.
x+y

2 ∈ Hn.

Hn es una sucesión decreciente cuyos diámetros tienden a cero.⋂∞
n=1 Hn(x, y) =

{ 1
2 (x + y)

}
.
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Versión local del Teorema de Mazur-Ulam
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Versión local del Teorema de Mazur-Ulam

Teorema
E espacio normado, Ω ⊂ E abierto conexo, f : Ω −→ f(Ω) isometŕıa local,
abierta. Entonces f es la restricción de una aplicación af́ın.

Dado x0 ∈ Ω, existe r > 0 tal que f : B(x0, 2r) −→ B(f(x0), 2r) es
isometŕıa biyectiva.
f |B(x0,r) es af́ın.
Ω es arcoconexo.
Dados x, y ∈ Ω, existe γ : [0, 1] −→ Ω con λ(0) = x, γ(1) = y. Como
γ[0, 1] es compacto, podemos tomar un recubrimiento finito de bolas
centradas en puntos de γ[0, 1] en las que f es af́ın.
Como dos aplicaciones afines que coinciden en un abierto son restricciones
de la misma aplicación af́ın, hemos terminado.
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Teorema de Baker

Sección 5
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La sobreyectividad es necesaria

Ejemplo
Sea f : (R, | · |) −→ (R2, ‖ · ‖∞), f(t) = (t, sen(t)).

1 f es una función isométrica.
2 f no sobreyectiva.
3 f(0) = 0.
4 f no lineal ⇒ f no af́ın.

En lugar de la sobreyectividad, ¿qué otras condiciones podemos dar para
asegurar que la isometŕıa sea af́ın?

Estrictamente convexo
Un espacio Z es estrictamente convexo si dados x, y ∈ Z y ‖x+y‖ = ‖x‖+‖y‖,
entonces x = λy, λ > 0.
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Versión local del Teorema de Baker

Versión local del Teorema de Baker
Sea X espacio normado e Y un espacio normado estrictamente convexo. Toda
isometŕıa local f : Ω ⊂ X −→ Y , siendo Ω abierto y conexo, es af́ın.

Para su demostración, necesitamos el siguiente lema.

Lema de Baker
Sea Z un espacio normado estrictamente convexo y sean x, y ∈ Z, entonces

H1(x, y) :=
{
z ∈ Z : ‖x− z‖ = ‖y − z‖ = 1

2‖x− y‖
}
,

es unipuntual. Más concretamente, H1(x, y) = {x+y
2 }.
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Demostración del Lema de Baker

Lema de Baker
Sea Z un espacio normado estrictamente convexo y sean x, y ∈ Z, entonces

H1(x, y) :=
{
z ∈ Z : ‖x− z‖ = ‖y − z‖ = 1

2‖x− y‖
}
,

es unipuntual. Más concretamente, H1(x, y) = {x+y
2 }.

1
2 (x+ y) ∈ H1(x, y).
Sean u, v ∈ H1(x, y), entonces∥∥∥x− 1

2(u+ v)
∥∥∥ =

∥∥∥1
2(x− u) + 1

2(x− v)
∥∥∥

6
∥∥∥1

2(x− u)
∥∥∥+

∥∥∥1
2(x− v)

∥∥∥ = 1
2‖x− y‖

Análogamente para y, se cumple que
∥∥y − 1

2 (u+ v)
∥∥ 6 1

2‖x− y‖.
Si algunas de las desigualdades anteriores fuera estricta,

‖x− y‖ 6
∥∥∥x− 1

2(u+ v)
∥∥∥+

∥∥∥1
2(u+ v)− y

∥∥∥ < ‖x− y‖,
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Demostración del Lema de Baker

Lema de Baker
Sea Z un espacio normado estrictamente convexo y sean x, y ∈ Z, entonces

H1(x, y) :=
{
z ∈ Z : ‖x− z‖ = ‖y − z‖ = 1

2‖x− y‖
}
,

es unipuntual. Más concretamente, H1(x, y) = {x+y
2 }.

1
2 (x+ y) ∈ H1(x, y).
Sean u, v ∈ H1(x, y), entonces∥∥∥x− 1

2(u+ v)
∥∥∥ =

∥∥∥1
2(x− u) + 1

2(x− v)
∥∥∥

=
∥∥∥1

2(x− u)
∥∥∥+

∥∥∥1
2(x− v)

∥∥∥ = 1
2‖x− y‖

Análogamente para y, se cumple que
∥∥y − 1

2 (u+ v)
∥∥= 1

2‖x− y‖.
Si algunas de las desigualdades anteriores fuera estricta,

‖x− y‖ 6
∥∥∥x− 1

2(u+ v)
∥∥∥+

∥∥∥1
2(u+ v)− y

∥∥∥ < ‖x− y‖.
Z estrictamente convexo ⇒ (x− u) = λ(x− v) con λ > 0.
Además, ‖x− u‖ = ‖x− v‖, por tanto, u = v.
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Demostración de la versión local del Teorema de Baker

Versión local del Teorema de Baker
Sea X espacio normado e Y un espacio normado estrictamente convexo. Toda
isometŕıa local f : Ω ⊂ X −→ Y , siendo Ω abierto y conexo, es af́ın.

Para todo x0 ∈ Ω ∃ r > 0 tal que f |B(x0,2r) es isometŕıa.

Sean x, y ∈ B(x0, r), entonces H1(x, y) ⊂ B(x0, 2r).

f(H1(x, y)) ⊂ H1(f(x), f(y)).

x+y
2 ∈ H1(x, y) y, por el lema anterior, H1(f(x), f(y)) =

{
f(x)+f(y)

2

}
.

Por tanto, f
(

x+y
2

)
= f(x)+f(y)

2 .

Obtenemos que f |B(x0,r) es af́ın.
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Corolario (Teorema de Baker)
Sean Y un espacio normado estrictamente convexo y X un espacio normado.
Toda isometŕıa f : X −→ Y es af́ın.

Observación
Supongamos que (Y, || · ||) no es un espacio estrictamente convexo.

Existen y1, y2 ∈ SY distintos verificando ‖y1 + y2‖ = ‖y1‖+ ‖y2‖.
Tomamos X = R y definimos f : R→ Y por

f(t) =
{
ty1 si t > 0,
ty2 si t < 0.

f es isometŕıa: sean s, t ∈ R (con t > 0 y s < 0),

‖f(t)− f(s)‖ = ‖ty1 − sy2‖ = t‖y1‖ − s‖y2‖ = t− s = |t− s|.

Como f(0) = 0 y f no es lineal, f no es af́ın.
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Para terminar. . .

Sección 6
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Posibles extensiones del Teorema de Mazur-Ulam

Problema (Tingley, 1986)
X, Y espacios normados, SX = {x ∈ X : ‖x‖ = 1}, SY = {y ∈ Y : ‖y‖ = 1}.

f : SX −→ SY isometŕıa biyectiva
¿es f la restricción de una isometŕıa (lineal) de X sobre Y ?

Este problema está abierto incluso en dimensión dos

Problema
X e Y Banach. Decimos que X e Y son Lipschitz-equivalentes si existe
f : X −→ Y biyectiva y existen m,M > 0 tales que

md1(x, y) 6 d2(f(x), f(y)) 6M d1(x, y)
(
x, y ∈ X

)
¿se tiene en este caso que X e Y son linealmente isomorfos?

Este problema está abierto en caso separable
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Stanis law Mazur y Stanis law Ulam
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