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Y, iqué es eso de la dimensién infinita?

Pero antes, jddnde esta el infinito? o jqué es el infinito?
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i Qué es el infinito?

...intentamos, con nuestras mentes finitas, discutir sobre el infinito, asignandole
propiedades que damos a lo finito y limitado; pero pienso que esto es incorrecto, dado
que no podemos hablar de cantidades infinitas como si fuesen mayores, menores o
iguales a otras

Galileo Galilei (1564-1642)

jEl infinito! Ninguna cuestién ha conmovido tan profundamente el espiritu del hombre.
David Hilbert (1862-1943)

El infinito tiene poco respeto por la Iégica. De hecho establece una frontera que, en
cierta forma, separa las matemadticas de la légica, o, al menos, de lo que clasicamente
se ha entendido por légica. El infinito es como un nido de viboras, y al intelecto
humano le ha llevado varios milenios y muchas picaduras poder meter mano ahi.

Antonio J. Duran (1962-)
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m Actualizacién del infinito, ta.
= Diccionario de la
Lengua Espaiiola en CD-ROM

para las altimas versiones de

(Del lat. infinitus).

los sistemas operativos.
PRESENTACION
AVANCE DE LA 23.2 EDICION

éQuién hace el Diccionario?
éCoémo se actualiza?

¢Coémo se muestran las
enmiendas y adiciones?
¢Coémo se revisan los

americanismos del Diccionario?
éCon qué medios informaticos se
revisa el Diccionario?

Cifras de actualizacion

LA 22.2 EDICION (2001)

El Diccionario en cifras

¢Qué novedades presenta la
22.2 edicién?

Advertencias para el uso de este
Diccionario

1. adj. Que no tiene ni puede tener fin ni término.
2. Muy numeroso o enorme.

3. m. Lugar impreciso en su lejania y vaguedad. La calle
se perdia en el infinito.

4. En una camara fotografica, ultima graduacion de un
objetivo para enfocar lo que esta distante.

5. Mat. Valor mayor que cualquier cantidad asignable.
6. m. Mat. Signo (») con que se expresa ese valor.
7. adv. m. Excesivamente, muchisimo.

linea infinita
proceso en infinito

Real Academia Espaiiola © Todos los derechos reservados
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Definiciones de infinito Il
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@ El infinito es una cantidad no acotada mayor que todos los niimeros reales.
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Sobre el simbolo oo

- . .

@ Origen incierto /// \i\ //
o Tiene la forma de la lemniscata I‘-"‘ \ // "‘.‘
(@4 =ty AT

que no tiene principio ni fin

o Fue John Wallis (1616-1703) el primero
en utilizarlo. Lo llamé el lazo del amor

@ Pudo tomar el simbolo del niimero romano
M (1000) que en etrusco tenia cierto
parecido, o de la letra griega omega
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Definicién actual del infinito matematico (jmejor no mirar!)

@ Bernard Bolzano (1781-1848):

Una multitud infinita es aquella de la cual
cualquier multitud finita solamente puede ser
parte y no el total.

@ Richard Dedekind (1831-1916):

Un sistema S se llama infinito cuando es
semejante a una parte propia de si mismo;
en caso contrario se dice que S es finito.

o Georg Cantor (1845-1918):

Primer estudio sistematico del infinito,
aritmética del infinito, ndmeros
transfinitos. . . No todos los infinitos son
iguales.

Para saber mas

[e]
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Los procesos infinitos y sus paradojas

Para saber més
[e]

© Los procesos infinitos y sus paradojas
e Aquiles y la tortuga
@ Sobre la invencion del ajedrez
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La paradoja de Aquiles y la tortuga

Aquiles, el de los pies ligeros, nunca alcanzard a la tortuga que
avanza lentamente unos cuantos metros por delante de él. Pues
cuando Aquiles alcance el punto donde estaba la tortuga, ésta ya
estard un poco mas adelante; y cuando de nuevo Aquiles alcance
ese lugar, la tortuga habrd avanzado un poco mas. Sin
desanimarse, sigue corriendo, pero al llegar de nuevo donde estaba
la tortuga, esta ha avanzado un poco mads. .. De este modo, la
tortuga estard siempre por delante de Aquiles.

Zenén de Elea (490 ac — 425 ac)
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Aquiles y la tortuga Il

@ Zendn, discipulo de Parménides, pretendia demostrar que
el ser es uno, eterno, continuo, indivisible e inmutable, cuyos cambios son
meras apariencias que no responden a realidad alguna.

@ La paradoja de Zendn se basa en la idea de que
el “infinito” no puede ser alcanzado:

e Cada movimiento de Aquiles es una distancia positiva (cierto),
e se necesita una cantidad infinita de movimientos (cierto),

o La suma de todas esas distancias tiene necesariamente que ser infinita, no
puede alcanzarse (jfalso!)

o Aristételes tildo de falacias las paradojas de Zenén, pero no pudo
refutarlas con la légica.

o Hay que saber que

una “suma infinita” de cantidades positivas puede ser finita.
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Sumando cufias de queso |

Teorema

Graficamente: Demostracion:
Tomamos un queso

4 7 Queso
de Cabra

y lo vamos partiendo. . .
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Sumando cufias de queso |

Teorema

1
32 1
1 7
N
16
.. 1
Otra demostracion: o

PPN
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Teorema
l+l+1+1+1+1+1+~--valeinfinito
2 3 4 5 6 T 8 '
Demostracion:
LS U NS S S U O
2 3 4 5 6 7 8
—l+<1+l)+(]+1+1+1)+
T2 3 4 5 6 7 8
so(Gry)+(Grersrs)+
2 4 4 8 8 8 8
—1+1+1+
T2 2 2
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Una dltima cita sobre Aquiles y la Tortuga

Aquiles alcanzé a la tortuga y se senté confortablemente sobre su
espalda. ;De modo que has llegado al final de nuestra carrera? — dijo
la tortuga —. ;A pesar de que realmente consiste en una serie infinita

de distancias? Yo creia que algtin necio habia demostrado que esto no
podia hacerse.

Lewis Carroll, Lo que la Tortuga le dijo a Aquiles, 1894
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La leyenda del origen del ajedrez

Cuenta la leyenda, que un rey indio llamado ladava
(s. VI ac), tras perder a su primogénito en una
batalla, andaba triste y decaido y nada le hacia
sonreir.

Un dia llegé a palacio un pobre brahman llamado
Sessa con un juego que habia inventado para traer la
alegria a la vida del rey, el chaturanga, antecesor del
ajedrez.

El rey, encantado con el juego, quiso agradecer a
Sessa con palacios, joyas, regalos. .. que el joven
brahman siempre rechazaba cortésmente.
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La leyenda del origen del ajedrez Il

Finalmente, Sessa pidié al rey que le pagara con
arroz, de la siguiente forma:

En la primera casilla ponemos un grano de arroz, en
la segunda dos, en la tercera cuatro. .. y asi vamos
doblando la cantidad al avanzar de casilla.

El rey accedié encantado a tan humilde peticién y
ordend que trajesen arroz para entregar alli mismo la
cantidad que pedia el brahman.

Pronto se descubrié que peticion era menos humilde y
mds complicada de lo que se pensaba: al ir avanzando
en las casillas, la cantidad de arroz era inmanejable.
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El calculo de la cantidad de arroz

Los contables del reino fueron capaces de calcular la cantidad exacta
de arroz que se necesitaba:

18446744073709551615 ~ 18 * 10'® granos de arroz

imds que todo el arroz cosechado en la India durante los préximos
100 afios!

Calculemos la cantidad de arroz para Sessa (que llamamos X): J

X=1+2+224+234...+2%

X-1=24+2"+22+.. . +2% =2(1+24+2° +2° +... +2%)
X -1=2(Xx -2%)

Por tanto, X = 264 — 1 ~ 18 % 10'8.
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El final de la historia

A partir de aqui, hay varias versiones sobre el final de la historia:
@ UNO: El rey mandé decapitar a Sessa.

@ DOS: Sessa renuncia a su recompensa y el rey le nombra primer ministro.

o TRES: El rey, que queria cumplir su promesa, consulté a un matemético,
que le dio la siguiente solucién:

o Propuso a Sessa considerar un tablero infinito
e Hizo el siguiente calculo (X es la cantidad de arroz para Sessa)

X=14+2+224+23 4244254 ...
X—1=2+224+23 424425 4...
X-1=2(1+2+22+2%+24+...)
X—1=2X

e Por tanto, X = —1! y el rey pidi6 a Sessa que le entregara un grano de
arroz :-)
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i Cuantos infinitos hay?

Para saber més
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o El hotel de Hilbert
e Cantor y el continuo
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El hotel de Hilbert

o Esta es una historia inventada por David Hilbert
(1862-1943) para explicar que muchos infinitos son
iguales.

@ Imaginemos un hotel con infinitas habitaciones.

@ Su lema es

“Siempre estamos completos, pero siempre tenemos
una habitacion para ti’.
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@ El hotel estd completo pero queremos alojar a un nuevo huésped.
@ ;Se puede hacer?

@ Claro que si:

@ movemos cada huésped a la habitacién siguiente,
o lo que deja una habitacién libre,
@ que serd ocupada por el nuevo huésped.

@ Repitiendo el proceso, podemos alojar a cualquier cantidad finita de nuevos huéspedes

|
| ey
=

o2
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Infinito mas infinito igual a infinito

@ Imaginemos que el hotel sigue completo pero llega un autobds con infinitos nuevos
huéspedes.
@ ;Se pueden alojar? Claro que si:

@ hay infinitas habitaciones pares,

@ movemos al huésped de la habitacién n a la habitacién 2n,

@ quedan vacias las habitaciones impares, que son infinitas,

@ colocamos a los nuevos huéspedes en las habitaciones impares.

@ Se puede hacer lo mismo con cualquier cantidad finita de autobuses.

0

I

/

Para saber mas
[e]
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iMés dificil todavial

Passengers
1 2 3 4
. L 1 .
@ El hotel sigue completo y llegan infinitos
autobuses, cada uno con infinitos nuevos
huéspedes.
;Se pueden alojar? 2 .
Pues también: 2
o Dejamos libres las infinitas &
habitaciones impares,
@ sélo queda ordenar los infinitos 3
pasajeros de los infinitos autobuses,
@ esto es mala idea. ..
@ mejor lo hacemos asi. 4 .
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iSon todos los infinitos iguales?

@ Hasta ahora hemos visto que “muchos” infinitos son sorprendentemente
iguales.

@ No obstante, Georg Cantor (1845-1918) probé que no todos los infinitos
son iguales y sistematizé un algebra de los conjuntos infinitos.

@ Para presentar el ejemplo de Cantor, necesitamos poner nombre a los
conjuntos de nimeros:

o N={1,2,3,4,...} nimeros naturales;
e Z={...,—2,-1,0,1,2,...} ndmeros enteros;
o Q={p/q : p €Z, q €N} nimeros racionales;

@ R nimeros reales.

@ El Hotel de Hilbert prueba que N, Z y Q son infinitos equivalentes, se
pueden enumerar, poner en una lista infinita.

@ ;Pasara lo mismo con R?
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El ejemplo de Cantor

o Cantor demostré que no es posible enumerar R:

o Consideremos cualquier lista de nimeros reales entre 0 y 1:

0,[1]2567894. ..
0,83]809823...

0,99(9100023....

0,000[ 1 2785...

Ll

1
2
3
4

@ Consideremos un nimero en el que cambiamos las cifras encerradas en los
cuadrados (eligiendo digitos de 0 a 8):

0,3870...
@ jEste niimero no estd en la lista!

o Por tanto, ninguna lista recoge a todos los nlimeros reales entre 0 y 1.
Luego, R no es equivalente a N.
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Las cuadraturas en la matematica griega

@ Los problemas de cuadratura en la matematica griega
consisten en dada una figura geométrica, calcular un
cuadrado con el mismo area usando una serie de procesos
elementales. N

@ El problema de cuadratura méas famoso es la cuadratura p

del circulo. \ >/

@ Los griegos sabian cuadrar tridngulos y por tanto cualquier
poligono.

@ A partir de aqui, idearon un proceso llamado exhaucién
para poder deducir la cuadratura de figuras que se
aproximan por poligonos.

3.13263
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Cuadratura de la paradbola por Arquimedes

@ Un notable ejemplo es la cuadratura de la pardbola por
Arquimedes de Siracusa
(287 ac — 212 ac):

@ E/ drea del segmento parabdlico es igual a cuatro tercios del
drea del triangulo inscrito.

o S éarea del triangulo inscrito;
o area(AVNQ) + area(AVMP)

1
= Zérea(APVQ);

o Repetimos el proceso y obtenemos
1 1 1
S+-S+—=S+—=5S+---
+ 1 + Ve + e +

- 4
o Esta serie infinita suma —.S y se “prueba” que “llena” el

segmento parabdlico;
o Esa prueba es oscura y tediosa por no poder manejar el
concepto de infinito.
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Newton y la cuadratura del circulo

@ Isaac Newton (1643-1727) resolvié la cuadratura del circulo (aunque no
en el sentido de la Grecia clésica).

@ Probé el Teorema Fundamental del Calculo, que relaciona célculo de
dreas con calculo de tangentes.

@ Para cuadrar el circulo, se calcula el area de la regién ABC escribiendo
la funcién y como una suma infinita (binomio de Newton).

@ Se deduce que
3f 2 1 1 1
T=" 424 - - - -
3-23 5.25 28 - 27 72 .29
y con veintidés términos del desarrollo se obtienen dieciséis cifras
decimales de .

@ En 1882, Ferdinand Lindemann (1852-1939) prueba la imposibilidad de
la cuadratura del circulo en el sentido de la Grecia clasica.
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i Cémo se mide en la actualidad?

@ La teoria actual sobre medicién de areas se debe a
Henri Lebesgue (1875 — 1941).

@ En pocas palabras, consiste en recubrir con una cantidad infinita de
rectangulos;

sumamos las 4reas de los rectangulos (suma infinita);
nos quedamos con la mejor de las mediciones.
@ Es un proceso doblemente infinito:

@ cada recubrimiento tiene infinitos rectangulos,
@ hay infinitos recubrimientos, por lo que
o tomar la mejor medicién requiere

un proceso infinito
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iPodemos medir aproximando por dentro?

@ Para los “conjuntos razonables”, podemos medir su area contando los
rectangulos que contienen.

@ En pocas palabras, consiste en “medir con un papel milimetrado” cada
vez mas preciso:
@ marcamos los cuadrados de lado 1
contenidos en la figura: 13; |
@ marcamos los
contenidos en el resto: 21;
@ marcamos los

contenidos en el resto: 54;

@ obtenemos una aproximacién del area
) 1 1 5
Area ~ 13+21-—-+54- - =37u”".
2 4
@ Podemos seguir el proceso hasta el infinito. .. obteniendo, en los

casos razonables, el drea de la figura.
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La Teoria de la Medida de Lebesgue

o Las ideas de Lebesgue revolucionaron la Matematica.

@ Lo novedoso es la idea de tomar recubrimientos infinitos
y es la clave para obtener una teoria sélida.

@ Todo el Analisis Matematico de los siglos XX y XXI se fundamenta en las
ideas de Lebesgue.

@ Otros campos cientificos como la Fisica Cuéntica no se entienden sin este
lenguaje.

@ Aunque la Teoria de la Medida de Lebesgue es completa,
no permite medir todos los conjuntos. Esto no podria resolverlo ninguna
otra forma de medir.
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Banach—Tarski (1924)

Una esfera puede ser partida en una cantidad finita de piezas de tal forma que éstas pueden ser
movidas para ser reagrupadas produciendo dos esferas de idéntico tamafio, cada una de ellas, a la

esfera original.

@ Las piezas no son deformadas en absoluto.
@ Al reagrupar las piezas no se producen solapamientos ni tampoco se dejan huecos vacios.

@ Es imposible que el volumen de todas las piezas pueda ser medido.
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La longitud de la costa de Inglaterra

@ A finales del siglo XIX, el parlamento inglés encargd a un joven cartégrafo medir la longitud
de la costa de Inglaterra.

@ El joven, usando una cinta de 50 metros, tardé 10 afios en calcular que la longitud es de
2000 km.

@ Requerido a realizar una medicién mas exacta, el ya no tan joven cartégrafo, tardé otros 10
afios en medir la costa con una cinta de 10 metros, obteniendo j2800 km!

@ El ya experimentado cartégrafo, fue requerido a medir de nuevo la costa con una cinta de 1
metro obteniendo, en otros 10 afios, 3600 km.

@ El pobre cartégrafo estaba condenado para toda la eternidad a medir la costa de su pais
utilizando cada vez unidades mas pequefias de medida y sin encontrar 2 medidas parecidas!




Preliminares Los procesos infinitos y sus paradojas ¢ Cuéntos infinitos hay? $Cémo se miden areas? Para saber més
0000000 000000000 000000 0000000080 o

Ejemplo de estructura fractal

@ Pareceria que la costa de Inglaterra tiene longitud infinita,
pero eso no tiene sentido si fuese una curva razonable.
o La modelizacién matematica de este fendmeno se debe a
Benoit Mandelbrot (1924 — 2010).
o Esta costa se modeliza mediante un Fractal:
@ estructura autosemejante
e cuya dimensién no es un ndmero entero.
@ En el caso de la costa de Inglaterra,
la dimensién se estima en 1,25.

@ El conjunto de Mandelbrot es un ejemplo de fractal:
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Para saber més. ..

ﬁ Pagina web—blog sobre Matematicas en general
Gaussianos
http://gaussianos.com/

@ Pagina web sobre historia de las Matematicas
The MacTutor History of Mathematics archive
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/

ﬁ Pagina web personal de
Javier Pérez Gonzalez (Universidad de Granada)
http://www.ugr.es/local /fjperez

@ Pagina web personal de

Carlos lvorra (Universidad de Valencia)
http://www.uv.es/ivorra/

\ Hans Enzensberger
El diablo de los numeros
Ediciones Siruela, 1998



	Preliminares
	Presentación
	¿Qué es el infinito?

	Los procesos infinitos y sus paradojas
	Aquiles y la tortuga
	Sobre la invención del ajedrez

	¿Cuántos infinitos hay?
	El hotel de Hilbert
	Cantor y el continuo

	¿Cómo se miden áreas?
	Los griegos
	Newton y la cuadratura del círculo
	La medida en el siglo XX
	Paradojas del siglo XX

	Para saber más

