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Resumen

En este trabajo se discute la relacién entre el indice numérico de un espa-
cio de Banach y el de sus subespacios. Partiendo de que no puede estable-
cerse una desigualdad vélida en general, ni siquiera valida para subespacios
1-complementados, probamos que el indice numérico de un espacio de Banach
es siempre menor o igual que el de sus sumandos absolutos (concepto que ge-
neraliza los de L-sumando y M-sumando). Por dltimo, demostramos un cierto
“cardcter hereditario” del indice numérico: Sea X un espacio de Asplund de-
terminado de forma débilmente numerable y con indice numérico 1; entonces,
todo subespacio separable de X estd contenido en otro subespacio separable con
indice numérico 1.
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El concepto de indice numérico de un espacio de Banach aparece al extender al
ambiente general de los operadores lineales y continuos, una nocién originariamente
definida para matrices cuadradas: el rango numérico. Presentamos a continuacion
todos estos conceptos, aunque sélo en el ambiente en el que los usaremos.

Dado un espacio de Banach real o complejo X, notaremos por Bx a la bola unidad
cerrada del espacio y por Sx a la esfera unidad. El rango numérico de un operador
lineal y continuo T en X, se define (Lumer, 1961; Bauer, 1962) de la siguiente forma:

V(T)={«"(Tz) : = € Sx, z* € Sx«, z"(z) =1},
donde X* representa al espacio dual de X. El radio numérico de T sera
o(T) =sup{|A\| : X e V(T)},

y v es claramente una seminorma continua en L(X), el dlgebra de los operadores
lineales y continuos en X. Muchas veces el radio numérico es una norma equivalente
a la norma usual de operadores, y para cuantificar este hecho definimos el indice
numérico de X (Lumer, 1968) como el nimero real

n(X) =max{k >0 : K||T| <v(T) VT € L(X)}.
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Es claro que siempre se tendrd 0 < n(X) < 1; el valor n(X) = 1 significa que radio
numérico y norma coinciden en L(X), mientras que se tiene n(X) = 0 cuando v no
es una norma equivalente a la usual de operadores. Comentemos algunos ejemplos
de espacios de Banach cuyo indice numérico es conocido: para un espacio de Hilbert
H, de dimensién mayor que 1, se tiene n(H) = 0 en caso real y n(H) = 1/2 si H es
complejo; para cualquier medida p, el espacio Ly (i) y todos sus preduales isométricos,
tienen {ndice numérico 1; por tanto, n(C'(K)) = 1 para cualquier compacto de Haus-
dorff K. Referencias obligadas sobre este tema son las monografias de F. Bonsall
y J. Duncan [1, 2] que estudian sistemdticamente el concepto de rango numérico y
algunas conexiones con la teoria de operadores. Una visién mas actualizada puede
encontrarse en [7] y en las referencias que alli se dan.

En la primera secciéon de este trabajo se prueba que el indice numérico de un espacio
de Banach es siempre menor o igual que el de sus sumandos absolutos, desigualdad
que no es cierta para subespacios 1-complementados arbitrarios.

La segunda seccion se dedica a establecer un cierto “caracter hereditario” del indice
numérico: dado un espacio de Asplund determinado de forma débilmente numerable
y con indice numérico 1, para cada subespacio separable suyo, existe otro subespacio
separable que lo contiene y “hereda” el indice numérico del espacio total.

1 Proyecciones absolutas e indice numérico

Dado un subespacio cerrado Y de un espacio de Banach X, ;podemos esperar alguna
relacién entre los indices numéricos de X e Y7 Basta considerar el caso trivial de
que Y tenga dimensién 1 (y con ello n(Y) = 1) para concluir que la tnica relacién
esperable seria n(X) < n(Y). Pero también esta desigualdad estd muy lejos de
ser cierta en general: cualquier espacio de Banach Y es isométrico a un subespacio
de C(K) para conveniente compacto K, sabemos que n(C(K)) = 1 y no podemos
esperar que ello implique n(Y) = 1. No obstante, si somos capaces de extender
cada operador en Y a un operador en X, conservando norma y radio numérico, si
tendremos, claramente, la desigualdad n(X) < n(Y). Para extender conservando la
norma es suficiente que Y esté 1-complementado en X; conservar también el radio
numérico parece mas complicado. Antes de continuar conviene quizd precisar nuestra
terminologia, aunque sea bastante usual. Una proyeccion en un espacio de Banach
X es un operador P € L(X) tal que P? = P. Una proyeccién P es contractiva si
||P|| = 1, y es incondicional cuando ||Id —2P|| = 1. Decimos que un subespacio Y de
X esta I-complementado en X si existe una proyeccion contractiva de X sobre Y.
Retomando nuestros comentarios anteriores, hay cierta esperanza de que un subes-
pacio 1-complementado Y de un espacio de Banach X deba verificar n(Y") > n(X),
pues cada operador S € L(Y) tiene una extensiéon T'= So P € L(X) con ||T|| = ||S]l,
donde P es una proyeccion contractiva de X sobre Y. Por ejemplo, volviendo al
caso antes comentado, los subespacios 1-complementados de espacios C'(K) son pre-
duales de espacios Li(u) [4] y, por tanto, tienen indice numérico 1. Sin embargo,
la 1-complementacién no es suficiente en general para conseguir la deseada desigual-
dad entre indices numéricos: en un trabajo publicado en 1991, S. Reisner muestra
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un CL-espacio real de dimensién 5 conteniendo un subespacio 1-complementado (de
hecho, complementado por una proyeccién incondicional) que no es CL-espacio [10,
Example 3.4]; este espacio es contraejemplo a nuestra conjetura ya que, en dimen-
sién finita, ser CL-espacio equivale a tener indice numérico 1 (ver [9, Theorem 3.1]
y [5, Theorem 2.3]). A la vista de este ejemplo, para que una proyeccién P en un
espacio de Banach X verifique la esperada desigualdad n(P(X)) > n(X), no es su-
ficiente que P sea incondicional. No obstante, fortaleciendo convenientemente esta
incondicionalidad, hallaremos por fin una condicién suficiente.

Se dice que una norma |- | en R? es absoluta cuando verifica |(a, 8)| = |(|al,|B])]
para cualesquiera «,8 € R, y [(1,0)] = |(0,1)] = 1. Se dice que una proyeccién
P en un espacio de Banach X es una proyeccion absoluta cuando existe una norma
absoluta | - | en R? verificando que ||z|| = |(||Pz]|, ||z — Pz||)| para todo x € X. En
tal caso, se dice también que P(X) es un sumando absoluto de X. Cuando |- | es la
norma de la suma (resp. la del mdximo) se habla de L-proyecciones y L-sumandos
(resp. M -proyecciones y M-sumandos). Es claro que toda proyeccién absoluta es
incondicional, pero el reciproco estd muy lejos de ser cierto. Se puede encontrar mas
informacién sobre proyecciones absolutas en [2, §21].

Veamos ya que la desigualdad n(P (X)) > n(X) es cierta para proyecciones absolu-
tas:

Proposiciéon 1 Si Y es un sumando absoluto de un espacio de Banach X, entonces
n(X) < n(Y).

Demostracion: Llamando Z al nicleo de la proyeccién absoluta cuya imagen es Y,
proyeccion que, por definicién, lleva asociada una norma absoluta | - |, identificamos
X con el producto Y x Z dotado de la norma ||(y,2)| = |(l|lyll,||z]])| para y € Y,
z € Z. Entonces, no es dificil comprobar que X* se identifica de manera natural con
Y* x Z* cuya norma es ||(y*, z*)|| = |(|ly*|l, [|z*]|)|" para y* € Y*, z* € Z*, siendo ||
la norma dual de |- |.

Dado ahora S € L(Y'), definimos T' € L(X) por T(y,z) = (Sy,0) (y € Y, z € Z).
Es inmediato que la norma de T y la de S coinciden y, gracias a que tenemos una
proyeccién absoluta, los radios numéricos también coincidirdn. En efecto, tomemos
x=(y,z) € Sx, z* = (y*,2*) € Sx+ con z*(x) = y*(y) + 2*(2) = 1 y observemos que

L=Re (y"(y) +27(2)) < lly" [ Iyl + N="[1I=]l
< A1 1D 1yl =010 = [l [Hlel < 1,

luego todas las desigualdades anteriores se convierten en igualdades, y por tanto
y*(y) = lly*|lllyll. Entonces, siy # 0 e y* # 0, tenemos

o) 2 L (5 () 2 sl =l @

desigualdad que es obviamente cierta si y = 0 o y* = 0. Tomando entonces supremo
con (z,z*) € Sx x Sx=, z*(x) =1, se tiene v(S) > v(T), y con ello

v(8) 2 v(T) 2 n(X)||T]| = n(X)]IS]]-
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La arbitrariedad de S € L(Y") nos permite concluir n(X) < n(Y). [ |

Obviamente, si P es una proyeccién absoluta en un espacio de Banach X, la proyec-
cién Id — P también es absoluta, luego la proposicién anterior nos permite de hecho
afirmar que

n(X) < min {n(P(X)),n(ker P)}.

En general, esta desigualdad puede ser estricta (témese X = R? con la norma euclidea)
pero se tiene la igualdad para L-proyecciones y M-proyecciones [8, Proposition 1].

2 Cierto caracter hereditario del indice numérico

Pretendemos probar en esta seccién que, en el ambiente de los espacios de Asplund
determinados de forma débilmente numerable, todo subespacio separable de un espa-
cio con indice numérico 1 estd contenido en otro subespacio separable que “hereda”
el indice numérico 1.

Podria pensarse que nuestro resultado es consecuencia del hecho bien conocido
de que, en ese ambiente, todo subespacio separable estd contenido en otro subes-
pacio separable y 1-complementado. Por lo visto en la seccién anterior, eso no seria
suficiente, ya que no podemos asegurar que dicho subespacio 1-complementado sea un
sumando absoluto. No obstante, para obtener el deseado “caracter hereditario” usa-
remos las mismas técnicas que se emplean para demostrar dicho resultado conocido.
Damos previamente las definiciones de todos estos conceptos, que tomamos de [3]. Se
dice que un espacio de Banach X estd determinado de forma débilmente numerable
(WCD para abreviar) si existe una sucesion {K,} de subconjuntos w*-compactos de
X** verificando que dados x € X y u € X** \ X arbitrarios, existe n € N tal que
x € Kpyu¢ K, En un tal espacio, para una sucesién finita (Ee ndmeros naturales

s = (s1,82,.-.,8n), escribiremos Ly = [XNK; N---N Ksn]uj y denotaremos por
S al conjunto de todas las sucesiones finitas de nimeros naturales. Decimos que
un espacio de Banach X es un espacio de Asplund si toda funcién real, convexa
y continua, definida en un subconjunto abierto y convexo del espacio, es Fréchet
diferenciable en un subconjunto denso de su dominio. Todo espacio de Asplund
admite una seleccion de Jayne-Rogers (ver [3, Theorems 1.4.2 and 1.5.2]), esto es, una
aplicacion D : X — (X*)N dada por

D(z) = {Dp(z) : n € N} U{Dy(z)} (x € X),

donde
(i) D, : X — X* es norma-norma continua para todo n.
(i4) lim [[Doc(z) — Dy(x)]| = 0. Vo € X.
(ii7) ||z||* = [|Doo(2)]|? =< Doo(z),x >, para todo x en X.
De la demostracién de [3, Lemma VI.4.2] obtenemos el siguiente resultado, que nece-
sitaremos mas adelante.
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Lema 2 Sea X un espacio de Asplund WCD y A un subespacio suyo. Si para cua-
lesquiera f € B =1in(D(A)) y s € S se verifica que

sup [f| = sup |f],
Ls L;NA

entonces existe una proyeccion de norma uno p : X — X tal que p(X) = A y
p*(X*) = B. Ademds B es isométricamente isomorfo a A*.

Podemos ya enunciar el resultado principal de esta seccién:

Teorema 3 Sea X un espacio de Asplund WCD con n(X) = 1. Entonces, para cada
subespacio separable Y de X existe otro subespacio separable Z tal que Y C Z y
n(Z) =1.

Demostracion: Construiremos una sucesién {Z,,} de subespacios separables de X y
una sucesion {p, } de proyecciones de norma uno en X, satisfaciendo:

(i) YCZiy Z, C Zny1 para todo n € N.

(ii) pn(X) = Z, y p5(X*) =1in(D(Z,)) para todo n € N.
(7i1) Dados n € Ny s € S, se tiene que

sup [f| = sup |f|
Ls LsNZn
para todo f € pi(X*) = lin(D(Z,)).
(iv) Para cualquier n € N, dados z € Sz,, 2* € Sz= y € > 0, existen z € Sz
z* € Sz:, cona*(z)=1y

n417

€
2

I3

|z* (pnx)| > 1 — 5

|27 (2)] > 1 -

Supongamos construidas ambas sucesiones y sea Z = U,enZy. Es claro que Z es
un subespacio separable de X que contiene a Y, y acabaremos la demostracion si
probamos que n(Z) = 1. Para ello, necesitamos unos comentarios previos:

1. Para cualesquiera f € lin(D(Z)) y s € S, se tiene que
sup | f| = sup [f].
L, L,nZ
Para probar esto, fijemos s € S y escribamos A = {f € X* : sup; |f| =

supy_~z |f|} que es un subconjunto cerrado. Usando [3, Lemma VIL.3.1], tene-
mos que

D(Z) =D (UneNZn) cD (UneNZn) = UnEND(Zn)7

y por ser {Z,} creciente,

(D(2)) € i (UnenD(Z0)) = Unen (R0D(Z0).

Acabamos sin més que recordar que A es cerrado y que lin(D(Z,)) C A por

(iid).
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2. Aplicando el Lema 2 con A = Z obtenemos una proyecciéon de norma uno,
0o 1 X = X verificando que ps(X) = Z y p5 (X*) =1in(D(Z)) = Z*.

3. Paratodo z € Z se tiene que ||pn(z) — z|| = 0 para todo z € Z, ya que Z = UZ,
y la sucesién {Z,} es creciente.

4. Para todo z* € X*, ||p:(z*) — p’ (z*)]| = 0. Para probar esto, como {p(X*)}
es una sucesién creciente, basta ver que pi (X*) = Up:(X*) y razonar como
en 1. Esta tdltima igualdad se sigue ficilmente del crecimiento de la sucesién
{pr(X*)} y de [3, Lemma VI.3.1].

Ya podemos probar que n(Z) = 1, para lo cual, en virtud de [6, Remark 6], basta
ver que los operadores de rango uno tienen radio numérico igual a la norma, esto es,
basta probar que para cualesquiera z € Sz y 2* € Sz, el operador T' € L(Z) definido
por Tx = z*(x)z para todo z € Z, verifica v(T) = 1. Fijemos pues z € Sz, 2* € Sz«
y € > 0, encontremos n € N tal que

g2 £
Ipa(2) — 2l < 5 Ipe()l > 1
e P (=) > 1 -5
I R (1 )
y escribamos y = _Pnl2) €Sz,,y" = palE) € Sz:, donde hemos identificado Z,;

[lpa ()] [lp7 =0l

con p}(X*). Usando (iv), obtenemos = € Sz
verificando que z*(z) =1y

.41 (en particular x € Sz) y z* € Sx-

* € - €\2
@) >1-5 I Eea@)] > (1-3)

2" () > 1 -2 1% (pu(2))] > (1-%)2

Se tiene entonces que

|2*(2)| = |[pn (2)](2)] = [y, (2")](z) — 27 (2)]
> |lpr (29 (Pa(2))] = IP7(27) — 2 || >1-¢,

z+ € Sz« tenemos que

y andlogamente |z*(z)| > 1 — e. Identificando z* con z*
z*(z) =1y con ello

o(T) 2 |o*(T)| = |2 (2)] |2 ()| > (1 —e)*.

Por ser ¢ arbitrario, se tiene v(T') = 1, como se queria.

CONSTRUCCION DE LAS SUCESIONES {Z,} Y {pn}.
Aplicando [3, Lemmas VI.4.1 and VI.4.2] al subespacio Y, obtenemos un subespacio
separable Z; de X con Y C Z; y una proyeccién de norma uno p; : X — X, tales
que pi(X) = Zy, pi(X*) = 1in(D(Z,)) y se verifica (iii) para n = 1. Procedamos
ahora por induccién y, para n € N fijo, supongamos construidos Z,, y p, verificando
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las propiedades (i) a (iii). Por ser Z,, separable, podemos encontrar un subconjunto
numerable y denso B, C Sz, y, por ser X un espacio de Asplund (y por tanto Z}
separable), lo mismo ocurre para Sz:, esto es, existe By, C Sz: denso y numerable.
Paray € B, y* € B}, definimos un operador T' € L(X) dado por Tz = y*(p,2)y para
todo z € X, que por ser n(X) = 1 tendra radio numérico 1. De esta forma, para cada
k € N existirdn m%’y* € Sx, f,'?y € Sx- tales que fr(zy) =1y |f(Tzr)| > 1— %,
esto es,

. 1 1
|y (pnmk)|>1_E y Ifk(y)|>1—E-

Ahora, aplicamos [3, Lemmas VI.4.1 and VI.4.2] al subconjunto separable
A=Z,u{z?" . yeB,, y* €B: keN},

con lo que obtenemos un subespacio separable Z,; de X que contiene a Z,, —esto
es, (i)— y una proyeccién de norma uno p,4+1 € L(X) tal que pp41(X) = Zny1,
Phy1(X*) = 1Iin(D(Z,41)) —esto es, (ii)— y (iii) es cierto para n + 1. Esto prueba
que {Z,} y {pn} verifican (i), (ii) y (iii); acabaremos la demostracién probando que
también satisfacen (iv). Fijemos pues n € N, z € Sz,, 2* € Sz- y ¢ > 0. Como B,
(resp. By) es denso en Sz, (resp. Sz:), podemos encontrar y € By, y* € B}, tales
que .

£
1 :

— <
Iy I :

y oy ==l <

1
Si ahora k£ € N es tal que — < Z, tendremos que

k
£
4

€

ly* (pn(zy? )] > 1 - y IfY ) >1——.

S~

Llamando z = x%y €Sy ya*t= f,'?y € Sx=, se tiene que z*(r) = 1,

2" (pn)| 2 ly" (Pn2)| = |2" (Pnz) — " (Pne)| > 1 - Z Z
y, andlogamente,

|2 (2)] 2 |2 ()] = 27 (y) —2"(2)[ > 1 = 5,
lo que prueba (iv). -
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