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Introduccion: notacion, objetivos y
motivacion




Introduccién Caso acotado Caso no acotado Créditos
[ Jele} 0000000000 0000000 (o]e]

Notacién bdsica y principales objetivos

X espacio de Banach real o complejo.
o Sx esfera unidad, Bx bola unidad cerrada.
@ X™ espacio dual, L(X) operadores lineales acotados.
e W (X) operadores lineales débilmente compactos.

@ Iso(X) grupo de las isometrias sobreyectivas.

Objetivo

o Construir espacios X tal que Iso(X) es pequefio pero Iso(X™) es grande.
@ Dos casos:

e Iso(X) no tiene semigrupos uniparamétricos uniformemente continuos pero
Iso(X™) D Iso(42).
o Iso(X) = {£Id} pero Iso(X™*) D Iso(¥{2).
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Motivacion

X espacio de Banach.

"(t)=Ax(t
() =) z(?) 29 € X, A lineal cerrado densamente definido.
z(0) = xg

®: R — L(X) tal que ®(t+s) = ®(t)D(s) Vt,5 € R}, ®(0) =Id.
o Uniformemente continuo: ® : Ra' — (L(X),]| - ||) continuo.

o Fuertemente continuo: ® : Rg — (L(X),SOT) continuo.

Relacién (Hille-Yoshida, 1950's)

o Caso acotado:
o Si A€ L(X) = ®(t) = exp(tA) solucién de () uniformemente continuo.
e & uniformemente continuo = A = ®’(0) € L(X) y ® solucién de ().

o Caso no acotado:

o @ fuertemente continuo = A = ®’(0) cerrado y ® solucién de ().
o Si () tiene solucién ® fuertemente continua =—> A = &/(0) y
D(t) = “exp(tA)”.
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Caso acotado o uniformemente continuo |
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Espacios de Hilbert

@ A matriz n X n real o compleja
W(A) = {(Am|x) : reK”, (x|x):1}
@ H espacio de Hilbert real o complejo, T € L(H),

W(T)z{(T:c|a:) : x€H, ||a:||:1}

Algunas propiedades
H espacio de Hilbert, T € L(H):

o W(T) es convexo.

@ En caso complejo, W(T') contiene al espectro de 7.
@ Si T es normal, W(T') =coSp(T).
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Espacios de Banach

X espacio de Banach, T' € L(X),

V(T)z{m*(Tm) : 2" € Sx~, z € Sy, x*(:r):l}

Algunas propiedades

X espacio de Banach, T' € L(X):

@ V(T) es conexo (aunque no necesariamente convexo).

@ En caso complejo, V(T') contiene al espectro de 7.
@ De hecho,

@ Sp(T) =@V (1),

donde tomamos la interseccién sobre todos los rangos numéricos
correspondientes a normas equivalentes sobre X.
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Radio numérico e Indice numérico

X espacio de Banach real o complejo, T' € L(X),
o(T) = sup{|)\| A€ V(T)}.

@ v es una seminorma con v(T") < ||T|.
o v(T) =v(T*) para todo T € L(X).

X espacio de Banach real o complejo,
n(X)=if{v(T) : T € LX), |T| =1}
=mix{k >0 : k|T|| <v(T) VT € L(X)}.

v

o n(X)=1sii v(T)=|T|| para todo T € L(X).
@ Si hay un T'#0 con v(T) = 0, entonces n(X) =0.

o El reciproco no es cierto.
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Relacién con los semigrupos de operadores. |

Un ejemplo motivador

A matriz n X n real o compleja. Equivalen:
@ A es antisimétrica (i.e. A* = —A).
@ Re(Ax | z) =0 para todo x € H.
o B =exp(pA) es unitaria para todo p € R" (i.e. B*B = BB* =1d).

En términos de los espacios de Hilbert

H espacio de Hilbert (n-dimensional), T' € L(H). Equivalen:
e ReW(T)={0}.
o exp(pT) € Iso(H) para todo p € R™T.

Para espacios de Banach generales

X espacio de Banach, T' € L(X). Equivalen:
o ReV(T) = {0}.
o exp(pT) € Iso(X) para todo p € R™T.
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Relacién con los semigrupos de operadores. |l

Teorema

X espacio de Banach, T' € L(X). Equivalen:
e ReV(T)={0}.
o exp(pT) € Iso(X) para todo p € R™T.
o |lexp(pT)|| < 1 para todo p € R.

v

Se sigue de la “férmula exponencial”

supReV (T) = 1imw — sup log||exp(aT)||
Alo B a>0 o

v
Consecuencias

o Para cada T' € L(X) se tiene

e < @2 (peR)

y v(T) es la menor posibilidad.

@ Entonces, n(X) =1 es la peor posibilidad para encontrar semigrupos
uniparamétricos uniformemente continuos de isometrias.

\
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El ejemplo principal

K compacto, L C K cerrado con interior vacio, E C C(L).

Cp(K||L)={feC(K): flL € E}.

Teorema

Cp(K|L)* = B* @1 Co(K|L)* & n(Cp(K|L))=1.

Ejemplo
Tomamos K =[0,1], L=A, E=1{3 C C(A).

e Cy,([0,1]||A) no admite semigrupos uniparamétricos uniformemente
continuos de isometrias.

o Cy,([0,1]]|A)* = £2®1 Co([0,1][|A)*, S € Iso(£2)

. T:<§ o ) € Iso(Cey ([0,1)]4)")

Por tanto, Cy, ([0,1]||A)* admite infinitos semigrupos uniparamétricos
uniformemente continuos de isometrias.
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Isometrias en espacios de dimensién finita. |
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Teorema

X espacio normado real de dimensién finita. Equivalen:
@ Iso(X) es infinito.
e n(X)=0.
e Existe T € L(X), T #0, con v(T) = 0.

| A

Teorema

X espacio normado real de dimensién finita. Equivalen:
e n(X)=0.
o X=X X149 - -® X, donde

e Xy es un espacio real (que puede ser cero),
e X1,...,Xn, son espacios complejos no nulos,

y existen p1,...,pn Nimeros racionales tales que

on—i-elplexl—lwu—l—elp"exn

oot

para cualesquiera x; € X; y cualquier § € R.

\
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Isometrias en espacios de dimensién finita. |l

Comentarios

o El teorema anterior se debe a Rosenthal con p’s reales.

@ El hecho de que los p's pueden tomarse racionales se debe a
M.—Meri—Rodriguez-Palacios.

Consecuencia

X espacio real con n(X)=0.
o Si dim(X) =2, entonces X =C.
@ Si dim(X) = 3, entonces X =R @ C (suma absoluta).

2m
X = ®4]1). abed)l = 5 / Re (o (a-ib) +e"(c-+id) ) | dr.
0

Entonces n(X) = 0 pero la tnica descomposicién posible es X = C@® C con

e“zl —|—e2itﬂc2” = ||z1 + z2||.
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Isometrias en espacios de dimensién finita. Ill

X Banach real, Z(X) = {T € L(X) : v(T)=0}.
o Si dim(X) < oo, Iso(X) es un grupo de Lie y Z(X) su espacio tangente
(i.e. su algebra de Lie).

Si dim(X)=n = 0<dim(Z(X)) @

N

Dado n > 3, jcudles son las posibles dim (Z(X)) considerando todos los X
n-dimensionales?

v

Observacién (Javier Meri, PhD)

Si dim(X) = 3, dim(Z(X)) no puede ser 2.
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Indice numérico y dualidad

Proposicion

X espacio de Banach.
o u(T*)=wv(T) para todo T € L(X).
@ Por tanto, n(X™) < n(X).

iEs n(X) =n(X™) siempre?

Algunas respuestas parciales (positivas)

@ Cuando X es reflexivo (evidente).

@ Cuando X es una C*-3lgebra o el predual de un &lgebra de von Neumann
(1970’s Huruya — 2000’s Rodriguez-Palacios et al.).

e Cuando X es un L-sumando en X** (2009).
@ Si X RNP y n(X) =1, entonces n(X™*) =1 (2000’s).

Respuesta (Boyko-Kadets-M.-Werner, 2007)

La respuesta es NO. De hecho, Cy,([0,1]||A) es contraejemplo.
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Caso no acotado o fuertemente continuo |
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Rango numérico de operadores no acotados. |

X espacio de Banach, T': D(T') — X lineal,

V(T)= {a:*(Tx) 2t e XY, xe D), ¥ (z) = ||2¥|| = ||z|| = 1}.

Teorema (Stone, 1932)

H espacio de Hilbert, A operador densamente definido. Equivalen:

@ A genera un grupo uniparamétrico fuertemente continuo de operadores
unitarios (isometrias sobreyectivas).

o A*=—A.
o Re(Axz | z) =0 para todo z € D(A), i.e. ReV(A) = {0}.
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Rango numérico de operadores no acotados. Il

Dificultades

@ ;Qué espacios de Banach tienen operadores no acotados (no nulos) con
rango numérico cero?

@ ;Qué operadores cerrados generan semigrupos uniparamétricos
fuertemente continuos?

Ejemplos

e En Cp(R), @(¢)(f)(s) = f(t+s) es un semigrupo fuertemente continuo de
isometrias generado por el operador derivada.

e En Cg([0,1]||A) también hay semigrupos fuertemente continuos de
isometrias.

A,

Consecuencia

Cambiamos radicalmente la forma de abordar el problema.
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Estructura compleja

X tiene estructura compleja si existe T € L(X) tal que T2 = —1d.

V.
Comentarios

@ Da una estructura de C espacio vectorial: (a+i03)z = az+ (T (x).

o |z = méx{”ewx” NS [0,271']} es una norma equivalente compleja.

@ X espacio de Banach complejo = T'(z) = iz satisface T? = —1d.

v

Algunos ejemplos

Q dim(X) <oco = X tiene estructura compleja sii dim(X) es par.

Q Si X~ Z®Z, entonces X tiene estructura compleja.
© Algunos espacios de dimensién infinita sin estructura compleja:

o Dieudonné, 1952: el espacio de James J (pues J** = J ®R).
o Gowers-Maurey, 1993: su espacio H.I.
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Espacios extremadamente no complejos

X es extremadamente no complejo si

[1d+T*| =1+ 7% (T €L(X))

K tal que para todo T' € L(C’(K)) se tiene

T " =gld+S (g funcién de Borel, S € W (X™)).

Teorema

K perfecto y Koszmider = C(K) es extremadamente no complejo.

Ejemplo (Koszmider, 2004)

Existen infinitos compactos de Koszmider diferentes.

Corolario

Existen infinitos espacios extremadamente no complejos no isomorfos.
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Isometrias en espacios extremadamente no complejos. |

Teorema

X extremadamente no complejo.
o Telso(X) = T?=1d.
o 11,15 €lso(X) = NTh =TT & ||T1—T»]| €{0,2}.
o O: ]Ra' — Iso(X) semigrupo uniparamétrico —> @(Ra") = {Id}.

Demostracion.
_ 1 —1 2 __ 12 1p—2
° S=5(T-T7") = §*=3T"—1d+3T" "
o 1+(S%|=|1d+ 8% = ||37°+37%||<1 = S*=0.

o Como Id es un punto extremo de Br,(x) = T?=T"?=1d.

Consecuencia

C(K) extremadamente no complejo, K conexo —> K rigido
(¢ : K — K homeomorfismo, entonces ¢ = id).
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Isometrias en espacios extremadamente no complejos. |l

Teorema

K Koszmider perfecto, L cerrado con interior vacio, E C C(L)
— CE(K||L) extremadamente no complejo.

Proposicion
K Koszmider = 3 L C K cerrado interior vacio tal que C[0,1] C C(L).

K Koszmider perfecto, L C K cerrado con interior no vacio,

E=1¢;CC0,1] CcC(L):
o Cy,(K]|L) no tiene semigrupos uniparamétricos no triviales de isometrias.
° Iso(C’gz(KHL)) D Iso(42).
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Un ejemplo mejor

Teorema

Existe K Koszmider y L cerrado con interior vacio tales que
o C[0,1] c C(L).

o K conexo y f(\f conexo.

El mejor ejemplo

X(l2) =Cy, (17(||}i) verifica:
o Tso(X(f2)) = {£Id}.
° Iso(X(Zz)*) D Iso(¥2).
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Preguntas

Rafael Paya, Granada 1996; Angel Rodriguez, Granada 1999

iSon iguales n(X) y n(X™)?

Gilles Godefroy, Paris 2005

iEs R el tnico espacio extremadamente no complejo?

Rafael Paya, ICM Madrid 2006

iExiste X tal que Iso(X) no contiene semigrupos uniparamétricos
(uniformemente continuos) no triviales pero Iso(X™) si que los contiene?

Armando Villena, Granada 2007

(Es posible que Iso(X) = {£Id} pero Iso(X™) contiene una copia de Iso(¢2)?
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