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Ecuacion de Daugavet

X espacio de Banach, T € L(X)

Hd+T| =1+ |T]| (ED)

e Daugavet, 1963: T € K(CJ0,1]) satisface (ED).
e Lozanoskii, 1966: T € K(L1[0,1]) satisface (ED).

e Abramovich, Holub y otros, anos 80:
X = C(K) con K perfecto o X = Li(u) con u libre de atomos,
todo T € L(X) débilmente compacto satisface (ED).



Propiedad de Daugavet

Un espacio de Banach X verifica la propiedad de Daugavet si todo operador de
rango uno T € L(X) satisface (ED).

(Kadets-Shvidkoy-Sirotkin-Werner, 1997)

e K perfecto, u libre de atomos, X Banach cualquiera

—> C(K, X), L1(¢, X) y Loo(p, X) verifican la propiedad de Daugavet.
(Kadets, 1997; Nazarenko, —; Martin-Villena, 2003)

e K compacto. Si X verifica la propiedad de Daugavet, entonces C(K, X) también.

(Martin-Paya, 2000)



PROPIEDAD DE DAUGAVET

A(ID) y H® verifican la propiedad de Daugavet.
(Werner, 1997)
Una C*-algebra verifica la propiedad de Daugavet si, y sélo si, carece de atomos.

El predual de un algebra de von Neumann verifica la propiedad de Daugavet si, y sélo
si, el algebra carece de atomos.

(Oikhberg, 2002)

Un [B*-triple verifica la propiedad de Daugavet si, y sélo si, carece de tripotentes
minimales.

(Martin-Oikhberg, preprint)



PROPIEDAD DE DAUGAVET

PROPOSICION
X espacio de Banach. Son equivalentes:

(i) X verifica la propiedad de Daugavet.
(i) Dados x € Sx, x* € Sx» y € > 0, existe y € Sx tal que

Rex*(y) >1—¢ vy |x+y||=2—c¢
(i1i) Dados x € Sx, x* € Sx» y € > 0, existe y* € Sx« tal que

Rey"(x) >1—¢ y [x"+vy'|=>2—c¢
(iv) Para cada x € Sx y cada € > 0, se tiene

Bx =c({y € Bx : |[[x—y| =2—¢}).



PROPIEDAD DE DAUGAVET

TEOREMA (KSSW, 2000)
Si X verifica la propiedad de Daugavet, todo operador débilmente compacto

T : X — X satisface (ED).

DEMOSTRACION:  Fijamos T € L(X) débilmente compacto con ||T|| = 1.
Entonces, el conjunto K = T(Bx) es débilmente compacto, luego es la envolvente
convexo-cerrada de sus puntos dientes. Dado € > 0, tomamos un punto diente yg € K
con ||yo|| > 1 — &. Entonces, para algin 0 < § < & hay una rebanada

S={yeK : Reyy(y) 214}

de K que contiene a 1p y tiene diametro menor que €; y5 € X"y Sup, g yi(y) =1
Esto es, si escribimos x5 = T*y;, entonces ||xg|| =1y

x € Bx, Rexj(x) >1—-6 = ||Tx—yo| <e.



PROPIEDAD DE DAUGAVET

v =T gl =1y
x € Bx, Rexj(x) >1—-06 = |[[Tx—yo| <e.
La caracterizacion anterior (para yo/||yol| y x§) nos da x € Sx tal que
Rexj(x) >1—6 vy |x+vo/lwll] >2—c¢
Entonces, ||Tx —yo| <& y [[x+yol > 1 — 2¢, luego

Hd + T > |lx + Tx[| > |[x + yoll — llyo — Tx|| > 2 —3e.



PROPIEDAD DE DAUGAVET

EJEMPLO
Si u es una medida positiva libre de atomos, todo operador débilmente compacto

T:Li(p) — Li(p) satisface (ED).

En efecto, dados x € L1(u), x* € Loo(pt) y € > 0, como u esta libre de dtomos,
podemos encontrar un conjunto medible B con u(B) > 0 tal que

Ixsxlly <e/2 y  fxsx*lle =1 —€/2.
Tomamos entonces ¥ € Sy, (,,) tal que

xsy=vy y (x,y)>1—¢

Basta observar que

lx +yll = llxs (x +y)lly + llxee (x +y)ll;
> (Ixsylls —e/2) + lIxpe x|y = 2 —e.



PROPIEDAD DE DAUGAVET

COROLARIO (Kadets, 1996)

Si X verifica la propiedad de Daugavet, entonces X no tiene base incondicional.

DEMOSTRACION:  Si {(e,,e%)} es una base incondicional, para cada A C IN
finito, definimos

Pa(x) =) e(x)es (x€X),

neA
y se tiene que K = sup {||P4]| : A C N finito } < +o0. Dado € > 0, tomamos
Ap C N finito tal que ||Py,|| = K — &. Por una parte,
|Id — Payl| > 1+ K —e.
Por otra parte,

|1d — Pay|| < sup {||Pa]l : A C N\ A finito } <K.

Haciendo € | 0, obtenemos 1 + K < K, una contradiccién.



PROPIEDAD DE DAUGAVET

OTRAS CONSECUENCIAS
X espacio de Banach verificando la propiedad de Daugavet. Entonces:

e X DYy
e X no estd contenido en ningln espacio con base incondicional.

(Kadets-Shvidkoy-Sirotkin-Werner, 2000)

e Si T € L(X) no fija una copia de £1, entonces T satisface (ED).

e X no estd contenido en una suma incondicional de espacios que no contienen a £.

(Shvidkoy, 2000)



PROPIEDAD DE DAUGAVET

ALGUNOS PROBLEMAS ABIERTOS

e jExiste X tal que X™* verifica la propiedad de Daugavet?

e Caracterizar los espacios de Banach que pueden renormarse
verificando la propiedad de Daugavet.



Relacion con el rango numérico

X espacio de Banach, T € L(X). El rango numérico de T es
V(T) ={x"(Tx) : x* € Sx», x € Sx, x*(x) =1}
y el radio numérico de T:
o(T) =sup{|A| : A€ V(T)}.

(Lumer, 1961; Bauer, 1962)



RELACION CON EL RANGO NUMERICO

El indice numérico de X es

n(X) = inf{o(T) : T € L(X), |T|| =1}
— max{k >0 : k| T|| < o(T) VT € L(X)}

(Lumer, 1968)



RELACION CON EL RANGO NUMERICO

Id T —1
Sea T € L(X). Se tiene que supRe V(T) = lim [1d +aT] .

x—0T X

(Lumer, 1961)

o supRe V(T) = ||T| si, y solosi, |[[d +T|| =1+ || T].

e Obsérvese que v(T) = maxsupRe wV(T) = maxsupRe V(wT).

jw|=1 |w|=1

e Por tanto, v(T) = ||T|| si, y sélo si, mdxsupRe V(wT) = ||T||.

jw|=1

e Equivalentemente, v(T) = ||T|| si, y sélo si, existe w € C con |w| =1
tal que wT satisface (ED).



RELACION CON EL RANGO NUMERICO

[1 Indice numérico 1:

max ||Id + wT|| =1+ ||T| V¥ TeL(X)
=1

|l

[] Propiedad de Daugavet:

|Id+T||=14||T|] VT compacto

[1 Propiedad de Daugavet alternativa:

max || Id + wT| =1+ ||T|| V T compacto

jw|=1



Propiedad de Daugavet alternativa

Un espacio de Banach X verifica la propiedad de Daugavet alternativa (PDA)
si todo operador de rango uno satisface

max || Id + wT| =1+ ||T|| (EDa).

lw|=1
(Martin-Oikhberg, preprint)
e Sin(X) =1 o X verifica la propiedad de Daugavet, entonces X verifica la PDA.

e co D1 L1(|0,1],4;) verifica la PDA, pero no verifica la propiedad de Daugavet vy
tampoco tiene indice numérico 1.



e Si X verifica la PDA, entonces todo operador débilmente compacto satisface (EDa).



PROPIEDAD DE DAUGAVET ALTERNATIVA

PROPOSICION

Sea X un espacio de Banach. Son equivalentes:

(i) X verifica la PDA.
(i) Dados x € Sx, x* € Sx» y € > 0, existe y € Sx tal que

(W) >1-¢e y [x+yl[=22--
(i1 ) Dados x € Sx, x* € Sx» y € > 0, existe y* € Sx« tal que
() >1-¢e y [x"+yf|=2-e

(iv) Para cada x € Sx y cada € > 0, se tiene

Bx = (T{y € Bx : |lx—y| >2—¢}).



PROPIEDAD DE DAUGAVET ALTERNATIVA

(U) Bx*@oox** = Ew*(l“), donde
= {(x*,x™) : ¥ € ex(Bx+), ¥ € ex(Bx=), |x™(x*)| =1}.

PROPOSICION

Sea X un espacio de Banach. Son equivalentes:

(i) X verifica la propiedad de Daugavet.
(ll) Bx*@oox** = Ew*(l\), donde

A= {(x*,x**) : X" €ex(Bx+), x™ € ex(Bx«), x7(x") = 1}.



PROPIEDAD DE DAUGAVET ALTERNATIVA

PROPOSICION

e Si X es un espacio de Asplund o X verifica la RNP, entonces la PDA implica tener

indice numérico 1.

e Sea X un espacio de Banach verificando la PDA. Entonces, existe Y isomorfo a X que

sigue verificando la PDA pero no verifica la propiedad de Daugavet.

e Si X es un espacio de Banach de dimension infinita verificando la PDA, entonces

X**/ X no es separable. Mas adn:

Si el conjunto de puntos dientes de Bx es infinito, entonces X D cg o X D /7.
Si el conjunto de puntos w*-dientes de Bxx es infinito, entonces X* D /5.



PROPIEDAD DE DAUGAVET ALTERNATIVA

MAS EJEMPLOS

e Una C*-algebra verifica la PDA si, y sélo si, sus proyecciones atémicas son centrales.

e El predual A, de un algebra de von Neumann A verifica la PDA si, y sélo si, el algebra

la verifica.

e Sea A un algebra de von Neumann verificando la PDA. Entonces, existe un algebra de
von Neumann commutativa C y un algebra de von Neumann libre de dtomos N tales
que A = C P N. Obsérvese que n(C) = 1y N verifica la propiedad de Daugavet.

e |a descomposicién anterior no es posible para C*-algebras generales:

[co Do Loo ([0, 1],1<<£2))} ;



PROPIEDAD DE DAUGAVET ALTERNATIVA

ALGUNOS PROBLEMAS ABIERTOS

e X verificando la PDA, jse tiene X D cgo X D 417

e X verificando la PDA, j X* D 417

e Caracterizar los espacios de Banach que pueden renormarse verificando la PDA.





