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Rango numérico de un operador

H espacio de Hilbert, T € L(H)
W(T) = {(Tz|lz) : zcH, [z =1}

(Toeplitz, 1918)

X espacio de Banach, T € L(X)
W(T) = 2" (Tx) = [z = [la7]| = 2™(z) = 1}

(Lumer, 1961; Bauer, 1962)



Radio numeérico

v(T) =sup{|A| : e W(T)}

vV €S una seminorma continua:

o(T) < [T



Indice numeérico de un espacio
de Banach

X espacio de Banach,

n(X) =méx{k >0 : E|T| <o(T) VT € L(X)}
= if{o(T) : T € L(X), ||T|| = 1}

0<n(X)<1



Indice numeérico de un espacio
de Banach

Respuesta parcial:

PROPOSICION




X Banach real con RNP.



H espacio de Hilbert, dim(H) > 1

) =0 si H es real
1/2  si H es complejo

X Banach complejo = n(X) >1/e

(Bohnenblust-Karlin, 1955; Glickfeld, 1970)

{n(X) : X complejo, dim(X) =2} =[e"!,1]
{n(X) : X real, dim(X) =2} =0, 1]

(Duncan-McGregor-Pryce-White, 1970)



Ejemplos “Clasicos”

. , 0 caso real
[0 H Hilbert, dim(H) > 1, n(H) = .
1/2 caso complejo

O n(Li(p) =1 p medida positiva
X*=Li(p) = nX)=1
En particular, n(C(K)) — 1 K espacio compacto de Hausdorff

(Duncan-McGregor-Pryce-White, 1970)



(] A(D) lgebra del disco = n(A(D)) =1

(Crabb-Duncan-McGregor, 1972)
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Primera parte

ESPACIOS DE FUNCIONES

CON
VALORES VECTORIALES

(Martin-Paya, 2000; Martin-Villena, preprint)



e “Sumas” de espacios de Banach

{X»}rea familia de espacios de Banach,

[DrenXnl,, DreaXnly, [DacaX)]

loo

PROPOSICION

n ([@AGAXA]CO) = n(:@AeAXA:zl)

n(:@AEAXA:lOO) = fr){f n(X»)




CONSECUENCIAS

[ 1 La clase de espacios de Banach con indice numérico 1 es estable
por cg, l1 Y lso SUMaS.

[] X espacio de Banach:

n(X) =n(co(X)) =n(li(X)) = n(le(X))

[] Existe un espacio de Banach real X, tal que
v(T) >0 VT € L(X)\ {0},

peron(X) =0



[ 1 Caso real:

Para cada t € |0, 1] existe X; isomorfo a ¢y (0 l1 0 l,) con

Caso complejo:

Para cada s € [e™1,1] existe X, isomorfo a ¢y (0 I 0 l5) con
n(Xs) =s



e Espacios de funciones con
valores vectoriales

X espacio de Banach, K compacto de Hausdorff, ;» medida positiva:

C(KvX) Ll(:qu) LOO(/LaX)

TEOREMA

n(C’(K, X)) - n(Ll(,u, X)) - n(Loo(,u, X)) — n(X)



Productos tensoriales

C(K,X)=C(K)®.X
Ly(p, X) = Ly (1) ®-X

X,Y espacios de Banach:



NO

EJEMPLO

n(lf@elf) < 1= n(lgoéglio)

n(lioéwlﬁo) <1= n(lj*ééwz;*)

(Lima, 1981)



Segunda parte

INDICE NUMERICO
%

RENORMACION

(Finet-Martin-Paya, preprint)



e El conjunto NV (X)

Definimos el conjunto indice numérico como

N(X)={n(Y) : Y isomorfo a X}

EJEMPLOS
0 N(R) = N(C) = {1},

ON(R™) =10,1], N(C™)=le"1] (m > 1)

(Duncan et al, 1970; Tillekeratne, 1974)



U N(co) = N(l) = N(leo) = {[O’ 1] caso real

[e=1,1] caso complejo

(Martin-Paya, 2000)

X espacio de Banach, dim(X) = oo, L N (X) ?



Resultados negativos:

[J X real, dim(X) = oo, RNP, n(X) =1
= X Dl

[1 X espacio de Asplund real, dim(X) = oo, n(X) =1
= X" Dl

[J X real, dim(X) =00, n(X) =1
= X**/X no es separable

(Lopez-Martin-Paya, 1999)



Resultados positivos:

PROPOSICION

(1) X real = 0e€ N(X)
(11) X complejo = e~ ! e N(X)

PROPOSICION
N (X) es un intervalo

COROLARIO

LeN(X) = N(X) = {[O, 1] caso real

e, 1] caso complejo



Dos cuestiones:

(] L Es NV (X) un intervalo no trivial 7

] L sup N (X) =1 ?



Las propiedades (o) y (3)

X tiene la propiedad (a) con constante p (0 < p < 1)
si existe una familia {(z;, x}) }ier C X x X* tal que

(0) Nl = [lof]] = 27 (2:) = 1 (i € 1)
(1) |zi(z;)| < p (i # 7)
(112) o ||| = sup{|x*(z;)| : i€ I} (x* € X7)

Si la familia {(z;, z7) }ier satisface (i), (i) y

1

(iii)p =] = sup{lzi(z)| - 1el} (v eX)



entonces X tiene la propiedad () con constante p



PROPOSICION
X verificando (a) o (3) con constante p

Si X es real, entonces n(X) > ——

Si X es complejo, entonces n(X) >1—p

Partington 1982:

Todo espacio de Banach puede renormarse para que tenga la
propiedad () con cualquier constante p € (1/2,1)

TEOREMA
X Banach real = N(X) D2 [0,1/3)




X Banach complejo = N(X) D [e71,1/2)



Schachermayer 1983; Godun-Troyanski 1993:

Los espacios de Banach que tienen “sistema biortogonal largo”
admiten normas equivalentes verificando la propiedad («a) con
cualquier constante p € (0,1)

TEOREMA
X Banach con “sistema biortogonal largo”
(en particular, X separable o reflexivo o WCG)

X real = N(X)D]0,1)

X complejo = N(X) D [e 1)



Juntando resultados positivos y negativos tenemos, por ejemplo:

COROLARIO
X real, dim(X) = oo, X**/ X separable
= N(X) =[0,1)




ALGUNOS PROBLEMAS
ABIERTOS



(].) Calcular n(l,)

(2) Sabemos que:
X arbitrario:

0,2/3) caso real

[e=1,1/9) caso complejo

= N(X)D{

X con “sistema biortogonal largo™:

e N(X) D {[8, 1) caso real

[e=1,1) caso complejo

i Puede conseguirse esto ultimo para X arbitrario?



(3) Caracterizar los espacios de Banach (reales) que admiten
una norma equivalente con indice numérico 1

e Condiciones suficientes
e Condiciones necesarias:

CONJETURA
X Banach real, dim(X) =00, n(X)=1 = X Dcpgo X Dy

(4) in(X)=n(x*)?





