
UNIVERSIDAD DE GRANADA

Departamento de Análisis Matemático
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Rango numérico de un operador
H espacio de Hilbert, T ∈ L(H)

W (T ) = {(Tx|x) : x ∈ H, ‖x‖ = 1}

(Toeplitz, 1918)

X espacio de Banach, T ∈ L(X)

W (T ) = {x∗(Tx) : ‖x‖ = ‖x∗‖ = x∗(x) = 1}

(Lumer, 1961; Bauer, 1962)



Radio numérico

v(T ) = sup{|λ| : λ ∈ W (T )}

v es una seminorma continua:

v(T ) ≤ ‖T‖



Índice numérico de un espacio
de Banach

X espacio de Banach,

n(X) = máx{k ≥ 0 : k‖T‖ ≤ v(T ) ∀T ∈ L(X)}
= ı́nf{v(T ) : T ∈ L(X), ‖T‖ = 1}

0 ≤ n(X) ≤ 1



Índice numérico de un espacio
de Banach

n(X∗) ≤ n(X)

¿ n(X∗) = n(X) ?

Respuesta parcial:

Proposición



X Banach real con RNP.

n(X) = 1 ⇒ n(X∗) = 1



H espacio de Hilbert, dim(H) > 1

n(H) = 0 si H es real

n(H) = 1/2 si H es complejo

X Banach complejo ⇒ n(X) ≥ 1/e

(Bohnenblust-Karlin, 1955; Glickfeld, 1970)

{n(X) : X complejo, dim(X) = 2} = [e−1, 1]
{n(X) : X real, dim(X) = 2} = [0, 1]

(Duncan-McGregor-Pryce-White, 1970)



Ejemplos “Clásicos”

� H Hilbert, dim(H) > 1, n(H) =

{
0 caso real

1/2 caso complejo

� n
(
L1(µ)

)
= 1 µ medida positiva

X∗ ≡ L1(µ) ⇒ n(X) = 1

En particular, n
(
C(K)

)
= 1 K espacio compacto de Hausdorff

(Duncan-McGregor-Pryce-White, 1970)



� A(D) álgebra del disco ⇒ n
(
A(D)

)
= 1

(Crabb-Duncan-McGregor, 1972)

� ¿ n(lp), p 6= 1, 2,∞ ?



Primera parte

Espacios de funciones
con

valores vectoriales

(Mart́ın-Payá, 2000; Mart́ın-Villena, preprint)



• “Sumas” de espacios de Banach

{Xλ}λ∈Λ familia de espacios de Banach,

[⊕λ∈ΛXλ]c0
[⊕λ∈ΛXλ]l1 [⊕λ∈ΛXλ]l∞

Proposición

n
(
[⊕λ∈ΛXλ]c0

)
= n

(
[⊕λ∈ΛXλ]l1

)
= n

(
[⊕λ∈ΛXλ]l∞

)
= ı́nf

λ
n(Xλ)



Consecuencias

� La clase de espacios de Banach con ı́ndice numérico 1 es estable

por c0, l1 y l∞ sumas.

� X espacio de Banach:

n(X) = n
(
c0(X)

)
= n

(
l1(X)

)
= n

(
l∞(X)

)
� Existe un espacio de Banach real X, tal que

v(T ) > 0 ∀T ∈ L(X) \ {0},

pero n(X) = 0



� Caso real:

Para cada t ∈ [0, 1] existe Xt isomorfo a c0 (o l1 o l∞) con

n(Xt) = t

Caso complejo:

Para cada s ∈ [e−1, 1] existe Xs isomorfo a c0 (o l1 o l∞) con

n(Xs) = s



• Espacios de funciones con
valores vectoriales

X espacio de Banach, K compacto de Hausdorff, µ medida positiva:

C(K, X) L1(µ,X) L∞(µ,X)

Teorema

n
(
C(K, X)

)
= n

(
L1(µ,X)

)
= n

(
L∞(µ,X)

)
= n(X)



Productos tensoriales

C(K, X) = C(K)⊗̃εX

L1(µ,X) = L1(µ)⊗̃πX

X, Y espacios de Banach:

¿ n
(
X⊗̃εY

)
= f

(
n(X), n(Y )

)
?

¿ n
(
X⊗̃πY

)
= g

(
n(X), n(Y )

)
?



NO: Ejemplo

n
(
l41⊗̃εl

4
1

)
< 1 = n

(
l4∞⊗̃εl

4
∞

)
n
(
l4∞⊗̃πl4∞

)
< 1 = n

(
l41⊗̃πl41

)
(Lima, 1981)



Segunda parte

Índice numérico
y

renormación

(Finet-Mart́ın-Payá, preprint)



• El conjunto N (X)
Definimos el conjunto ı́ndice numérico como

N (X) = {n(Y ) : Y isomorfo a X}

Ejemplos

� N (R) = N (C) = {1},

� N
(
Rm

)
= [0, 1], N

(
Cm

)
= [e−1, 1] (m > 1)

(Duncan et al, 1970; Tillekeratne, 1974)



� N (c0) = N (l1) = N (l∞) =

{
[0, 1] caso real

[e−1, 1] caso complejo

(Mart́ın-Payá, 2000)

X espacio de Banach, dim(X) = ∞, ¿ N (X) ?



Resultados negativos:

� X real, dim(X) = ∞, RNP, n(X) = 1
⇒ X ⊃ l1

� X espacio de Asplund real, dim(X) = ∞, n(X) = 1
⇒ X∗ ⊃ l1

� X real, dim(X) = ∞, n(X) = 1
⇒ X∗∗/X no es separable

(López-Mart́ın-Payá, 1999)



Resultados positivos:

Proposición

(i) X real ⇒ 0 ∈ N (X)
(ii) X complejo ⇒ e−1 ∈ N (X)

Proposición
N (X) es un intervalo

Corolario

1 ∈ N (X) ⇒ N (X) =

{
[0, 1] caso real

[e−1, 1] caso complejo



Dos cuestiones:

� ¿ Es N (X) un intervalo no trivial ?

� ¿ supN (X) = 1 ?



Las propiedades (α) y (β)

X tiene la propiedad (α) con constante ρ (0 ≤ ρ < 1)

si existe una familia {(xi, x
∗
i )}i∈I ⊂ X ×X∗ tal que

(i) ‖xi‖ = ‖x∗i‖ = x∗i (xi) = 1 (i ∈ I)

(ii) |x∗i (xj)| ≤ ρ (i 6= j)

(iii)α ‖x∗‖ = sup{|x∗(xi)| : i ∈ I} (x∗ ∈ X∗)

Si la familia {(xi, x
∗
i )}i∈I satisface (i), (ii) y

(iii)β ‖x‖ = sup{|x∗i (x)| : i ∈ I} (x ∈ X)



entonces X tiene la propiedad (β) con constante ρ



Proposición
X verificando (α) o (β) con constante ρ

Si X es real, entonces n(X) ≥ 1− ρ

1 + ρ

Si X es complejo, entonces n(X) ≥ 1− ρ

Partington 1982:

Todo espacio de Banach puede renormarse para que tenga la

propiedad (β) con cualquier constante ρ ∈ (1/2, 1)

Teorema
X Banach real ⇒ N (X) ⊇ [0, 1/3)



X Banach complejo ⇒ N (X) ⊇ [e−1, 1/2)



Schachermayer 1983; Godun-Troyanski 1993:

Los espacios de Banach que tienen “sistema biortogonal largo”

admiten normas equivalentes verificando la propiedad (α) con

cualquier constante ρ ∈ (0, 1)

Teorema
X Banach con “sistema biortogonal largo”

(en particular, X separable o reflexivo o WCG)

X real ⇒ N (X) ⊇ [0, 1)

X complejo ⇒ N (X) ⊇ [e−1, 1)



Juntando resultados positivos y negativos tenemos, por ejemplo:

Corolario
X real, dim(X) = ∞, X∗∗/X separable

⇒ N (X) = [0, 1)



Algunos problemas

abiertos



(1) Calcular n(lp)

(2) Sabemos que:

X arbitrario:

⇒ N (X) ⊇

{
[0, 2/3) caso real

[e−1, 1/9) caso complejo

X con “sistema biortogonal largo”:

⇒ N (X) ⊇

{
[8, 1) caso real

[e−1, 1) caso complejo

¿Puede conseguirse esto último para X arbitrario?



(3) Caracterizar los espacios de Banach (reales) que admiten

una norma equivalente con ı́ndice numérico 1

• Condiciones suficientes

• Condiciones necesarias:

Conjetura
X Banach real, dim(X) = ∞, n(X) = 1 ⇒ X ⊃ c0 o X ⊃ l1

(4) ¿n(X) = n(X∗)?




