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Resumen. La aportacién realizada por el Profesor Florentino Garcia
Santos en el campo de la Geometria Diferencial Afin, ha resultado ser
pionera en técnicas y resultados generales de clasificacion de superficies
afines con invariantes afines constantes. El objetivo del presente articulo
es mostrar algunos de estos resultados, su impacto y los avances reali-
zados.
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1. Antecedentes y planteamiento del problema

Si bien la geometria diferencial afin tiene una larga historia cuyos orige-
nes se remontan a 1841 en un trabajo de Transon sobre el normal afin de una
curva, fue 65 afios después cuando un grupo de gedmetras como Pick (1906)
y Tzitzeica (1907), entre otros, iniciaron el estudio sistemdtico y profundo de
aquellas propiedades de curvas y superficies que son invariantes bajo el grupo
unimodular (o equiafin) de transformaciones de R3.

A partir de 1916, Blaschke y sus colaboradores continuaron con este
estudio, publicando en 1923 la primera monografia en Geometria Diferencial
Afin, [?]. Ellos desarrollaron la Teoria Equiafin de Superficies de forma andlo-
ga a la Teorfa clasica de superficies, tratando de buscar invariantes equiafines
sobre las mismas. De hecho, ya observaron que para una superficie no dege-
nerada en R3 es posible introducir:

= Una métrica invariante por transformaciones equiafines, conocida como
métrica afin o métrica de Blaschke, que, esencialmente, no es mas que
la segunda forma fundamental corregida por una potencia de la funcién
curvatura de Gauss euclidea de la superficie.
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s Una normalizacién equiafin, determinada por un campo de vectores
transversal llamado normal afin cuya direccién en cada punto, en el
caso localmente convexo, viene dada por la velocidad de la curva que
determinan los centros de gravedad de las secciones de la superficie con
los planos paralelos al plano tangente en dicho punto. En consecuencia,
hiperboloides y elipsoides verifican que su vector de posicién respecto a
su centro es paralelo a la correspondiente direcciéon del normal afin, y
en un paraboloide, la direccién del normal afin es siempre constante.

Concretamente, sea v : ¥ — R3 una superficie con segunda forma
fundamental ¢ no degenerada y normal unitario 7. Con estos invariantes
euclideos, se pueden introducir la métrica afin h y el conormal afin N como

h= K[ Vi y N = K|V,

donde por K se denota la curvatura de Gauss euclidea de la inmersion.
El normal afin de la inmersiéon viene dado por el siguiente campo de
vectores transversales

€= 50,

siendo Ay, el Laplaciano para la métrica afin. Este campo puede ser caracte-
rizado como el inico campo de vectores transversal a ¥ (o ¢(X)) que verifica
la siguiente normalizacion:

<N,{>=1y <N,Dx(>=0, VX €Ty, (1)

siendo D la conexién afin llana usual de R3.
De forma natural, aparecen también la conexién afin inducida V y el
operador afin de Weingarten S, dados por

DxY =VxY +h(X,Y), SX=-Dx¢ VX, YeTX (2)
asi como los invariantes afines
H= %traza(S) y 7= det(S),
que se denominan curvatura media afin y curvatura afin de Gauss-Kronecker,
respectivamente. Ademds, de (??) y (??) se puede deducir que
ApN = —2HN.
El Teorema Afin Egregio establece también que
k=H+J,

donde & es la curvatura de Gauss de la métrica afin h y J es el invariante
Pick dado por

J = éh(wb, Vh),

el cual mide la diferencia entre V y la conexién de Levi-Civita para h.

De hecho, cuando la métrica afin es definida, el clasico Teorema de
Berwald, establece que las dos conexiones coinciden si y sélo si J = 0 y la
superficie es parte de una cuadrica. En 1918 y para el caso indefinido, J.
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Radon [?] clasificé todas las superficies con J =0y H constante obteniendo
localmente superficies regladas.

Salvo estos resultados clasicos, la clasificacién de las superficies afines
con invariantes afines constantes ha sido uno de los principales objetivos para
un buen entendimiento de la geometria diferencial afin y sigue siendo una de
sus metas mas importantes.

En este sentido, algunas familias particulares han merecido una especial
atencién, destacamos:

Esferas afines con x constante.

Las superficies umbilicales de esta teoria denominadas también esferas
afines, son superficies afines cuyas rectas ‘normales afines”son todas paralelas
(esferas afines impropias) o pasan todas por un punto fijo llamado centro (es-
feras afines propias); en ellas la curvatura media afin H es autométicamente
constante. En este sentido, las esferas afines con métrica afin de curvatura
constante fueron clasificadas por U. Simon en [?], quien generalizd resultados
de M. Magid y P. Ryan, [?], A M. Li y G. Penn, [?], T. Kurose, [?] ¥ J. Ra-
don, [?]. Concretamente, toda esfera afin con k constante es una cuddrica o
affnmente equivalente a una de las siguientes superficies (ver Figura ?7)

s La superficie de ecuacién xyz = 1 con métrica afin definida, H < 0y

K= 0.
» La superficie de ecuacién x(y? + 2?) = 1 con métrica affn indefinida,
H#0yr=0.

» La superficie reglada de ecuacién z = zy + f(y) donde f es una funcién
diferenciable. Esta superficie tiene métrica afin indefinida, H = 0 y
k=0

FI1GURA 1. Esferas afines con k constante (no cuddricas).

Superficies regladas con ~ constante.

Es bien conocido que toda superficie afin reglada tiene invariante Pick
nulo, [?]. Asi, toda superficie reglada con curvatura media afin constante tiene
su métrica afin de curvatura constante.
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Superficies con 3k = H.

Las superficies con 3x = H juegan un papel fundamental en el estudio
de las superficies con invariantes afines constantes. De [?], se tiene que las

superficies
1
(u,v,2 (u2+ev§)> ) e==1 (3)

no son esferas afines y tienen H y 7 constantes. Ademés 3x = H.

Estas familias de ejemplos motivaron que los autores en colaboracién con
los profesores F. Dillen, L. Vrancken y el profesor Florentino Garcia Santos,
nos propusiésemos en [?] avanzar en la clasificacién general de las superficies
afines con invariantes k, H y J constantes.

2. Resultados

2.1. Superficies con invariante Pick no nulo

En el caso particular de que el invariante Pick sea una constante no
nula, (se puede suponer que ésta es positiva, en caso contrario cambiamos
el signo del normal afin) logramos demostrar la existencia de una referencia
ortonormal que diagonaliza la forma ctibica Vh y permite probar el siguiente
resultado de clasificacién:

Proposicion 1. Si una superficie afin con métrica afin de curvatura constante
tiene invariante Pick J constante y positivo, entonces 3k = H o su curvatura
afin de Gauss-Kronecker, T, es también constante.

Resultado que usamos para demostrar que

Teorema 2. Una superficie afin con métrica afin de curvatura constante e
invariante Pick constante y positivo es una esfera afin con curvatura afin de
Gauss nula 0 3k = H < 0.

Corolario 3. Una superficie afin localmente convexa en R?, con métrica afin
de curvatura constante positiva e invariante Pick constante es parte de un
elipsoide.

Para el caso en que 3k = H, aparte de los ejemplos descritos en la
seccién anterior, obtenemos, usando el Teorema Fundamental de Existencia
de Radén, dos nuevas superficies 31 y X2 que aunque no pueden describirse
explicitamente si nos permiten obtener la siguiente clasificacion

Teorema 4. Si una superficie afin tiene métrica afin de curvatura constante
y 3k = H # 0, entonces ha de ser una parte de las superficies descritas en
(??) o de las superficies X1 0 Xs.



Aportaciones a la Geometria Diferencial Afin 5

2.2. Superficies con invariante Pick nulo

En el caso localmente convexo, el Teorema de Berwald nos dice que las
unicas superficies con invariante Pick nulo son parte de una cuddrica, por
tanto la clasificacion de ésta familia de superficies se puede reducir a estudiar
el caso en el que la métrica afin sea indefinida.

Aunque la familia de superficies con J = 0 resulta ser bastante amplia,
en [?], obtenemos una descripcién de las mismas:

Teorema 5. Si una superficie afin tiene métrica afin indefinida de curvatura
constante y J = 0, entonces en un entorno de cada punto puede ser descrita
como la siguiente superficie reglada dada por

z(u,v) = uf(v) +g(v),

donde las curvas f y g verifican:

Detlf.g', f'1 =1, Detlf, f',f"] = H.

3. Impacto y avances

El estudio y clasificacién realizado en [?] sobre las superficies afines con
H, Jy x = H 4+ J constantes, proporciono ideas y caracterizaciones de los
ejemplos fundamentales de esta teoria, que han motivado y siguen haciéndolo
resultados en distintas direcciones:

3.1. Superficies con métrica afin definida y llana

En el caso localmente convexo es bien conocido, por el cldsico Teore-
ma de Pick y Berwald, que la tunica superficie afin llana con J = 0 es el
paraboloide eliptico. Sin embargo, en [?] se caracterizan también:

» La esfera afin llana xyz = 1 que tiene invariante Pick J constante no
nulo.
= La superficie de revolucion

Y(u,v) = (cosh(?)u)% cosh(v/3v), cosh(3u)% sinh(v/3v),
/u cosh(St)Bzdt) (4)

que es llana y completa respecto la métrica afin y no tiene otros inva-
riantes afines constantes.

Estos ejemplos han abierto la puerta al interesante problema, aun sin resolver
de:

“clasificar las superficies afines de curvatura afin de Gauss nula
tanto desde un punto de vista local como global”.
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Aportaciones en esta direccién han sido la de Manhart, [?], quien completa la
clasificacién de las superficies afines llanas de revolucién con otros ejemplos
que no tienen su métrica afin completa y la de Lee y Vrancken, [?], quienes
prueban que las tUnicas superficies afines llanas completas y proyectivamente
llanas son afinmente equivalentes a un paraboloide eliptico o a la esfera afin
zyz = 1.

En relacién con este tltimo resultado de Lee y Vrancken, mencionar que
sigue como problema abierto el conocer si estas dos esferas afines son o no
las tnicas superficies afines llanas completas con curvatura afin de Gauss-
Kronecker constante.

Los tres ejemplos anteriores han sido caracterizados, ver [?], como las
lnicas superficies con métrica afin completa y de curvatura nula, cuyo endo-
morfismo afin de Weingarten e invariante Pick verifican la siguiente condicién:

traza(V.S) + pgrad, (J) =0

para alguna constante p que es nula en el caso de superficies proyectivamente
llanas.

Estos tres ejemplos, ver también Figura ??, resultan ser las tnicas su-
perficies afines llanas y de Weingarten conocidas hasta el momento, quedando
abierta su clasificacion.

FIGURA 2. Superficies afines completas y llanas.

3.2. Superficies con métrica afin indefinida y llana

Contrariamente al caso localmente convexo, cuando la métrica afin es
indefinida, el Teorema ?? nos dice que tenemos una gran familia, que inclu-
ye a las superficies regladas con curvatura media affn nula. Ademds, en [?]
describimos estas superficies, que son puntos criticos para el funcional area
affn, a partir de las soluciones de la ecuacién diferencial ordinaria y” = by.
y probamos que el indice de esta ecuacién guarda una estrecha relacion con
el signo de la segunda variacion del area afin de la superficie y el niimero
de vueltas que da. Esto contrasta con el caso convexo, donde E. Calabi, [?],
probd que la segunda variacién del drea afin es siempre negativa.
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3.3. Otros resultados

Caracterizaciones locales de superficies afines con invariantes afines cons-
tantes han sido también obtenidas por C. Chen y H. Sun, [?], quienes han
clasificado las superficies afines de traslaciéon con H constante.

Por otro lado, la existencia de superficies afines homogéneas y no ho-
mogéneas con J y H = 3k constantes ha motivado la biisqueda de otras
condiciones para distinguirlas. As{ por ejemplo en [?], se prueba que si una
superficie localmente convexa tiene invariante Pick constante y curvatura afin
de Gauss-Kronecker nula, entonces, salvo transformaciones afines, ha de ser
una parte de un paraboloide eliptico o de la superficie afin homogénea

1
(U,U, 5(11:2 + U_2/3))7 v > 0.

Recientemente, P.J. Olver, [?], ha destacado la importancia del invariante
Pick en el conocimiento de las superficies afines y T. Binder, [?], ha probado
que las curvas de gravedad, que dan la direccién del normal afin, son llanas si
y s6lo si 3H + J es constante. Pero de momento no se conoce ningtin ejemplo
que verifique esta condiciéon y que tenga invariante Pick no constante.
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