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Una ecuacion diferencial ordinaria (EDO en lo sucesivo) es una ecuacion en la
que se relacionan derivadas de una funcién desconocida con otras funciones. El
orden de una EDO es el orden de la derivada mas alta que interviene en la
misma.
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Para el caso de una EDO de orden uno, esto significa que por cada punto
(Xo,Yo) solamente puede pasar una Unica curva integral de la ecuacié n.
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muchos casos es imposible expresar las soluciones analiticas mediante
funciones familiares.
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soluciones. Se trata, por tanto, de investigar las propiedades de las soluciones
(monotonia, concavidad,...) a partir de la propia EDO, sin necesidad de
resolverla. Con frecuencia este estudio permite describir el comportamiento a
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Vamos a ver algunos ejemplos de dindmica de poblaciones modelados por
ecuaciones diferenciales. Observaras que dichas EDOs son la version en tiempo
continuo de las correspondientes ecuaciones en diferencias finitas estudiadas en
el tema 6.
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Dinamica de poblaciones

Modelo maltusiano.
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Modelo maltusiano. En este modelo se supone que el crecimiento
de una poblacién es proporcional al nimero de individuos. Sea x(t)
el nimero de individuos de una poblacién en el tiempo t. Seanf y m
las tasas de fertilidad y de mortandad por individuo y por unidad de
tiempo, las cuales suponemos constantes.
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Realmente, esta ecuacion es un modelo adecuado para la evolucién
en el tiempo de cualquier magnitud, x(t), cuya razén de cambio
puntual o tasa de variacién instantanea, x'(t), es en cada momento
proporcional a su tamarfio.
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Es un modelo aceptable para la evolucion inicial, durante un periodo de tiempo
no muy largo, del nimero de individuos, x(t), de una poblacién en ausencia de
factores limitantes. En tal caso, el nimero r se llama tasa de crecimiento
intrinseca. Sir > 0 la poblacion aumentard, y si r < 0 disminuira.
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forma x(t) = C e donde C es una constante arbitraria.

Ecuaciones diferenciales auténomas y dinamica de poblaciones



Dinamica de poblaciones

Es un modelo aceptable para la evolucion inicial, durante un periodo de tiempo
no muy largo, del nimero de individuos, x(t), de una poblacién en ausencia de
factores limitantes. En tal caso, el nimero r se llama tasa de crecimiento
intrinseca. Sir > 0 la poblacion aumentard, y si r < 0 disminuira.

También es un modelo adecuado para procesos de desintegracion radiactiva en
los que hay pérdida de masa, x(t), de manera proporcional a la masa existente.
En tal caso, el nimero r se llama constante de decaimiento radiactivo. Puesto
que la masa x(t) disminuye, la ecuacién adecuada es x’(t) = —rx(t).

También es un modelo adecuado para la inversion a una tasa de interés anual
continuo, r, expresada en tanto por uno, de un capital x(t).

Las soluciones de la sencilla ecuacion diferencial (1) son las funciones de la
forma x(t) = C e donde C es una constante arbitraria.

Podemos determinar el valor de dicha constante si, por ejemplo, sabemos el valor
inicial x(0), pues es claro que C = x(0). Sir > 0 la poblacién crecera
exponencialmente, y sir < 0 decrecerd exponencialmente.

Ecuaciones diferenciales auténomas y dinamica de poblaciones



Dinamica de poblaciones

Es un modelo aceptable para la evolucion inicial, durante un periodo de tiempo
no muy largo, del nimero de individuos, x(t), de una poblacién en ausencia de
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intrinseca. Sir > 0 la poblacion aumentard, y si r < 0 disminuira.

También es un modelo adecuado para procesos de desintegracion radiactiva en
los que hay pérdida de masa, x(t), de manera proporcional a la masa existente.
En tal caso, el nimero r se llama constante de decaimiento radiactivo. Puesto
que la masa x(t) disminuye, la ecuacién adecuada es x’(t) = —rx(t).

También es un modelo adecuado para la inversion a una tasa de interés anual
continuo, r, expresada en tanto por uno, de un capital x(t).

Las soluciones de la sencilla ecuacion diferencial (1) son las funciones de la
forma x(t) = C e donde C es una constante arbitraria.

Podemos determinar el valor de dicha constante si, por ejemplo, sabemos el valor
inicial x(0), pues es claro que C = x(0). Sir > 0 la poblacién crecera
exponencialmente, y si r < 0 decrecera exponencialmente.En condiciones ideales
este modelo se ajusta, al menos durante cortos periodos de tiempo, al estudio de
algunas poblaciones.
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Modelo logistico. El modelo de crecimiento maltusiano para una poblacién
tiene carencias importantes ya que no tiene en cuenta los posibles factores
limitantes del mismo. En dicho modelo se supone que la tasa de crecimiento
intrinseca, x’(t)/x(t), es constante; lo usual es que dicha tasa no sea
constante y dependa de la poblacién y de las condiciones ambientales.
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Modelo logistico. El modelo de crecimiento maltusiano para una poblacién
tiene carencias importantes ya que no tiene en cuenta los posibles factores
limitantes del mismo. En dicho modelo se supone que la tasa de crecimiento
intrinseca, x’(t)/x(t), es constante; lo usual es que dicha tasa no sea
constante y dependa de la poblacién y de las condiciones ambientales.

Es razonable esperar que el habitat tenga una capacidad de alojamiento, K,
que representa la cantidad maxima de individuos que puede albergar.
Inicialmente, cuando hay pocos individuos y muchos recursos, la poblacion
tendra un crecimiento exponencial que se ira amortiguando hasta llegar a K,
y por encima de dicho valor decrecera.
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Modelo logistico. El modelo de crecimiento maltusiano para una poblacién
tiene carencias importantes ya que no tiene en cuenta los posibles factores
limitantes del mismo. En dicho modelo se supone que la tasa de crecimiento
intrinseca, x’(t)/x(t), es constante; lo usual es que dicha tasa no sea
constante y dependa de la poblacién y de las condiciones ambientales.

Es razonable esperar que el habitat tenga una capacidad de alojamiento, K,
que representa la cantidad maxima de individuos que puede albergar.
Inicialmente, cuando hay pocos individuos y muchos recursos, la poblacion
tendra un crecimiento exponencial que se ira amortiguando hasta llegar a K,
y por encima de dicho valor decrecerda.La siguiente ecuacién, propuesta por
el matematico y bidlogo belga P. F. Verhulst hacia 1840, tiene en cuenta
estas observaciones.

x(t)

x/(t) = rx(t) <1_T> 2
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intrinseca, x’(t)/x(t), es constante; lo usual es que dicha tasa no sea
constante y dependa de la poblacién y de las condiciones ambientales.

Es razonable esperar que el habitat tenga una capacidad de alojamiento, K,
que representa la cantidad maxima de individuos que puede albergar.
Inicialmente, cuando hay pocos individuos y muchos recursos, la poblacion
tendra un crecimiento exponencial que se ira amortiguando hasta llegar a K,
y por encima de dicho valor decrecerda.La siguiente ecuacién, propuesta por
el matematico y bidlogo belga P. F. Verhulst hacia 1840, tiene en cuenta
estas observaciones.

x/(t) = rx(t) <1—%> (2

Esta ecuacion se conoce como ecuacion logistica . Observa que para
valores pequefios de x(t) se tiene que x’(t) = rx(t), ademas para

0 < x(t) <K esx'(t) >0, lo que indica que la poblacion crece, y para
x(t) > K es x’(t) < 0 lo que indica que la poblacién decrece.
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Modelo logistico. El modelo de crecimiento maltusiano para una poblacién
tiene carencias importantes ya que no tiene en cuenta los posibles factores
limitantes del mismo. En dicho modelo se supone que la tasa de crecimiento
intrinseca, x’(t)/x(t), es constante; lo usual es que dicha tasa no sea
constante y dependa de la poblacién y de las condiciones ambientales.

Es razonable esperar que el habitat tenga una capacidad de alojamiento, K,
que representa la cantidad maxima de individuos que puede albergar.
Inicialmente, cuando hay pocos individuos y muchos recursos, la poblacion
tendra un crecimiento exponencial que se ira amortiguando hasta llegar a K,
y por encima de dicho valor decrecerda.La siguiente ecuacién, propuesta por
el matematico y bidlogo belga P. F. Verhulst hacia 1840, tiene en cuenta
estas observaciones.

x/(t) = rx(t) <1—%> (2

Esta ecuacion se conoce como ecuacion logistica . Observa que para
valores pequefios de x(t) se tiene que x’(t) = rx(t), ademas para

0 < x(t) <K esx'(t) >0, lo que indica que la poblacion crece, y para
x(t) > K es x’(t) < 0 lo que indica que la poblacién decrece.

Se ha comprobado que la ecuacion logistica predice con bastante exactitud
el crecimiento de ciertos tipos de bacterias, protozoarios, pulgas de agua 'y
moscas de la fruta.
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Dinamica de poblaciones

Dinamica de crecimiento restringido de un individuo.
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Dinamica de poblaciones

Dinamica de crecimiento restringido de un individuo. Se trata de un modelo
de crecimiento individual que suele aplicarse a peces de distintas especies. Fue
propuesto por el bidlogo austriaco L. von Bertalanffy (1901-1972).
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Dinamica de poblaciones

Dinamica de crecimiento restringido de un individuo. Se trata de un modelo
de crecimiento individual que suele aplicarse a peces de distintas especies. Fue
propuesto por el bidlogo austriaco L. von Bertalanffy (1901-1972).

Sea L(t) la longitud de un pez de edad t, y A la talla maxima de su especie. En
este modelo se supone que la velocidad de crecimiento es proporcional a la
diferencia entre la longitud actual y la longitud maxima.

L'(t) = k(A—L(1)) ®
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Dinamica de poblaciones

Dinamica de crecimiento restringido de un individuo. Se trata de un modelo
de crecimiento individual que suele aplicarse a peces de distintas especies. Fue
propuesto por el bidlogo austriaco L. von Bertalanffy (1901-1972).

Sea L(t) la longitud de un pez de edad t, y A la talla maxima de su especie. En
este modelo se supone que la velocidad de crecimiento es proporcional a la
diferencia entre la longitud actual y la longitud maxima.

L'(t) = k(A—L(1)) ©)
siendo k > 0, la constante de proporcionalidad, propia de cada especie. La

velocidad de crecimiento es siempre positiva pero disminuye también con el
tiempo.
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Dinamica de poblaciones

Dinamica de crecimiento restringido de un individuo. Se trata de un modelo
de crecimiento individual que suele aplicarse a peces de distintas especies. Fue
propuesto por el bidlogo austriaco L. von Bertalanffy (1901-1972).

Sea L(t) la longitud de un pez de edad t, y A la talla maxima de su especie. En
este modelo se supone que la velocidad de crecimiento es proporcional a la
diferencia entre la longitud actual y la longitud maxima.

L'(t) = k(A—L(1)) ®

siendo k > 0, la constante de proporcionalidad, propia de cada especie. La
velocidad de crecimiento es siempre positiva pero disminuye también con el
tiempo.

Curiosamente, este modelo tiene la misma estructura que la ley de
enfriamiento/calentamiento de Newton, que dice que la rapidez con la que
cambia la temperatura, T, de un cuerpo es proporcional a la diferencia entre la
temperatura del cuerpo y la temperatura ambiente Ty. Es decir,

T/(t) =r(T(t)—To)

Esta ley, fue determinada experimentalmente por Isaac Newton y se considera
que proporciona aproximaciones validas cuando la diferencia T — Ty es pequefia.
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Dinamica de poblaciones

Modelo logistico modificado.
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Dinamica de poblaciones

Modelo logistico modificado. En el modelo logistico se supone que
la poblacién aumenta cuando hay pocos individuos. Pero no siempre
ser pocos resulta ventajoso. Poblaciones muy pequerfias pueden
tener dificultades para defenderse de los depredadores, encontrar
pareja o localizar comida.
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Dinamica de poblaciones

Modelo logistico modificado. En el modelo logistico se supone que
la poblacién aumenta cuando hay pocos individuos. Pero no siempre
ser pocos resulta ventajoso. Poblaciones muy pequerfias pueden
tener dificultades para defenderse de los depredadores, encontrar
pareja o localizar comida.Todo esto se traduce en un menor éxito
reproductivo o una mayor tasa de mortalidad, lo que puede conducir
a las poblaciones hacia valores criticos de extincion.
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Modelo logistico modificado. En el modelo logistico se supone que
la poblacién aumenta cuando hay pocos individuos. Pero no siempre
ser pocos resulta ventajoso. Poblaciones muy pequerfias pueden
tener dificultades para defenderse de los depredadores, encontrar
pareja o localizar comida.Todo esto se traduce en un menor éxito
reproductivo o una mayor tasa de mortalidad, lo que puede conducir
a las poblaciones hacia valores criticos de extincion.

Esto es lo que se conoce como efecto Allee .
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Modelo logistico modificado. En el modelo logistico se supone que
la poblacién aumenta cuando hay pocos individuos. Pero no siempre
ser pocos resulta ventajoso. Poblaciones muy pequerfias pueden
tener dificultades para defenderse de los depredadores, encontrar
pareja o localizar comida.Todo esto se traduce en un menor éxito
reproductivo o una mayor tasa de mortalidad, lo que puede conducir
a las poblaciones hacia valores criticos de extincion.

Esto es lo que se conoce como efecto Allee .Una modificacion del
modelo logistico que tiene en cuenta este fendbmeno es la siguiente.

x/(t)—rx(t)(%—l) (1—%) (4)

Donde K es la capacidad de alojamiento del medio, y Ky es una
constante que representa el valor minimo de la poblacién por debajo
del cual se extingue.
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Ecuaciones diferenciales auténomas

Las ecuaciones diferenciales consideradas en los cuatro modelos anteriores
son todas del tipo x’(t) = F(x(t)), donde F : | — R es una funcién definida
en un intervalo | que supondremos con derivada continua
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Ecuaciones diferenciales auténomas

Las ecuaciones diferenciales consideradas en los cuatro modelos anteriores
son todas del tipo x’(t) = F(x(t)), donde F : | — R es una funcién definida

en un intervalo | que supondremos con derivada continua  .Esta hipétesis
garantiza la existencia y unicidad de la solucion que pasa por un punto dado.
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Ecuaciones diferenciales auténomas

Las ecuaciones diferenciales consideradas en los cuatro modelos anteriores
son todas del tipo x’(t) = F(x(t)), donde F : | — R es una funcién definida

en un intervalo | que supondremos con derivada continua  .Esta hipétesis
garantiza la existencia y unicidad de la solucion que pasa por un punto dado.

Son ecuaciones diferenciales (de orden uno) en que la derivada de la funcion
solamente depende de la propia funcién y no depende de forma explicita de
la variable independiente t, que suele interpretarse como el tiempo.

Ecuaciones diferenciales auténomas y dinamica de poblaciones



Ecuaciones diferenciales auténomas

Las ecuaciones diferenciales consideradas en los cuatro modelos anteriores
son todas del tipo x’(t) = F(x(t)), donde F : | — R es una funcién definida

en un intervalo | que supondremos con derivada continua  .Esta hipétesis
garantiza la existencia y unicidad de la solucion que pasa por un punto dado.

Son ecuaciones diferenciales (de orden uno) en que la derivada de la funcion
solamente depende de la propia funcién y no depende de forma explicita de

la variable independiente t, que suele interpretarse como el tiempo.Dicho de

otra forma, representan sistemas cuya evolucion solo depende de su estado

actual. Tales ecuaciones diferenciales se llaman autbnomas .
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Ecuaciones diferenciales auténomas

Las ecuaciones diferenciales consideradas en los cuatro modelos anteriores
son todas del tipo x’(t) = F(x(t)), donde F : | — R es una funcién definida

en un intervalo | que supondremos con derivada continua  .Esta hipétesis
garantiza la existencia y unicidad de la solucion que pasa por un punto dado.

Son ecuaciones diferenciales (de orden uno) en que la derivada de la funcion
solamente depende de la propia funcién y no depende de forma explicita de

la variable independiente t, que suele interpretarse como el tiempo.Dicho de

otra forma, representan sistemas cuya evolucion solo depende de su estado

actual. Tales ecuaciones diferenciales se llaman autbnomas .

El estudio cualitativo de las ecuaciones auténomas se centra en los puntos
de equilibrio y su estabilidad.
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Ecuaciones diferenciales auténomas

Las ecuaciones diferenciales consideradas en los cuatro modelos anteriores
son todas del tipo x’(t) = F(x(t)), donde F : | — R es una funcién definida

en un intervalo | que supondremos con derivada continua  .Esta hipétesis
garantiza la existencia y unicidad de la solucion que pasa por un punto dado.

Son ecuaciones diferenciales (de orden uno) en que la derivada de la funcion
solamente depende de la propia funcién y no depende de forma explicita de

la variable independiente t, que suele interpretarse como el tiempo.Dicho de

otra forma, representan sistemas cuya evolucion solo depende de su estado

actual. Tales ecuaciones diferenciales se llaman autbnomas .

El estudio cualitativo de las ecuaciones auténomas se centra en los puntos
de equilibrio y su estabilidad.

Los puntos de equilibrio  de una EDO auténoma x’ = F(x) son las
soluciones constantes de la misma. Si una funcién constante, x(t) = a, es
solucion, debe verificar que F (a) = 0. Los puntos de equilibrio son, por tanto,
las soluciones de la ecuacion F(x) = 0 y representan estados estables que
no cambian con el tiempo.
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Ecuaciones diferenciales auténomas

@ Las soluciones constantes correspondientes a los puntos de
equilibrio dividen el plano en franjas horizontales. Cualquier
solucién no constante es estrictamente monétona y esta
contenida en una de estas franjas.
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Ecuaciones diferenciales auténomas

@ Las soluciones constantes correspondientes a los puntos de
equilibrio dividen el plano en franjas horizontales. Cualquier
solucién no constante es estrictamente monétona y esta
contenida en una de estas franjas.

@ Sea |l uno de los intervalos abiertos determinados por los puntos
de equilibrio y sea u una solucién que toma valores en |,
entonces las demas soluciones que toman valores en | son de la
forma v(t) = u(t +h) donde heR, es decir, se obtienen por una
traslacion de la variable. Graficamente esto significa que la
gréfica de v se obtiene trasladando horizontalmente la gréafica de
u.
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@ Las soluciones constantes correspondientes a los puntos de
equilibrio dividen el plano en franjas horizontales. Cualquier
solucién no constante es estrictamente monétona y esta
contenida en una de estas franjas.

@ Sea |l uno de los intervalos abiertos determinados por los puntos
de equilibrio y sea u una solucién que toma valores en |,
entonces las demas soluciones que toman valores en | son de la
forma v(t) = u(t +h) donde heR, es decir, se obtienen por una
traslacion de la variable. Graficamente esto significa que la
gréfica de v se obtiene trasladando horizontalmente la gréafica de
u.

@ las soluciones no constantes, y definidas en R, de la ecuacién
auténoma x’ = F(x) tienden asintéticamente a puntos de
equilibrio de dicha ecuacién o bien a +.
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Ecuaciones diferenciales auténomas

Sea a un punto de equilibrio de la ecuacion auténoma x’ = F(x).
Teniendo en cuenta el signo de F a laizquierda y a la derecha de o
pueden darse las siguientes situaciones.
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Ecuaciones diferenciales auténomas

Sea a un punto de equilibrio de la ecuacion auténoma x’ = F(x).
Teniendo en cuenta el signo de F a laizquierda y a la derecha de o
pueden darse las siguientes situaciones.

e F es negativa a la izquierda y a la derecha de a. En tal caso una
solucién que empiece en un valor un poco menor que a sera
decreciente y se alejara de a. Una solucién que empiece en un valor
un poco mayor que a sera decreciente y tenderéa asintéticamente a
a. Se dice que a es un punto de equilibrio semiestable.
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Ecuaciones diferenciales auténomas

Sea a un punto de equilibrio de la ecuacion auténoma x’ = F(x).
Teniendo en cuenta el signo de F a laizquierda y a la derecha de o
pueden darse las siguientes situaciones.

e F es negativa a la izquierda y a la derecha de a. En tal caso una
solucién que empiece en un valor un poco menor que a sera
decreciente y se alejara de a. Una solucién que empiece en un valor
un poco mayor que a sera decreciente y tenderéa asintéticamente a
a. Se dice que a es un punto de equilibrio semiestable.

e F es positiva a la izquierda y a la derecha de a. Es un caso
parecido al anterior.
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Sea a un punto de equilibrio de la ecuacion auténoma x’ = F(x).
Teniendo en cuenta el signo de F a laizquierda y a la derecha de o
pueden darse las siguientes situaciones.

e F es negativa a la izquierda y a la derecha de a. En tal caso una
solucién que empiece en un valor un poco menor que a sera
decreciente y se alejara de a. Una solucién que empiece en un valor
un poco mayor que a sera decreciente y tenderéa asintéticamente a
a. Se dice que a es un punto de equilibrio semiestable.

e F es positiva a la izquierda y a la derecha de a. Es un caso
parecido al anterior.

e F es negativa a la izquierda y positiva a la derecha de a. En tal
caso cualquier solucién que empiece en un valor cercano a a se
alejara de a. Se dice que a es un punto de equilibrio inestable.
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Sea a un punto de equilibrio de la ecuacion auténoma x’ = F(x).
Teniendo en cuenta el signo de F a laizquierda y a la derecha de o
pueden darse las siguientes situaciones.

e F es negativa a la izquierda y a la derecha de a. En tal caso una
solucién que empiece en un valor un poco menor que a sera
decreciente y se alejara de a. Una solucién que empiece en un valor
un poco mayor que a sera decreciente y tenderéa asintéticamente a
a. Se dice que a es un punto de equilibrio semiestable.

e F es positiva a la izquierda y a la derecha de a. Es un caso
parecido al anterior.

e F es negativa a la izquierda y positiva a la derecha de a. En tal
caso cualquier solucién que empiece en un valor cercano a a se
alejara de a. Se dice que a es un punto de equilibrio inestable.

e F es positiva a la izquierda y negativa a la derecha de a. En tal
caso cualquier solucidon que empiece en un valor cercano a a tendera
asintoticamente a a. Se dice que a es un punto de equilibrio estable.
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Ecuaciones diferenciales auténomas

Puesto que en un punto de equilibrio o se tiene que F(a) =0, el
conocimiento del signo de F’(a) permite clasificar el punto de equilibrio.
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Ecuaciones diferenciales auténomas

Puesto que en un punto de equilibrio o se tiene que F(a) =0, el
conocimiento del signo de F’(a) permite clasificar el punto de equilibrio.

¢ Si F'(a) <0, entonces F es decreciente en un intervalo abierto que
contiene a a, por lo que F es positiva a la izquierda de a y negativa a la
derecha de a, por tanto a es un punto de equilibrio estable.
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Puesto que en un punto de equilibrio o se tiene que F(a) =0, el
conocimiento del signo de F’(a) permite clasificar el punto de equilibrio.

¢ Si F'(a) <0, entonces F es decreciente en un intervalo abierto que
contiene a a, por lo que F es positiva a la izquierda de a y negativa a la
derecha de a, por tanto a es un punto de equilibrio estable.

e SiF/(a) >0, entonces F es creciente en un intervalo abierto que contiene
a a, por lo que F es negativa a la izquierda de a y positiva a la derecha de
o, por tanto a es un punto de equilibrio inestable.
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Puesto que en un punto de equilibrio o se tiene que F(a) =0, el
conocimiento del signo de F’(a) permite clasificar el punto de equilibrio.

¢ Si F'(a) <0, entonces F es decreciente en un intervalo abierto que
contiene a a, por lo que F es positiva a la izquierda de a y negativa a la
derecha de a, por tanto a es un punto de equilibrio estable.

e SiF/(a) >0, entonces F es creciente en un intervalo abierto que contiene
a a, por lo que F es negativa a la izquierda de a y positiva a la derecha de
o, por tanto a es un punto de equilibrio inestable.

Suele hacerse una representacion grafica, que recibe el nombre de
diagrama de fases , que pone de manifiesto la estabilidad o inestabilidad de
los puntos de equilibrio.
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Puesto que en un punto de equilibrio o se tiene que F(a) =0, el
conocimiento del signo de F’(a) permite clasificar el punto de equilibrio.

¢ Si F'(a) <0, entonces F es decreciente en un intervalo abierto que
contiene a a, por lo que F es positiva a la izquierda de a y negativa a la
derecha de a, por tanto a es un punto de equilibrio estable.

e SiF/(a) >0, entonces F es creciente en un intervalo abierto que contiene
a a, por lo que F es negativa a la izquierda de a y positiva a la derecha de
o, por tanto a es un punto de equilibrio inestable.

Suele hacerse una representacion grafica, que recibe el nombre de
diagrama de fases , que pone de manifiesto la estabilidad o inestabilidad de
los puntos de equilibrio.Para ello se procede como sigue: se dibuja una linea
vertical (u horizontal, eso va en gustos) y se marcan en ella los puntos de
equilibrio. En los intervalos en que F(x) > 0 dibujamos flechas hacia arriba 'y
en los intervalos en que F(x) < 0 dibujamos flechas hacia abajo.
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Puesto que en un punto de equilibrio o se tiene que F(a) =0, el
conocimiento del signo de F’(a) permite clasificar el punto de equilibrio.

¢ Si F'(a) <0, entonces F es decreciente en un intervalo abierto que
contiene a a, por lo que F es positiva a la izquierda de a y negativa a la
derecha de a, por tanto a es un punto de equilibrio estable.

e SiF/(a) >0, entonces F es creciente en un intervalo abierto que contiene
a a, por lo que F es negativa a la izquierda de a y positiva a la derecha de
o, por tanto a es un punto de equilibrio inestable.

Suele hacerse una representacion grafica, que recibe el nombre de
diagrama de fases , que pone de manifiesto la estabilidad o inestabilidad de
los puntos de equilibrio.Para ello se procede como sigue: se dibuja una linea
vertical (u horizontal, eso va en gustos) y se marcan en ella los puntos de
equilibrio. En los intervalos en que F(x) > 0 dibujamos flechas hacia arriba 'y
en los intervalos en que F(x) < 0 dibujamos flechas hacia abajo. También se
entiende por diagrama de fases la representacion grafica en el plano (x,x’)
de la funcién x’ = F(x). Los cortes de dicha grafica con el eje x son los
puntos de equilibrio de la ED x’ = F(x), y, a la vista de la gréfica, es facil
clasificarlos.
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Para estudiar la concavidad y convexidad de las soluciones de la ED
x"=F(x), tenemos en cuenta que x” = F'(x)x’ = F’(x)F (x). Por
tanto en los intervalos en los que F’(x)F (x) > 0, las soluciones seran
convexas y en los intervalos en que F’(x)F(x) < O seran céncavas.
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Para estudiar la concavidad y convexidad de las soluciones de la ED
x"=F(x), tenemos en cuenta que x” = F'(x)x’ = F’(x)F (x). Por
tanto en los intervalos en los que F’(x)F (x) > 0, las soluciones seran
convexas y en los intervalos en que F’(x)F(x) < O seran céncavas.

Las soluciones de la ecuacién F’(x) = 0 que no sean puntos de
equilibrio en las que F’(x)F(x) cambia de signo determinan niveles
de inflexion para las soluciones. Observa que x” tiene signo
constante en los intervalos determinados por los puntos de equilibrio
y los niveles de inflexion.
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Ecuaciones diferenciales auténomas

Consideremos la ED de Malthus x’(t) = rx(t) o, simplemente, x’ = rx, donde
suponemos que r > 0, que es una ED auténoma x’ = F(x) con F(x) = rx.
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Consideremos la ED de Malthus x’(t) = rx(t) o, simplemente, x’ = rx, donde
suponemos que r > 0, que es una ED auténoma x’ = F(x) con F(x) = rx.Puesto
que la funcion F es derivable con derivada continua se verifica el teorema de
existencia y unicidad para el problema de Cauchy.
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Consideremos la ED de Malthus x’(t) = rx(t) o, simplemente, x’ = rx, donde
suponemos que r > 0, que es una ED auténoma x’ = F(x) con F(x) = rx.Puesto
que la funcion F es derivable con derivada continua se verifica el teorema de
existencia y unicidad para el problema de Cauchy.

1) Puntos de equilibrio. La Unica solucién de F(x) = 0 es x = 0 que es el Unico
punto de equilibrio de la ecuacion.
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Consideremos la ED de Malthus x’(t) = rx(t) o, simplemente, x’ = rx, donde
suponemos que r > 0, que es una ED auténoma x’ = F(x) con F(x) = rx.Puesto
que la funcion F es derivable con derivada continua se verifica el teorema de
existencia y unicidad para el problema de Cauchy.

1) Puntos de equilibrio. La Unica solucién de F(x) = 0 es x = 0 que es el Unico
punto de equilibrio de la ecuacion.

2) Estabilidad de los puntos de equilibrio. Como F’(x)=r >0y, en particular,
F’(0)=r>0, el punto de equilibrio x =0 es inestable.

Ecuaciones diferenciales auténomas y dinamica de poblaciones



Ecuaciones diferenciales auténomas
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punto de equilibrio de la ecuacion.

2) Estabilidad de los puntos de equilibrio. Como F’(x)=r >0y, en particular,
F’(0)=r>0, el punto de equilibrio x =0 es inestable.

3) Intervalos de monotonia y comportamiento asintético de las soluciones. El
punto x = 0 determina dos intervalos abiertos R~ =] —»,0[ y R* =]0,+o[; en
cada uno de ellos F tiene signo constante. Tenemos que F es positiva en RT y
negativa en R~. Por tanto, las soluciones de la ecuacién, distintas de la solucién
x =0, o bien son siempre positivas y estrictamente crecientes o bien son
negativas y estrictamente decrecientes.
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punto x = 0 determina dos intervalos abiertos R~ =] —»,0[ y R* =]0,+o[; en
cada uno de ellos F tiene signo constante. Tenemos que F es positiva en RT y
negativa en R~. Por tanto, las soluciones de la ecuacién, distintas de la solucién
x =0, o bien son siempre positivas y estrictamente crecientes o bien son
negativas y estrictamente decrecientes.

Si x es una solucién positiva (resp. negativa) se tiene que t||’m x(t)=0y
——00

tL'TwX(t) = +oo (resp. tL'TwX(t) =0y tL'TooX(t) = —).
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negativa en R~. Por tanto, las soluciones de la ecuacién, distintas de la solucién
x =0, o bien son siempre positivas y estrictamente crecientes o bien son
negativas y estrictamente decrecientes.

Si x es una solucién positiva (resp. negativa) se tiene que t||’m x(t)=0y
——00
lim x(t) =+ (resp. lim x(t) =0y Iim x(t) = —c0).
t—+o0 t——o0 t—4o00

4) Concavidad y convexidad de las soluciones. Como x” = r2x, las soluciones
positivas son convexas y las negativas son concavas. No hay niveles de inflexion.
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suponemos que r > 0, que es una ED auténoma x’ = F(x) con F(x) = rx.Puesto
que la funcion F es derivable con derivada continua se verifica el teorema de
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F’(0)=r>0, el punto de equilibrio x =0 es inestable.

3) Intervalos de monotonia y comportamiento asintético de las soluciones. El
punto x = 0 determina dos intervalos abiertos R~ =] —»,0[ y R* =]0,+o[; en
cada uno de ellos F tiene signo constante. Tenemos que F es positiva en RT y
negativa en R~. Por tanto, las soluciones de la ecuacién, distintas de la solucién
x =0, o bien son siempre positivas y estrictamente crecientes o bien son
negativas y estrictamente decrecientes.

Si x es una solucién positiva (resp. negativa) se tiene que t||’m x(t)=0y
——00
lim x(t) =+ (resp. lim x(t) =0y Iim x(t) = —c0).
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4) Concavidad y convexidad de las soluciones. Como x” = r2x, las soluciones
positivas son convexas y las negativas son concavas. No hay niveles de inflexion.

Podemos resumir toda esta informacion en la siguiente gréfica.
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Consideremos la ecuacién logistica

x’(t):rx(t)(l—%) (r>0,K >0) (5)

: X ,
o, simplemente, x’ = rx (1 - K)' que es una ED auténoma x’ = F(x) con

F(x)=rx (1—%).
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F(x)=rx (1 - K) .Puesto que la funcion F es derivable con derivada

continua se verifica el teorema de existencia y unicidad para el problema de
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o, simplemente, x’ = rx (1 - %) que es una ED auténoma x’ = F(x) con

X - . .
F(x)=rx (1 - K) .Puesto que la funcion F es derivable con derivada

continua se verifica el teorema de existencia y unicidad para el problema de
Cauchy.

1) Puntos de equilibrio. La soluciones de la ecuacion F(x) =0sonx =0y
x = K que son los Unicos puntos de equilibrio de la ecuacién.
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Consideremos la ecuacién logistica

x’(t):rx(t)(l—%) (r>0,K >0) (5)

: X ,
o, simplemente, x’ = rx (1 - K)' que es una ED auténoma x’ = F(x) con

X L . .

F(x)=rx (1 - K) .Puesto que la funcion F es derivable con derivada
continua se verifica el teorema de existencia y unicidad para el problema de
Cauchy.

1) Puntos de equilibrio. La soluciones de la ecuacion F(x) =0sonx =0y
x = K que son los Unicos puntos de equilibrio de la ecuacién.

2) Estabilidad de los puntos de equilibrio. Como
2 2 .
F’(x):r—? =r 1—% y, en particular, F’(0)=r >0, el punto de

equilibrio x =0 es inestable. Como F'(K) = —r < 0, el punto de equilibrio
x =K es estable.
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3) Intervalos de monotonia y comportamiento asintotico de las
soluciones.
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3) Intervalos de monotonia y comportamiento asintotico de las
soluciones.Los punto X =0y x =K determinan tres intervalos abiertos
I3 =] —,0[, I =]0,K[y I3 =]K,+oo[; en cada uno de ellos F tiene signo
constante.
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soluciones.Los punto X =0y x =K determinan tres intervalos abiertos
I3 =] —,0[, I =]0,K[y I3 =]K,+oo[; en cada uno de ellos F tiene signo
constante.Tenemos que F es negativa en Iy, positiva en |, y negativa en
I3.
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I3 =] —,0[, I =]0,K[Yy I3 =]K,+o[; en cada uno de ellos F tiene signo
constante.Tenemos que F es negativa en Iy, positiva en |, y negativa en
I3.Por tanto, las soluciones de la ecuacion con valores en I, son negativas y
estrictamente decrecientes, las soluciones de la ecuacion con valores en |,
son positivas y estrictamente crecientes, y las soluciones de la ecuacion con
valores en I3 son positivas y estrictamente decrecientes.
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3) Intervalos de monotonia y comportamiento asintotico de las
soluciones.Los punto X =0y x =K determinan tres intervalos abiertos

I3 =] —,0[, I =]0,K[Yy I3 =]K,+o[; en cada uno de ellos F tiene signo
constante.Tenemos que F es negativa en Iy, positiva en |, y negativa en
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valores en I3 son positivas y estrictamente decrecientes.

4) Concavidad y convexidad de las soluciones.
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4) Concavidad y convexidad de las soluciones.Como

X" = F/(x)x" = F'(x)F () = rx (1_ ZK_X) (1-%)

Las soluciones con valores en |; son concavas,
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2x X
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Las soluciones con valores en |; son cdéncavas,las soluciones con valores en
I3 son convexas
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4) Concavidad y convexidad de las soluciones.Como
2x X
" __ I/ __ 2 _ _ =
X _F(x)x_F(x)F(x)_rx(l K)(l K)

Las soluciones con valores en |; son cdéncavas,las soluciones con valores en
I3 son convexasy las soluciones con valores en |, pasan de convexas a
concavas en un punto t para el que x(t) =K /2.
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3) Intervalos de monotonia y comportamiento asintotico de las
soluciones.Los punto X =0y x =K determinan tres intervalos abiertos

I3 =] —,0[, I =]0,K[Yy I3 =]K,+o[; en cada uno de ellos F tiene signo
constante.Tenemos que F es negativa en Iy, positiva en |, y negativa en
I3.Por tanto, las soluciones de la ecuacion con valores en I, son negativas y
estrictamente decrecientes, las soluciones de la ecuacion con valores en |,
son positivas y estrictamente crecientes, y las soluciones de la ecuacion con
valores en I3 son positivas y estrictamente decrecientes.

4) Concavidad y convexidad de las soluciones.Como
2x X
" __ I/ __ 2 _ _ =
X _F(x)x_F(x)F(x)_rx(l K)(l K)

Las soluciones con valores en |; son cdéncavas,las soluciones con valores en
I3 son convexasy las soluciones con valores en |, pasan de convexas a
concavas en un punto t para el que x(t) = K /2.Deducimos que hay un nivel
de inflexion x = K /2. Es el Gnico nivel de inflexion ya que los demas valores
que anulan a x” son los puntos de equilibrio.

Podemos resumir toda esta informacion en la siguiente gréfica.
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