
Soluciones de los ejercicios del examen de Fundamentos Matemáticos I
Segundo curso de Ingeniería de Telecomunicación - febrero de 2006

1 a) (0.25 puntos) Justifica que el campo vectorialF(x,y) =

(

1
2

log(x2 + y2),−arctg
y
x

)

es conservativo en el

abiertoΩ = {(x,y) : x > 0}.

b) (1 punto) Seanx > 0, y∈R. Pongamosa = (1,0), b = (x,0), c = (x,y). Calcula explícitamente la función

f (x,y) =
w

[a,b]

F.dr +
w

[b,c]

F.dr

y comprueba que es una función potencial deF enΩ.

Solución a)PongamosP(x,y) =
1
2

log(x2 + y2), Q(x,y) = −arctg
y
x

. Tenemos que para todo(x,y)∈Ω es

∂P
∂y

(x,y) =
y

x2 + y2 =
∂Q
∂x

(x,y)

Además,Ω es un dominio simplemente conexo. LuegoF es conservativo enΩ.

b) El segmento[a,b] puede describirse porr(t) = (t,0) donde 16 t 6 x. Luego

w

[a,b]

F.dr =

xw

1

F(t,0).r ′(t)dt =

xw

1

F(t,0).(1,0)dt =

xw

1

P(t,0)dt =

xw

1

log(t)dt = 1− x+ x logx

El segmento[b,c] puede describirse porr(t) = (x, t) donde 06 t 6 y. Luego

w

[b,c]

F.dr =

yw

0

F(x, t).r ′(t)dt =

yw

0

F(x, t).(0,1)dt =

yw

0

Q(x, t)dt = −

yw

0

arctg
t
x

dt =

= −y arctg
y
x

+
1
2

x log(x2 + y2)− x logx

Donde en ambos casos hemos usado la integración por partes para calcular las primitivas correspondientes. En
el primero de los cálculos se ha supuesto implícitamente que 1< x y en el segundo quey > 0. Pero es fácil ver
que se obtiene el mismo resultado si 0< x < 1 o y < 0. Hemos obtenido así que

f (x,y) = 1− x− y arctg
y
x

+
1
2

x log(x2 + y2)

Es inmediato comprobar que para todo(x,y)∈Ω es

∂ f
∂x

(x,y) = P(x,y),
∂ f
∂y

(x,y) = Q(x,y)

Por tanto,f es una función potencial deF enΩ.

2 (1 punto) Calcula la integral de línea
w

Γ

(

ex2
−y3)dx +

(

ey2
+x3)dy . DondeΓ es la frontera positivamente

orientada de la región del planoΩ limitada por las circunferenciasγ1 = C((0,1),1) y γ2 = C((0,2),2).
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SoluciónPongamosP(x,y) = ex2
−y3, Q(x,y) = ey2

+x3, y

Ω =
{

(x,y) : x2 +(y−1)2
> 1, x2 +(y−2)2

6 4
}

=
{

(x,y) : 2y 6 x2 + y2
6 4y

}

Usando el teorema de Green y un cambio de variable a coordenadas polares, tenemos que:
w

Γ

P(x,y)dx +Q(x,y)dy =
ww

Ω

(

∂Q
∂x

(x,y)−
∂P
∂y

(x,y)

)

d(x,y) = 3
ww

Ω

(x2 + y2)d(x,y) = 3
ww

B

ρ3d(ρ,ϑ)

donde

B = {(ρ,ϑ) : (ρcosϑ,ρsenϑ)∈Ω}= {(ρ,ϑ) : 2senϑ 6 ρ 6 4senϑ}= {(ρ,ϑ) : 2senϑ 6 ρ 6 4senϑ, 06 ϑ 6 π}

La condición 06 ϑ 6 π es consecuencia de que senϑ > 0. Usando ahora el teorema de Fubini deducimos que

3
ww

B

ρ3d(ρ,ϑ) = 3
πw

0

[

4senϑw

2senϑ

ρ3dρ

]

dϑ = 180
πw

0

sen4 ϑdϑ =

= 180
πw

0

sen2 ϑ(1−cos2 ϑ)dϑ = 180
πw

0

sen2 ϑdϑ −45
πw

0

(2senϑcosϑ)2dϑ =

= 180
πw

0

sen2 ϑdϑ −45
πw

0

sen2(2ϑ)dϑ =
135
2
π

3 SeaS la parte del paraboloidez = x2 + y2 que queda bajo el planoz = 2x, y sear la curva intersección de
ambos. Calcular la circulación del campo vectorialF(x,y,z) = (z,x,y) a lo largo der .

a) (0.75 puntos) Usando el teorema de Stokes (consideraS orientada por la normal con componentez > 0).

b) (0.75 puntos) Directamente (considera la orientación apropiada parar ).

Solución

a) La superficie del paraboloide es una gráfica que tiene como
ecuaciones paramétricasγ(x,y) = (x,y,x2+y2). SeaS la par-
te de dicha superficie que queda bajo el planoz = 2x . Tene-
mos que(x,y,x2 + y2)∈ S siempre quex2 + y2

6 2x, equi-
valentemente,(x − 1)2 + y2

6 1, por lo que las ecuaciones
paramétricas deS son

γ(x,y) = (x,y,x2 + y2), (x,y)∈Ω

donde hemos representado porΩ =
{

(x,y) : x2 + y2
6 2x

}

el disco en el planoXY de centro(1,0) y radio 1. Un vector
normal a la superficieS es

∂γ
∂x

×
∂γ
∂y

= (−2x,−2y,1) (1)

cuya componentez es positiva.

El teorema de Stokes nos dice que (con la orientación adecuada parar )
w

r

F.dr =
ww

S

rotF.dS

Departamento de Análisis Matemático
Universidad de Granada

Fundamentos Matemáticos I
2o Ingeniería de Telecomunicación



Ejercicios del examen del 13 de febrero de 2006 3

Fácilmente se calcula que rotF(x,y,z) = (1,1,1). Tenemos así que:
ww

S

rotF.dS =
ww

Ω

(1,1,1).(−2x,−2y,1)d(x,y) =
ww

Ω

(1−2x−2y)d(x,y) =

= π−2
ww

Ω

(x+ y)d(x,y) = π−2
ww

B

(cosϑ+senϑ)ρ2d(ρ,ϑ) =

(B = {(ρ,ϑ) : (ρcosϑ,ρsenϑ)∈Ω} = {(ρ,ϑ) : ρ 6 2cosϑ, −π/26 ϑ 6 π/2})

= π−2
π/2w

−π/2

[

2cosϑw

0

(cosϑ+senϑ)ρ2dρ

]

dϑ = π−
16
3

π/2w

−π/2

(cosϑ+senϑ)cos3 ϑdϑ =

= π−
16
3

π/2w

−π/2

cos4 ϑdϑ = −π

b) Las dos superficies, el paraboloidez = x2 + y2 y el planoz = 2x, tienen la misma altura en los puntos del
planoXY que verifican la igualdadx2 + y2 = 2x o, lo que es lo mismo,(x−1)2 + y2 = 1. Por tanto, la curva
intersección de dichas superficies es el conjunto de puntos

{

(x,y,z) : (x−1)2 + y2 = 1, z = 2x
}

Pongamosx−1 = cost, y = sent, con lo que la condición(x−1)2+y2 = 1 se satisface de forma automática y
obtenemos que la curva viene dada por

r(t) = (1+cost,sent,2+2cost), 06 t 6 2π

Dicha curva tiene la orientación antihoraria que es la inducida por la normal interior (1), pues al recorrerla con
la cabeza apuntando en la dirección de dicha normal (es decir, andandopor encima del plano y empezando a
subir por el lado de la izquierda) la superficieS queda a nuestra izquierda.

w

r

F.dr =

2πw

0

F(r(t)).r ′(t)dt =

2πw

0

(2+2cost,1+cost,sent).(−sent,cost,−2sent)dt =

=

2πw

0

(−2sent −2sent cost +cost +cos2 t −2sen2 t)dt = −

2πw

0

sen2 t dt = −π
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4 Calcula el flujo saliente del campoF(x,y,z) = (xz,yx,zy) a través de la superficie cerrada formada por la
parte del cilindro (con sus dos tapaderas)x2 + y2 = 4 comprendida entre los planosz = 0 y z+ y = 2.

a) (1.25 puntos) Directamente (elige las orientaciones adecuadas para cadasuperficie).

b) (0.5 puntos) Usando el teorema de la divergencia.

SoluciónPongamosF(x,y,z) = (xz,yx,zy). El flujo saliente deF a través deS1 viene dado por

a) Poniendox = 2cost, y = 2sent, la condiciónx2 + y2 = 4 se
satisface automáticamente y podemos representar los puntos del
cilindro en la forma

{

(x,y,z) : x2 + y2
6 4, z∈R

}

= {(2cost,2sent,z) : 06 t 6 2π, z∈R}

SeaS1 la superficie formada por la parte del cilindrox2 + y2 = 4
comprendida entre los planosz = 0 y z = 2− y. Deducimos que
S1 viene dada por

γ1(t,z) = (2cost,2sent,z), 06 t 6 2π, 06 z 6 2−2sent

El vector
∂γ1

∂t
×

∂γ1

∂z
= (2cost,2sent,0)

es la normal exterior a la superficieS1.

ww

S1

F.dS =

2πw

0

[

2−2sentw

0

F(γ1(t,z)).(2cost,2sent,0)dz

]

dt = 4
2πw

0

[

2−2sentw

0

(z cos2 t +2cost sen2 t)dz

]

dt =

= 8
2πw

0

(cos2 t −2sent cos2 t +sen2 t cos2 t +2cost sen2 t −2cost sen3 t)dt =

= 8
2πw

0

(cos2 t +sen2 t cos2 t)dt = 10π

SeaS2 la tapadera inferior del cilindro que está definida por

γ2(ρ, t) = (ρcost,ρsent,0), 06 ρ 6 2, 06 t 6 2π

Un vector normal a dicha superficie es
∂γ2

∂ρ
×

∂γ2

∂t
= (0,0,ρ)

que claramente se trata de la normal interior, por lo que el flujo saliente deF a través deS2 viene dado por

ww

S2

F.dS =

2πw

0

[

2w

0

F(γ2(ρ, t)).(0,0,−ρ)dρ

]

dt =

2πw

0

[

2w

0

(0,ρ2cost sent,0).(0,0,−ρ)dρ

]

dt = 0

SeaS3 la tapadera superior del cilindro que está definida por

γ2(ρ, t) = (ρcost,ρsent,2−ρsent), 06 ρ 6 2, 06 t 6 2π
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Un vector normal a dicha superficie es
∂γ3

∂ρ
×

∂γ2

∂t
= (0,ρ,ρ)

que claramente se trata de la normal exterior, por lo que el flujo saliente deF a través deS3 viene dado por

ww

S3

F.dS =

2πw

0

[

2w

0

F(γ3(ρ, t)).(0,ρ,ρ)dρ

]

dt =

2πw

0

[

2w

0

(ρ3cost sent +2ρ2sent −ρ3sen2 t)dρ

]

dt = −4π

El flujo saliente deF a través deS1∪S2∪S3 es igual a 10π−4π= 6π.

b) El teorema de la divergencia afirma que el flujo saliente de un campo vectorial a través de una superficie
cerrada que es la frontera de un dominioΩ enR3 es igual a la integral de la divergencia del campo en dicho
dominio. En nuestro caso el dominio es

Ω =
{

(x,y,z) : x2 + y2
6 4, 06 z 6 2− y

}

y la divergencia del campo es divF(x,y,z) = x + y + z. NotemosD el disco de centro(0,0) y radio 2. El flujo
saliente deF a través de la frontera deΩ viene dado por

www

Ω

div F(x,y,z)d(x,y,z) =
ww

D





2−yw

0

(x+ y+ z)dz



 d(x,y) =
ww

D

(

2+2x− xy−
y2

2

)

d(x,y) =

= 8π+

2w

0

[

2πw

0

(

2ρcosϑ−ρ2cosϑsenϑ−
ρ2sen2 ϑ

2

)

ρdϑ

]

dρ =

= 8π−
1
2

2w

0

[

2πw

0

ρ3sen2 ϑdϑ

]

dρ = 8π−2π= 6π

5 a) (0.75 puntos) Calcula el desarrollo en serie de Fourier de la función periódica de periodo 2π dada por

f (t) =

{

0 si t∈]− π,0]

t si t∈ [0, π[

f (π) = π/2 y f (t +2π) = f (t) para todot∈R.

b) (0.75 puntos) Justifica que para todot∈R se verifica que la suma de la serie de Fourier def es igual af (t)

y deduce que
∞

∑
n=1

1
(2n−1)2 =

π
2

8
y

∞

∑
n=1

(−1)n+1

2n−1
=
π

4
.

Solución.a) Se calcula fácilmente, integrando por partes, que

cn =
1

2π

πw

0

t e−int dt =
i

2n
(−1)n +

1
2π

1

n2

(

(−1)n −1
)

y c0 =
π

4
. Deducimos que los coeficientes coseno y seno def vienen dados por

an = cn + c−n =
1

πn2

(

(−1)n −1
)

=⇒ a2n = 0, a2n−1 = −
2

π(2n−1)2

bn = i(cn − c−n) =
(−1)n+1

n
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y a0 =
π

2
.

b) La función f es periódica con periodo 2π y es derivable a trozos en[−π, π]. Además los únicos puntos
de discontinuidad def son los múltiplos impares deπ, donde la función salta de 0 aπ, y en dichos puntos la
función se ha definido igual aπ/2. Concluimos, en virtud del teorema de Riemann-Dirichlet, que la serie de
Fourier def converge en todo puntot∈R y su suma es igual af (t):

f (t) =
a0

2
+

∞

∑
n=1

(an cos(nt)+bn sen(nt)) =
π

4
−

2
π

∞

∑
n=1

1
(2n−1)2 cos((2n−1) t)+

∞

∑
n=1

(−1)n+1

n
sen(nt) (2)

Haciendo en esta igualdadt = 0, obtenemos

f (0) = 0 =
π

4
−

2
π

∞

∑
n=1

1
(2n−1)2 =⇒

∞

∑
n=1

1
(2n−1)2 =

π
2

8

Haciendo en la igualdad (2)t = π/2, obtenemos

f (π/2) =
π

2
=
π

4
+

∞

∑
n=1

(−1)n+1

n
sen(n π/2) =

π

4
+

∞

∑
n=1

(−1)2n

2n−1
sen((2n−1)π/2) =

π

4
+

∞

∑
n=1

(−1)n+1

2n−1

De donde se sigue que
∞

∑
n=1

(−1)n+1

2n−1
=
π

4
.

6 Dadoa∈R, a < Z, se define la función de periodo 2:f (t) = eiπat para−16 t < 1 y f (t) = f (t +2).

a) (0.5 puntos) Calcula la serie de Fourier def .

b) (0.5 puntos) Utiliza la igualdad de Parseval para deducir que
∞

∑
n=−∞

1
(a−n)2 =

π
2

sen2(πa)
.

Solución.a) Para todon∈Z tenemos que:

cn =
1
2

1w

−1

ei πat e−i πnt dt =
1
2

1w

−1

et(i πa−i πn) dt =
1
2

1
i πa− i πn

(

ei(πa−πn)−e−i(πa−πn)
)

=

=
1
2

1
i π(a−n)

2i sen(πa− πn) = (−1)n sen(πa)

π(a−n)

Deducimos que para−1 < t < 1 se verifica que

ei πat =
∞

∑
n=−∞

(−1)n sen(πa)

π(a−n)
ei πnt

b) La identidad de Parseval afirma que

1
T

T/2w

−T/2

| f (t)|2 dt =
∞

∑
n=−∞

|cn|
2

En nuestro caso será

1
2

1w

−1

∣

∣ei πat
∣

∣

2
dt =

1
2

1w

−1

1dt = 1 =
∞

∑
n=−∞

sen2(πa)

π
2(a−n)2 =⇒

∞

∑
n=−∞

1
(a−n)2 =

π
2

sen2(πa)
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