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Prólogo

En esta asignatura vas a estudiar algunos de los conceptos fundamentales del Análisis Mate-

mático. Su nombre, “Cálculo I”, es muy desafortunado porquenada tiene que ver con las técnicas

usuales del Cálculo: derivadas, integrales o ecuaciones diferenciales. Aquí vas a estudiar concep-

tos muy básicos pero imprescindibles porque ellos proporcionan los fundamentos para desarrollar

dichas técnicas. Debes saber que esos conceptos no son necesarios para las aplicaciones prácticas

del Cálculo. De hecho, no forman parte de la formación de los ingenieros. Para resolver problemas

prácticos aplicando técnicas de cálculo diferencial o integral solamente es preciso conocer dichas

técnicas y saber aplicarlas a situaciones concretas, no es necesario comprender sus fundamentos.

Pero la formación de un matemático, y tú estás leyendo esto porque quieres serlo, tiene que in-

cluir de forma destacada el estudio de los mismos. El Cálculocon fundamentos se llama Análisis

Matemático. Los ingenieros estudian Cálculo, los matemáticos estudiamos Análisis Matemático.

Lo principal en esta asignatura no son las técnicas sino los conceptos. Sucede que los conceptos

más básicos son los más abstractos y por eso esta es una asignatura difícil.

Al ser tan básica, los conocimientos previos necesarios para esta asignatura son muy pocos.

Es suficiente con que sepas usar las reglas de la aritmética para hacer cálculos simbólicos sencillos

(por ejemplo(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2 y cosas así) y que tengas una capacidad normal (seguro

que la tienes) para el razonamiento lógico - deductivo. Por lo demás, es conveniente que “olvides”

otras cosas que puedas saber de cálculo: límites de funciones, derivadas, integrales.

En esta asignatura debes aprender a justificar matemáticamente operaciones que seguramente

estás acostumbrado a realizar de forma más o menos mecánica sin entender muy bien lo que

haces. Por ejemplo, piensa en la famosa “regla de los signos”¿por qué es “(−x)(y) = −xy”, o

¿por qué es 0x= 0?.
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Prólogo IV

Algo que tienes que aprender es que los resultados matemáticos importantes, esos que lla-

mamos “teoremas”, están para usarse, y cada vez que uses uno de ellos deberás citarlo de forma

apropiada. Así mismo las definiciones están para ser aplicadas cada vez que sea preciso.

Uno de los objetivos principales es que aprendas a escribir matemáticas de forma correcta.

Esto es algo para lo que no hay reglas estrictas por lo que deberáspracticar escribiendo tú mismo,

a tu manera y con tus palabras, lo que acabas de estudiar. Pero debes tener en cuenta que cuando

se trata de explicar algo matemáticamente no hay mucho margen para la digresión o el adorno

literario, debes evitar divagar.

Además de acostumbrarte a escribir lo que has estudiado, debes aprender aleer las mate-

máticas correctamente. Esto es algo en lo que tienes que esforzarte porque solemos leer mal las

matemáticas. Trataremos esto con frecuencia durante el curso.

Es muy importante que hagas los ejercicios que se proponen enlos apuntes. La forma de

comprobar si has entendido bien los conceptos que has estudiado es hacer ejercicios en los que

tienes que usarlos. Si te gustan las matemáticas disfrutarás con el pequeño desafío que suponen los

ejercicios. Si un ejercicio está ahí propuesto es porque ya tienes las herramientas para hacerlo. El

tiempo que dediques a pensar un ejercicio nunca es tiempo perdido, en ese tiempo estás “haciendo

matemáticas”, estás desarrollando tu creatividad matemática. Comentar los ejercicios con los

compañeros o hacer ejercicios en grupo son formas divertidas de estudiar.

Ejercicios.

Ejercicio A. Considera el conjunto

{
1
n2 : n∈N

}
. ¿Cómo lo lees? ¿Lees las letras? ¿Lees algo

así como:“conjunto 1 dividido por n al cuadrado cuando n esta enN” ? Si lees así lo estás

leyendo muy mal porqueestás leyendo los símbolos no lo que estos significan.

Describe con palabras el conjunto anterior sin usar símbolos matemáticos.

Ejercicio B. Seguro que conoces el siguiente resultado: “seaf : [a,b]→ R continua y tal que

f (a) f (b) < 0 entonces hay algúnc∈]a,b[ tal que f (c) = 0”. ¿Cómo lo lees? Lees algo parecido

a esto:“Sea f de a b enR continua tal que f de a por f de b menor que cero entonces hay algún c

en a b tal que f de c igual a cero”. Pues si lo que reproduces mentalmente en tu cabeza se parece

a eso es que no te enteras de nada. Absolutamente de nada.

Enuncia el resultado anterior sin usar símbolos matemáticos.

Ejercicio C. Lee el epígrafe 1.1.1.“Axiomas, definiciones, teoremas, lemas, corolarios.”de

mi libro deCálculo diferencial e integral de funciones de una variable. Después de leerlo haz lo

siguiente:

a) Comenta la frase de Bertrand Russell:

http://www.ugr.es/~fjperez/textos/calculo_diferencial_integral_func_una_var.pdf


Prólogo V

La matemática pura es aquella ciencia en la que uno no sabe de qué está hablando

ni si lo que está diciendo es verdad.

b) Explica con todo detalle qué es lo que hacemos en matemáticas cuando demostramos un

teorema.

Ejercicio D. Cuando en una expresión matemática aparecen cuantificadores es muy importante

el orden de los mismos. Lee las siguientes afirmaciones (se supone queA⊂ R es un conjunto no

vacío de números reales):

a) Para todox∈A hay unz∈R que verificaz> x.

b) Hay unz∈R que verificaz> x para todox∈A.

Explica con detalle lo que se dice en a) y en b). ¿Te parece que se dice lo mismo en ambas?

Lectura recomendada. En mi página Web:Algunos consejos para resolver problemas

http://www.ugr.es/~fjperez/resolver_problemas.html


Capı́tulo1

Números reales. Conjuntos numerables

1.1. El cuerpo de los números reales. Operaciones algebraicas, orden.

Vamos a iniciar este curso presentando la estructura básicadel Análisis Matemático: el cuerpo

de los números reales. Veremos que los números reales contienen a los números racionales. Pero

también hay números reales, llamadosirracionales, que no son números racionales. Los números

irracionales se descubrieron por los pitagóricos hace unos2500 años en relación con el problema

de la medida de segmentos. Este descubrimiento tuvo consecuencias de largo alcance en el desa-

rrollo científico en Europa. Una teoría matemática de los números reales no fue elaborada hasta

el último tercio del siglo XIX1.

Solemos interpretar los números reales como puntos de una recta. Esto está muy bien como

ayuda a la intuición, pero debes evitar que la intuición te haga ver comoevidentesalgunas pro-

piedades de los números reales que no tienen nada de evidentes. Todas las propiedades de los

números reales se deducen a partir de los ocho axiomas que vamos a dar a continuación. Estos

axiomas definen una estructura muy abstracta en la que para nada interviene la idea denúmeros

como puntos de una recta. Por supuesto, dichos axiomas no nos dicen qué cosa sea un número

real, sino lo que podemos hacer con los números reales; establecen, por así decir, lasreglas del

1La apasionante historia de esta aventura puedes leerla en los capítulos 1 y 5 de milibro de Cálculo

1

http://www.ugr.es/~fjperez/textos/calculo_diferencial_integral_func_una_var.pdf
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juego.

La actitud que debes tener al leer lo que sigue esno dar por supuesto nada que no se diga de

forma explícita en los axiomas. Esto no es tan sencillo porque tú ya sabes muchas propiedades de

los números, las sabes desde hace mucho tiempo, te has acostumbrado a usarlas y, aunque segu-

ramente no sabes su justificación, consideras que no necesitan ser probadas. Estoy pensando en

propiedades como, por ejemplo, 0x= 0, (−x)y=−xy, 0< 1; pues bien, como estas propiedades

no aparecen de forma explícita en los axiomasdebes considerar quepueden ser deducidas de los

mismos. Es a esta actitud a la que me refiero. Empecemos ya el juego.

El cuerpo de los números reales es un conjunto, que notamosR, en el que están definidas una

estructura algebraica y una estructura de orden como se indica a continuación.

Estructura algebraica.

En R hay dos leyes de composición llamadas adición y producto quenotamos, respectiva-

mente, por(x,y) 7→ x+y, (x,y) 7→ xy que satisfacen los siguientes axiomas.

A1 [Propiedades asociativas](x+y)+z= x+(y+z) ; (xy)z= x(yz) para todosx,y,z enR.

A2 [Propiedades conmutativas]x+y= y+x ; xy= yx para todosx,y enR.

A3 [Elementos neutros]Hay elementos neutros para la adición y para el producto. Dichos ele-

mentos se suponendistintosy se representan, respectivamente, por 0 y 1.

0+x= x ; 1x= x para todox∈R.

A4 [Elementos opuesto e inverso]Para cada número realx hay un número real llamadoopuesto

de x, que representamos por−x, tal que x+(−x) = 0.

Para cada número realx distinto de 0,x 6= 0, hay un número real llamadoinverso de x, que

representamos porx−1, tal que xx−1 = 1.

A5 [Propiedad distributiva] (x+y)z= xz+yzpara todosx,y,z enR.

Una de las cosas que tienes que aprender este curso es aleer matemáticas. Esto no es tan fácil~
como parece y, de hecho, con frecuencia leemos muy mal las matemáticas. Esto se debe a que

con frecuencia leemos más de lo que hay escrito y damos por supuesto lo que en ningún sitio está

dicho. Por ejemplo, acabas de leer el axioma A4, en él se establece que todo número real tiene un

opuesto pero no se dice que tenga unúnicoopuesto. Si tú lo interpretas así estás leyendo más de

lo que hay en dicho axioma. Tampoco se dice en A4 que el 0 no tenga inverso. Lo que se dice es

que todo elemento distinto de 0 tiene inverso. Pero, ¿y el 0? ¿tiene o no tiene inverso?

También, con frecuencia, leemos menos de lo que hay escrito,porque no prestamos atención~
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o consideramos que lo que se dice es una obviedad o es innecesario. No leemos aquello cuyo

significado no entendemos. Por ejemplo, acabas de leer el axioma A3, en él se establece que el 1

y el 0 son distintos. Pues claro, dirás, eso es una evidencia,¿para qué hace falta decirlo? Pues sí,

hay que decirlo porque pudiera ocurrir que en una estructuraen la que se cumplan los axiomas

A1 – A5 los elementos neutros para la adición y el producto coincidan. ¿No te lo crees? Pues es

bien fácil de ejemplificar (aunque no hay muchos más ejemplos). Considera un conjunto formado

por un único elementoK= {u} y definimos las operación de adición y producto poru+u= u y

uu= u. El conjuntoK con dichas operaciones verifica los axiomas A1 – A5 y el elemento u es

elemento neutro para la adición y para el producto.

Se define ladiferencia x−y= x+(−y). También, supuestoy 6= 0, representamos su inverso

en la formay−1 =
1
y

; y el productoxy−1 = y−1x lo representamos porxy−1 = x
1
y
=

x
y
.

Usando los cinco axiomas A1 – A5 podemos probar algunas propiedades conocidas de la

suma y el producto.

1.1 Proposición. Sean x,y,z,w números reales, entonces:

i) x+z= y+z implica que x= y (ley de cancelación para la adición).

ii) El opuesto de un número real es único y−(−x) = x. En particular, el elemento neutro de la

adición es único.

iii) z 6= 0 y xz= yz implican que x= y (ley de cancelación para el producto).

iv) El inverso de un número real distinto de0 es único y si x6= 0 se tiene que(x−1)−1 = x. En

particular, el elemento unidad del producto es único.

v) x0= 0, en consecuencia0 no tiene inverso.

vi) xy= 0 implica que x= 0 o y= 0.

vii) (−x)y=−xy= x(−y) ; (−x)(−y) = xy.

viii) Si z 6= 0 6= w,
x
z

y
w

=
xy
zw

;
x
z
+

y
w

=
xw+zy

zw
.

Los cuatro primeros axiomas, A1–A4, nos dicen que(R,+), es decirR con la operación

adición, y(R\{0} , .), es decirR\{0} con la operación producto, songrupos abelianos.

Los cinco axiomas A1–A5 nos dicen que(R,+, .), es decirR con las dos operaciones de

adición y producto, es uncuerpo conmutativo.

Hay ejemplos de cuerpos conmutativos muy triviales. Por ejemplo, el conjunto formado so-

lamente por dos elementos distintosK = {u,v} con las operaciones suma,+, y producto,×,
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definidas por

u+u= u, u+v= v+u= v, v+v= u, u×u= v×u= u×v= u, v×v= v

verifica los axiomas A1 – A5, y es un cuerpo conmutativo en el que u es el elemento neutro de la

adición yv es elemento neutro del producto.

Antes de seguir debes recordar que el símbolo−x (léaseopuestode x) se define por una~
propiedad algebraica, a saber:−x es el (único) número que sumado conx es igual a 0. Hasta

ahora no se ha hablado de números positivos o negativos y, el símbolo,−x no tiene nada ver con

esos conceptos que pasamos seguidamente a considerar.

Estructura de orden.

En R hay un subconjunto, que notamosR+, cuyos elementos llamamosnúmeros positivos,

que satisface los siguientes axiomas.

A6 [Ley de tricotomía] Para cadax∈R se verifica una sola de las siguientes tres afirmaciones:

x= 0; x es positivo;−x es positivo.

A7 [Estabilidad de R+] La suma y el producto de números positivos es también un número

positivo.

Los opuestos de los números positivos, es decir los elementos del conjuntoR−={−x : x∈R+},

se llamannúmeros negativos. Observa que 0 no es positivo ni negativo.

Dadosx,y∈R, decimos quex es menor que yo también quey es mayor que x, y escribimosx< y

o y> x, cuando se verifica quey−x∈R+. Decimos quex es menor o igual que yo también que

y es mayor o igual que x, y escribimosx6 y o y> x, cuando se verifica quey− x∈ R+ ∪{0}.

Equivalentemente,x 6 y o y> x significa que o bien esx< y o esx= y. En adelante usaremos

las notaciones:R+
o = R+∪{0}, R−

o = R−∪{0} y R∗ = R\{0}. Observa que six∈R− entonces

−x∈R+.

Usando los siete axiomas A1 – A7 podemos probar algunas propiedades conocidas de las

desigualdades.

1.2 Proposición. Para todos x,y,z números reales se verifican las siguientes propiedades.

i) x 6 x (propiedad reflexiva).

ii) x 6 y e y6 x implican que x= y (propiedad antisimétrica).

iii) x 6 y e y6 z implican que x6 z (propiedad transitiva).

iv) Se verifica exactamente una de las tres relaciones: x< y, x= y, o y< x.
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v) x< y ⇐⇒ x+z< y+z.

vi) Si z> 0 entonces x< y ⇐⇒ xz< yz.

vii) Si z< 0 entonces x< y ⇐⇒ xz> yz.

viii) xy > 0 si, y sólo si, x e y son los dos positivos o los dos negativos. Enconsecuencia si x6= 0

es x2 > 0 y, en particular, 1> 0.

ix) z> 0 ⇐⇒ 1
z
> 0.

x) Si xy> 0 entonces x< y ⇐⇒ 1
y
<

1
x

.

Todas estas propiedades son fáciles de probar. Por ejemplo,para probar el puntovi), si x< y

se tiene quey− x> 0. Si ahora esz> 0, también seráz(y− x) > 0, es decir,zy− zx> 0, o sea,

zx< zy. Lo único que hemos usado aquí ha sido la definición de los símbolos “<” y “ >” y algunas

de las propiedades A1 – A7. Un estupendo ejercicio para que compruebes tus habilidades es que

demuestres todos los puntos de la proposición anterior.

La forma correcta de leer las matemáticas.

La forma en que están escritos los apartados de la proposición anterior no me gusta mucho.

Voy a decirte por qué y para eso voy a tratar aquí un defecto en el que solemos caer al leer o

estudiar matemáticas. Se trata de algo que realizamos de unamanera mecánica, y por ello no es

fácil de evitar, y que limita y condiciona mucho el alcance delo que entendemos y aprendemos.

Para ponerlo de manifiesto vamos a considerar un ejemplo. En uno de los ejercicios al final de

esta sección te propongo que pruebes que la igualdad

1
x

+
1
y

=
1

x+y
(1.1)

nuncaes cierta. Bien, supongamos que ya lo has probado. Seguidamente te pido que me digas

cuándo es cierta la igualdad
1

x+y2 +
1
z
=

1
x+y2+z

(1.2)

Tienes 15 segundos para contestar (y sobran 13). ¿Si? ¿No? ¡Son la mismaigualdad! Y, aquí es a

dónde yo quería llegar, si no te parecen la misma igualdad es porqueestás leyendo los símbolos

y no los conceptos, es porque ¡estás leyendo las letras! Claro, me dirás, las letras están para

leerse. De acuerdo, pero hay que ir siempre al significado de lo que se lee y no quedarse en la

superficie de los símbolos. Los símbolos proporcionan muchacomodidad para expresar las ideas

matemáticas, pero con frecuencia, si no sabemos leer bien susignificado,los símbolos pueden

ocultar los conceptos. En el ejemplo anterior, el hecho de que la igualdad (1.1) sea falsa, se

expresa de forma correcta diciendo que“la suma de los inversos de dos números nunca es igual

al inverso de su suma”. Por tanto, la igualdad (1.2) jamás puede darse pues es la misma igualdad
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(1.1) en la que se ha sustituidox porx+y2 ey porz. Pero tantox comox+y2 son números reales

cualesquiera e igual ocurre conze y. ¿Te das cuenta del problema? No es igual retener la idea de

que “1 dividido porx más 1 dividido pory nunca es igual a 1 dividido porx+y” que asimilar que

“la suma de dos inversos nunca es igual al inverso de la suma”.En el primer caso los símbolosx

e y tienen un protagonismo que no les corresponde, ocultan el concepto: si te fijas demasiado en

ellos no sabrás reconocer que (1.2) y (1.1) son la misma cosa.

Traduce los símbolos en conceptos. Cuando leas matemáticaspresta atención a los concep-~
tos y no retengas símbolos concretos.

Por ejemplo, la propiedadvi) de la proposición anterior debe leerse (y escribirse) en la forma:

“una desigualdad es equivalente a la obtenida multiplicando sus dos lados por un mismo número

positivo” o, más sencillamente, “una desigualdad se conserva al multiplicarla por un número

positivo”.

Es claro que entre dos números reales distintos siempre hay otros números reales, pues si

b< a entoncesb< (a+b)/2< a. Por tanto, sib< a entonces hay números que son mayores que

b y menores quea. En consecuencia, sia y b son números reales y no hay ningún número real

que sea mayor queb y menor quea tiene que verificarse quea6 b. Que no hay números mayores

queb y menores quea puede expresarse de dos formas equivalentes: “todo número mayor queb

es mayor o igual quea” y “todo número menor quea es menor o igual queb”. Obtenemos así el

siguiente resultado elemental pero que se utiliza con frecuencia.

1.3 Proposición. Sean a,b∈R. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

I) a6 b

II ) Para todo x> b se verifica que x> a.

III ) Para todo x< a se verifica que x6 b .

Teniendo en cuenta las igualdades de comprobación inmediata:

{x∈R : x> b}= {b+ ε : ε > 0} , {x∈R : x< a} = {a− ε : ε > 0} (1.3)

la proposición1.3puede enunciarse como sigue:

1.4 Proposición. Sean a,b∈R. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

I) a6 b.

II ) Para todoε > 0 se verifica que a6 b+ ε .

III ) Para todoε > 0 se verifica que a− ε 6 b.
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1.5 Definición. El valor absoluto de un númerox∈R se define como el número:

|x| =
{

x si x> 0

−x si x6 0

Geométricamente,|x| es la distancia dex al origen, 0, en la recta real. De manera más general:

|x−y|= distancia entrex ey

es la longitud del segmento de extremosx ey.

La siguiente estrategia es con frecuencia útil para probar igualdades o desigualdades entre

números positivos.

1.6 Estrategia. a) Para probar que dos números positivos son iguales es suficiente probar que

sus cuadrados son iguales.

b) Para probar una desigualdad entre dos número positivos essuficiente probar dicha desigual-

dad para sus cuadrados.

El enunciado anterior está hecho como a mi me gusta: con palabras y sin símbolos. Poniendo

símbolos, lo que se dice en el enunciado es que:

Dados a,b ∈ R+
o para probar que a= b es suficiente probar que a2 = b2 y para~

probar que a< b es suficiente probar que a2 < b2.

Todo lo dicho es consecuencia de queb2−a2 = (b−a)(b+a) y se tiene queb+a> 0.

Establecemos seguidamente algunas propiedades importantes del valor absoluto.

1.7 Proposición. Para x,y∈ R se verifica que:

i) |x|= 0 si, y sólo si x= 0, y |x|> 0 si x 6= 0.

ii) |x| = |−x| y |x2|= |x|2 = x2.

iii) |xy|= |x||y|.

iv) |x|6 y⇐⇒−y6 x6 y.

v) |x+y|6 |x|+ |y| y la igualdad se da si, y sólo si, xy> 0.

vi)
∣∣|x|− |y|

∣∣6 |x−y| y la igualdad se da si, y sólo si, xy> 0.

Te recuerdo que debes leer de forma correcta las propiedadesanteriores: no te fijes en las

letras sino en los conceptos. La propiedadiii) debes leerla“el valor absoluto de un producto es

igual al producto de los valores absolutos”. Por su parte, propiedadv) dice dos cosas:
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i) El valor absoluto de una suma es menor o igual que la suma de losvalores absolutos.

ii) El valor absoluto de una suma es igual a la suma de los valores absolutos si, y sólo si,

todos los sumandos son positivos o todos todos los sumandos son negativos.

La desigualdad|x+y|6 |x|+ |y| suele llamarsedesigualdad triangular.

De aquí en adelante marcaré con una(T) aquellos ejercicios que forman parte de la teoría y

cuyos resultados se necesitan con frecuencia para hacer otros ejercicios.

Ejercicios propuestos

1. Prueba las igualdades (1.3).

2. (T) Seana,b,c números reales dados cona> 0. Supongamos que la ecuación

ax2+bx+c= 0

tiene dos soluciones realesα < β . Estudia para qué valores dex∈R se verifica queax2+

bx+ c > 0. ¿Qué pasa si la ecuación tiene una única solución real doble? ¿Y si no tiene

soluciones reales? ¿Cómo cambian los resultados obtenidossi se supone quea< 0?

3. Calcula para qué valores dex∈R se verifica que
2x−3
x+2

<
1
3

.

4. Calcula para qué valores dex∈R se verifica que
x2−4x−2

x3+1
> 0.

5. Calcula para qué valores dex∈R se verifica que

∣∣∣∣
x3−5

x2−2x−3

∣∣∣∣6 1.

6. Calcula para qué valores dex∈R se verifica que
∣∣x2−6x+8

∣∣= x−2.

7. Calcula para qué valores dex∈R se verifica que|x−6|(1+ |x−3|)> 1.

8. Calcula para qué valores dex∈R se verifica que

∣∣∣∣
x−2

x2−2x−1

∣∣∣∣>
1
2

.

9. Calcula para qué valores dex∈R se verifica que

|x2+3x−9|= |x2+x−6|+ |2x−3| .

10. Calcula para qué valores dex∈R se verifica que|x+1|+ |x2−3x+2|< 4.

11. Sean 0< a< b. Calcula para qué valores dex se verifica que

1
x
+

1
a+b−x

<
1
a
+

1
b
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12. Prueba que cualesquiera sean los números reales positivosa> 0 y b> 0 se verifica que

a

2(a+b)
√

b
<

1√
b
− 1√

a+b

13. Establece condiciones para que las siguientes igualdades odesigualdades sean ciertas.

i) |x−5|< |x+1| ii) |x−1||x+2|= 3

iii) |x2−x|> 1 iv) |x−y+z|= |x|− |z−y|
v) |x−1|+ |x+1|< 1 vi) |x+y+z|= |x+y|+ |z|

vii) |x|− |y|= |x−y| viii) |x+1|< |x+3|

14. Prueba cada una de las siguientes desigualdades y estudia, en cada caso, cuando se da la

igualdad.

a) 2xy6 x2+y2, b) 4xy6 (x+y)2, c) x2+xy+y2 > 0.

15. Supuesto quex, y, x+y son números distintos de cero, prueba que
1

x+y
6= 1

x
+

1
y
.

Estableceremos a continuación la propiedad característica deR y lo haremos con el llamado

axioma del continuoo axioma de Dedekindpues dicho axioma refleja con precisión la idea de

queen la recta real no hay huecoso, dicho de otra forma sugerente,expresa numéricamente la

idea de continuidad. El enunciado que vamos a dar de este axioma no es el original sino una

adaptación del mismo2 que facilita su uso.

A8 [Axioma del continuo o de Dedekind]Dados subconjuntos no vacíosA y B de números

reales tales que todo elemento deA es menor o igual que todo elemento deB, se verifica que

existe un número realz∈ R que es mayor o igual que todo elemento deA y menor o igual que

todo elemento deB.

Simbólicamente:

Ø 6= A⊂R, Ø 6= B⊂ R
a6 b ∀a∈A, ∀b∈B

}
=⇒ ∃z∈R verificando que a6 z6 b ∀a∈A, ∀b∈B

Puedo imaginar tu asombro, incluso tu desencanto: ¿ese axioma que acabamos de enunciar

desvela el secreto de los números reales? ¿Cómo es posible que durante más de 2500 años a nadie

se le ocurriera algotan evidente? Para conocer algunos detalles de esta historia te aconsejoque

leas la secciónEvolución del concepto de númerodel capítulo 5 de mi libroCálculo diferencial e

integral de funciones de una variable.

Los ocho axiomas A1–A8 se expresan diciendo queR es uncuerpo ordenado completo.
2Idea de mi compañero, el profesor Rafael Payá.
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1.1.1. El principio del supremo. Intervalos

El axioma de Dedekind es muy intuitivo pero poco operativo. Usualmente se utilizan versio-

nes equivalentes del mismo que vamos a exponer seguidamente.

1.8 Definición. SeaE un conjunto no vacío de números reales.

i) Un númerov∈R se dice que es unmayorante o cota superiordeE si x6v para todox∈E.

ii) Un númerou∈R se dice que es unminorante o cota inferiordeE si u6x para todox∈E.

iii) Si hay algún elemento deE que también sea mayorante deE, dicho elemento es necesaria-

mente único, se llamamáximodeE y lo representaremos por máx(E).

iv) Si hay algún elemento deE que también sea minorante deE, dicho elemento es necesariamente

único, se llamamínimodeE y lo representaremos por mı́n(E).

v) Un conjunto de números reales que tiene algún mayorante sedice que estámayorado o acotado

superiormente.

vi) Un conjunto de números reales que tiene algún minorante se dice que estáminorado o acotado

inferiormente.

vii) Un conjunto de números reales que está mayorado y minorado se dice que estáacotado.

Ejercicios propuestos

16. Da ejemplos de conjuntosA⊆R tales que:

i) A no está mayorado ni minorado. ii)A está mayorado pero no minorado. iii)A tiene

mínimo y no tiene máximo.

17. (T) Prueba que un conjunto no vacíoA⊂ R está acotado si, y sólo si, hay un número real

M > 0 tal que para todoa∈A se verifica que|a|6 M.

18. Calcula el conjunto de los mayorantes y de los minorantes deA en los siguientes casos:

i) A= R+, ii) A= R−, iii ) A= {x∈R : 1< x< 2}, iv) A= {x∈R : 16 x6 2}.

19. SeaA=
{

x∈R+ : x2 < 2
}

. Prueba que el conjunto de los mayorantes deA es el conjunto

B=
{

z∈R+ : z2 > 2
}

.

Los dos resultados que siguen son reformulaciones equivalentes del axioma de Dedekind y se

usarán con frecuencia en este curso.

1.9 Teorema(Principio del supremo). Para todo conjunto de números reales no vacío y mayorado

se verifica que el conjunto de sus mayorantes tiene mínimo.
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Demostración. SeaA un conjunto de números reales no vacío y mayorado. SeaB el conjunto de

todos los mayorantes deA. Por hipótesis,B es no vacío. Para todosa∈A y b∈B se verifica que

a6 b. En virtud del axioma del continuo, existez∈R verificando quea6 z6 b para todoa∈A y

todob∈B. La desigualdada6 z para todoa∈A nos dice quezes un mayorante deA, por lo que

z∈B. La desigualdadz6 b para todob∈B, nos dice ahora quez es el mínimo deB. 2
Razonando por analogía tú debes probar el siguiente resultado.

1.10 Teorema(Principio del ínfimo). Para todo conjunto de números reales no vacío y minorado

se verifica que el conjunto de sus minorantes tiene máximo.

1.11 Definición. SeaE un conjunto de números reales no vacío.

i) Si E está mayorado se define elsupremo o extremo superiordeE, como elmínimo mayorante
deE y lo representaremos por sup(E).

ii) Si E está minorado se define elínfimo o extremo inferiordeE como elmáximo minorantede

E y lo representaremos por ı́nf(E).

1.12 Observaciones.Un númeroβ ∈ R es el supremo deE quiere decir, por definición, que:

1. x6 β para todox∈ E.

2. Ningún número menor queβ es mayorante deE, es decir, para cadau< β hay algúnx∈ E

tal queu< x.

Esto puede enunciarse de forma equivalente como sigue:

Para cadaε > 0 hay hay algúnxε ∈ E tal queβ − ε < xε .

Observa que las desigualdadesz> x (∀x∈E) son equivalentes a la desigualdadz> sup(E).

z> x (∀x∈E) ⇐⇒ z> sup(E) (1.4)

Un númeroα ∈R es el ínfimo deE quiere decir, por definición, que:

a) α 6 x para todox∈ E.

b) Ningún número mayor queα es minorante deE, es decir, para cadav> α hay algúnx∈ E tal

quex< v.

Esto puede enunciarse de forma equivalente como sigue:

Para cadaε > 0 hay hay algúnxε ∈ E tal quexε < α + ε .
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Observa que las desigualdadesz6 x (∀x∈E) son equivalentes a la desigualdadz6 ı́nf(E).

z6 x (∀x∈E) ⇐⇒ z6 ı́nf(E) (1.5)

1.13 Definición. Un conjuntoI ⊂ R se llama unintervalo si siempre que dos números están en

I todos los números comprendidos entre ellos dos también están en I . El conjunto vacío, Ø, se

considera también como un intervalo.

Los intervalos de números reales pueden ser fácilmente descritos gracias a los principios del

supremo y del ínfimo.

1.14 Proposición.Además deR y de Ø, los intervalos de números reales son los conjuntos que

se describen a continuación.

Intervalos acotados que tienen dos puntos extremos a y b (donde a6 b son números reales):

[a,b] = {x∈ R : a6 x6 b} (intervalo cerrado y acotado)

]a,b[ = {x∈ R : a< x< b} (intervalo abierto)

[a,b[ = {x∈ R : a6 x< b} (intervalo abierto a derecha y cerrado a izquierda)

]a,b] = {x∈ R : a< x6 b} (intervalo abierto a izquierda y cerrado a derecha)

Intervalos no acotados que tienen un único punto extremo c∈ R llamadoorigendel intervalo:

]−∞,c[ = {x∈R : x< c} (semirrecta abierta a la izquierda)

]−∞,c] = {x∈R : x6 c} (semirrecta cerrada a la izquierda)

]c,+∞[ = {x∈R : x> c} (semirrecta abierta a la derecha)

[c,+∞[ = {x∈R : x> c} (semirrecta cerrada a la derecha)

Como es la primera vez que aparecen, hay que decir que los símbolos +∞ (léase: “más

infinito”) y −∞ (léase: “menos infinito”); son eso: símbolos. No son números. Cada vez que

aparece uno de ellos en una situación determinada hay que recordar cómo se ha definido su

significado para dicha situación.

Las semirrectas abiertas,los intervalos abiertos acotados y la totalidad deR se llaman in-

distintamenteintervalos abiertos. Es evidente que los intervalos abiertos son precisamente los

intervalos que no tienen máximo ni mínimo. Las semirrectas cerradas y los intervalos cerrados y

acotados se llaman indistintamenteintervalos cerrados.
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Ejercicios propuestos

20. (T) a) Describe el conjunto de los mayorantes de un conjunto no vacío y mayorado de

números reales.

b) Describe el conjunto de los minorantes de un conjunto no vacío y minorado de números

reales.

21. SeaB el conjunto considerado en el ejercicio19, y seaα = mı́n(B). Prueba queα2 = 2.

22. (T) SeanA,B conjuntos no vacíos de números reales. Supongamos quea 6 b para todo

a∈ A y para todob∈ B. Entonces sup(A)6 ı́nf(B).

23. (T) SeaA⊆ R un conjunto no vacío y acotado. Definamos−A= {−a : a∈A}. ¿Qué rela-

ción hay entre los números sup(A), ı́nf(A), sup(−A), ı́nf(−A)?

24. (T) SiU es un conjunto no vacío de números reales distintos de cero definimos el conjunto

de los inversos de sus elementos:

inv(U) =

{
1
x

: x∈U

}

Supuesto queU está minorado y queα = ı́nf(U)> 0, prueba queinv(U) está mayorado y

sup(inv(U)) = 1
α .

25. SeanA, B, conjuntos no vacíos y acotados de números reales. Justificalas siguientes afir-

maciones:

i) (T) Si A⊆ B entonces sup(A)6 sup(B), ı́nf(A)> ı́nf(B).

ii) sup(A∪B) = máx{sup(A),sup(B)}.

26. SeanA y B conjuntos acotados de números reales tales queA∩B 6= Ø.

a) Prueba queA∩B está acotado y que

máx{ı́nf(A), ı́nf(B)}6 ı́nf(A∩B), sup(A∩B)6 mı́n{sup(A),sup(B)}

b) Prueba con un ejemplo que las dos desigualdades pueden serestrictas.

c) Prueba que siA y B son intervalos, dichas desigualdades son igualdades.

27. SeanA, B, conjuntos no vacíos de números reales. Definimos el conjunto:

A+B= {a+b : a∈A,b∈B}

Supuesto queA y B están mayorados, prueba que:

sup(A+B) = sup(A)+sup(B).

Supuesto queA y B están minorados, prueba que:

ı́nf(A+B) = ı́nf(A)+ ı́nf(B).
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28. SeanA, B, conjuntos no vacíos de números reales. Definimos el conjunto:

A−B= {a−b : a∈A,b∈B}

Supuesto queA está mayorado yB está minorado, prueba que:

sup(A−B) = sup(A)− ı́nf(B).

29. SeanA, B, conjuntos no vacíos de números reales. Definimos el conjunto:

AB= {ab : a∈A,b∈B}

Supuesto queA, B, son conjuntos no vacíos y mayorados de números reales positivos,

prueba que:

sup(AB) = sup(A)sup(B), ı́nf(AB) = ı́nf(A) ı́nf(B).

¿Es cierto este resultado si no se supone queA y B son conjuntos de números positivos?

30. (T) Prueba que un intervaloI 6= Ø, es un intervalo abierto si, y sólo si, para cadax∈ I se

verifica que hay algún númerorx > 0 tal que]x− rx,x+ rx[⊆ I .

31. (T) Dados dos números reales distintos,x 6= y, prueba que hay numerosε > 0 tales que los

intervalos]x− ε ,x+ ε [ y ]y− ε ,y+ ε [ son disjuntos.

1.1.2. Números naturales, enteros y racionales. Principiode inducción

Nuestro punto de partida es el cuerpo de los números reales ydentro del mismovamos a

destacar ciertos conjuntos de números: los naturales, los enteros y los racionales.

1.15 Definición. Un conjuntoA de números reales se llamainductivosi 1∈ A y siempre que un

número realx está enA se verifica quex+1 también está enA.

El conjunto de los números naturales, que representaremos por N, es la intersección de todos

los conjuntos inductivos de números reales.

1.16 Observación.Es claro queN es él mismo un conjunto inductivo: es el “más pequeño”

conjunto inductivo de números reales. Este hecho, que se deduce directamente de la definición de

N, constituye el llamado “principio de inducción matemática”.

Principio de inducción matemática. Si A es un conjunto inductivo de númerosnaturalesenton-

ces A=N.

El Principio de inducción matemática es la herramienta básica para probar que una cierta

propiedadP(n) es verificada por todos los números naturales. Para ello se procede de la siguiente

forma:
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A) Comprobamos que el número 1 satisface la propiedad, esto es, queP(1) es cierta.

B) Comprobamos quesi un númeron satisface la propiedad,entoncestambién el númeron+1

la satisface. Es decir comprobamos quesi P(n) es cierta,entoncestambién lo esP(n+1).

Si ahora definimos el conjuntoM = {n∈N : P(n) es cierta}, entonces el punto A) nos dice que

1∈M, y el punto B) nos dice que siempre quen está enM se verifica quen+1 también está en

M. LuegoM es un conjunto inductivo y, como,M ⊂N, concluimos, por el principio de inducción,

queM =N, o sea, queP(n) es cierta para todo número naturaln.

Observa que en B) no se dice que se tenga que probar queP(n) es cierta, sino que hay que~
demostrar la implicación lógica P(n) =⇒ P(n+ 1). Para demostrar dicha implicación lo que

hacemos essuponerque P(n) es cierta. Es por eso que suele llamarse aP(n) la hipótesis de

inducción.

Probaremos a continuación algunas propiedades de los números naturales.

1.17 Proposición.Para cada número natural n∈N, se verifica:

i) 16 n.

ii) n > 1 implica que(n−1) ∈ N.

iii) x ∈R+ y (x+n) ∈ N implican que x∈ N.

iv) m∈ N y m> n implican que(m−n) ∈ N.

v) m∈N y n< m implican que n+16 m.

vi) m∈ N implica que(m+n) ∈N y mn∈ N.

vii) N no tiene máximo.

Demostración. i) Basta notar que el conjuntoA= {x∈ R : 16 x} es inductivo, luegoN⊆ A.

ii) DefinamosB= {1}∪{n∈ N : n−1∈N}. Probaremos queB=N. ClaramenteB⊆ N y 1∈B.

Supongamos quen∈B. Entonces(n+1)−1=n∈B⊆N y por tanto(n+1)∈B. Hemos probado

así queB es inductivo por lo queB= N.

iii) SeaC= {n∈ N : P(n) es cierta} donde, para cada número naturaln∈N, P(n) es la siguiente

proposición:

“Si x∈ R+ y (x+n) ∈ N entoncesx∈ N”.

Probaremos queC es inductivo. Para probar que 1∈ C basta notar que six ∈ R+ y 1+ x ∈ N
entonces, por el apartado ii) anterior, tenemos que(1+x)−1= x∈N. Luego 1∈ C. Supongamos

quen∈C y seaz∈R+ tal quez+(n+1)∈N. Poniendox= z+1, tenemos quex∈R+ y n+x∈N
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luego, por estarn enC, x= z+1∈N y ahora, como ya sabemos que 1∈C, concluimos quez∈N
probando así quen+1∈C.

iv) Es consecuencia del punto iii) tomandox= m−n∈ R+.

v) Por el punto iv) sabemos quem−n∈N y, en consecuencia, por i),m−n> 1, esto es,m> n+1.

Este resultado nos dice que mı́n{m∈N : n< m}= n+1, es decir, que al número naturaln le

sigue eln+1.

vi) Fijemosm∈ N y definamos:

E = {n∈ N : m+n∈N} ; F = {n∈ N : mn∈ N}.

Todo lo que hay que hacer es probar queE = F = N para lo cual probaremos queE y F son in-

ductivos. Por serN inductivo tenemos que 1∈ E. Supueston∈E tenemos quem+(n+ 1) =

(m+ n) + 1 ∈ N porquem+ n ∈ N y N es inductivo. Luego(n+ 1) ∈ E. Por tantoE = N.

Evidentemente 1∈ F, y haciendo uso de lo ya demostrado deducimos que sin ∈ F también

m(n+1) = mn+m∈ N luego(n+1) ∈ F. En consecuenciaF = N.

vii) Es inmediato que el conjunto de los números naturales notiene máximo pues dadon ∈ N
tambiénn+1∈ N y, evidentemente,n+1> n. En consecuencia no hay ningún número natural

que sea mayor que todos los números naturales. 2
Seguidamente definimos los números enteros.

1.18 Definición. Un número realx decimos que es unenterosi x∈N o x= 0 o−x∈ N. Repre-

sentaremos porZ el conjunto de todos ellos.

A los números naturales se les llama tambiénenteros positivosy a sus opuestosenteros nega-

tivos.

Las propiedades de los enteros que se recogen en el siguienteresultado se deducen fácilmente

de las propiedades de los naturales antes vistas y del hecho inmediato de que un númerox∈R es

un entero si, y sólo si, puede escribirse de la formax= p−q donde p,q∈ N.

1.19 Proposición.Si p, q son números enteros se tiene que:

i) −p, p+q, pq son enteros.

ii) p < q implica que p+16 q.

Además, el conjunto de los números enteros no tiene máximo nimínimo.

Seguidamente definimos los números racionales de la forma usual.

1.20 Definición. Un número realx se dice que es un númeroracional si x= p/q dondep∈ Z y

q∈N. Representaremos con la letraQ el conjunto de todos los números racionales.
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Las siguientes propiedades de los números racionales son defácil comprobación.

1.21 Proposición. Si r, s son números racionales entonces−r, r + s, rs y, si r 6= 0, 1/r son

también racionales.

La forma más corriente de imaginar los números reales consiste en verlos como los puntos de

una recta. Es por ello que la afirmación“dado cualquier número real se verifica que hay algún

número natural mayor que él”puede parecer evidente. La intuición nos dice que asídebe sery, de

hecho, vamos a demostrarla. Observa que dicha afirmación involucra a todos los números reales

y, razonablemente, no cabe esperar que puedademostrarsesin hacer uso de alguna propiedad

específica deR. Para comprender adecuadamente lo que queremos hacer, conviene darse cuenta

de que lo quesí es evidentees que dado cualquier número racional se verifica que hay algún

número natural mayor que él. La dificultad está en el caso de que tengamos un número real,

x ∈ R, que no sea racional, pues entonces no sabemos todavía cómo relacionar dicho número

con algún número natural. Por ello la afirmación anterior no es, ni mucho menos, evidente. El

resultado que buscamos lo obtendremos como consecuencia del siguiente importante resultado.

1.22 Proposición.

a) Todo conjunto de números enteros no vacío y mayorado tienemáximo.

b) Todo conjunto de números enteros no vacío y minorado tienemínimo.

Demostración. SeaE ⊆ R no vacío y mayorado. En virtud del principio del supremo hay un

númeroβ ∈ R que es el mínimo mayorante deE. Puesto queβ −1< β , debe haber algúnz∈ E

tal queβ −1< z y, claro está,z6 β . Supongamos que los elementos deE son números enteros,

E ⊆ Z, y probemos que, en tal caso, debe serz= β . Si fueraz< β tendría que haber algúnw∈ E

tal quez< w6 β pero entonces el númerow−z es un entero positivo tal quew−z< 1 lo cual

es contradictorio. En consecuenciaz= β ∈ E y β es el máximo deE.

Análogamente se prueba, debes hacerlo, que un conjunto no vacío y minorado de enteros

tiene mínimo. 2
Como consecuencia del apartado b ) deducimos el siguiente resultado.

1.23 Proposición(Principio de buena ordenación deN). Todo conjunto no vacío de números

naturales tiene mínimo.

ComoN no tiene máximo, obtenemos como consecuencia inmediata delapartado a) que el

conjuntoN no está mayorado enR.

1.24 Proposición(Propiedad arquimediana). Dado cualquier número real se verifica que hay

números naturales mayores que él.



Potencias, raíces y números irracionales. Conjuntos densos 18

Durante mucho tiempo se admitió la existencia de unos números reales llamadosinfinitésimos

que eran númerosmuy pequeños, tanpequeñosque al multiplicarlos por cualquier número natural

seguían siendopequeños. No hay números reales que tengan esta propiedad, pues sia> 0 es un

número real (por pequeño que sea) yb> 0 es un número real (por grande que sea), la propiedad

arquimediana nos dice que hay números naturalesn∈N que verifican quen > b/a, es decir,

na> b.

Definimos seguidamente una importante función llamadafunción parte entera.

1.25 Proposición.Dado x∈R existe un único número entero q que verifica que q6 x< q+1.

Dicho número entero se llamaparte enterade x y se representa por E(x).

Ejercicios propuestos

32. SeaA=

{
1+

1
n

: n∈N
}

. Prueba que ı́nf(A) = 1. ¿TieneA mínimo? ¿Y máximo?

33. Calcula el ı́nf(A) y el sup(A) donde

A=

{
(−1)n n−1

n
: n∈N

}
.

Debes razonar tus respuestas. ¿TieneA máximo o mínimo?

34. Considera los conjuntos

A=

{
2− 1

n
: n∈ N

}
, B=

{
3+

1
n

: n∈ N
}
, C=

{(
2− 1

n

)(
3+

1
n

)
: n∈N

}
.

Calcula el supremo y el ínfimo deA,B,C e indica cuáles de ellos tienen máximo o mínimo.

Comprueba si se verifican las igualdades

sup(C) = sup(A)sup(B), ı́nf(C) = ı́nf(A) ı́nf(B).

¿Hay alguna contradicción con lo establecido en el ejercicio 29?

1.1.3. Potencias, raíces y números irracionales. Conjuntos densos

Definimos seguidamente las potencias enteras de los númerosreales.

1.26 Definición. Para cadax∈ R se definex1 = x, y xn+1 = xnx para todon∈N.

Si x 6= 0 se definex0 = 1.

Para todo entero negativoq y para todo número realx 6= 0 se definexq =

(
1
x

)−q

.
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Las siguientes propiedades de las potencias enteras se prueban fácilmente por inducción.

1.27 Proposición.Cualesquiera sean los números reales x,y distintos de cero y los enteros m,n

se verifica que:

i) xmxn = xm+n.

ii) (xy)n = xnyn. En particular,
1
xn =

(
1
x

)n

.

iii) (xm)n = xmn. En consecuencia, x2n > 0.

Además, si n∈ N, x,y∈ R+ entonces se verifica que x< y si, y sólo si, xn < yn.

Demostración. Probaremos el punto i) y la última afirmación. Tú debes probar los puntos ii) y

iii).

i) Empecemos probando que para todo enteroq se tiene quexqx= xq+1. Si q∈N o siq=−1

no hay nada que probar. Siq< −1 entoncesq+1 es un entero negativo y, de la definición dada,

se deduce que

xq+1 =

(
1
x

)−q−1

=

(
1
x

)−q−1(1
x

)
x=

(
1
x

)−q

x= xqx.

Fijemos ahora un enterom y probemos por inducción quexm+n = xmxn para todon∈ N. Según

acabamos de verxm+1 = xmx. Supongamos que paran∈ N esxm+n = xmxn. Entonces poniendo

q= m+n tenemos queq es un entero y

xm+n+1 = xq+1 = xqx= xm+nx= (xmxn)x= xm(xnx) = xmxn+1.

Finalmente, sim,n son enteros negativos

xmxn =

(
1
x

)−m(1
x

)−n

=

(
1
x

)−m−n

= xm+n

Queda así probado el punto i).

Para probar la afirmación última notemos que sia∈ R+ es inmediato quean ∈ R+ para todo

n∈ N. Por tanto, si tenemos que 0< a< 1, multiplicando esta desigualdad poran tenemos que

an+1 < an y, por inducción, deducimos quean < 1 paran∈N. Ahora, si 0< x< y, tenemos que

0< x/y< 1 por lo que

(
x
y

)n

=
xn

yn < 1 y deducimos quexn < yn. Recíprocamente, six,y∈ R+

y xn < yn entonces no puede serx= y y tampocox> y luego, necesariamente, esx< y. 2
Notación. Dadosn númerosa1,a2, · · · ,an representamos la suma de todos ellos por

n

∑
j=1

a j y el

producto de todos ellos por
n

∏
j=1

a j .
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Dados dos números enterosn> k> 0 se define:
(

n
k

)
=

n!
k!(n−k)!

donde n! =
n

∏
p=1

p

Es decir,n! es el producto de todos los números naturales menores o iguales quen. Se define

también 0!= 1. La igualdad
(

n
k−1

)
+

(
n
k

)
=

(
n+1

k

)
(16 k6 n) (1.6)

es de comprobación inmediata. A partir de ella se prueba fácilmente, por inducción sobren, que(n
k

)
es un número entero positivo.

El siguiente útil resultado se prueba por inducción.

1.28 Proposición(Fórmula del binomio de Newton). Cualesquiera sean los números reales a,b

y el número natural n se verifica que:

(a+b)n =
n

∑
k=0

(
n
k

)
an−kbk.

Demostración. Paran= 1 la igualdad del enunciado es trivialmente verdadera. Supongamos que

dicha igualdad se verifica paran∈ N. Entonces:

(a+b)n+1 = (a+b)(a+b)n = (a+b)

[
n

∑
k=0

(
n
k

)
an−kbk

]

=
n

∑
k=0

(
n
k

)
an+1−kbk+

n

∑
k=0

(
n
k

)
an−kbk+1 =

=
n

∑
k=0

(
n
k

)
an+1−kbk+

n+1

∑
k=1

(
n

k−1

)
an+1−kbk

= an+1+bn+1+
n

∑
k=1

[(
n
k

)
+

(
n

k−1

)]
an+1−kbk =

=
n+1

∑
k=0

(
n+1

k

)
an+1−kbk

Lo que prueba la validez de la igualdad paran+1. En virtud del principio de inducción, conclui-

mos que la igualdad del enunciado es cierta para todon∈N. 2
La siguientes igualdades se usan con frecuencia.

1.29 Proposición(Suma de una progresión geométrica). Sea x∈R, x 6= 1 y n∈N. Se verifica que:

n

∑
k=0

xk =
xn+1−1

x−1
(1.7)
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Demostración. Tenemos que:

(x−1)
n

∑
k=0

xk =
n

∑
k=0

xk+1−
n

∑
k=0

xk =
n+1

∑
k=1

xk−
n

∑
k=0

xk = xn+1−1

es decir

(x−1)
n

∑
k=0

xk = xn+1−1 (1.8)

De donde se deduce la igualdad del enunciado. 2
1.30 Proposición.Sean a,b∈R y q∈N, q> 2. Entonces se verifica la igualdad:

bq−aq = (b−a)
q−1

∑
k=0

bkaq−1−k (1.9)

Demostración. La igualdad es trivial sia= b. Supondremos, pues, quea 6= b. Sustituyendon por

q−1 y x por b/a en la igualdad (1.8) obtenemos:

(
b
a
−1

)q−1

∑
k=0

bk

ak =
bq

aq −1

Y, multiplicando poraq resulta:

(b−a)
q−1

∑
k=0

bkaq−1−k = bq−aq

2
El siguiente resultado será usado enseguida.

1.31 Proposición.Sea A un conjunto no vacío y mayorado de números reales positivos y k∈N,

k> 2. Seanα = ı́nf(A) y β = sup(A). Definamos el conjunto

B=
{

ak : a∈A
}

Se verifica quéınf(B) = αk y sup(B) = β k.

Demostración. Para todoa∈A se verifica que 0< a6 β lo que implica queak 6 β k. Por tanto,

β k es un mayorante deB. Usando la igualdad (1.9) obtenemos que para todoa∈A es:

β k−ak = (β −a)
k−1

∑
j=0

β k−1− ja j 6 (β −a)
k−1

∑
j=0

β k−1− jβ j = (β −a)kβ k−1

Dadoε > 0, hay algúnaε ∈A tal queβ − ε
kβ k−1 < aε . De la desigualdad anterior deducimos que

β k−ak
ε < ε , es decir,β k− ε < ak

ε . Lo que prueba (ver las observaciones1.12) queβ k = sup(B).
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La igualdad ı́nf(B) = αk es inmediata siα = 0 pues en tal caso, dadoε > 0, conε < 1, existe

aε ∈A tal que 0< aε < ε , lo que implica queak < εk < ε , esto es,ε no es minorante deB, luego

ı́nf(B) = 0. Siα > 0 la igualdad se reduce a lo antes probado usando lo visto en elejercicio24.2
Seguidamente probaremos que los números reales positivos tienen raíces de cualquier orden.

En la demostración se utiliza de forma esencial el principiodel supremo.

1.32 Proposición. Dados un número real a> 0 y un número natural k> 2, existe un único

número realpositivo b > 0 que verifica que bk = a. Dicho número real b se llama laraíz k-

ésima o de ordenk de a y se representa pork
√

a o por a1/k.

Además, si x> 0 e y> 0, se verifica que:

i) x < y si, y sólo si, k
√

x< k
√

y,

ii) k
√

xy= k
√

x k
√

y.

Demostración. Consideremos quea> 1. DefinamosE = {t ∈R+ : tk < a}. Tenemos que 1∈E

por lo queE 6= Ø. Como 1< a tenemos quea< ak, por lo que para todot ∈E es tk < ak y, por

tanto,t < a. Luego a es un mayorante deE. Por el principio del supremo,E tiene un mínimo

mayoranteb= sup(E)∈R. Probaremos quebk = a.

Para todon ∈ N tenemos queb < b(1 + 1/n) por lo que b(1 + 1/n) 6∈ E, es decir,

a 6 bk(1 + 1/n)k. Por tanto, el númeroa/bk es una cota inferior del conjunto

B=
{
(1+1/n)k : n∈N

}
y, por tanto,a/bk 6 ı́nf(B). Pero, como consecuencia del ejercicio32y

de la proposición anterior, tenemos que ı́nf(B) = 1. Luegoa/bk 6 1, esto es,a6 bk.

Para todon ∈ N tenemos queb/(1 + 1/n) < b, por lo que hay algúnt ∈ E tal que

b/(1+1/n) < t, lo que implica quebk/(1+1/n)k < tk < a. Deducimos quebk/a< (1+1/n)k y,

al igual que antes, concluimos quebk/a6 1, esto es,bk 6 a.

El caso en que 0< a < 1 se reduce al anterior por la consideración de 1/a. El caso en que

a= 1 es trivial.

Hemos probado quebk = a. La unicidad de dicho númerob y las afirmaciónes i) y ii) del

enunciado se deducen directamente de las propiedades de laspotencias naturales. 2
Naturalmente, para todok∈N se tiene quek

√
0= 0, caso que no hemos considerado por su

trivialidad.

Recordemos también la notación usual
√

x para representar la raíz cuadrada o de orden 2 de

x> 0, es decir
√

x= x1/2. Observa que para todox∈R se tiene que
√

x2 = |x|.

Si x> 0 y k es un entero negativo, se definex1/k =
1

−k
√

x
.

Si x< 0 y k esimpar se define k
√

x=− k
√

|x|.
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Hasta ahora nada hemos dicho de la existencia de números reales que no sean racionales.

Dichos números se llamanirracionales. El siguiente es un primer resultado al respecto.

1.33 Proposición.Dados k∈ N, k> 2 y n∈ N, se verifica quek
√

n o bien es un número natural

o bien es irracional.

Este resultado nos dice que, por ejemplo,
√

2 o 3
√

5 son irracionales.

El siguiente resultado es importante para entender cómo están “repartidos” en la recta real los

números racionales e irracionales.

1.34 Definición.Un conjuntoA de números reales se dice que esdensoen un intervaloI , si entre

dos números reales cualesquiera deI siempre hay algún número real que está enA. En particular,

A es denso enR si en todo intervalo abierto no vacío hay puntos deA.

1.35 Proposición.Los conjuntosQ yR\Q son densos enR.

1.1.4. La desigualdad de las medias

La demostración del siguiente resultado es otro ejemplo delprincipio de inducción.

1.36 Lema. Si el producto de n números positivos es igual a1, entonces su suma es mayor o

igual que n. Y la suma es igual a n si, y sólo si, todos ellos son iguales a 1.

Demostración. Para cada número naturaln, seaP(n) la proposición“si el producto de n nú-

meros positivos es igual a1, entonces su suma es mayor o igual que n”. Demostraremos por

inducción queP(n) es verdadera para todon∈N. TrivialmenteP(1) es verdadera. Supongamos

queP(n) es verdadera. Consideremosn+ 1 números positivos no todos iguales a 1 cuyo pro-

ducto sea igual a 1. En tal caso alguno de dichos números, llamémoslex1, tiene que ser menor

que 1 y otro, al que llamaremosx2, tiene que ser mayor que 1. Notandox3, · · · ,xn+1 los restantes

números se tiene que:

(x1x2)x3 · · ·xn+1 = 1

Por tantox1x2, x3, · · · ,xn+1 son n números positivos con producto igual a 1 por lo que:

x1x2+x3+ · · ·+xn+1 > n (1.10)

Como 0< (1−x1)(x2−1), tenemos que:

x1+x2 > 1+x1x2 (1.11)

De (1.101) y (1.11) se sigue que:

x1+x2+x3+ · · ·+xn+1 > n+1
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Observa que la desigualdad obtenida es estricta. Hemos probado así queP(n+1) es verdadera.

Concluimos, por el principio de inducción, que la afirmacióndel enunciado es verdadera para

todo número naturaln. 2

En el siguiente teorema se establece una de las desigualdades más útiles del Cálculo.

1.37 Proposición (Desigualdad de las medias). Cualesquiera sean los números positivos

a1,a2, · · · ,an se verifica que:

n
√

a1a2 · · ·an 6
a1+a2+ · · ·+an

n
(1.12)

Y la igualdad se da si, y sólo si, a1 = a2 = · · ·= an.

Demostración. Basta ponerG= n
√

a1a2 · · ·an y xi =
ai

G
, 1 6 i 6 n, Claramente se verifica que

x1x2 · · ·xn = 1 por lo que, en virtud del lema anterior,
n

∑
i=1

xi > n es decir
n

∑
i=1

ai > nG que es la des-

igualdad que queremos probar. Se da la igualdad solamente cuandoxi = 1, para i = 1,2, . . . ,n, es

decir, cuandoa1 = a2 = · · ·= an. 2

Los números n
√

a1a2 · · ·an y
a1+a2+ · · ·+an

n
se llaman, respectivamente,medias geométrica y

aritméticade a1,a2, · · · ,an. La desigualdad de las medias tiene interesantes aplicaciones a pro-

blemas de extremos.

Ejercicios propuestos

35. Justifica las siguientes afirmaciones.

a) La suma de un número racional y un número irracional es un número irracional.

b) El producto de un número racional no cero por un número irracional es un número

irracional.

c) La suma y el producto de dos números irracionales puede serracional o irracional.

d) Los números
√

2+
√

3,
√

6−
√

2−
√

3 y

√
5+2

3
√

5+4
son irracionales.

36. Seana,b,c,d∈Q con c2+ d2 > 0 y x ∈ R\Q. ¿Qué condiciones deben cumplira,b,c,d

para que
ax+b
cx+d

sea racional?

37. Prueba que para todon∈N se verifica que
n5

5
+

n4

2
+

n3

3
− n

30
es un número natural.

38. Prueba, usando el principio de inducción, que para todon∈N se verifican las desigualdades

siguientes.
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a)
√

n6 1+
1√
2
+

1√
3
+ · · ·+ 1√

n
6 2

√
n

b) 1+
1
2
+

1
3
+

1
4
+ · · ·+ 1

2n > 1+
n
2

c)
1

2
√

n
6

1·3·5· · · (2n−1)
2·4·6· · · (2n)

6
1√

1+3n

39. Seax∈ R. Prueba que sup{r ∈ Q : r < x} = x = ı́nf{s∈ Q : x< s}. ¿Permanece válido

este resultado si se sustituyeQ por un conjuntoA denso enR?

40. Prueba que el cuadrado es el rectángulo de máxima área para unperímetro dado y de

mínimo perímetro para un área dada.

41. Calcula el rectángulo de mayor área inscrito en el círculo deecuaciónx2+y2 = r2.

42. Prueba que:
3
√

x− 3
√

y=
x−y

3
√

x2+ 3
√

xy+ 3
√

y2

1.2. Conjuntos infinitos y conjuntos numerables

Podemos preguntarnos cuál de los conjuntosQ y R\Q es “más grande”. La pregunta puede

sorprender porque tantoQ comoR\Q son conjuntos “infinitos” y, ya se sabe, el infinito es ..., eso,

¡el infinito! Pues no, hay muchos “infinitos” y unos son “más infinitos” que otros... . Fué Georg

Cantor (1845-1918) quien inició la teoría de conjuntos abstracta y definió el concepto de “número

transfinito”, su trabajo supuso una revolución en las matemáticas y obligó a realizar un examen

crítico de sus fundamentos. Nuestro propósito ahora es mucho más modesto: sólo queremos com-

paraQ conR\Q desde el punto de vista de su “tamaño”, es decir, de su “númerode elementos”.

Veremos que, aunqueQ es un conjunto infinito, sus elementos pueden ser “contados”, mientras

queR\Q también infinito, es tan grande que es imposible “contar” suselementos. En estas cues-

tiones todas las precauciones son pocas y hay que empezar a precisar conceptos.

Dadon∈N, el conjuntoS(n)= {k∈N : k6n} se llamasegmento de orden n.

Un conjuntoA se dice que esequipotentea otro B, y escribimosA∼ B, si existe una aplica-

ción biyectiva deA sobreB. Esta relación es una relación de equivalencia entre conjuntos pues

tiene las propiedades reflexiva (A∼ A), simétrica (siA∼ B entonces tambiénB∼ A) y transitiva

(si A∼ B y B∼C entoncesA∼C).

Intuitivamente, es claro que dos conjuntos equipotentes tienen “igual número de elementos”

...¡aunque este “número” pueda ser infinito!
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Un conjuntoA se llamafinito si es vacío o si existe un número naturaln∈ N tal que A es

equipotente aS(n).

El siguiente resultado puede probarse por inducción.

1.38 Proposición.Sean n y m números naturales y supongamos que S(n) y S(m) son equipo-

tentes. Entonces n= m.

Se deduce de la proposición anterior que siA es un conjunto finito y no vacío hay unúnico

n∈N tal queA∼S(n), dicho númeron se llamanúmero de elementosdeAy escribimos♯(A)= n.

Por convenio, se acepta que♯(Ø) = 0. Es claro que siA es finito conn elementos yA∼B entonces

B es finito conn elementos.

1.39 Proposición(Propiedades de los conjuntos finitos).

a) Todo subconjunto de un conjunto finito es finito. Dicho de otra forma, si B es un conjunto

finito y f : A→ B es una aplicación inyectiva entonces A es finito.

b) La imagen de un conjunto finito por una aplicación es un conjunto finito. Dicho de otra forma,

si A es finito y f: A→ B es una aplicación sobreyectiva, entonces B es finito.

El resultado siguiente, que se usa con frecuencia, se pruebafácilmente por inducción sobre el

número de elementos del conjunto.

1.40 Proposición.Todo conjunto finito no vacío de números reales tiene máximo ymínimo.

Un conjunto que no es finito se llamainfinito.

¡Esto no es un juego de palabras! Nótese que acabamos de dar “contenido matemático” a dos

términos hasta ahora usados de forma imprecisa. Ahora podemosdemostrarque un conjuntoA

es infinito probando que cualquiera sea el número naturaln nohay ninguna biyección deA sobre

S(n).

ComoN no tiene máximo deducimos, por la proposición1.40, queN es un conjunto infinito.

Por tanto, todo conjunto que contenga aN es infinito. También es claro que hay subconjuntos deN
que son infinitos. Probaremos ahora queN es el “más pequeño” conjunto infinito, pues cualquier

subconjunto infinito deN es equipotente aN.

1.41 Proposición.Seaϕ : N→ R una aplicación tal queϕ(n)< ϕ(n+1) para todo n∈ N. Se

verifica entonces queϕ es estrictamente creciente, es decir, si n,m son números naturales tales

que n< m entoncesϕ(n)< ϕ(m). En particular,ϕ es inyectiva.

Si además se supone queϕ toma valores enN, esto es,ϕ(N)⊆ N, entonces:

i) ϕ(n)> n para todo n∈ N.

ii) Si ϕ(N) = N, ϕ es la identidad, es decir,ϕ(n) = n para todo n∈ N.
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Demostración. Para probar la primera afirmación del enunciado fijemosn∈ N y probemos por

inducción queϕ(n) < ϕ(n+ k) para todok ∈ N. Parak = 1 nada hay que probar. Supuesto

ϕ(n)< ϕ(n+k) entonces, puesto queϕ(n+k)< ϕ(n+k+1), se sigue queϕ(n)< ϕ(n+k+1).

Ahora, sim∈ N, n< m tenemos quek= m−n∈ N y ϕ(n)< ϕ(n+k) = ϕ(m).

El punto i) se prueba fácilmente por inducción, pues, comoϕ(N)⊆N, claramenteϕ(1)> 1.

Supuesto queϕ(n)> n se sigue deϕ(n+1)> ϕ(n) que ϕ(n+1)> n y, por serϕ(n+1) ∈ N,

concluimos queϕ(n+ 1) > n+ 1. Supongamos, finalmente, queϕ(N) = N y consideremos el

conjunto:

B= {n∈ N : ϕ(n) 6= n} = (por i)) = {n∈ N : ϕ(n)> n}

Si B 6= Ø entonces, por el principio de buena ordenación,B tiene mínimo. Seap = mı́n(B).

Tiene que haber algúnq∈N tal que p= ϕ(q). En virtud de i) debe serp> q, y comoϕ(p)> p

tiene que serp > q. Pero entoncesq 6∈ B, por lo queϕ(q) = q lo cual es contradictorio. En

consecuenciaB= Ø, es decirϕ(n) = n para todon∈ N. 2
1.42 Proposición.Sea A un conjunto infinito de números naturales. Entonces existe una única

biyección creciente deN sobre A.

Demostración. Por serA infinito no puede estar contenido en ningún segmentoS(p), esto es, el

conjunto{x∈ A : p< x} no es vacío cualquiera seap∈ N. Haciendo uso del principio de buena

ordenación podemos definirf : N→ A por:

f (1) = mı́n(A)

f (n+1) = mı́n{x∈ A : f (n) < x} para todon∈ N

Con ello es claro quef (n) < f (n+ 1) para todon ∈ N. Del lema anterior se sigue quef es

creciente e inyectiva. Probaremos quef (N) = A. Puesto que, por su definición, esf (N) ⊆ A,

bastará probar que dicha inclusión no puede ser estricta. PongamosC = A\ f (N). Si C 6= Ø, sea

p= mı́n(C); esto es,p es elprimer elemento deA que no está enf (N). Es claro quep> mı́n(A).

Seaq= máx{x∈A : x< p}. Tenemos quep> q y q∈A peroq 6∈C por lo queq∈ f (N). Seak∈N
tal queq= f (k). Entonces, comof (k) < p, se tiene, por serf (k+1) = mı́n{x ∈ A : f (k) < x},

que f (k+1) 6 p. Como también esf (k+1) > f (k) = q y f (k+1)∈A, debe serf (k+1) > p.

Resulta así quef (k+1) = p lo cual es contradictorio. En consecuenciaC tiene que ser vacío, es

decir, f (N) = A.

Para probar la unicidad def supongamos queg es una biyección creciente deN sobreA. No-

tando g−1 la aplicación inversa deg, es inmediato comprobar que la aplicación

ϕ = f ◦ g−1 es una biyección creciente deN sobreN y, por el lema anterior, debe ser la iden-

tidad, f (g−1(n)) = n para todon∈N, por lo que f (k) = g(k) para todok∈N. 2
1.43 Definición. Un conjunto A se llamanumerablesi es vacío o si existe alguna aplicación

inyectiva deA enN.
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1.44 Proposición.Un conjunto es numerable si, y sólo si, es finito o es equipotente aN.

Demostración. Claramente todo conjunto finito es numerable. SeaA un conjunto infinito nume-

rable y seaϕ : A→ N una aplicación inyectiva. Tenemos entonces queA∼ ϕ(A) por lo que, al

serA infinito, se sigue queϕ(A) también es infinito y por el teorema anteriorϕ(A) ∼ N con lo

que tambiénA∼ N. 2
Evidentemente podemos contar los elementos de un conjunto finito y también sabemos contar

los números naturales (aunque nunca acabaríamos de contarlos). En consecuencia la proposición

anterior nos dice que los conjuntos numerables son aquelloscuyos elementos pueden contarse.

1.45 Proposición.Un conjunto no vacío A es numerable si, y sólo si, hay una aplicación sobre-

yectiva deN sobre A.

Demostración. Sea f :N→A una aplicación sobreyectiva. Para cada elementoa∈A el conjunto

{n∈ N : f (n) = a} no es vacío por lo que podemos definir, haciendo uso del principio de buena

ordenación, una aplicacióng : A→ N por:

g(a) = mı́n{n∈ N : f (n) = a} para todoa∈ A

Con ello se tiene quef (g(a)) = a para todoa∈ A lo que implica queg es inyectiva y por tanto

que A es numerable.

La afirmación recíproca es consecuencia de la proposición anterior. 2
1.46 Proposición.N×N yZ×N son equipotente aN.

Demostración. Seaϕ : N → N×N la aplicación dada porϕ(n) = (p,q) donde(p,q)∈N×N
verifica quen= 2p−1(2q−1). Es decir,p−1 es la mayor potencia de 2 que divida an (p= 1 si

n es impar). Es claro que la aplicación así definida es una biyección deN sobreN×N.

Es fácil probar que la aplicaciónσ : N×N→ Z×N dada por:

σ((p,q)) =

{
(p/2,q), si p es par;

((−p+1)/2,q), si p es impar.

es una biyección. Por tanto, la aplicaciónσ ◦ϕ : N→ Z×N es una biyección. 2
Dados dos números racionalesr < s, el número

r +s
2

también es racional yr <
r +s

2
< s. Se

deduce de aquí que el conjunto{x∈ Q : r < x< s} es no vacío y no tiene máximo (ni mínimo)

por lo que deducimos que dicho conjunto es infinito. Resulta así que entre cada dos números

racionales hay infinitos racionales. A pesar de ello no hay más números racionales que naturales.

La intuición aquí es engañosa.
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1.47 Proposición.El conjunto de los números racionales es numerable.

Demostración. Es consecuencia de las dos proposiciones anteriores y de que la aplicaciónf :

Z×N→Q dada porf (p,q) = p/q es sobreyectiva. 2
Por serQ numerable infinito sabemos queQ∼N, es decir, existen biyecciones deN sobreQ.

Hemos respondido en parte a nuestra pregunta inicial con un resultado muy sorprendente: ¡hay

tantos números racionales como números naturales! Nos falta todavía dar alguna información del

tamaño deR\Q.

1.48 Proposición(Principio de los intervalos encajados).

Para cada número natural n sea In = [an,bn] un intervalo cerrado no vacío y supongamos

que para todo n∈ N es In+1 ⊆ In . Se verifica entonces que:

i) α = sup{an : n∈ N}6 β = ı́nf{bn : n∈N},

ii)
⋂

n∈N
In = [α ,β ].

En particular, el conjunto
⋂

n∈N
In no es vacío.

Demostración. Las hipótesis Ø6= In+1⊆ In, implican quean 6 an+1 6 bn+1 6 bn para todon∈N.

Razonando como en la primera parte de1.41, deducimos que las aplicacionesn 7→ an y n 7→ −bn,

son crecientes, esto es,an 6 am, bm 6 bn siempre quen< m. Ahora, dadosp,q∈ N y poniendo

k = máx{p,q}, tenemos queap 6 ak 6 bk 6 bq. Hemos obtenido así que cualesquiera sean los

números naturalesp,q es ap 6 bq. Luego todo elemento deB= {bn : n∈ N} es mayorante de

A= {an : n∈N} y por tantoα = supA6 bn para todon∈N. Lo cual, a su vez, nos dice queα es

un minorante deB y por tanto concluimos queα 6 β = ı́nfB. Hemos probado i). La afirmación

ii) es consecuencia de quex∈
⋂

n∈N
In equivale a quean 6 x6 bn para todon∈N, lo que equivale a

queα 6 x6 β , es decirx∈ [α ,β ]. 2
1.49 Proposición.Dados dos números reales a< b se verifica que el intervalo[a,b] no es nu-

merable.

Demostración. Si [a,b] fuera numerable tendría que ser, en virtud de la proposición1.44, equi-

potente aN. Veamos que esto no puede ocurrir. Supongamos queϕ : N→ [a,b] es una biyección

deN sobre[a,b]. En particularϕ es sobreyectiva por lo que deberá ser[a,b] = {ϕ(n) : n∈ N}.

Obtendremos una contradicción probando que tiene que existir algún elementoz∈ [a,b] tal que

z 6∈ {ϕ(n) : n∈N}. Para ello se procede de la siguiente forma. Dividimos el intervalo[a,b] en tres

intervalos cerrados de igual longitud:
[
a,a+

b−a
3

]
,

[
a+

b−a
3

,b− b−a
3

]
,

[
b− b−a

3
,b

]
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y llamamosI1 al primero de ellos (es decir el que está más a la izquierda) que no contiene aϕ(1).

Dividamos ahora el intervaloI1 en tres intervalos cerrados de igual longitud y llamemosI2 al

primero de ellos que no contiene aϕ(2). Este proceso puede “continuarse indefinidamente” pues,

supuesto quen∈ N, n> 2, y que tenemos intervalos cerrados de longitudpositiva Ik, 16 k6 n,

tales queIk+1 ⊆ Ik para 16 k 6 n−1, y ϕ(k) 6∈ Ik para 16 k 6 n, dividimos el intervaloIn en

tres intervalos cerrados de igual longitud y llamamosIn+1 al primero de ellos que no contiene a

ϕ(n+1). De esta forma para cadan∈ N tenemos un intervalo cerradoIn no vacío verificándose

que In+1 ⊆ In y ϕ(n) 6∈ In para todon∈ N. El principio de los intervalos encajados nos dice que

hay algún número realz que está entodoslos In. Por tanto, cualquiera sean∈N, por serz∈ In y

ϕ(n) 6∈ In, se tiene necesariamente quez 6= ϕ(n), esto es,z 6∈ {ϕ(n) : n∈N} pero evidentemente

z∈ [a,b]. 2
1.50 Proposición.R y R\Q son conjuntos no numerables.

Demostración. Evidentemente todo subconjunto de un conjunto numerable también es numera-

ble. Como acabamos de ver que hay subconjuntos deR que no son numerables deducimos que

R no es numerable. Puesto queR = Q∪ (R\Q) y sabemos queQ es numerable yR no lo es,

deducimos queR\Q no es numerable. 2
El teorema anterior demuestra no solamente queR\Q no es vacío sino que “hay muchos

más números irracionales que racionales” pues mientras quepodemos enumerar los racionales

no podemos hacer lo mismo con los irracionales ya que no hay biyecciones deN sobreR\Q.

Nótese que ésta es una demostración deexistenciade números irracionales bastante sorprendente

pues, de una parte, prueba, ¡sin necesidad de dar ningún ejemplo concreto!, que hay números

irracionales pero, de hecho, prueba mucho más pues nos dice que el conjuntoR\Q tiene muchos

más elementos queQ.

Deducimos también la siguiente estrategia“para probar que un conjunto A⊂ R no es vacío

es suficiente probar que su complementoR\A es numerable”(¡con lo cual, de hecho, estamos

probando queA es infinito no numerable!).

Esta técnica de demostración de existencia es debida a Cantor, el creador de la teoría de con-

juntos. También se debe a Cantor el concepto de “número transfinito” o “cardinal” o “potencia”

de un conjunto. Todos los conjuntos equipotentes aN tienen el mismo cardinal que se representa

por ℵ0 (la letra ℵ es la primera letra del alfabeto hebreo y se lee “aleph”) y todos los conjunto

equipotentes aR tienen el mismo cardinal que se representa por la letrac y se llama “la potencia

del continuo”. Aunque claramente representan “números infinitos” creo que aceptarás queℵ0<c,

desigualdad que no se pretende explicar y que sólo se pone para motivar la curiosidad por estos

temas; ¡ya decíamos al principio que unos infinitos son más grandes que otros!

El siguiente resultado nos dice que si hacemos la unión de una“cantidad numerable” de con-

juntos numerables obtenemos un conjunto que sigue siendo numerable. El enunciado del teorema
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precisa estas ideas.

1.51 Proposición.Sea B un conjunto numerable no vacío. Supongamos que para cada x∈ B

tenemos un conjunto numerable no vacío Ax. Se verifica entonces que el conjuntoA =
⋃

x∈B

Ax es

numerable.

Demostración. Es suficiente probar que hay una aplicación sobreyectiva deN×N sobre A .

Por serB numerable hay una aplicación sobreyectivaφ : N → B. Para cadax ∈ B, por serAx

numerable, hay una aplicación sobreyectivaFx : N → Ax. Es muy fácil comprobar ahora que

la aplicación G : N×N → A definida porG(m,n) = Fφ(m)(n) para todo(m,n) ∈ N×N, es

sobreyectiva. 2
Ejercicios propuestos

43. i) Sean p∈N, p > 2 y A1,A2, . . . ,Ap conjuntos numerables. Prueba que el conjunto pro-

ducto cartesianoA1×A2×·· ·×Ap es numerable.

Sugerencia: procede por inducción sobrep.

ii) Prueba que el conjunto de todas las funciones polinómicas con coeficientes racionales

es numerable.

Sugerencia: una función polinómica con coeficientes racionales y de gradop > 0 puede

identificarse con un elemento deQp+1.

Un número realx se llamaalgebraicosi satisface una ecuación de la forma:

anxn+an−1xn−1+ · · ·+a1x+a0 = 0 (1.13)

dondean,an−1, . . . ,a1,a0 son números enteros conan 6= 0. El número naturaln se llama

grado de la ecuación. Si el númerox satisface (1.13) y no satisface ninguna otra ecuación

polinómica del mismo tipo, es decir con coeficientes enteros, pero con grado menor quen,

se dice quex es un número algebraico de gradon. Un número real que no es algebraico se

llama trascendente.

44. i) Justifica que todo número racional es algebraico y que hay números algebraicos irracio-

nales.

ii) Prueba que existen números trascendentes.

Sugerencia: ¿cuántos números algebraicos hay?



Capı́tulo2

Sucesiones, logaritmos y exponenciales

El Análisis Matemático no tiene símbolos para las ideas confusas.

E. Picard

En el estudio de los conjuntos numerables, realizado en el Capítulo 1, hemos tenido ocasión

de considerar uno de los aspectos del infinito: lo infinitamente grande. En este y en sucesivos

capítulos tendremos que considerar otro aspecto del infinito que es característico del Análisis

Matemático: lo infinitamente pequeño. En efecto, la peculiaridad del Análisis Matemático radica

en los distintos “procesos de convergencia” o de “paso al límite” que en él se consideran; ahora

bien, el concepto de “límite”, en su versión más frecuente de“límite de una magnitud variable”,

sugiere la idea de una cantidad a la cual se acercan los valores de dicha magnitud de manera que

la diferencia entre éstos y aquella llega a ser “infinitamente pequeña”. La dificultad de dar un

significado matemático preciso y coherente a lo “infinitamente pequeño” condujo a inventar los

misteriososinfinitésimos, lo que sólo sirvió para hacer aún más incomprensibles los procesos de

paso al límite usuales en el cálculo diferencial e integral.En este curso nos ocuparemos de tales

procesos empezando por el más elemental que trata de la convergencia de sucesiones de números

reales.

Pueden distinguirse cuatro partes en este capítulo. En la primera se estudian los conceptos y

32
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resultados básicos relacionados con la convergencia de sucesiones de números reales y en especial

de sucesiones monótonas. En la parte segunda se definen las funciones logaritmo y exponencial

naturales, probándose fácilmente las propiedades básicasde las mismas. En la tercera se prueban

dos importantes resultados: el Teorema de Complitud deR y el Teorema de Bolzano-Weierstrass.

En la última parte se estudian las sucesiones divergentes y se obtienen resultados, de gran utili-

dad práctica, relacionados con las “indeterminaciones” que aparecen con mayor frecuencia en el

cálculo de límites, destacando el Criterio de EquivalenciaLogarítmica y el Teorema de Stolz.

2.1. Sucesiones convergentes

Las sucesiones aparecen de manera natural en muchos cálculos que responden a unesquema

iterativo. Por ejemplo, al dividir 2 entre 3 obtenemos:

2
3
=

6
10

+
2
3

1
10

Igualdad que podemos usar ahora para obtener:

2
3
=

6
10

+

(
6
10

+
2
3

1
10

)
1
10

=
6
10

+
6

102 +
2
3

1
102

Y de nuevo

2
3
=

6
10

+
6

102 +

(
6
10

+
2
3

1
10

)
1

102 ==
6
10

+
6

102 +
6

103 +
2
3

1
103

y así podemos continuar tantas veces como queramos, obteniendo para cadan∈N la igualdad:

2
3
=

n

∑
k=1

6
10k +

2
3

1
10n .

Escribiendoxn =
n

∑
k=1

6
10k tenemos que 0<

2
3
−xn =

2
3

1
10n . Observa que, aunque los númerosxn

sontodos ellos distintosde 2/3, dada una cota de error arbitrariamente pequeña,ε > 0, y tomando

n0∈N de manera que
2
3

1
10n0

< ε , deducimos quepara todonúmero naturaln> n0 se verifica

que |xn−2/3|< ε , lo que se expresa escribiendo 2/3= ĺım
n→∞

{xn}.

Este ejemplo está relacionado con la expresión decimal de 2/3 que, como todos sabemos, es

un decimal periódico con período igual a 6, lo que suele escribirse 2/3= 0, 6̂ igualdad en la que,

según se dice a veces, el símbolo 0, 6̂ debe interpretarse como que el 6 se repite infinitas veces

(¡otra vez el infinito!). ¿Qué quiere decir esto? Lo que está claro es que, por mucho tiempo y pa-

ciencia que tengamos, nunca podremos escribirinfinitos 6 uno detrás de otro... bueno, podríamos

escribir algo como
2
3
= 0, 6̂= 0,6666666...( infinitos 6)
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lo que tampoco sirve de mucho pues seguimos sin saber cómo se interpreta esta igualdad. Pues

bien, para dar un significado matemático a lo que se quiere expresar con esa igualdad hay que

recurrir al concepto de límite de una sucesión tal como hemoshecho antes.

2.1 Definición. SeaA un conjunto no vacío. Una sucesión de elementos deA es unaaplicación
del conjuntoN de los números naturales enA. En particular, una sucesión de números reales es

unaaplicación del conjuntoN de los números naturales en el conjuntoR de los números reales.

Por ejemplo, en elprincipio de los intervalos encajadosse consideró, sin nombrarla, una

sucesión de intervalos (en este caso el conjuntoA de la definición anterior sería el conjunto de

todos los intervalos deR). En todo lo que sigue solamente consideraremos sucesiones denúmeros

reales por lo que, a veces, nos referiremos a ellas simplemente como “sucesiones”.

Dada una sucesiónϕ : N→ R suele emplearse una notación especial para representarla.Para

n∈N suele notarse el número realϕ(n) en la formaxn= ϕ(n) (naturalmente la letra “x” nada

tiene de especial y puede sustituirse por cualquier otra). La sucesión misma se representa por

ϕ = {xn}n∈N, es decir, el símbolo{xn}n∈N debe interpretarse como laaplicación que a cada

n∈N hace corresponder el número realxn. Cuando no hay posibilidad de confusión escribimos

simplemente{xn} en vez de{xn}n∈N. El númeroxn se llamatérmino n-ésimode la sucesión; para

n= 1, 2, 3 se habla respectivamente de primero, segundo, tercer término de la sucesión.

Dos sucesiones{xn} e{yn} son iguales cuando para todon∈N se verifica quexn = yn.

No hay que confundir la sucesión{xn}, que es una aplicación, con suconjunto imagen,
que es el subconjunto deR formado por todos los númerosxn, el cual se representa por
{xn : n∈N}. Por ejemplo,{(−1)n} y {(−1)n+1} son sucesiones distintas con el mismo conjunto

imagen:{(−1)n : n∈N}=
{
(−1)n+1 : n∈N

}
= {−1,1}.

Si α es un número real, la sucesión constante cuyos términos son todos iguales aα se repre-

senta por{α}n∈N.

En todo lo que sigue las letrasm,n, p,q, con o sin subíndices, representarán números natura-

les.

2.2 Definición. Se dice que una sucesión{xn} converge a un número realx si, dado cualquier

número realε > 0, existe un número naturalmε tal que sin es cualquier número natural mayor

o igual quemε se cumple que|xn−x|< ε .

Se dice también que el númerox es límite de la sucesión{xn} y se escribe ĺım
n→∞

{xn} = x o,

simplemente, ĺım{xn}= x e incluso, si no hay posibilidad de confusión,{xn} → x.

Teniendo en cuenta que

|xn−x|< ε ⇐⇒ x− ε < xn < x+ ε ⇐⇒ xn∈]x− ε ,x+ ε [
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resulta que{xn} converge ax si dado cualquier númeroε > 0 se verifica quetodos los términos

de la sucesión a partir de uno en adelanteestán en el intervalo]x− ε ,x+ ε [.

También podemos reformular la definición dada considerandopara cadaε > 0 el conjunto de

números naturales Aε = {n∈N : |xn−x|> ε}. Tenemos entonces que:

ĺım{xn}= x ⇐⇒
[
∀ε > 0 el conjuntoAε = {n∈N : |xn−x|> ε} es finito

]
(2.1)

Esta forma de expresar la convergencia puede ser útil para probar que una sucesión dada,{xn}
no converge ax. Para ello basta encontrar un númeroε > 0 tal que el conjuntoAε sea infinito.

La definición 2.2 es típica del Análisis pues en ella se está definiendouna igualdad,

ĺım{xn}= x, en términos dedesigualdades: |xn−x|< ε siempre quen> mε .

El número naturalmε , cuya existencia se afirma en la definición anterior, cabe esperar que

dependa del númeroε > 0, lo que explica la notación empleada. Lo usual es quemε tenga que

ser tanto más grande cuanto más pequeño sea el númeroε > 0. Conviene observar que sip es

un número natural tal quep > mε entonces parap, al igual que paramε , se verifica que sin

es cualquier número natural mayor o igual quep se cumple que|xn− x| < ε . Es decir, si{xn}
converge ax, entonces para cadaε > 0 dado hay, de hecho,infinitosnúmeros naturalesmε para

los que se satisface lo dicho en la defición anterior.

Veamos con unos sencillos, pero importantes ejemplos, cómose usa la definición2.2 para

probar que una sucesión converge.

2.3 Ejemplo. La sucesión{1/n} es convergente a cero.

Para probarlo, dadoε > 0, tenemos que encontrar unm∈N tal que para todon > m se

verifique que|1/n− 0| = 1/n < ε . Como 1/n 6 1/m siempre quen > m, bastará tomar como

númerom cualquier natural que verifique que 1/m< ε , es decir,m> 1/ε . Que, efectivamente,

hay números naturales, m, que verifican la condición m> 1/ε cualquiera sea el númeroε > 0

dado, es justamente lo que dice la propiedad arquimediana del orden deR. Pues bien, cualquier

m∈N tal quem> 1/ε nos sirve como apropiadomε , pero parece razonable tomar el más pequeño

de todos ellos que será la parte entera de 1/ε más una unidad, es decir,mε = E(1/ε)+1 . Hemos

demostrado así que ĺım{1/n} = 0. �

Observación.Observa que siε > 0 es un número racional, entonces será de la formaε = p/q

con p,q∈N. Por lo que bastará tomarmε = q+1 para asegurarnos de que siempre quen> mε se

tenga que 1/n< ε . La dificultad está cuando el númeroε > 0 no es racional porque entonces hay

que relacionar dicho número con un natural, cosa no del todo evidente.
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2.4 Ejemplo. Dado un número real x∈]−1,1[, se verifica que la sucesión de las potencias de x,

{xn}, converge a cero.

En efecto, como|x| < 1 podemos escribir|x| en la forma|x| = 1/(1+ ρ) para conveniente

ρ > 0 (de hechoρ =
1−|x|
|x| pero eso no interesa ahora). Dadoε > 0, puesto que

|xn−0|= |x|n = 1
(1+ρ)n 6

1
1+nρ

<
1

nρ

bastará tomar unmε tal que
1

ρmε
< ε , por ejemplo,mε = E

(
1

ρε

)
+ 1, para garantizar que

|xn−0|< ε siempre quen> mε . �

2.5 Ejemplo. La sucesión{(−1)n} no es convergente.

En efecto, seax∈R y definamosεx =máx{|1−x|/2, |1+x|/2}. Claramenteεx > 0. Para todo

m∈N tenemos que|(−1)2m−x|= |1−x|, |(−1)2m+1−x|= |1+x| . Como alguno de los números

|1−x|, |1+x| es mayor queεx, resulta que el conjuntoAεx = {n∈N : |(−1)n−x|> εx} es infinito,

por lo que{(−1)n} no es convergente ax. �

2.6 Proposición. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) ĺım{xn}= x.

b) Para todo intervaloabierto I que contiene a x se verifica que existe m∈N tal que para todo

n∈N con n> m se verifica que xn∈ I.

Demostración. a)⇒ b). Supuesto que ĺım{xn} = x, seaI un intervalo abierto que contiene ax.

Puesto queI es un intervalo abiertox no puede ser máximo ni mínimo deI , por tanto existen

u∈ I , v∈ I tales queu < x < v. Seaε = mı́nv−x,x−u. Tenemos queε > 0, y comox− u> ε
y v− x > ε , se verifica queu 6 x− ε < x+ ε 6 v, por lo que[x− ε ,x+ ε ] ⊂ I . Por definición

de límite, existem∈N tal que para todon > m se verifica que|x−xn| < ε , lo que implica que

x− ε < xn < x+ ε y por tantoxn∈ I .

b)⇒ a). Basta considerar intervalos abiertos del tipo]x− ε ,x+ ε [ conε > 0.2
El númerom∈N cuya existencia se afirma en el punto b) de la proposición anterior, en general

dependerá del intervaloI , lo usual es que cuantomás pequeñoseaI más grandeserám. Observa

también que lo que se afirma en esta proposición no es cierto sino se supone queI es un intervalo

abierto. Por ejemplo, la sucesión
{

1
n

}
→ 0 y ninguno de los términos de dicha sucesión está en el

intervalo]−1,0].

2.7 Proposición.Si ĺım{xn}= x se verifica que el conjunto A= {xn : n∈N}∪{x} tiene máximo

y mínimo. En particular, siĺım{xn}= 0 entonces el conjunto{|xn| : n∈N} tiene máximo.
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Demostración. La idea de la demostración es clara: como ĺım{xn} = x, dadoε > 0, todos los

términos de la sucesión{xn} a partir de uno en adelante están en]x− ε ,x+ ε [. En consecuencia,

los conjuntosBε = {xn : x+ ε 6 xn} y Cε = {xn : xn 6 x− ε} son finitos aunque pudieran ser

vacíos. Como todo conjunto finito y no vacío de números realestiene máximo y mínimo, es claro

que siBε 6= Ø entonces máx(Bε) = máx(A), y si Cε 6= Ø entonces mı́n(Cε) = mı́n(A). Para que

Bε 6= Ø enA tiene que haber elementos mayores quex. Para queCε 6= Ø enA tiene que haber

elementos menores quex. Esto lleva al siguiente razonamiento.

Si enA no hay elementos mayores quex entoncesx= máx(A). En otro caso hay algúnxk∈A

tal quex< xk. Seaε > 0 tal quex+ ε < xk. Entonces se tiene quexk∈Bε y máx(Bε) = máx(A).

Si enA no hay elementos menores quex entoncesx= mı́n(A). En otro caso hay algúnxp∈A

tal quexp < x. Seaε > 0 tal quexp < x− ε . Entonces se tiene quexp∈Cε y mı́n(Cε) = mı́n(A).

2
2.8 Proposición. Sea A un conjunto no vacío y mayorado de números reales. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

a) β = sup(A).

b) β es un mayorante de A y existe una sucesión de puntos de A que converge aβ .

Demostración. a) ⇒ b). Si β = sup(A) entoncesβ es un mayorante deA y para todoε > 0,

existexε ∈A tal queβ − ε < xε 6 β . Tenemos aquí una situación que se repite con frecuencia, a

saber: para cadaε > 0, tenemos un número que verifica una cierta condición y lo quequeremos es

obtener una sucesión. Lo que suele hacerse en estos casos es considerar una sucesión de valores

paraε que converja a cero, por ejemplo,εn =
1
n, y para cadaεn sabemos que existe algún elemento

enA, que dependerá en general den, xn∈A, tal queβ − 1
n < xn 6 β . Es evidente que la sucesión

de elementos deA así obtenida{xn} converge aβ 1.

b) ⇒ a). Supongamos queβ es un mayorante deA y que hay una sucesión de puntos deA,

{xn}, que converge aβ . Seau < β . En virtud de la proposición2.6 tiene que haber algúnxp ∈
]u,β +1[∩A lo que implica queu no es mayorante deA, luegoβ = sup(A). 2

Observa que la sucesión cuya existencia se afirma en el punto b) de la proposición anterior

puede ser constante a partir de un término en adelante, esto es lo que pasa siA tiene máximo y

dicho elemento máximo estáseparadodel resto del conjunto, por ejemploA= [0,1]∪{2}.

1Recuerda que una sucesión es una aplicación, y una aplicación debe definirse de forma precisa, algo que no hemos

hecho porque no hemos dicho cómo se eligexn∈A por la condiciónβ − 1
n < xn 6 β . Puede haber infinitos elementos

en A que verifiquen dicha condición ¿cuál de ellos esxn?. Situaciones análogas a esta se repiten con frecuencia y

en esencia consisten en lo siguiente: para cadan∈N tenemos un conjuntono vacío Cn ⊂ R y se trata de asegurar la

existencia de una aplicaciónϕ : N→R tal queϕ(n)∈Cn para todon∈N. Pues bien, la existencia de una tal aplicación

es consecuencia de un axioma de teoría de conjuntos llamadoaxioma de elección.
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Naturalmente, hay una caracterización análoga a la de la proposición anterior para el extremo

inferior de un conjunto no vacío y minorado.

Ejercicios propuestos

45. (T) Prueba que ĺım{xn}= 0 ⇐⇒ ĺım{|xn|}= 0.

46. (T) Prueba que ĺım{xn}= x ⇐⇒ ĺım{xn−x}= 0 ⇐⇒ ĺım{|xn−x|}= 0.

47. (T) Prueba que ĺım{xn}= x ⇒ ĺım{|xn|}= |x|. ¿Es cierta la implicación contraria?

48. Dadoε > 0, calculamε ∈N tal que para todon> mε se verifique|xn−x|< ε dondexn, x

vienen dados en cada caso por:

a) xn=
2n+3
3n−50

, x=
2
3

; b) xn=
√

n+1−
√

n, x= 0

c) xn=
n
√

a (a> 0), x= 1; d) xn=

(
1√
2

)n

, x= 0

49. (T) SeaA⊆R. Prueba queA es denso enR si, y sólo si, todo número real es límite de

alguna sucesión de elementos deA.

50. (T) Sea{xn} una sucesión y supongamos que hay númerosρ ∈]0,1[, p∈N, tales que

|xn+1|6 ρ |xn| para todon> p. Prueba que ĺım{xn}= 0.

Aplicación: Dadosa∈]−1,1[, k∈N, prueba que ĺım
n→∞

{nkan}= 0.

51. Supongamos que{xn} es una sucesión cuyo conjunto imagen es denso en un intervalo

I no vacío y no reducido a un punto. Seana,b ∈ I con a < b. Prueba que el conjunto

{n∈N : xn ∈]a,b[} es infinito. Deduce que para todox ∈ I y para todoε > 0, el conjunto

{n∈N : x− ε < xn < x+ ε} es infinito.

Observa que en la definición2.2no se exige que el límite sea único, por ello si{xn} converge

a x es lícito preguntar si puede haber otro número realy distinto de x tal que{xn} también

converja ay. La respuesta es que no.

2.9 Proposición. Una sucesión convergente tiene un único límite.

Demostración. Sea{xn} → x e y 6= x. Tomemosε > 0 tal que]x− ε ,x+ ε [∩]y− ε ,y+ ε [=Ø.

Puesto que{xn} → x el conjuntoAε = {n∈N : |x−xn|> ε} es finito. Puesto que si|x−xn| < ε
entonces|y−xn|> ε , tenemos queBε = {n∈N : |y−xn|> ε}⊃N\Aε y, por tanto,Bε es infinito,

lo que prueba que{xn} no converge ay. 2



Sucesiones convergentes y estructura de orden deR 39

2.1.1. Sucesiones convergentes y estructura de orden deR

Como hemos indicado antes, para estudiar la convergencia deuna sucesión dada no suele

ser lo más aconsejable usar, de entrada, la definición2.2. Es preferible intentar primero otros

caminos. Generalmente lo que suele hacerse en la práctica consiste en relacionar dicha sucesión

con otras más sencillas o que ya han sido previamente estudiadas y deducir de dicha relación si

nuestra sucesión es o no es convergente y, cuando lo sea, el valor de su límite. Por ello son de

gran utilidad los resultados que siguen en los que se estudiacómo se comportan las sucesiones

convergentes respecto de la estructura algebraica y de orden deR.

Para evitar tediosas repeticiones en los enunciados, usaremos con frecuencia el símbolo

ĺım{xn} = x, que deberá leerse así: la sucesión{xn} es convergente y el número realx es su

límite.

2.10 Proposición. Supongamos queĺım{xn} = x, ĺım{yn} = y y que el conjunto de números

naturales A= {n∈N : xn 6 yn} es infinito. Entonces se verifica que x6 y.

Demostración. Seaε > 0. Bastará probar quex< y+ ε . Por hipótesis existenm1,m2 tales que

x− ε/2< xp < x+ ε/2 y y− ε/2< yq < y+ ε/2 (2.2)

para todop> m1 y todoq> m2. Puesto que el conjuntoA del enunciado es un conjunto infinito

de números naturales podemos asegurar que hay algúnm∈A tal quem>máx{m1,m2}. Por tanto

las desigualdades2.2 se cumplen parap = q = m, además comom∈ A se tiene quexm 6 ym.

Deducimos quex− ε/2< xm 6 ym < y+ ε/2 y, por tanto,x< y+ ε .2
Un caso particular de la proposición anterior, pero frecuente en la práctica, es cuando ocurre

que para todos los términos a partir de uno en adelante se verifica quexn6 yn. Hay que advertir

que, incluso en este último caso,aún cuando las desigualdades sean estrictas no puede asegurar-

se queĺım{xn}= x sea estrictamente menor queĺım{yn}= y. Por ejemplo, sixn= 0 eyn = 1/n,

es claro quexn < yn para todon∈N pero x= 0= y.

2.11 Proposición(Principio de las sucesiones encajadas). Supongamos que{xn}, {yn}, {zn} son

sucesiones tales queĺım{xn} = ĺım{zn} = α y existe un número natural m0 tal que para todo

n> m0 se verifica que xn 6 yn 6 zn, entonces la sucesión{yn} es convergente yĺım{yn}= α .

Demostración. Seaε > 0. Por hipótesis existenm1,m2 tales que

α − ε < xp < α + ε y α − ε < zq < α + ε (2.3)

para todop> m1 y todoq> m2. Seam3 = máx{m0,m1,m2}. Para todon> m3 las desigualda-

des2.3se cumplen parap= q= n, además comon> m0 se tiene quexn6 yn6 zn. Deducimos

que, para todon> m3, se verifica que

α − ε < xn6 yn6 zn < α + ε
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y, por tanto,α − ε < yn < α + ε , es decir, ĺım{yn}= α .2
El principio de las sucesiones encajadas es de gran utilidady se usa con mucha frecuencia.

Naturalmente, cuando apliquemos dicho principio a un caso concreto, la sucesión{yn} del enun-

ciado será la que queremos estudiar y tendremos que ser capaces de “inventarnos” las sucesiones

{xn} y {zn} de manera que se cumplan las condiciones del enunciado. Veamos un ejemplo.

2.12 Ejemplo. La sucesión{ n
√

n} es convergente a 1.

Pongamosyn = n
√

n. La elección de{xn} es inmediata:xn = 1. Un poco más difícil es la

elección de{zn}. Para ello apliquemos la desigualdad de las medias a los números x1= x2= · · ·=
xn−2= 1, xn−1= xn=

√
n para obtener que para todon> 2

n
√

n6
n−2+2

√
n

n
< 1+

2√
n
.

Por tanto, tomandozn = 1+
2√
n

, es inmediato que ĺım{zn}= 1 y concluimos, por el principio de

las sucesiones encajadas, que ĺım{ n
√

n}= 1. �

Una consecuencia inmediata de la proposición2.11es quesi cambiamos arbitrariamente
un número finito de términos de una sucesión, la nueva sucesión así obtenida es convergente
si lo era la de partida y con su mismo límite. Esto es lo que dice el siguiente resultado.

2.13 Corolario. Sean{xn} e {yn} sucesiones cuyos términos son iguales a partir de uno en

adelante, es decir, hay un número natural m0 tal que para todo n> m0 es xn= yn. Entonces{xn}
converge si, y sólo si,{yn} converge en cuyo caso las dos sucesiones tienen igual límite.

2.14 Definición. Una sucesión{xn} se dice que es:

- Mayorada o acotada superiormentesi su conjunto imagen está mayorado, es decir, si hay un

númeroµ ∈ R tal quexn6 µ para todon∈N.

- Minorada o acotada inferiormente si su conjunto imagen está minorado, es decir, si hay un

númeroλ ∈ R tal queλ 6 xn para todon∈N.

- Acotada si su conjunto imagen está acotado, equivalentemente, si hay un númeroM ∈ R+ tal

que |xn|6 M para todon∈N.

- Crecientesi xn6 xn+1 para todon∈N.

- Estrictamente crecientesi xn < xn+1 para todon∈N.

- Decrecientesi xn > xn+1 para todon∈N.

- Estrictamente decrecientesi xn > xn+1 para todon∈N.
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- Monótona si es creciente o decreciente.

- Estrictamente monótonasi es estrictamente creciente o decreciente.

Nótese que si una sucesión{xn} es creciente (resp. decreciente) entonces se verifica que

xm 6 xn (resp.xm > xn) siempre quem6 n.

2.15 Proposición.Toda sucesión convergente está acotada.

Demostración. Supongamos que ĺım{xn} = x. Todos los términos de{xn} a partir de uno en

adelante estarán en el intervalo]x− 1,x+ 1[, es decir, hay un númerom∈N tal que para todo

n> mse verifica que|xn−x|< 1, lo que implica que

|xn|6 |xn−x|+ |x|< 1+ |x| para todon> m.

TomandoM = máx{1+ |x|, |x1|, . . . , |xm|}, máximo cuya existencia está garantizada por ser un

conjunto finito, tenemos que|xn|6 M para todon∈N. 2
La proposición anterior es útil a veces para probar que una sucesiónno es convergente: para

ello basta probar que no está acotada.

2.16 Ejemplo. La sucesión{Hn} definida por Hn=
n

∑
k=1

1
k

, no es convergente. �

Para todon∈N tenemos que:

H2n =
2n

∑
k=1

1
k

= 1+
1
2
+

(
1
3
+

1
4

)
+

(
1
5
+

1
6
+

1
7
+

1
8

)
+ · · ·+

(
1

2n−1+1
+ · · ·+ 1

2n

)
>

> 1+
1
2
+

(
1
4
+

1
4

)
+

(
1
8
+

1
8
+

1
8
+

1
8

)
+ · · ·+

(
1
2n+ · · ·+ 1

2n

)
= 1+

n
2

de donde se deduce que la sucesión{∑n
k=11/k} no está mayorada. Esta sucesión recibe el nombre

deserie armónica.

2.1.2. Sucesiones monótonas

La proposición recíproca de la anterior no es cierta: la sucesión{(−1)n} es acotada y sabemos

queno es convergente. No obstante, hay un caso especial muy importante en que sí es cierta la

recíproca.

2.17 Teorema.Toda sucesión monótona y acotada es convergente. Más concretamente, si una

sucesión{xn} es:
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i) creciente y mayorada, entoncesĺım{xn} = β dondeβ = sup{xn : n ∈N}. Además se verifica

que xn < β para todo n∈N, o bien que todos los términos a partir de uno en adelante son iguales

a β .

ii) decreciente y minorada, entoncesĺım{xn}= α dondeα = ı́nf{xn : n∈N}. Además se verifica

queα < xn para todo n∈N, o bien que todos los términos a partir de uno en adelante son iguales

a α .

Demostración. Probaremosi) quedando la demostración deii) como ejercicio. La hipótesis de

que{xn} es mayorada garantiza, por el principio del supremo, la existencia del número realβ =

sup{xn : n∈N}. Dadoε > 0, comoβ −ε < β , tiene que haber algún términoxm de la sucesión tal

que β − ε < xm. Puesto que la sucesión es creciente para todon> m se verificará quexm6 xn y,

por tantoβ − ε < xn. En consecuenciaβ − ε < xn < β + ε para todon> m. Hemos probado así

que ĺım{xn}= β . Finalmente, si hay algún término igual aβ , xm0 = β , entonces para todon> m0

tenemos queβ = xm0 6 xn6 β por lo quexn= β . 2
2.18 Ejemplo. La sucesión{xn} definida por xn=

2n

∑
k=n+1

1
k

, es convergente. �

En efecto, como

xn+1−xn =
1

2n+2
+

1
2n+1

− 1
n+1

>
1

2n+2
+

1
2n+2

− 1
n+1

= 0

se sigue quexn+1> xn para todon∈N, es decir, es una sucesión creciente. Además, para todo

n∈N es:

xn6
1

n+1
+

(n· · ·+ 1
n+1

=
n

n+1
< 1

por lo que también está mayorada. Concluimos, por el teoremaanterior, que dicha sucesión es

convergente.

Conviene advertir que cuando se dice que una sucesión es monótonano se excluyela posibi-

lidad de que, de hecho, sea estrictamente monótona. Es por ello que, en general, suele hablarse

de sucesiones monótonas y tan sólo cuando tiene algún interés particular se precisa si son estric-

tamente monótonas.

2.19 Observación.Si una sucesión{xn} es creciente a partir de uno de sus términos, es decir, si

hay un número m0 tal que xn 6 xn+1 para todo n>m0 – tales sucesiones se llamaneventualmente

crecientes– entonces se sigue del teorema anterior y del corolario2.13que, si dicha sucesión

está mayorada, es convergente yĺım{xn}= sup{xn : n> m0}.

Una observación correspondiente puede hacerse para sucesiones que son decrecientes a par-

tir de uno de sus términos; tales sucesiones se llamaneventualmente decrecientes.
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2.1.3. Álgebra de límites

En los resultados anteriores han intervenido de manera esencial las propiedades de la estruc-

tura de orden deR. Vamos a estudiar ahora el comportamiento de las sucesionesconvergentes

respecto de la adición y el producto de números reales. Los resultados que vamos a obtener, co-

nocidos tradicionalmente con el nombre deálgebra de límites, son básicos para el estudio de la

convergencia de sucesiones.

Dadas dos sucesiones{xn} e {yn}, se define susumacomo la sucesión{xn+ yn} y supro-
ducto como la sucesión{xnyn}.

2.20 Proposición.El producto de una sucesión convergente a cero por una sucesión acotada es

una sucesión convergente a cero.

Demostración. Sea ĺım{xn}= 0, e{yn} acotada. Seac> 0 tal que|yn|6c para todon∈N. Dado

ε > 0, existe un número naturalm tal que para todon> m se verifica que|xn|< ε/c. Deducimos

que, para todon> m, se verifica que|xnyn|= |xn||yn|< ε
cc= ε , lo que prueba que ĺım{xnyn}= 0.

2
2.21 Teorema.Supongamosĺım{xn}= x y ĺım{yn}= y. Entonces se verificaĺım{xn+yn}= x+y,

ĺım{xnyn}= xy. Si además suponemos que yn 6= 0 para todo n∈N y también que y6= 0, entonces

ĺım

{
xn

yn

}
=

x
y

.

Demostración. Dadoε > 0, por hipótesis existenm1,m2 tales que

x− ε/2< xp < x+ ε/2 y y− ε/2< yq < y+ ε/2 (2.4)

para todop> m1 y todoq> m2. Seam0 = máx{m1,m2}. Para todon> m0 las desigualdades2.4

se cumplen parap= q= n, por lo que, sumándolas término a término, deducimos que

x+y− ε < xn+yn < x+y+ ε

cualquiera sean> m0, lo que prueba que ĺım{xn+yn}= x+y.

Por otra parte, teniendo en cuenta las proposiciones2.15y 2.20, se deduce de las hipótesis

hechas que ĺım{(xn− x)yn} = ĺım{x(yn− y)} = 0. Se deduce ahora de lo arriba probado y de la

igualdad

xnyn−xy= (xn−x)yn+x(yn−y)

que ĺım{xnyn−xy}= 0, es decir, ĺım{xnyn}= xy.

Finalmente, para probar que ĺım

{
xn

yn

}
=

x
y

, probaremos que la sucesión

{
xn

yn
− x

y

}
=

{
xny−ynx

yny

}
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converge a cero, para lo cual, teniendo en cuenta que ĺım{xny−ynx} = xy−yx= 0, y la proposi-

ción2.20, bastará probar que la sucesión

{
1
yn

}
está acotada. Puesto que ĺım{yn}= y, se deduce

de la desigualdad

||yn|− |y||6 |yn−y|

que ĺım{|yn|}= |y|. Por tanto todos los términos de la sucesión{|yn|} a partir de uno en adelante

estarán en el intervalo]|y|/2,→[ , es decir, hay unm0∈N tal que para todon> m0 es|yn|> |y|/2.

PongamosK = máx

{
1
|y1|

,
1
|y2|

, . . . ,
1

|ym0|
,

2
|y|

}
. Se tiene entonces que

1
|yn|

6 K para todon∈N.

Hemos probado así que la sucesión

{
1
yn

}
está acotada, lo que concluye la demostración del

teorema. 2
Hay que leer con atención las hipótesis del teorema anteriorpara no hacer un uso incorrec-

to del mismo. En particular, no hay que olvidar quela suma de dos sucesiones no convergentes

puede ser una sucesión convergente. Por ejemplo, las sucesionesxn = n, yn = −n, no son con-

vergentes pues no están acotadas, pero su sumaxn+yn = 0 es, evidentemente, convergente. Por

tanto,antes de escribirĺım{xn+yn} = ĺım{xn}+ ĺım{yn}, hay que asegurarse de que estos últi-

mos límites existen, es decir, que las sucesiones{xn}, {yn} convergen, pues pudiera ocurrir que

la sucesión{xn+yn} fuera convergente y no lo fueran las sucesiones{xn}, {yn}. Análogamente,

basta considerar las sucesionesxn = yn = (−1)n, para convencerse de queel producto de dos su-

cesiones no convergentes puede ser una sucesión convergente y, en consecuencia, observaciones

análogas a las hechas antes respecto de la suma también pueden hacerse respecto del producto de

sucesiones.

Ejercicios propuestos

52. Estudia la convergencia de las sucesiones:

a) xn= n2
(

n+1
3n

)n

; b) xn =
n
√

an+bn (a> 0,b> 0)

c) xn =
n

∑
k=1

1√
k+n2

; d) xn =
n

∑
k=1

(√
1+

k
n2 −1

)

e) xn=
E(n5x)

n5 (x∈ R); f) xn=
√

n+1+
√

n+2−2
√

n

Sugerencias: en todos los casos puede usarse el principio delas sucesiones encajadas. Para

d) prueba que, six>−1, entonces se verifica que
x

x+2
<

√
1+x−1<

x
2

.

53. Calcula los límites de las sucesiones:

a) xn =
3n+(−2)n

3n+1+(−2)n+1 .

b) yn =
√

n
(

4
√

4n2+3−
√

2n
)

.
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c) zn =
n+1
n2+1

+
n+2
n2+2

+ · · ·+ n+n
n2+n

.

54. (T) a) Seaa > 0. Prueba que la sucesión
{

n
√

a
}

es monótona y convergente y calcula su

límite.

b) Supongamos que{xn} → x> 0. Prueba que ĺım{ n
√

xn}= 1.

En el siguiente ejercicio la estrategia es siempre la misma:estudiar la monotonía y la aco-

tación.

55. Estudia, en cada uno de los siguientes casos, la convergencia de la sucesión{xn} definida

para todon∈N por:

a) x1= 1, xn+1=
√

3xn ;

b) x1= 1, xn+1=
4+3xn

3+2xn
;

c) x1= α , xn+1=
xn−2
xn+4

(−2< α <−1);

d) x1= α , xn+1= α +(xn)
2 (α > 0);

e) x1= α , 3xn+1= 2+(xn)
3 (−2< α < 1);

f) x1= 5, xn+1=
1
2

(
xn+

5
xn

)

g) x1 = 1, xn+1=
√

1+xn

h) x1= 4 xn+1=
6+6x2

n

11+x2
n
.

56. Dadoa> 0 cona 6= 3, sea{xn} la sucesión definida para todon∈N por:

x1 = a, xn+1 =
√

2xn+3.

Estudia la monotonía y la convergencia de dicha sucesión.

Sugerencia. Deberás distinguir los casosa > 3 y a < 3, y tener en cuenta el signo del

polinomio x2−2x−3.

57. Se define una sucesión{xn} por x1 = 2, y para todon∈N:

xn+1 =
3xn+5
xn+3

1. Prueba que la sucesión{xn} es estrictamente creciente y mayorada.

2. Prueba que 0<
√

5−xn+1 6
1
5
(
√

5−xn).

3. Calculan∈N por la condición de que 0<
√

5−xn+1 < 10−4.
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58. Dadosb1 > a1 > 0, definamos para todon∈N:

an+1=
√

anbn bn+1=
an+bn

2
.

Prueba que las sucesiones así definidas son monótonas y convergen al mismo número (que

se llamamedia aritmético-geométricadea1 y b1).

59. (T) Dadas dos funciones polinómicasP,Q, tales que el grado deQ es mayor o igual que el

grado deP y Q(n) 6= 0 para todon∈N, prueba que la sucesión

{
P(n)
Q(n)

}
es convergente y

calcula su límite.

60. Calcula los límites de las sucesiones:

a) xn=
√

n2+3n+2−n b) xn =

(√
n2+

√
n−n

)(√
n+1+

√
2n
)

c) xn=
8
√

n2+1− 4
√

n+1

2.2. Logaritmos y exponenciales

En esta sección vamos a definir dos de las más importantes funciones de las matemáticas: la

función logaritmo natural y la función exponencial. La siguiente desigualdad será de gran utilidad

en lo que sigue.

2.22 Proposición(Desigualdad básica). Cualesquiera sean los números reales positivos distintos

a,b, y para todo número natural n, se verifica que

abn <

(
a+nb
n+1

)n+1

(2.5)

Demostración. En la desigualdad de las medias

n+1
√

a1a2 · · ·an+1 <
a1+a2+ · · ·+an+1

n+1
,

donde losn+1 númerosa1,a2, . . . ,an+1 son positivos y no todos ellos iguales, hagamosa1= a,

a2= · · ·= an+1 = b, con lo que obtenemos

n+1
√

abn <
a+nb
n+1

(2.6)

desigualdad que es equivalente a la del enunciado sin más queelevar a la potencia de ordenn+1.

2
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Usaremos también el hecho elemental (ver ejercicios48 y 54) de que para todoa > 0 es

ĺım{ n
√

a}= 1 .

No está de más recordar que, dadox> 0 y n∈N, representamos porn
√

x al único número real

mayor o igual que 0 cuya potencian-ésima es igual ax. Naturalmente,1
√

x= x.

2.23 Proposición.Para todo número real positivo x6= 1 se verifica que la sucesión{n( n
√

x−1)}
es estrictamente decreciente y convergente.

Demostración. Basta hacer en (2.6) a= 1, b= n
√

x, para obtener quen+1
√

x<
n n
√

x+1
n+1

, es decir,

(n + 1) n+1
√

x < n n
√

x + 1; sumando ahora −n − 1 en ambos lados resulta

(n+1)( n+1
√

x−1)< n( n
√

x−1), lo que prueba que la sucesión es estrictamente decreciente. Si

x> 1 dicha sucesión converge por ser decreciente y estar minorada por cero. Si 0<x<1 pode-

mos escribirn( n
√

x−1) =−n( n
√

1/x−1) n
√

x, y como ĺım{ n
√

x}= 1, y 1/x> 1, deducimos, por

lo ya visto, que también hay convergencia en este caso. 2
2.24 Definición.La funciónlogaritmo natural, también llamadalogaritmo neperianoo, simple-

mente, logaritmo, es la funciónlog : R+→ R definida para todo x> 0 por

log(x) = ĺım
n→∞

{n( n
√

x−1)}.

El siguiente resultado es consecuencia de la proposición anterior y del teorema (2.17).

2.25 Proposición.Para todo x> 0, x 6= 1, y para todo n∈N se verifica que:

log(x) = ı́nf{n( n
√

x−1) : n∈N}< n( n
√

x−1) (2.7)

2.26 Teorema.Cualesquiera sean los números positivos x,y se verifica que

log(xy) = log(x)+ log(y); log

(
x
y

)
= log(x)− log(y).

Además la función logaritmo es estrictamente creciente enR+.

Demostración. Tomando límites en la igualdad

n( n
√

xy−1) = n( n
√

x−1) n
√

y+n( n
√

y−1)

y teniendo en cuenta que ĺım{ n
√

y} = 1, obtenemos log(xy) = log(x)+ log(y). Como, evidente-

mente, log(1) = 0, haciendo en esta igualdadx = 1/y deducimos que log(1/y) = − log(y). Lo

que, a su vez, implica que

log

(
x
y

)
= log

(
x
1
y

)
= log(x)− log(y).
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La desigualdad (2.7) implica que log(t)< 0 para todot ∈]0,1[. Si x,y son números positivos

tales quex< y, entonces 0< x/y< 1 por lo que log(x)− log(y) = log(x/y)< 0, es decir, log(x)<

log(y), lo que prueba que la función logaritmo es estrictamente creciente. 2
Nuestro propósitop ahora es probar que la función logaritmoes una biyección deR+ sobre

R. Para ello bastará probar que es sobreyectiva ya que, al ser estrictamente creciente, es inyectiva.

El siguiente resultado será de utilidad a este respecto.

2.27 Lema. Seaĺım{xn}= x cumpliéndose que0< xn< x para todo n∈N. Entonces se verifica

que ĺım{n( n
√

xn−1)}= log(x).

Demostración. Puesto que

n( n
√

xn−1)− log(x) = n( n
√

xn−1)−n( n
√

x−1)+n( n
√

x−1)− log(x) =

= n( n
√

xn− n
√

x)+n( n
√

x−1)− log(x)

bastará probar quen( n
√

x− n
√

xn )→ 0. Para ello pongamoszn= n
√

x− n
√

xn, con lo quezn > 0 y
n
√

x= zn+
n
√

xn, lo que implica que

x= (zn+
n
√

xn)
n= xn

(
1+

zn
n
√

xn

)n

> xn

(
1+

zn
n
√

x

)n

> xn

(
1+

nzn
n
√

x

)

de donde se sigue que 0< nzn<
x−xn

xn

n
√

x para todon∈N, y concluimos, por el principio de las

sucesiones encajadas, quenzn= n( n
√

x− n
√

xn)→ 0. 2
El número e.

Dadon∈N, haciendo en la desigualdad (2.5) a= 1, b= 1+
1
n

, obtenemos que:

(
1+

1
n

)n

<

(
1+

1
n+1

)n+1

.

Sustituyendo en (2.5) n por n+1, a= 1, b= n/(n+1) y pasando a inversos obtenemos que:
(

1+
1

n+1

)n+2

<

(
1+

1
n

)n+1

.

Hemos probado así que la sucesiónxn =

(
1+

1
n

)n

es estrictamente creciente eyn =

(
1+

1
n

)n+1

es estrictamente decreciente. Además, comox1 6 xn<yn 6 y1 para todon∈N, resulta que ambas

sucesiones son acotadas y, al ser monótonas, son convergentes. Comoyn= xn

(
1+

1
n

)
se sigue

que ĺım{xn}= ĺım{yn}. El valor común de este límite es un número real que se representa por la

letra “e”. Así, e∈ R es el número real definido por:

e= ĺım

(
1+

1
n

)n

= sup

{(
1+

1
n

)n

: n∈N
}
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y también

e= ĺım

(
1+

1
n

)n+1

= ı́nf

{(
1+

1
n

)n+1

: n∈N

}
.

En particular, para todosn,m∈N se verifica que:

(
1+

1
n

)n

< e<

(
1+

1
m

)m+1

(2.8)

Haciendon= 1, m= 6 obtenemos una primera aproximación de e, 2< e< 3.

2.28 Proposición.Dado un número real x6= 0 se verifica que

(
1+

x
n

)n
<

(
1+

x
n+1

)n+1

para todo número natural n> −x. Además la sucesión
{(

1+
x
n

)n}
es convergente y su límite

es un número real positivo.

Demostración. Paran∈N tal quen > −x se tiene que 1+
x
n
> 0. Haciendo en la desigualdad

básicaa= 1, b= 1+
x
n

, obtenemos que
(

1+
x
n

)n
<

(
1+

x
n+1

)n+1

. Hemos probado así que la

sucesión
{(

1+
x
n

)n}
es eventualmente estrictamente creciente y, según lo dichoen la observa-

ción 2.19, para probar que converge es suficiente probar que está acotada. Para ello seap∈N tal

quep> |x|. Se tiene que

∣∣∣
(

1+
x
n

)n∣∣∣=
∣∣∣1+ x

n

∣∣∣
n
6

(
1+

|x|
n

)n

6

(
1+

p
n

)n
.

Sabemos, por lo ya visto, que
{(

1+
p
n

)n}
es creciente, por lo que

(
1+

p
n

)n
6

(
1+

p
np

)np

=

[(
1+

1
n

)n]p

< ep .

Deducimos así que
∣∣∣
(

1+
x
n

)n∣∣∣< ep para todon∈N, lo que prueba que la sucesión
{(

1+
x
n

)n}

está acotada. Finalmente, como se indicó en la observación 2.19, tenemos que

ĺım
n→∞

{(
1+

x
n

)n}
= sup

{(
1+

x
p+n

)p+n

: n∈N

}

y, por tanto, 0< ĺım
n→∞

{(
1+

x
n

)n}
. 2

2.29 Definición. La función exponenciales la función exp :R→ R+ definida para todox∈ R
por:

exp(x) = ĺım
n→∞

{(
1+

x
n

)n}
.
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Observa que exp(1) = e, y que exp(0) = 1. .

2.30 Teorema.La función logaritmo es una biyección deR+ sobreR cuya inversa es la función

exponencial.

Demostración. Dadot ∈ R, fijemosp∈N, p>−t, y definamos

xn=
1
2

exp(t) para 16 n6 p, xn=
(

1+
t
n

)n
paran> p+1.

Tenemos que ĺım{xn}= exp(t) y además 0< xn< exp(t). Aplicamos ahora el lema2.27a dicha

sucesión{xn} para obtener que

ĺım{n( n
√

xn−1)}= log(exp(t)).

Por otra parte, para todon> p+1 se tiene que

n( n
√

xn−1) = n

(
n

√(
1+

t
n

)n
−1

)
= n

(
1+

t
n
−1
)
= t,

Luego, por la unicidad del límite, ha de sert = log(exp(t)). Hemos probado así que la función

logaritmo es sobreyectiva y, como ya sabíamos, también es inyectiva. Queda así probado que

dicha función es una biyección deR+ sobreR. La igualdad log(exp(t)) = t para todot ∈R, nos

dice ahora que la función exponencial es la biyección inversa de la función logaritmo. 2
2.31 Corolario. La función exponencial es estrictamente creciente enR y se verifica que

exp(x+y) = exp(x)exp(y), exp(x−y) =
exp(x)
exp(y)

cualesquiera sean los números reales x e y.

Demostración. Teniendo en cuenta quex= log(exp(x)), y= log(exp(y)) y que el logaritmo es

estrictamente creciente, se deduce que six<y entonces ha de ser necesariamente exp(x)<exp(y).

De otra parte, como

log(exp(x+y)) = x+y= log(exp(x))+ log(exp(y)) = log(exp(x)exp(y))

se sigue que exp(x+y) = exp(x)exp(y). Haciendo en esta igualdadx=−yobtenemos exp(−y)=
1

exp(y)
por lo que exp(x−y) = exp(x)exp(−y) =

exp(x)
exp(y)

. 2

2.2.1. Potencias reales

Pretendemos dar significado a la expresiónxy para todo número real positivox y todo número

realy. Ya hemos definido, en el Capítulo 1, las potencias enteras deun número real y estudiado
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sus propiedades. También hemos definido y estudiado las propiedades de las raíces n-ésimas, esto

es, de las potencias de la formax1/n= n
√

x paran∈N.

Dadosx> 0, p∈ Z y q∈N, definimosxp/q= q
√

xp. Notemos primero que( q
√

x)p= q
√

xp pues

(
( q
√

x)p)q= ( q
√

x)pq=
(
( q
√

x)q)p= xp.

Naturalmente, debemos probar que sip/q= m/n dondem∈ Z y n∈N, entoncesxp/q= xm/n. En

efecto, puesto quepn= qm tenemos que

(
( q
√

x)p)qn
=
(
( q
√

x)q)pn
= xpn= xqm=

(
( n
√

x)n)qm
=
(
( n
√

x)m)qn

es decir,
(

xp/q
)qn

=
(

xm/n
)qn

, lo que implica quexp/q= xm/n. En consecuencia, sir es un número

racional podemos definir, sin ambigüedad alguna, la potencia xr por xr= xp/q, dondep∈Z y q∈N
son tales quer = p/q.

Observa que la definición dexr para r racional se reduce a las ya conocidas para los casos

particulares en quer es un entero o el inverso de un natural, así mismo la notación empleada es

coherente con las notaciones usadas antes para tales casos particulares.

2.32 Proposición.Para todo número racional r∈Q y todo número real y se verifica queexp(ry) =

(exp(y))r . En particular,exp(r) = er . Además, para todo x∈ R se verifica que

exp(x) = sup{er : r ∈Q , r < x}.

Demostración. Utilizando la propiedad de la exponencial exp(x+y) = exp(x)exp(y), se prueba

fácilmente por inducción que para todon∈N y todoy∈R se verifica que exp(ny) = (exp(y))n. Si

ahoran es un entero negativo tenemos que:

exp(ny) = exp(−n(−y)) = (exp(−y))−n =

(
1

exp(y)

)−n

= exp(y)n

Concluimos que exp(ny) = (exp(y))n para todon∈ Z y todo y ∈ R. Deducimos ahora que
(

exp

(
1
m

y

))m

= exp(y) para todom∈N, esto es, exp
( y

m

)
= m
√

exp(y). Luego, exp
( n

m
y
)
=

(
exp
( y

m

))n
=
(

m
√

exp(y)
)n

, de donde se sigue la primera afirmación del enunciado. En parti-

cular, exp(r) = (exp(1))r = er para todor∈Q.

Dadox ∈ R, seaC = {er : r ∈ Q , r < x}. Claramente exp(x) es un mayorante deC por lo

queα = sup(C) 6 exp(x). Si fueraα < exp(x), entonces log(α) < x y, por la densidad deQ en

R, hay algúnr ∈ Q tal que log(α) < r < x. Pero entonces se tiene queα < exp(r) = er , lo que

es contradictorio pues er ∈C. Luegoα = exp(x). 2
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La proposición anterior justifica la notación que suele usarse para exp(x), dicho número se

representa simbólicamente por ex y puede interpretarse como “la potenciax del número e”. En

lo sucesivo nosotros también usaremos dicha notación y reservaremos la notación exp(·) para

aquellos casos en que aparezcan expresiones complicadas enel exponente.

Acabamos de probar que(ey)r = ery para todoy ∈ R y todo r ∈ Q. Dadox > 0, ponemos

y= log(x) y obtenemos quexr = exp(r log(x)). Esta igualdad, válida para todox> 0 y para todo

r ∈Q, justifica la siguiente definición.

2.33 Definición. Dados dos números realesx> 0 e y∈ R, se define la potenciaxy debasex y

exponentey como el número real dado por

xy = exp(ylog(x))

Definimos también 0x = 0 para todox> 0 y 00 = 1.

Los comentarios anteriores justifican la consistencia de esta definición con la antes dada para

exponentes racionales, así como la coherencia de las notaciones empleadas en ambos casos. Las

propiedades básicas de las potencias de base y exponentes reales se indican a continuación y se

proponen como fácil ejercicio.

2.34 Proposición(Leyes de los exponentes). Cualesquiera sean a> 0, b> 0 y para todos x,y

enR, se verifica que

ax+y = axay; (ax)y = axy; (ab)x = axbx.

2.35 Definición. Dado un número positivoa> 0 la función expa : R→ R+, definida para todo

x∈ R por expa(x) = ax, se llamafunción exponencial de basea.

Dado un número positivoa> 0 y a 6= 1, la función loga : R+ →R, definida para todox∈R+

por loga(x) =
log(x)
log(a)

, se llamafunción logaritmo de basea.

Dado un número realb la función deR+ enR, definida para todox> 0 por x 7→ xb, se llama

función potencia de exponenteb.

Las propiedades de las funciones exponenciales, logaritmos y potencias, acabadas de definir,

se deducen fácilmente de las propiedades de la función exponencial y de la función logaritmo

natural; por ejemplo, la función logaritmo de basea es la función inversa de la exponencial de

basea.

Vamos a ver a continuación algunas desigualdades de gran utilidad en las que intervienen las

funciones exponencial y logaritmo.
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2.36 Proposición.a)
x

1+x
6 log(1+x) 6 x para todo x> −1, y la desigualdad es estricta si

x 6= 0.

b)

∣∣∣∣
log(1+x)

x
−1

∣∣∣∣<
|x|

1+x
para todo x>−1, x 6= 0.

c) x6 ex−16 xex para todo número real x, y la desigualdad es estricta si x6= 0.

d)

∣∣∣∣
ex−1

x
−1

∣∣∣∣< |ex−1| para todo x6= 0.

Demostración. a) Sabemos que log(t) < n(t1/n− 1) para todot > 0, t 6= 1 y todon∈N. En

particular, paran= 1, log(t)< t −1 para todot > 0, t 6= 1. Sustituyendot por 1+x obtenemos

log(1+ x) < x para todox > −1, x 6= 0. Para estos valores dex se tiene que el númeroz=
1

1+x
−1 también verifica quez>−1, z 6= 0, luego, por lo ya visto, se tendrá que log(1+z)< z,

es decir,
x

1+x
< log(1+x). Queda así probado el puntoa).

b) Se deduce fácilmente dea) dividiendo ambos lados de la desigualdad porx y tratando por

separado el caso en quex> 0 y el caso en quex< 0.

c) Si x 6= 0, el númeroz= ex−1 verifica quez>−1, y z 6= 0, por consiguiente
z

1+z
< log(1+

z) < z, es decir,
ex−1

ex < x < ex−1, y de aquí se sigue de forma inmediata la desigualdad del

apartadoc).

d) Se deduce fácilmente dec) dividiendo ambos lados de la desigualdad porx y tratando por

separado el caso en quex> 0 y el caso en quex< 0. 2

2.2.2. Sucesiones de exponenciales y logaritmos

A continuación vamos a estudiar sucesiones de exponenciales y logaritmos. El resultado bá-

sico al respecto es el siguiente.

2.37 Proposición.a) Una sucesión{xn} converge a x∈R si, y sólo si, la sucesión{exn} converge

a ex.

b) Una sucesión de números positivos{yn} converge a un número positivo y> 0 si, y sólo si, la

sucesión{log(yn)} converge alog(y).

Demostración. Teniendo en cuenta que la función exponencial es creciente, se deduce inmedia-

tamente que si{xn} está acotada entonces también{exn} está acotada. Esta observación, junto

con la desigualdad

xn 6 exn −16 xnexn
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probada en la proposición anterior, y el principio de las sucesiones encajadas, nos permiten dedu-

cir que si ĺım{xn}= 0 entonces ĺım{exn}= 1. Si ahora suponemos que ĺım{xn}= x, se tiene que

ĺım{xn− x} = 0 y, por lo ya visto, ĺım{exn−x} = 1, de donde, por ser exn = exn−xex, se sigue que

ĺım{exn}= ex. Hemos probado una parte de la afirmacióna) del enunciado.

Supongamos ahora que{yn} es una sucesión de números positivos con ĺım{yn} = 1. Pongamos

zn= yn−1. Claramentezn >−1, por lo que, según hemos probado en la proposición anterior, se

verifica la desigualdad
zn

1+zn
6 log(1+zn) = log(yn)6 zn.

Teniendo ahora en cuenta que ĺım{zn} = 0 deducimos, por el principio de las sucesiones en-

cajadas, que ĺım{log(yn)} = 0. Si ahora suponemos que ĺım{yn} = y siendo y > 0, entonces

ĺım

{
yn

y

}
= 1 y, por lo ya visto, será ĺım

{
log

(
yn

y

)}
= = ĺım{log(yn)− log(y)} = 0, es decir,

ĺım{log(yn)}= log(y). Hemos probado una parte de la afirmaciónb) del enunciado.

Las afirmaciones recíprocas se deducen de las ya probadas:

Si {exn} converge a ex, entonces haciendoyn= exn e y= ex, se verificará, por lo ya visto, que

{xn}= {log(yn)} converge ax= log(y).

Si {log(yn)} converge a log(y), haciendoxn= log(yn) y x = log(y), se verificará, por lo ya

visto, que{yn}= {exn} converge ay= exp(x). 2
El siguiente resultado es uno de los más útiles para el cálculo de límites de sucesiones.

2.38 Teorema.a) Para toda sucesión{xn} tal que−1<xn 6= 0 para todo n∈N y ĺım{xn} = 0,

se verifica que

ĺım
n→∞

log(1+xn)

xn
= 1, y ĺım

n→∞
(1+xn)

1/xn = e.

b) Para toda sucesión{xn} tal que ĺım{xn}= 0 y xn 6= 0 para todo n∈N, se verifica que

ĺım
n→∞

exn −1
xn

= 1.

Demostración. a) En virtud de la desigualdad probada en el puntob) de la proposición2.36, para

todon∈N se verifica que ∣∣∣∣
log(1+xn)

xn
−1

∣∣∣∣<
|xn|

1+xn

de donde se sigue inmediatamente que ĺım
n→∞

log(1+xn)

xn
= 1. Deducimos ahora que

ĺım
n→∞

(1+xn)
1/xn = ĺım

n→∞
exp

(
log(1+xn)

xn

)
= exp(1) = e.
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b) Puesto que ĺım{exn} = 1 y, en virtud de la desigualdad probada en el puntod) de la proposi-

ción 2.36, para todon∈N se verifica que
∣∣∣∣
exn −1

xn
−1

∣∣∣∣< |exn −1|,

deducimos que ĺım
n→∞

exn −1
xn

= 1. 2
2.39 Corolario. a) Para toda sucesión{xn} tal que 0< xn 6= 1 para todo n∈N y ĺım{xn} = 1,

se verifica que

ĺım
n→∞

log(xn)

xn−1
= 1.

b) Para toda sucesión{xn} tal que xn 6∈ [−1,0] para todo n∈N y ĺım

{
1
xn

}
= 0, se verifica que

ĺım
n→∞

(
1+

1
xn

)xn

= e.

Demostración. Poniendo, según sea el casoa) o el b), zn= xn− 1, o zn=
1
xn

, tenemos que, en

cada caso, la sucesión{zn} verifica las hipóptesis del puntoa) del teorema2.38por lo que

ĺım
n→∞

log(1+zn)

zn
= 1, y ĺım

n→∞
(1+zn)

1/zn = e,

equivalentemente

ĺım
n→∞

log(xn)

xn−1
= 1, y ĺım

n→∞

(
1+

1
xn

)xn

= e. 2

Ejercicios propuestos

61. ¿Cuál de los dos números 1.234.5671.234.568y 1.234.5681.234.567es el mayor?.

62. Prueba que para todon∈N se verifica la desigualdad

(n+1)n

n!
< en<

(n+1)n+1

n!
.

63. (T) Para cadan∈N sea

xn=1+
1
2
+ · · ·+1

n
− log(n), yn= xn−

1
n
.

Prueba que{xn} es estrictamente decreciente e{yn} es estrictamente creciente. Deduce que

ambas sucesiones convergen a un mismo número. Dicho número se llama laconstante de

Euler, se representa por la letra griegaγ .
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a) Deduce que ĺım
n→∞

1+1/2+ · · ·+1/n
log(n)

= 1.

b) Justifica que ĺım
n→∞

{
1

n+1
+

1
n+2

+ · · ·+ 1
2n

}
= log2.

c) Justifica que ĺım
n→∞

{
1− 1

2
+

1
3
− 1

4
+ · · ·+ (−1)n+1

n

}
= log2.

64. a) Prueba las desigualdades

0< log
ex−1

x
< x (x> 0); x< log

ex−1
x

< 0 (x< 0).

b) Dadox 6= 0 definamosx1= x, y para todon∈N:

xn+1 = log
exn −1

xn
.

Estudia la convergencia de{xn}.

65. Calcula los límites de las sucesiones

a)
log(n)

n( n
√

n−1)
; b)

nlog(1+1/n)−1
(1+1/n)n−e

; c) n
(

n
√

2−1/n−1
)
;

2.3. Sucesiones parciales y valores de adherencia

Sea{xn} una sucesión de números reales; dada una aplicaciónσ : N→ N estrictamente cre-

ciente, la sucesión que a cada número naturaln hace corresponder el número realxσ(n) se repre-

senta por{xσ(n)} y se dice que es unasucesión parcialde{xn}. Nótese que{xσ(n)} no es otra

cosa que la composición de las aplicaciones{xn} y σ , esto es,{xσ(n)}= {xn}◦σ .

2.40 Ejemplos.Las sucesiones{1/n2} y {2−n} son sucesiones parciales de la sucesión{1/n}.

Dadoq∈N las sucesiones
{

xq+n
}

n∈N y {xqn}n∈N son sucesiones parciales de{xn}.

Las sucesiones{x2n} y {x2n−1} son sucesiones parciales de{xn}.

Se dice que un número realz es unvalor de adherenciade una sucesión{xn} si hay alguna

sucesión parcial de{xn} que converge az.

2.41 Proposición. Si {yn} es una sucesión parcial de{xn} y {zn} es una sucesión parcial de

{yn}, entonces{zn} es una sucesión parcial de{xn}. En particular, un valor de adherencia de

una sucesión parcial de{xn} también es un valor de adherencia de{xn}.
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Demostración. Pongamosyn = xσ(n), zn = yϕ(n) dondeσ ,ϕ : N → N son aplicaciones estricta-

mente crecientes. Definiendoψ = σ ◦ϕ : N → N, se tiene queψ es estrictamente creciente y

zn = yϕ(n) = xσ(ϕ(n)) = xψ(n). 2

Los siguientes resultados que vimos en el capítulo I serán usados en lo que sigue.

2.42 Proposición.

a) Seaϕ : N→N una aplicación tal queϕ(n)< ϕ(n+1) para todo n∈N. Se verifica entonces

queϕ(n)> n para todo n∈ N.

b) Sea A un conjunto infinito de números naturales. Entonces existe una biyección creciente de

N sobre A.

2.43 Proposición.Si ĺım{xn} = x, toda sucesión parcial de{xn} también converge a x. En par-

ticular, una sucesión convergente tiene como único valor deadherencia su límite.

Demostración. Sea{xn} → x, y {xσ(n)} una sucesión parcial de{xn}. Dadoε > 0, existem∈N
tal que para todon > m se verifica que|xn− x| < ε . Puesto queσ(n) > n, para todon > m se

tiene que|xσ(n)−x|< ε . Lo que prueba que{xσ(n)} → x. 2

El resultado anterior es muy útil para probar que una sucesión noes convergente pues para ello

basta con que tenga una sucesión parcial no convergente o dossucesiones parciales convergentes

a límites distintos.

La sucesión{(−1)n} tiene las sucesiones parciales{(−1)2n} = {1}n∈N y {(−1)2n−1} =

{−1}n∈N que convergen respectivamente a 1 y a−1. Volvemos a obtener así que{(−1)n} no

es convergente.

Damos a continuación una útil caracterización de los valores de adherencia de una sucesión.

2.44 Proposición.Sea{xn} una sucesión y x un número real. Equivalen las siguientes afirma-

ciones:

i) x es un valor de adherencia de{xn}.

ii) Para todo intervalo abierto I que contiene a x se verifica que el conjunto de números

naturales{n∈N : xn ∈ I} es infinito.

iii) Para todo ε > 0 el conjunto de números naturales{n∈N : x−ε < xn<x+ ε} es infinito.

Demostración. Supongamos que hay una sucesión parcial,{xσ(n)}, convergente ax. Dado un

intervalo abiertoI que contenga ax, sabemos que hay un númerom0 ∈N tal que para todo
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p> m0 se verifica quexσ(p) ∈ I . Deducimos que

{n∈N : xn ∈ I} ⊇ {σ(p) : p> m0}

y, por ser la aplicaciónσ , estrictamente creciente, y por tanto inyectiva, el conjunto {σ(p) : p>

m0} es infinito, luego también lo es el conjunto{n∈N : xn ∈ I}. Hemos probado así quei) implica

ii) . Siendo evidente queii) implica iii) , para acabar probaremos queiii) implica i).

Por hipótesis para todok∈N el conjunto

Ak= {n∈N : x−1/k< xn < x+1/k}

es infinito. Por tanto, cualesquiera sean los números naturalesk, p, el conjunto

Bp,k= {n∈ Ak : n> p}

no es vacío. Haciendo uso del principio de buena ordenación podemos definirϕ : N→N por:

ϕ(1) = mı́n(A1)

ϕ(k+1)= mı́n(Bϕ(k),k+1) para todok∈N.

Con ello es claro queϕ(k)< ϕ(k+1), y ϕ(k) ∈ Ak para todok∈N. Por tanto{xϕ(n)} es una su-

cesión parcial de{xn} y como |x−xϕ(n)|< 1/n para todon∈N, deducimos que{xϕ(n)} converge

a x. 2

2.3.1. El teorema de Bolzano - Weierstrass

Es importante advertir que una sucesiónpuede tener un único valor de adherencia y no ser

convergente. Por ejemplo, la sucesión dada para todon∈N por xn= (1+(−1)n)n+ 1/n, no es

convergente y tiene a 0 como único valor de adherencia. También puede ocurrir que una sucesión,

la de los números naturales por ejemplo, no tenganingún valor de adherencia. Vamos a ver a

continuación que estos comportamientos no pueden darse consucesiones acotadas.

2.45 Lema. Toda sucesión de números reales tiene una sucesión parcial monótona.

Demostración. Sea{xn} una sucesión y definamos

A= {n∈N : xn > xp para todop> n}

Podemos visualizar el conjuntoA como sigue. Consideremos en el plano los segmentos de ex-

tremos(n,xn) y (n+1,xn+1), n = 1,2,3, . . . . Resulta así una línea poligonal infinita y podemos

imaginar que dicha línea es el perfil de una cordillera cuyas cumbres y valles son los puntos

(n,xn). Imaginemos ahora que los rayos de luz del Sol, paralelos al eje de abscisas, iluminan di-

cha cordillera por el lado derecho (el Sol estaría, pues, situado en el infinito del eje de abscisas
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Figura 2.1. Puntos de sol y de sombra

positivo). Pues bien, un número naturaln pertenece al conjuntoA si el punto(n,xn) está iluminado

y no pertenece aA si dicho punto está en sombra.

Supongamos queA es infinito. En tal caso sabemos (ver proposición2.42) que hay una apli-

caciónσ : N → N estrictamente creciente conϕ(N) = A. Resulta ahora evidente que la suce-

sión parcial{xσ(n)} es decreciente pues todos los puntos(σ(n),xσ(n)) están iluminados y, por

tanto, ninguno de ellos puede hacerle sombra a uno anterior.De manera más formal, como pa-

ra todon∈N es σ(n)∈A se verifica quexσ(n) > xp para todop > σ(n); en particular, como

σ(n+1)> σ(n), se tiene quexσ(n) > xσ(n+1).

Si A es finito podemos suponer, sin pérdida de generalidad, queA= Ø. En tal caso, para todo

n∈N hay algúnp> n tal quexn < xp (pues todo punto(n,xn) está en sombra). Podemos definir

ahora una aplicaciónσ : N→ N estrictamente creciente de la siguiente forma:

σ(1) = 1

σ(n+1) = mı́n{p∈N : σ(n)< p y xσ(n) < xp} para todon∈N

Resulta ahora evidente que la sucesión parcial{xσ(n)} es estrictamente creciente pues cada punto

(σ(n),xσ(n)) deja en la sombra al anterior. 2
Como consecuencia de este lema, de que toda sucesión parcialde una sucesión acotada es

una sucesión acotada y del teorema2.17, obtenemos el siguiente importante resultado.

2.46 Teorema(Teorema de Bolzano -Weierstrass). Toda sucesión acotada de números reales

tiene alguna sucesión parcial convergente. Equivalentemente, toda sucesión acotada de números

reales tiene al menos un valor de adherencia.
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Podemos precisar algo más este resultado.

2.47 Proposición.Una sucesión acotada no convergente tiene al menos dos valores de adheren-

cia.

Demostración. Sea{xn} acotada y no convergente. Seaz un valor de adherencia de{xn}. Como

{xn} no converge az tiene que haber unε > 0 tal que el conjuntoAε = {n∈N : |xn−z|> ε}
es infinito. Por la proposición2.42 sabemos que hay una aplicaciónσ : N → N estrictamente

creciente tal queσ(N)=Aε . Pongamosyn = xσ(n). La sucesión{yn} está acotada y, por tanto tiene

algún valor de adherenciaw = ĺım{yϕ(n)}. Sabemos por la proposición2.41 quew también es

valor de adherencia de{xn}. Como para todon∈N es
∣∣yϕ(n)−z

∣∣=
∣∣xσ(ϕ(n))−z

∣∣> ε , deducimos

que|w−z|> ε y por tantow 6= z. 2

2.48 Corolario. Una sucesión acotada es convergente si y sólo si tiene un único valor de adhe-

rencia.

Ejercicios propuestos

66. Sea{xn} una sucesión tal que las sucesiones parciales{x2n}, {x2n−1} y {x3n}, son conver-

gentes. Prueba que{xn} es convergente.

67. (T) Sea{xn} una sucesión y supongamos que{x2n} → a y {x2n−1} → b. Prueba que los

únicos valores de adherencia de{xn} son a y b. Justifica que sia = b entonces{xn} es

convergente.

68. Sabemos que existen biyecciones deN sobreQ; seaϕ una de ellas y sea{xn} la sucesión

de números reales definida porxn= ϕ(n) para todon∈N. Prueba que todo número real es

un valor de adherencia de{xn}.

69. Sea A el conjunto de los valores de adherencia de una cierta sucesión acotada. Sea

z= ĺım{zn} donde, para todon∈N, zn ∈ A. Prueba quez∈ A.

70. Dadosb> a>0, estudia la convergencia de la sucesión{xn} definida para todon∈N por:

x1= a, x2= b, xn+2=
2xnxn+1

xn+xn+1
.

2.3.2. Condición de Cauchy. Teorema de Complitud deR

Si volvemos a leer la definición de sucesión convergente, parece que para estudiar la conver-

gencia de una sucesión{xn} debemos ser capaces de “adivinar”, de alguna manera, su posible
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límite. De hecho, una idea bastante extendida consiste en pensar que es lo mismo probar la con-

vergencia de una sucesión que calcular su límite. Esto no es del todo correcto; son relativamente

pocas las sucesiones convergentes cuyo límite puede efectivamente calcularse. Cuando se estudia

la convergencia de una sucesión{xn}, la mayoría de las veces, lo que conocemos es, justamente,

la sucesión y, naturalmente, se desconoce su posible límiteel cual pudiera, incluso, no existir.

Por ello interesa tenercriterios de convergencia intrínsecos a la sucesión, es decir, que no ha-

gan intervenir a un objeto en principioextrañoa ella como es su posible límite. El teorema2.17

proporciona, precisamente, un criterio de convergencia intrínseco para sucesionesmonótonas.

Usando dicho criterio hemos probado, en el ejemplo2.18, la convergencia de una sucesiónsin

necesidad de conocer su límite.

A continuación vamos a establecer un criterio intrínseco deconvergencia para sucesiones que

es más general pues puede aplicarse a cualquier sucesión. Este criterio fué formulado por Bolzano

en 1817 y también, independientemente, por Cauchy en 1821, yestablece una condición necesaria

y suficiente para la convergencia de una sucesión. Dicha condición se conoce con el nombre de

condición de Cauchy.

2.49 Definición. Se dice que una sucesión{xn} satisface lacondición de Cauchy, si para cada

número positivo,ε > 0, existe un número naturalmε , tal que para todosp,q∈N con p > mε y

q> mε se verifica que|xp−xq|< ε .

La demostraciónrigurosade lasuficienciade esta condición no es fácil, ya que debe probarse

la existenciade un límite y ello no puede hacerse sin unconocimiento profundo de la estructura

de los números realesel cual no llegaría hasta 1872 gracias a los trabajos de Weierstrass, Cantor

y Dedekind.

2.50 Teorema(Teorema de complitud deR). Una sucesión de números reales es convergente si,

y sólo si, verifica la condición de Cauchy.

Demostración. Supongamos que{xn} verifica la condición de Cauchy. Probemos primero que

{xn} está acotada. Tomandoε = 1, la condición de Cauchy implica que haym0∈N tal que|xp−
xm0| < 1 para todop > m0. Como |xp|6 |xp−xm0|+ |xm0|, deducimos que|xp| < 1+ |xm0| para

p> m0. En consecuencia si definimosM = máx{|x1|, |x2|, . . . , |xm0|,1+ |xm0|}, cuya existencia

está garantizada por ser un conjunto finito, obtenemos que|xn| 6 M para todon∈N. Hemos

probado así que{xn} está acotada.

El teorema de Bolzano-Weierstrass nos dice que{xn} tiene una sucesión parcial convergente

{xσ(n)} → x. Probaremos que{xn} → x. Dadoε > 0, por la condición de Cauchy, existem1∈N
tal que para todosp,q > m1 se verifica que|xp−xq| < ε/2. También existem2∈N tal que para

todon> m2 se verifica que|xσ(n)−x|< ε/2. Seam= máx{m1,m2}. Para todon> mse verifica

que:

|xn−x|6 |xn−xσ(n)|+ |xσ(n)−x|< ε
2
+

ε
2
= ε
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Lo que prueba que{xn} converge ax.

Recíprocamente, si{xn} es convergente y ĺım{xn} = x, dadoε > 0, hay un númeromε∈N
tal que para todo número naturaln> mε se tiene que|xn− x| < ε/2. Deducimos que sip,q son

números naturales mayores o iguales quemε entonces

|xp−xq|6 |xp−x|+ |x−xq|< ε/2+ ε/2= ε .

Por tanto la sucesión{xn} verifica la condición de Cauchy. 2
2.51 Observación.La condición de Cauchy para sucesiones dada en la definición2.49, puede~
también expresarse de una manera equivalente, aunque formalmente distinta, como sigue:

Una sucesión{xn} satisface la condición de Cauchy, si para cadaε > 0, existe un número na-

tural mε , tal que para todo p> mε y para todo número naturalh, se verifica que

|xp+h−xp|< ε .

Equivalentemente, una sucesión{xn} verifica la condición de Cauchy si, y sólo si, la sucesión

{ρn} dada para todo n∈N por:

ρn = sup{|xn+h−xn| : h∈N}

converge a cero.

Puesto que, evidentemente, para cadah∈N se tiene que|xn+h− xn| 6 ρn para todon∈N, si

{xn} satisface la condición de Cauchy entonces para cadah∈N se verifica ĺım
n→∞

{xn+h−xn}= 0.

Es importante observar que una sucesión{xn} puede verificar esta última condición y no ser

convergente, es decir, no satisfacer la condición de Cauchy. Un ejemplo de ello lo proporciona la

serie armónica, esto es, la sucesión{Hn} dada porHn=∑n
k=11/k. Hemos visto que dicha sucesión

no es convergente y, por tanto, no verifica la condición de Cauchy. Sin embargo,fijado un número

natural h∈N, tenemos que

0< Hn+h−Hn =
1

n+h
+

1
n+h−1

+ · · ·+ 1
n+1

<
h
n

y, como ĺım
n→∞

{
h
n

}
= 0, por el principio de las sucesiones encajadas obtenemos que

ĺım
n→∞

{Hn+h−Hn} = 0. Observa que si hacemosh= 22(m+n)−n entonces, recordando queH2p >

1+ p/2, tenemos:

Hn+h−Hn = H22(m+n)−Hn > H22(m+n)−n> 1+m+n−n= m+1

lo que prueba que el conjuntoRn = {Hn+h−Hn : h∈N} ni siquiera está mayorado para ningún

n∈N.

Ejercicios propuestos
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71. ¿Puede existir una sucesión acotada de números reales,{xn}, tal que |xm− xn| > 10−10

siempre quem 6= n?.

72. (T) Sea{xn} una sucesión de números reales y supongamos que hay númerosρ ∈]0,1[,
M > 0 y p∈N, tales que|xn+1−xn|6Mρn para todon> p. Prueba que{xn} es convergente.

73. (T) Sea{xn} una sucesión de números reales y supongamos que hay númerosρ ∈]0,1[ p∈
N, tales que|xn+2−xn+1|6 ρ |xn+1−xn| para todon> p. Prueba que{xn} es convergente.

74. Estudia la convergencia de las sucesiones definidas para todo n∈N por:

a) x1= 1, xn+1=
1

1+xn
; b) x1=

√
2, xn+1=

√
2−xn.

2.4. Sucesiones divergentes

Vamos a estudiar ahora un tipo muy particular de sucesionesno convergentespero que, a

pesar de ello, presentan una determinada regularidad. El teorema de Bolzano-Weierstrass nos

dice que toda sucesión acotada tiene algún valor de adherencia; es natural preguntarse cómo son

las sucesiones que no tienen ningún valor de adherencia. Desde luego, tales sucesiones no pueden

ser acotadas; todavía más, en virtud del teorema antes citado, tales sucesionesno pueden tener

ninguna sucesión parcial acotada. Esta condición necesaria es también suficiente, pues, si nohay

sucesiones parciales acotadas, tampoco puede haber sucesiones parciales convergentes.

2.52 Proposición.Para una sucesión{xn} de números reales equivalen las siguientes afirmacio-

nes:

a) {xn} no tiene ningún valor de adherencia;

b) {xn} no tiene ninguna sucesión parcial acotada;

c) Para todo número real K> 0 existe un número natural mK ∈N, tal que para todo n∈N con

n> mK se verifica que|xn|> K.

Demostración. La equivalencia entrea) y b) ya ha sido justificada en el comentario precedente

y también es evidente quec) implica a). Por otra parte, si se satisfaceb), entonces para todo

K > 0 el conjuntoAK = {n∈N : |xn|<K} es necesariamente finito, ya que, en otro caso, la

proposición1.42implicaría la existencia de una sucesión parcial acotada de{xn} en contra de lo

supuesto. Definamos, siAK=Ø,mK= 1 y, en otro caso,mK=máx(AK)+1. Se tiene entonces que

|xn|> K para todon> mK . Hemos probado queb) implica c) lo que concluye la demostración.2
2.53 Definición. Una sucesión{xn} se dice que es:
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- Positivamente divergente, y escribimos{xn}→+∞, si para todo número realK > 0 existe

un número naturalmK ∈N, tal que para todon∈N con n> mK se verifica quexn > K.

- Negativamente divergente, y escribimos{xn}→−∞, si para todo número realK<0 existe

un número naturalmK ∈N, tal que para todon∈N con n> mK se verifica quexn 6 K.

- Divergentecuando{|xn|} →+∞.

Observa que si{xn}→+∞, o si{xn}→−∞, entoncestambién{|xn|}→+∞, pero la afirma-

ción recíproca no es cierta en general.

Evidentemente, una sucesión divergente no está acotada y, por tanto, no es convergente. Es

importante observar que las afirmaciones recíprocas no son ciertas. Por ejemplo, la sucesión{xn}
dada para todon∈N por x2n−1 = 0, x2n = n, no está acotada y la sucesión{(−1)n} no es con-

vergente y ninguna de ellas es divergente. Estas observaciones elementales deben tenerse muy

presentes para no caer en el error de afirmar que las sucesiones no convergentes o las no acotadas

son divergentes.

En la siguiente proposición se exponen algunas propiedadeselementales, pero importantes,

de las sucesiones divergentes.

2.54 Proposición. i) Supuesto xn 6= 0 para todo n∈N, se verifica que{|xn|} →+∞ si, y sólo si,

{1/xn} → 0.

ii) {xn} →+∞ si, y sólo si,{−xn} →−∞.

iii) La suma de una sucesión divergente con una sucesión acotada es una sucesión divergente

del mismo tipo que la primera.

iv) Toda sucesión positivamente divergente (resp. negativamente divergente) está minorada

(resp. mayorada).

v) La suma de una sucesión positivamente divergente con una sucesión minorada es otra

sucesión positivamente divergente. En particular, la sumade dos sucesiones positivamente diver-

gentes es otra sucesión positivamente divergente.

vi) El producto de dos sucesiones divergentes (resp. positivamente divergentes) es otra suce-

sión divergente (resp. positivamente divergente).

vii) El producto de una sucesión divergente por una sucesiónque converge a un número

positivo es otra sucesión divergente del mismo tipo que la primera.

Vamos a estudiar a continuación algunas importantes propiedades de las sucesiones divergen-

tes de logaritmos y exponenciales.

2.55 Proposición.a) Para toda sucesión{xn} se verifica que:
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i) {xn}→+∞ si, y sólo si,{exn}→+∞.

ii) {xn} →−∞ si, y sólo si,{exn} → 0.

b) Para toda sucesión de números positivos{xn} se verifica que:

iii) {xn} →+∞ si, y sólo si,{log(xn)} →+∞.

iv) {xn} → 0 si, y sólo si,{log(xn)} →−∞.

Demostración. Si {xn} →+∞ entonces, como exn > 1+xn > xn, se sigue que{exn} →+∞.

Si {xn} →−∞ entonces, por lo ya visto,{e−xn}= {1/exn}→+∞, por lo que,{exn} → 0.

Hemos probado una parte de las afirmacionesa) del enunciado.

Si {xn} →+∞ entonces, dadoK > 0, existemK ∈N tal que para todon> mK se verifica que

xn > eK y, por tanto, log(xn)> K.

Si {xn} → 0 siendoxn > 0, se sigue que{1/xn} → +∞ y, por lo ya visto, la sucesión

{− log(xn)}= {log(1/xn)} diverge positivamente, o sea,{log(xn)} →−∞.

Hemos probado una parte de las afirmacionesb) del enunciado.

Las afirmaciones restantes se deducen de las ya probadas procediendo de forma similar a

como se hizo en la proposición2.37. 2
El siguiente resultado es de gran importancia. En él se comparan los “órdenes de crecimien-

to” de las funciones logaritmo, potencias y exponenciales,resultando que el logaritmo crece más

lentamente que cualquier potencia positiva y éstas, a su vez, crecen más lentamente que la expo-

nencial.

2.56 Proposición.Seaα > 0, y {xn} una sucesión de números positivos. Se verifica que:

i) Si {xn} →+∞, entoncesĺım
n→∞

∣∣ log(xn)
∣∣µ

xα
n

= 0 cualquiera seaµ ∈R .

ii) Si {xn} → 0, entoncesĺım
n→∞

xα
n

∣∣ log(xn)
∣∣µ = 0 cualquiera seaµ ∈R .

iii) Si {xn}→+∞, entoncesĺım
n→∞

xα
n

eµxn
= 0 cualquiera seaµ > 0.

Demostración. i) Como parax > 0 es logx 6 2(
√

x− 1) < 2
√

x, se sigue que
logx

x
<

2√
x

. A

partir de un cierto término en adelante se verificará que:

06 α
log(xn)

xα
n

=
log(xα

n )

xα
n

<
2√
xα

n

.
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Como{
√

xα
n }→+∞, por el principio de las sucesiones encajadas resulta

{
log(xn)

xα
n

}
→ 0. Aho-

ra, siµ > 0, tenemos que ∣∣ log(xn)
∣∣µ

xα
n

=

(∣∣ log(xn)
∣∣

xρ
n

)µ

dondeρ = α/µ es un número positivo, y deducimos de lo ya probado que

ĺım
n→∞

∣∣ log(xn)
∣∣µ

xα
n

= 0.

El caso en queµ 6 0 es inmediato.

ii) Es consecuencia directa del punto anterior puesto que{1/xn} →+∞.

iii) Haciendo en i)α = 1, sustituyendo{xn} por {exn} y µ por α , se sigue que ĺım
n→∞

xα
n

exn
= 0, y

podemos ahora sustituirxn por µxn para obtener finalmente que ĺım
n→∞

xα
n

eµ xn
= 0. 2

Vamos a introducir a continuación un concepto muy útil para estudiar la convergencia o di-

vergencia de un producto de varias sucesiones.

2.57 Definición. Se dice que{xn} esasintóticamente equivalentea {yn}, y escribiremos sim-

bólicamente{xn} ∼ {yn}, si {xn/yn}→ 1.

Por ejemplo, las sucesiones{1+ 1
2 + · · ·+ 1

n} y {logn} son asintóticamente equivalentes (ver

el ejercicio63-a)). También es claro que si{xn}→ x 6= 0, entonces{xn} ∼ {x}n∈N.

Es de comprobación inmediata que la relación deequivalencia asintótica, que acabamos

de definir, es unarelación de equivalencia, es decir, tiene las propiedades reflexiva, simétrica

y transitiva. Además dicha relación escompatible con el producto de sucesiones, es decir, si

{xn} ∼ {yn} entonces{xnzn} ∼ {ynzn} cualquiera sea la sucesión{zn} de términos no nulos. Es

importante observar quela relación de equivalencia asintótica no es compatible conla suma de

sucesiones. Por ejemplo, sixn= n+1, yn= n+ 1/n y zn = −n, es claro que{xn} ∼ {yn} pero

{xn+ zn} = {1}n∈N no es asintóticamente equivalente a{yn+ zn} = {1/n}. Por tanto,para cal-

cular el límite de una suma de sucesiones no está permitido sustituir ninguna de ellas por otra

asintóticamente equivalente.

El siguiente resultado nos dice que para estudiar la convergencia de unproducto de varias

sucesiones podemos sustituir las que queramos por otras quesean asintóticamente equivalentes,

sin que ello afecte a la convergencia o divergencia del producto ni a su eventual límite.

2.58 Proposición.Sean{xn} e{yn} sucesiones asintóticamente equivalentes y{zn} una sucesión

cualquiera. Se verifica que:

i) {xnzn} es convergente si, y sólo si,{ynzn} es convergente, en cuyo caso ambas sucesiones tienen

el mismo límite.
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ii) {xnzn} es divergente si, y sólo si,{ynzn} es divergente, en cuyo caso ambas sucesiones son

divergentes del mismo tipo.

En particular,{xn} es convergente (resp. divergente) si, y sólo si,{yn} es convergente (resp.

divergente), en cuyo caso ambas tienen igual límite (resp. son divergentes del mismo tipo).

Demostración. Las afirmaciones hechas eni) y ii) son consecuencia de que

ĺım

{
xn

yn

}
= ĺım

{
yn

xn

}
= 1.

Si, por ejemplo,{ynzn} es convergente (resp. divergente) entonces como

{xnzn}=
{

xn

yn

}
{ynzn},

se sigue, en virtud del teorema2.21(resp. del punto(vi de la proposición 2.53), que{xnzn} tam-

bién es convergente (resp. divergente) y tiene el mismo límite (resp. el mismo tipo de divergencia)

que{ynzn}.

La afirmación hecha al final del enunciado es consecuencia de lo anterior tomandozn = 1. 2

2.4.1. Indeterminaciones y sucesiones de potencias

Frecuentemente hay que estudiar la convergencia o divergencia de una suma o producto de

dos sucesiones precisamente cuando las reglas que hemos visto en secciones anteriores no pueden

aplicarse. Se trata de aquellos casos en que el comportamiento de las sucesiones{xn+yn}, {xnyn}
no está determinado por el de{xn} e{yn}. Por ejemplo, si sabemos que{xn}→+∞ y que{yn}→
−∞, ¿qué podemos decir del comportamiento de la sucesión{xn+yn}? Respuesta: absolutamente

nada. Baste para convencerse de ello la consideración de lossiguientes casos:

xn= 2n, yn=−n; {xn+yn}= {n} →+∞
xn= n, yn=−2n; {xn+yn}= {−n} →−∞
xn= n+1, yn=−n; {xn+yn}= {1} → 1

xn = (−1)n+n, yn = (−1)n−n; {xn+yn}= {2(−1)n}

En consecuencia, las sucesiones del tipo{xn+yn} donde{xn}→+∞, {yn} →−∞, requieren un

estudio particular en cada caso. Tales sucesiones suele decirse que sonuna indeterminación del
tipo “∞−∞”.

Análogamente, si sabemos que{xn} → 0 y que{yn} es divergente, ello no proporciona nin-

guna información sobre el comportamiento de la sucesión{xnyn}; la cual se dice que es“una
indeterminación del tipo “0 ∞”. Las indeterminaciones que aparecen al estudiar el cociente de
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dos sucesiones divergentes o de dos sucesiones que convergen a cero, las llamadasindetermina-
ciones de los tipos“∞/∞”, “0/0”, pueden reducirse a una indeterminación del tipo “0∞”.

Todavía hemos de considerar nuevas indeterminaciones que van a surgir al considerarsucesio-

nes de potencias, es decir, sucesiones de la forma{xyn
n } donde{xn} es una sucesión de números

positivos e{yn} es una sucesión cualquiera de números reales. Puesto quexyn
n = exp(yn log(xn)),

teniendo en cuenta las proposiciones2.37 y 2.55, la convergencia o divergencia de la sucesión

{xyn
n } vendrá determinada por la de{yn log(xn)}; la cual, a su vez, está determinada en todos

los casos por el comportamiento de las sucesiones{xn} e {yn}, excepto cuando dicha sucesión

{yn log(xn)} es una indeterminación del tipo “0∞”, lo que ocurre en los siguientes casos:

a){xn}→ 1, {|yn|} →+∞ (indeterminación “1∞”)

b) {xn}→+∞, {yn}→ 0 (indeterminación “∞0”)

c) {xn}→ 0, {yn}→ 0 (indeterminación “00”)

Ni que decir tiene que no hay técnicas generales que permitan“resolver las indeterminacio-

nes”; ¡no serían tales si las hubiera! Es por ello que, los límites indeterminados, requieren un

estudio particular en cada caso. Muchos de los ejercicios propuestos en este capítulo consisten,

precisamente, en estudiar sucesiones que responden a alguno de los tipos de indeterminación antes

considerados. Esto no es por capricho; la mayoría de los límites que tienen algún interés mate-

mático son límites indeterminados. Expondremos a continuación algunos resultados muy útiles

para el estudio de los mismos. Empezaremos por un importanteresultado que permite resolver en

muchos casos las indeterminaciones “1∞” y “0 ∞”.

2.59 Teorema(Criterio de equivalencia logarítmica). Sean{xn} una sucesión de números positi-

vos distintos de1 que converge a1, {yn} una sucesión cualquiera y L un número real. Entonces

se tiene que:

i) ĺım{xyn
n }= eL si, y sólo si,ĺım{yn(xn−1)}= L.

ii) {xyn
n } →+∞ si, y sólo si,{yn(xn−1)} →+∞.

iii) {xyn
n } → 0 si, y sólo si,{yn(xn−1)} →−∞.

Demostración. Puesto quexyn
n = exp(yn log(xn)), las afirmaciones hechas eni), ii) y iii) , se de-

ducen de las proposiciones2.37y 2.55, sin más que tener en cuenta que, en virtud del corolario

2.39, las sucesiones{log(xn)} y {xn−1} son asintóticamente equivalentes, por lo que, en virtud

de la proposición2.58, si una de las sucesiones{yn log(xn)} e{yn(xn−1)} es convergente (resp.

divergente a+∞ o a−∞), la otra también es convergente con igual límite (resp. divergente a+∞
o a−∞). 2
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Vamos a exponer a continuación un útil resultado que, en muchas ocasiones, permite resolver

indeterminaciones de la forma “∞/∞”.

2.60 Teorema(Criterio de Stolz). Sea{yn} una sucesión positivamente divergente y estrictamen-

te creciente y sea{xn} cualquier sucesión. Supongamos que
{

xn+1−xn

yn+1−yn

}
→ L

donde L∈ R, o L=+∞, o L=−∞. Entonces se verifica también que

{
xn

yn

}
→ L .

Demostración. Supongamos, en primer lugar, queL ∈ R. Dadoε > 0, existe, por hipótesis, un

número naturalk, tal que para todoq> k se verifica que

L− ε
2
<

xq+1−xq

yq+1−yq
< L+

ε
2
.

Comoyq+1−yq > 0 obtenemos para todoq> k que:

(L− ε/2)(yq+1−yq)6 xq+1−xq 6 (yq+1−yq)(L+ ε/2)

Sean> k. Sumando estas desigualdades desdeq= k hastaq= n obtenemos fácilmente:

L− ε
2
<

xn+1−xk

yn+1−yk
< L+

ε
2

(2.9)

Teniendo en cuenta ahora la igualdad

xn+1

yn+1
−L =

xk−Lyk

yn+1
+

(
1− yk

yn+1

)(
xn+1−xk

yn+1−yk
−L

)

deducimos que: ∣∣∣∣
xn+1

yn+1
−L

∣∣∣∣6
∣∣∣∣
xk−Lyk

yn+1

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
xn+1−xk

yn+1−yk
−L

∣∣∣∣ (2.10)

Como ĺım
n→∞

{
(xk−Lyk)/yn+1

}
= 0, existe un número naturalq tal que, para todon> q, se verifica

∣∣∣∣
xk−Lyk

yn+1

∣∣∣∣<
ε
2

Teniendo en cuenta (2.9) y (2.10), deducimos que para todon> máx{k,q} se verifica que:
∣∣∣∣
xn+1

yn+1
−L

∣∣∣∣< ε .

Hemos probado, pues, que ĺım
n→∞

{
xn/yn

}
= L.

Supongamos ahora queL = +∞. En tal caso, existirá unk∈N tal que para todop > k se

tendrá:
xp+1−xp

yp+1−yp
> 1 =⇒ xp+1−xp > yp+1−yp (2.11)
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Deducimos que la sucesión{xn} es eventualmente estrictamente creciente. Además, sumando

las desigualdades (2.11) desdep = k hastap = n− 1, resulta que para todon > k esxn − xk >

yn−yk. Y, como{yn} →+∞, se sigue que{xn} →+∞. Podemos suponer, pues no es restrictivo

hacerlo, que{xn} es estrictamente creciente. Podemos usar ahora lo ya probado, intercambiando

las sucesiones{xn} e{yn}, para obtener que

ĺım

{
yn

xn

}
= ĺım

{
yn+1−yn

xn+1−xn

}
= 0

de donde se sigue que{xn/yn} →+∞.

El casoL =−∞ se reduce al previo cambiando la sucesión{xn} por{−xn}. 2

Es importante observar que, aún en las hipótesis del Criterio de Stolz, puede ocurrir que{
xn

yn

}
sea convergente pero no lo sea

{
xn+1−xn

yn+1−yn

}
; es decir, el Criterio de Stolz da una condición

suficiente pero no necesaria para la convergencia o divergencia de{xn/yn} (véase el ejercicio80).

Del Criterio de Stolz se deducen dos útiles criterios para estudiar la convergencia de sucesio-

nes de medias aritméticas o geométricas.

2.61 Proposición(Criterio de la media aritmética). Supongamos que{an} → L donde L es un

número real, o L=+∞, o L=−∞. Entonces se verifica que
{

a1+a2+ · · ·+an

n

}
→ L.

Demostración. Basta aplicar el Criterio de Stolz a las sucesionesxn= a1+a2+ · · ·+an, yn= n.2
2.62 Proposición(Criterio de la media geométrica). Supongamos que{an} → L donde{an} es

una sucesión de números positivos y L es un número real o bien L=+∞. Entonces se verifica que
{

n
√

a1a2 . . .an

}
→ L.

Demostración. Lo afirmado se deduce del criterio de la media aritmética y delas proposiciones

2.37y 2.55teniendo en cuenta que

log
(

n
√

a1a2 . . .an

)
=

log(a1)+ log(a2)+ · · ·+ log(an)

n
. 2

2.63 Corolario. Supongamos que

{
xn+1

xn

}
→ L donde{xn} es una sucesión de números positivos

y L es un número real o bien L=+∞. Entonces se verifica que{ n
√

xn}→ L.



Indeterminaciones y sucesiones de potencias 71

Demostración. Aplíquese el criterio de la media geométrica a la sucesión{an} definida por

a1 = 1, an+1=
xn+1

xn
para todon∈N. 2

Ejercicios propuestos

75. Supongamos que{xn}→ 0, siendo−1< xn 6= 0, y seaα ∈R∗. Prueba que{(1+xn)
α −1}

es asintóticamente equivalente a{αxn}.

76. Prueba que la sucesión{logn! } es asintóticamente equivalente a{nlogn}.

77. Prueba que la sucesión
{

n
√

1+1/nα −1
}

es asintóticamente equivalente a
{

1/nα+1
}

, don-

deα > 0.

78. Calcula los límites de las sucesiones{xn} definidas por:

a) xn =
1α +2α +3α + · · ·+nα

nα+1 , dondeα >−1.

b) xn =
k

√
(n+a1)(n+a2) · · · (n+ak) − n, dondek∈N, a j ∈R, 16 j 6 k.

c) xn =

(
α n
√

a+β n
√

b
α +β

)n

dondea> 0, b> 0 y α ,β ∈ R, α +β 6= 0.

d) xn =

(
1+2p/n+3p/n+ · · ·+ pp/n

p

)n

, dondep∈ N.

e) xn = n

(
1+2k+3k+ · · ·+nk

nk+1 − 1
k+1

)
, dondek∈ N.

f) xn =

(
3
4

1+32+52+ · · ·+(2n−1)2

n3

)n2

g) xn = n

[(
1+

1
n3 log(1+1/n)

)n

−1

]

h) xn =
1
n

(
n+

n−1
2

+
n−2

3
+ · · ·+ 2

n−1
+

1
n
− log(n!)

)

i) xn =

(
log(n+2)
log(n+1)

)nlogn

j) xn =
n

√
(pn)!
(qn)pn (p,q∈N)

79. Seana, b números positivos; definamosxk = a+(k−1)b para cadak∈N y seaGn la media

geométrica dex1, x2, . . . , xn y An su media aritmética. Calcula ĺım
n→∞

Gn

An
.

Aplicación: Calcula ĺım
n→∞

n
√

n!
n

.
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80. Sea{xn}→ x, {yn}→ y, x 6= y. Definamosz2n−1 = xn, y z2n = yn. Prueba que la sucesión{
z1+z2+ · · ·+zn

n

}
es convergente.

81. Sean{xn}, {yn} sucesiones de números positivos tales que{(xn)
n}→ x> 0,{(yn)

n} → y> 0.

Dadosα ,β ∈R+, conα +β = 1, calcula ĺım
n→∞

(αxn+βyn)
n.

2.4.2. Límites superior e inferior

Sea{xn} una sucesiónacotaday para cadan∈N definamos

An = {xp : p> n}

ComoAn⊆ A1 y, por hipótesis,A1 es un conjunto acotado,An también está acotado. Definamos

αn= ı́nf(An), βn= sup(An)

ComoAn+1⊆ An se tiene queαn6 αn+1, βn+16 βn. Por tanto la sucesión{αn} es creciente y

{βn} es decreciente. Ademásα16 αn6 βn6 β1, para todon∈N, y concluimos, por el teorema

2.17, que ambas sucesiones son convergentes. El númeroα = ĺım{αn} se llamalímite inferior
de la sucesión{xn} y se representa por ĺıminf{xn} y también ĺım{xn}. El númeroβ = ĺım{βn} se

llamalímite superior de la sucesión{xn} y se representa por ĺımsup{xn} y también porĺım{xn}.

Nótese queα 6 β y ademásα y β vienen dados por:

α = ĺım{αn}= sup{αn : n∈N}, β = ĺım{βn}= ı́nf{βn : n∈N}

2.64 Teorema.Una sucesión acotada es convergente si, y sólo si, su límite superior y su límite

inferior son iguales, en cuyo caso ambos coinciden con el límite de la sucesión.

Demostración. Sea{xn} acotada,α = ĺım inf{xn}, β = ĺımsup{xn}. Supongamos que{xn} es

convergente con ĺım{xn} = x. Dadoε > 0, existem0∈N tal que para todop> m0 esx− ε/2<

xp < x+ ε/2. Por tantox− ε/2 es un minorante deAm0 = {xp : p>m0} y, en consecuencia,

x−ε/26 αm0. También, por análogas razones,βm06 x+ε/2. Como ademásαm06 α 6 β 6 βm0,

resulta que:

x− ε/26 αm0 6 α 6 β 6 βm0 6 x+ ε/2 (2.12)

De donde se sigue queβ −α 6 ε . Hemos probado que para todoε > 0 esβ 6 α +ε lo que, como

ya sabemos, implica queβ 6 α y, en consecuenciaα = β . Deducimos ahora de las desigualdades

2.12que, para todoε > 0,x−ε/26α = β 6 x+ε/2 y, por tanto,x6α = β 6 x, o sea,x=α = β .



Límites superior e inferior 73

Recíprocamente, siα = β , como para todon∈N se verifica queαn 6 xn 6 βn, podemos aplicar

el principio de las sucesiones encajadas y deducimos que{xn} es convergente y ĺım{xn}= α = β .

2
Como tendremos ocasión de comprobar en el próximo capítulo,es conveniente extender la

definición de límites superior e inferior a sucesiones no acotadas.

2.65 Definición. Sea{xn} una sucesión de números reales.

i) Si {xn} no está mayorada definimos ĺımsup{xn}=+∞.

ii) Si {xn} no está minorada definimos ĺıminf{xn}=−∞.

iii) Si {xn} está mayorada,βn = sup{xp : p> n}, y {βn}→ β ∈R∪{−∞}, definimos ĺımsup{xn}= β .

iv) Si {xn} está minorada,αn = ı́nf{xp : p > n}, y {αn} → α ∈ R ∪ {+∞}, definimos

ĺıminf{xn}= α .

Para todox∈R se conviene que−∞ < x<+∞.

2.66 Proposición.Sea{xn} una sucesión cualquiera de números positivos. Se verifica que:

ĺım

{
xn+1

xn

}
6 ĺım{ n

√
xn}6 ĺım{ n

√
xn}6 ĺım

{
xn+1

xn

}
(2.13)

Ejercicios propuestos

82. Calcula los límites superior e inferior de la sucesión{xn} dada en cada caso por:

a) xn = (−1)n, b) xn = (−1)n+
1
n
, c) xn = n−E(n/3)

83. Sea{xn} acotada yzun valor de adherencia. Prueba que ĺım{xn}6 z6 ĺım{xn}.

83. Sean{xn} e{yn} sucesiones acotadas. Prueba que:

i) Si existen0∈N tal quexn 6 yn para todon>0 entonces

ĺım{xn}6 ĺım{yn}, ĺım{xn}6 ĺım{yn}

ii) ĺım{xn}=−ĺım{−xn}.

iii) ĺım {xn}+ĺım{yn}6 ĺım{xn+yn}6 ĺım{xn}+ĺım{yn}6 ĺım{xn+yn}6 ĺım{xn}+ĺım{yn}
¿Qué puedes decir si ĺım{xn}= x?

iv) Si xn> 0 e yn> 0 para todon∈N, entonces:

ĺım{xn}ĺım{yn}6 ĺım{xnyn}6 ĺım{xn}ĺım{yn}6 ĺım{xnyn}6 ĺım{xn}ĺım{yn}

¿Qué puedes decir si ĺım{xn}= x> 0?

Prueba con ejemplos que las desigualdades en iii) y iv) pueden ser estrictas.
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83. Sea{xn} una sucesión acotada yα ,β , números reales. Se verifica entonces que:

i) α = ĺım{xn} si, y sólo si, para todoε > 0 el conjunto{n∈N : xn< α − ε} es finito y el

conjunto{n∈N : xn< α + ε} es infinito.

ii) β = ĺım{xn} si, y sólo si, para todoε > 0 el conjunto{n∈N : xn> β + ε} es finito y el

conjunto{n∈N : xn> β − ε} es infinito.

Deduce que los límites superior e inferior de una sucesión acotada son valores de adherencia

de dicha sucesión y son, respectivamente, el mayor y el menorde los valores de adherencia.

84. Sea{xn} una sucesión de números reales yL∈R∪{+∞}∪{−∞}. Prueba que ĺımsup{xn}=
ĺım inf{xn}= L si, y sólo si,{xn}→ L.



Capı́tulo3

Series de números reales

Aquiles alcanzó a la tortuga y se sentó confortablemente so-

bre su espalda. ¿De modo que has llegado al final de nuestra

carrera?– dijo la tortuga –. ¿A pesar de que realmente consis-

te en unaserie infinitade distancias? Yo creía que algún necio

había demostrado que esto no podía hacerse.

Lewis Carroll

3.1. Conceptos básicos

En este capítulo continuamos con el estudio de las sucesiones empezado en el capítulo an-

terior. La novedad es que ahora vamos a considerar un tipoparticular de sucesiones que, sin

exagerar, puede afirmarse que son las más útiles del Análisis. Estas sucesiones se llamanseries.

En lo que sigue vamos a considerar sucesiones de números reales por lo que evitaremos esa

innecesaria precisión.

3.1 Definición. Dada una sucesión{an}, podemos formar a partir de ella otra sucesión,{An},

cuyos términos se obtienensumando consecutivamentelos términos de{an}, es decir:

A1 = a1, A2 = a1+a2, A3 = a1+a2+a3, . . . , An = a1+a2+ · · ·+an, . . .

75
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o, si te gusta más,A1 = a1 y, para todon∈N, An+1 = An+an+1. La sucesión{An} así definida se

llamaserie de término general an o serie definida por la sucesión{an}, y la representaremos por

∑
n>1

an o, más sencillamente,∑an. El númeroAn =
n

∑
k=1

ak se llamasuma parcial de orden nde la

serie∑an.

Debe quedar claro desde ahora queuna serie es una sucesión cuyos términos se obtienen su-

mando consecutivamente los términos de otra sucesión. Ni que decir tiene que, siendo las series

sucesiones,los conceptos y resultados vistos para sucesiones conservan su misma significación

cuando se aplican a series. En particular, es innecesario volver a definir qué se entiende cuando

se dice que una serie es “acotada”, “convergente” o “positivamente divergente”.

Si una serie∑an es convergente se usa el símbolo
∞

∑
n=1

an para representar ellímite de la serie

que suele llamarsesuma de la serie. Naturalmente,
∞

∑
n=1

an es el número definido por:

∞

∑
n=1

an = ĺım{An}= ĺım
n→∞

n

∑
k=1

ak .

La igualdad
∞

∑
n=1

an = Squiere decir que para todoε > 0, hay unmε ∈N tal que para todo

n> mε se verifica que

∣∣∣∣∣
n

∑
k=1

ak−S

∣∣∣∣∣< ε .

3.2 Ejemplo(Serie geométrica). Dado un númerox, la sucesión{1+x+x2+ · · ·+xn} se llama

serie geométrica de razónx. Observa que dicha serie se obtiene sumando consecutivamente los

términos de la sucesión
{

1,x,x2,x3, . . . ,xn, . . .
}

. Es costumbre representar la serie geométrica de

razónx con el símbolo∑
n>0

xn. Dicha serie converge si, y sólo si,|x| < 1, en cuyo caso se verifica

que:
∞

∑
n=0

xn =
1

1−x
. (3.1)

Todas las afirmaciones hechas se deducen de que six 6= 1, se tiene:

n

∑
k=0

xk = 1+x+x2+ · · ·+xn =
1

1−x
− xn+1

1−x
. (3.2)

De esta igualdad se deduce que parax 6= 1 la convergencia de la serie geométrica∑
n>0

xn equivale

a la convergencia de la sucesión{xn}.
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Si |x|< 1 entonces ĺım
n→∞

xn+1

1−x
= 0 y obtenemos que:

∞

∑
n=0

xn = ĺım
n→∞

n

∑
k=0

xk =
1

1−x
(|x|< 1).

Si |x| > 1 o x = −1 la sucesión{xn} no converge; y six = 1 entonces
n

∑
k=0

1k = n+ 1 tampoco

converge.

�

3.3 Ejemplo(Serie armónica). La serie de término general 1/n, es decir, la sucesión{Hn} donde

Hn =
n

∑
k=1

1
k

, que simbólicamente representamos por∑
n>1

1
n

, se llamaserie armónica. Se verifica

que la serie armónica diverge positivamente:
∞

∑
n=1

1
n

= ĺım
n→∞

{1+1/2+ · · ·+1/n} =+∞.

En efecto, tomando logaritmos en las conocidas desigualdades:
(

1+
1
k

)k

< e<

(
1+

1
k

)k+1

deducimos
1

k+1
< log

(
1+

1
k

)
<

1
k

que podemos escribir en la forma:

1
k+1

< log(k+1)− log(k)<
1
k

(3.3)

Dadon∈N, sumamos las desigualdades (3.3) parak= 1,2, . . . ,n y obtenemos

Hn+1−1< log(n+1)< Hn (n∈N) (3.4)

La desigualdadHn > log(n+ 1) implica que la serie armónica es positivamente divergente.De

las desigualdades (3.4) también se deduce que que para todon∈N, es:

1<
Hn

log(n+1)
<

Hn+1

log(n+1)
< 1+

1
logn

y, por el principio de las sucesiones encajadas, concluimosque
{

Hn/ logn
}
→ 1. Es decir las

sucesiones{Hn} y {log(n)} son asintóticamente equivalentes. �

3.4 Ejemplo (Serie armónica alternada). Se llama así la serie de término general
(−1)n+1

n
; es

decir, la serie∑
n>1

(−1)n+1

n
. Se verifica que la serie armónica alternada es convergente ysu suma

es igual a log2.
∞

∑
n=1

(−1)n+1

n
= log2.
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Para probarlo consideremos la sucesión{xn} dada porxn = Hn− log(n). Teniendo en cuenta las

desigualdades (3.3), obtenemos:

xn−xn+1 = log(n+1)− logn− 1
n+1

= log

(
1+

1
n

)
− 1

n+1
> 0.

Luego{xn} es estrictamente decreciente. Además, por (3.4), xn > Hn− log(n+1)> 0. Conclui-

mos que{xn} es convergente.

PongamosAn = 1− 1
2
+

1
3
− 1

4
+ · · ·+ (−1)n+1

n
. Tenemos que:

A2n = 1− 1
2
+

1
3
− 1

4
+

1
5
− 1

6
+ · · ·+ 1

2n−1
− 1

2n
=

=

(
1+

1
3
+

1
5
+ · · ·+ 1

2n−1

)
−
(

1
2
+

1
4
+

1
6
+ · · ·+ 1

2n

)
=

=

(
1+

1
3
+

1
5
+ · · ·+ 1

2n−1

)
− 1

2
Hn = H2n−

1
2

Hn−
1
2

Hn = H2n−Hn =

= x2n+ log(2n)−xn+ logn= x2n−xn+ log2

Como {x2n} es una sucesión parcial de la sucesión convergente{xn} tenemos que

{x2n−xn} → 0; y por tanto ĺım{A2n} = log2. ComoA2n−1 = A2n+
1
2n, deducimos que también

ĺım{A2n−1}= log2. Concluimos que ĺım{An}= log2. �

El siguiente ejemplo te ayudará a entender el concepto de serie convergente. Vamos a ver

que modificando el orden de los términos en una serie convergente podemos obtener otra serie

convergente con distinta suma.

3.5 Ejemplo (Reordenando términos en la serie armónica alternada podemos obtener otra
serie con distinta suma). Como hemos visto, la serie armónica alternada es la sucesiónque se

obtiene sumandoconsecutivamentelos términos de la sucesión
{
(−1)n+1

n

}
=

{
1,−1

2
,
1
3
,−1

4
,
1
5
,−1

6
,
1
7
,−1

8
,
1
9
,− 1

10
,

1
11

,− 1
12

, . . . . . .

}
(3.5)

Vamos a cambiar el orden de los términos en esta sucesión poniendo uno positivo seguido de dos

negativos manteniendo sus posiciones relativas. Obtenemos así la sucesión
{

1,−1
2
,−1

4
,
1
3
,−1

6
,−1

8
,
1
5
,− 1

10
,− 1

12
,
1
7
,− 1

14
,− 1

16
, . . . . . .

}
, (3.6)

cuya serie asociada, obtenida sumandoconsecutivamentesus términos, es la sucesión{Sn} dada

por:
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S1 = 1

S2 = 1− 1
2

S3 = 1− 1
2
− 1

4

S4 = 1− 1
2
− 1

4
+

1
3

S5 = 1− 1
2
− 1

4
+

1
3
− 1

6

S6 = 1− 1
2
− 1

4
+

1
3
− 1

6
− 1

8
. . . . . . = . . . . . .

S9 = 1− 1
2
− 1

4
+

1
3
− 1

6
− 1

8
+

1
5
− 1

10
− 1

12
. . . . . . = . . . . . .

S3n =
n

∑
j=1

(
1

2 j −1
− 1

4 j −2
− 1

4 j

)

Tenemos que:

S3n= 1− 1
2
− 1

4
+

1
3
− 1

6
− 1

8
+

1
5
− 1

10
− 1

12
+ · · ·+ 1

2n−1
− 1

4n−2
− 1

4n

=

(
1− 1

2

)
− 1

4
+

(
1
3
− 1

6

)
− 1

8
+

(
1
5
− 1

10

)
− 1

12
+ · · ·+

(
1

2n−1
− 1

4n−2

)
− 1

4n

=
1
2
− 1

4
+

1
6
− 1

8
+

1
10

− 1
12

+ · · ·+ 1
2(2n−1)

− 1
4n

=
1
2

(
1− 1

2
+

1
3
− 1

4
+

1
5
− 1

6
+ · · ·+ 1

2n−1
− 1

2n

)

=
1
2

2n

∑
j=1

(−1) j−1

j
.

Deducimos que:

ĺım
n→∞

S3n =
1
2

ĺım
n→∞

2n

∑
j=1

(−1) j−1

j
=

1
2

log2.

Es claro que ĺım{S3n−S3n−1}= ĺım{S3n−S3n−2}= 0 de donde se sigue que:

ĺım{Sn}=
1
2

log2.

Es decir, hemos probado que la serie obtenida reordenando los términos de la serie armónica

alternada por el criterio de sumar uno positivo seguido de dos negativos, es convergente y su

suma es
1
2

log2. �
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La sumade una serie convergente no es una suma

El ejemplo anterior pone claramente de manifiesto que lasumade una serie convergente no

es una suma en el sentido usual de la palabra, es decir, no es una suma algebraica de números.

Observa que losconjuntosde números (3.5) y (3.6) son los mismos pero las series correspon-

dientes tienendistinta suma; la primera tienesumalog2 y la segunda
1
2

log2. Si la suma de una

serie consistiera en sumar los infinitos términos de una sucesión, entonces el orden en que los

sumáramos sería indiferente porque la suma de números tienela propiedad conmutativa. Debes

tener claro, por tanto, que cuando calculas la suma de una serie no estás haciendo una suma in-

finita sino que estás calculando unlímite de una sucesióncuyos términos se obtienen sumando

consecutivamente los términos de otra sucesión dada. Insisto: calcular la suma de una serie no

es una operación algebraica, no consiste en sumar infinitos términos, es un proceso analítico que

supone un límite.

3.1.1. La particularidad del estudio de las series

Ahora viene la pregunta del millón: si las series no son nada más que sucesiones, ¿por qué

dedicarles una atención especial? La respuesta a esta pregunta es que en el estudio de las series

hay unahipótesis implícita. A saber: se supone que las series son sucesiones demasiado difíciles

de estudiardirectamente.

La característica que distingue el estudio de las series es la siguiente: se trata de deducir

propiedades de la serie{An}= {a1+a2+ · · ·+an}, a partir del comportamiento de{an}. Es decir,

los resultados de la teoría de series dan información sobre la sucesión{An} haciendo hipótesis

sobre la sucesión{an}. ¿Por qué esto es así?, ¿no sería más lógico, puesto que lo quequeremos es

estudiar la serie{An}, hacer hipótesis directamente sobre ella? La razón de esta forma de proceder

es que, por lo general, no se conoce una expresión de la sumaAn = a1+a2+ · · ·+an que permita

hacer su estudio de forma directa; es decir, la sumaa1+a2+ · · ·+an no es posible “realizarla”

en la práctica. Por ello, en el estudio de las series se suponeimplícitamente quela sucesión{an}
es el dato que podemos utilizar. Naturalmente, esto hace que el estudio de las series se preste~
a muchas confusiones porque, aunque su objetivo es obtener propiedades de la serie{An}, las

hipótesis y la notación∑an hacen siempre referencia a la sucesión{an}, por lo que puede caerse

en el error de creer que lo que se está estudiando es dicha sucesión{an} cuando lo que realmente

se estudia es la sucesión{a1+a2+ · · ·+an}. Un error muy común y que debes evitar es confundir

las sucesiones{an} y ∑an: ¡son sucesiones muy diferentes!

Si lo piensas un poco, esta forma de proceder no es del todo nueva. Ya estás acostumbrado a

usar la derivada de una función para estudiar propiedades dela función; pues bien, la situación

aquí es parecida: para estudiar la serie∑an = {a1+a2+ · · ·+an} (la función) estudiamos la

sucesión{an} (la derivada). Un buen ejemplo de esto que digo son los criterios de convergencia
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que veremos dentro de poco.

Otra dificultad adicional en el estudio de las series es la notación tan desafortunada que se

emplea. En la mayoría de los textos se representa con el mismosímbolo,
∞

∑
n=1

an, la serie (que

es una sucesión) y su suma (que es un límite que no siempre existe). Esto es un disparate: se

está confundiendo una sucesión con un número. ¿Es lo mismo lasucesión{1/n} que el número

0 que es su límite? En ninguna parte verás escrita la igualdaddisparatada{1/n} = 0 ¿Por qué

entonces, al tratar con series, se confunde el número
∞

∑
n=1

1
2n

= 1 con ∑
k>1

1
2k

que es la sucesión
{

n

∑
k=1

1
2k

}
=

{
1− 1

2n

}
?

Quizás esto se debe a que, parece increíble pero es cierto, nohay acuerdo unánime para

representar de forma apropiada la serie de término generalan. La notación que estamos usando

aquí, ∑
n>1

an, tiene la ventaja de que es clara y evita las confusiones que estoy comentando, pues

permite distinguir entre la serie y su eventual suma. Tiene el inconveniente de que la mayoría de

los autores no la usan (quizás porque la desconocen). Estoy convencido de que las ventajas de

esta notación compensan ampliamente este posible inconveniente. Es más, confío en que dicha

notación acabe imponiéndose y siendo aceptada universalmente. Pero esto no va a suceder pasado

mañana, por eso te advierto de que en los libros encontrarás las usuales notaciones confusas que

no distinguen entre la serie (una sucesión) y su posible límite (su suma).

Todavía queda una última sorpresa. Estamos de acuerdo en quelas series son sucesiones.~
¿Muy especiales? En absoluto. Toda sucesión podemos verla,si así nos interesa, como una serie.

Puestoda sucesión{an} es la serie definida por la sucesión de sus diferencias, esto es, por la

sucesión{dn} dada por:

d1 = a1, d2 = a2−a1, d3 = a3−a2, . . . ,dn+1 = an+1−an, . . .

Es claro quean =
n

∑
j=1

d j . Por tanto, toda sucesión podemos considerarla como una serie. En re-

sumen, series y sucesiones son lo mismo: toda serie es una sucesión y toda sucesión puede ser

vista como una serie.Lo que distingue a la teoría de series es el punto de vista específico de su

estudio, pero sus resultados pueden aplicarse a cualquier sucesión.

Convenios de notación.Usaremos la notación∑an para representar la serie de término gene-

ral an. Por tanto, una última vez lo repito,∑an es una sucesión, más concretamente,∑an es la

aplicación deN enR que a cada número naturaln∈N hace corresponder el número∑n
k=1 ak.

A pesar de lo dicho, también usaré de vez en cuando la notación{a1+a2+ · · ·+an} para la

serie de término generalan. Creo que un uso adecuado de ambas notaciones es la mejor forma

de ayudarte para que tengas siempre presente que la sucesiónque estamos estudiando es∑an =

{a1+a2+ · · ·+an} y no{an}.
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A veces conviene considerar, por comodidad, series que empiezan en un índice entero

q∈Z, usaremos en tal caso la notación∑
n>q

an. Por ejemplo, es más cómodo escribir∑
n>3

1
logn

que ∑
n>1

1
log(n+2)

.

3.1.2. Propiedades básicas de las series convergentes

Es importante que te des cuenta de que cambiar un solo términoen la sucesión{an} se traduce

en cambiar infinitos términos en la serie∑an. El siguiente resultado nos dice que si cambiamos

un número finito de términos en una sucesión{an} ello no afecta a la posible convergencia de la

serie{a1+a2+ · · ·+an} pero sí afecta a la suma de dicha serie.

3.6 Proposición. Sean{an} y {bn} dos sucesiones y supongamos que hay un número q∈N
tal que para n> q+ 1 es an = bn. Entonces se verifica que las series{a1+a2+ · · ·+an} y

{b1+b2+ · · ·+bn} o bien convergen ambas o no converge ninguna, y en el primer caso se veri-

fica que:
∞

∑
n=1

an−
q

∑
j=1

a j =
∞

∑
n=1

bn−
q

∑
j=1

b j .

Demostración. PongamosAn = a1+a2+ · · ·+an, Bn = b1+b2+ · · ·+bn, α =
q

∑
j=1

a j , β =
q

∑
j=1

b j .

Las afirmaciones hechas se deducen todas de que para todon> q+1 se verifica la igualdad:
n

∑
k=q+1

ak = An−α =
n

∑
k=q+1

bk = Bn−β

Observa que los númerosα y β son constantes fijas. De la igualdadAn+α = Bn+β , válida para

todon> q+1, deducimos que las series∑an = {An} y ∑bn = {Bn} ambas convergen o ninguna

converge. Cuando hay convergencia tenemos que:

ĺım
n→∞

{An−α}= ĺım
n→∞

{An}−α = ĺım
n→∞

{Bn−β}= ĺım
n→∞

{Bn}−β .

Lo que prueba la igualdad del enunciado. 2

Consideremos una serie∑
n>1

an . Dadoq∈N definamosbn = 0 para 16 n6 q, bn = an para todo

n> q+1. La serie∑
n>1

bn se llamaserie resto de ordenq de la serie∑
n>1

an . Es usual representar

dicha serie resto con la notación∑
n>q+1

an. De la proposición anterior deducimos que las series

∑
n>1

an y ∑
n>q+1

an ninguna converge o ambas convergen y, cuando esto ocurre es:

∞

∑
n=1

an−
q

∑
k=1

ak =
∞

∑
n=q+1

an.
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No lo olvides: para calcular la suma de una serie convergentedebes tener siempre presente el

índice desde el que empieza la serie.

El siguiente resultado es importante porque establece una condición necesaria general para la

convergencia de una serie.

3.7 Proposición(Condición necesaria para la convergencia de una serie). Para que la serie

∑an sea convergente es necesario queĺım{an}= 0.

Demostración. Si la serie∑an es convergente, entonces ĺım{An}= ĺım{An−1}= Ses un número

real. Como para todon∈N con n > 2 tenemos quean = An−An−1, deducimos que ĺım{an} =
ĺım{An}− ĺım{An−1}= S−S= 0. 2

Esta condición necesaria no es suficiente:{1
n} → 0 pero la serie armónica∑ 1

n no es conver-

gente. Se trata de una condición necesaria para la convergencia de una serie, por tanto cuando

dicha condición no se cumple la serie no es convergente.

3.8 Ejemplo. Las series∑
n>1

(
1− 1

n

)n

y ∑
n>1

(n+1)2

n(n+2)
no son convergentes porque:

(
1− 1

n

)n

→ 1
e
,

(n+1)2

n(n+2)
→ 1.

�

Ejercicios propuestos

85. Prueba, usando resultados conocidos para sucesiones, que si las series∑
n>1

an y ∑
n>1

bn son

convergentes, yα ,β ∈R, entonces se verifica que la serie∑
n>1

(αan+βbn) también es con-

vergente y su suma es:

∞

∑
n=1

(αan+βbn) = α
∞

∑
n=1

an +β
∞

∑
n=1

bn

86. Supongamos que la serie∑
n>1

(an + bn) es convergente. ¿Qué se puede decir de la conver-

gencia de las series∑
n>1

an y ∑
n>1

bn?

87. Prueba que la serie∑
n>1

1

(n+1)
√

n+n
√

n+1
es convergente y calcula su suma.

Sugerencia. Expresa el término general en la formaxn−xn+1 para una conveniente sucesión

{xn}.
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88. Prueba que la serie∑
n>1

3n+4
n3+3n2+2n

es convergente y calcula su suma.

Sugerencia. Factoriza el polinomiox3 + 3x2+ 2x y expresa el término general de la serie

como sumas de fracciones más sencillas.

89. Prueba las igualdades:

a)
∞

∑
k=1

(
1

4k−3
− 1

4k−2
+

1
4k−1

− 1
4k

)
= log2

b)
1
2

∞

∑
k=1

(
1

2k−1
− 1

2k

)
=

log2
2

.

c)
∞

∑
k=1

(
1

4k−3
+

1
4k−1

− 1
2k

)
=

3
2

log2.

3.2. Criterios de convergencia para series de términos positivos

Una serie∑an tal quean > 0 para todon∈N, se dice que es unaserie de términos positi-

vos. Observa que una serie de términos positivos es una sucesióncreciente por lo que o bien es

convergente (cuando está mayorada) o es positivamente divergente.

3.9 Proposición(Criterio básico de convergencia). Una serie de términos positivos∑
n>1

an es

convergente si, y sólo si, está mayorada, es decir, existe unnúmero M> 0 tal que para todo n∈N

se verifica que
n

∑
k=1

ak 6 M, en cuyo caso su suma viene dada por:

∞

∑
n=1

an = sup

{
n

∑
k=1

ak : n∈N

}
.

Una serie de términos positivos que no está mayorada es (positivamente) divergente.

3.10 Ejemplo. La serie∑
n>1

1
n2 es convergente. En efecto, para todok∈ N se verifica:

1
(k+1)2 <

1
k(k+1)

=
1
k
− 1

k+1
=⇒

n

∑
k=1

1
(k+1)2 < 1− 1

n+1
< 1.

Y, por tanto, para todon∈N se tiene que∑n
k=1

1
k2 < 2. �

3.11 Proposición.La serie∑
n>0

1
n!

es convergente y su suma es el númeroe.

e=
∞

∑
n=0

1
n!

(3.7)

El númeroees irracional.
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Demostración. Recuerda que se define 0!= 1 por lo que la serie del enunciado es la sucesión:

∑
n>0

1
n!

=

{
n

∑
k=0

1
k!

}
=

{
1+1+

1
2!

+
1
3!

+
1
4!

+ · · ·+ 1
n!

}

PongamosTn =

(
1+

1
n

)n

y Sn =
n

∑
k=0

1
k!

. Tenemos que:

Tn =
n

∑
k=0

(
n
k

)
1
nk = 1+

n

∑
k=1

n(n−1)(n−2) . . . (n−k+1)
k!

1
nk =

= 1+
n

∑
k=1

1
k!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(

1− k−1
n

)
6 Sn

Hemos probado que para todon∈N esTn 6 Sn.

Ahora, dadom∈N para todon> mse tiene que:

Tn > 1+
m

∑
k=1

1
k!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(

1− k−1
n

)

Sabemos que ĺım{Tn}= e, por lo que tomando límites:

e= ĺım
n→∞

{Tn}> 1+
m

∑
k=1

1
k!

ĺım
n→∞

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(

1− k−1
n

)
= 1+

m

∑
k=1

1
k!

= Sm

La desigualdad obtenida e> Sm es válida para todom∈N. Esto implica que la sucesión{Sn}
es convergente y e> S= ĺım{Sn}. Pero también, tomando límites en la desigualdadTn 6 Sn, es

e6 S. Por tanto:

e= S=
∞

∑
n=0

1
n!

De esta igualdad se deduce fácilmente que el número e es irracional. En efecto, para todon∈N
tenemos que:

0< e−
n

∑
k=0

1
k!

=
∞

∑
k=n+1

1
k!

=
1
n!

∞

∑
k=1

1
(n+1)(n+2) · · · (n+k)

<
1
n!

∞

∑
k=1

(
1

n+1

)k

=
1
n!

1
n

Si e fuera racional, e=
p
q

con p,q∈N, multiplicando porq! la desigualdad:

0< e−
q

∑
k=0

1
k!

<
1
q!

1
q

se tiene que:

0< (q−1)!p−q!
q

∑
k=0

1
k!

<
1
q
6 1.



Criterios de convergencia para series de términos positivos 86

Pero el número(q−1)!p−q!
q

∑
k=0

1
k!

es un número entero y por tanto es imposible que sea mayor

que 0 y menor que 1. Esta contradicción muestra que e es irracional. 2

Si ∑
n>1

an es una serie de términos positivos, suele escribirse
∞

∑
n=1

an <+∞ para indicar que

dicha serie converge. Diremos que una serie de términos positivos es divergente para indicar que

es positivamente divergente.

Teniendo en cuenta la proposición3.6, los criterios que siguen pueden aplicarse para estudiar

la convergencia de series cuyos términos son todos positivos a partir de uno de ellos en adelante.

3.12 Proposición(Criterio básico de comparación). Sean∑
n>1

an y ∑
n>1

bn dos series de términos

positivos. Supongamos que hay un número k∈N tal que an 6 bn para todo n> k. Entonces se

verifica que si la serie∑
n>1

bn es convergente, también∑
n>1

an es convergente o, equivalentemente,

si la serie∑
n>1

an es divergente también∑
n>1

bn es divergente.

Demostración. PongamosAn = a1+a2+ · · ·+an, Bn = b1+b2+ · · ·+bn. Las hipótesis hechas

implican que para todon> k esAn6 Bn+Ak. Deducimos que si{Bn} está mayorada también lo

está{An}. 2

3.13 Ejemplo. La serie∑
n>2

1
logn

es divergente porque es de términos positivos,
1

logn
>

1
n

y la

serie armónica es divergente.

La serie∑
n>1

log
(n+1)2

n(n+2)
es convergente porque es de términos positivos y:

log
(n+1)2

n(n+2)
= log

n2+2n+1
n2+2n

= log

(
1+

1
n2+2n

)
<

1
n2+2n

<
1
n2 ,

y la serie∑ 1
n2 es convergente.

La serie∑
n>1

(
1
n
− log

(
1+

1
n

))
es convergente. Para ello usamos otra vez la desigualdad:

1
n+1

< log

(
1+

1
n

)
<

1
n
.

De la que se deduce:

0<
1
n
− log

(
1+

1
n

)
<

1
n
− 1

n+1
=

1
n(n+1)

<
1
n2 .

�
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3.14 Proposición(Criterio límite de comparación). Sean∑
n>1

an y ∑
n>1

bn dos series de términos

positivos, y supongamos que {
an

bn

}
→ L∈R+

o ∪{+∞} .

a) Si L=+∞ y ∑
n>1

bn es divergente también∑
n>1

an es divergente.

b) Si L= 0 y ∑
n>1

bn es convergente también∑
n>1

an es convergente.

c) Si L∈R+ las series∑
n>1

an y ∑
n>1

bn son ambas convergentes o ambas divergentes.

En particular, si dos sucesiones de números positivos,{an} y {bn} son asintóticamente equiva-

lentes, las respectivas series,∑an y ∑bn ambas convergen o ambas divergen.

Demostración. Supongamos queL∈R+. Sea 0< α < L < β . Todos los términos de la sucesión

{an/bn}, a partir de uno en adelante, están en el intervalo]α ,β [, es decir, existek∈N tal que

para todon> k es α < an/bn < β , y, por tanto,α bn < an < β bn. Concluimos, por el criterio de

comparación, que la convergencia de una de las series implica la convergencia de la otra. Queda,

así, probado el puntoc) del enunciado. Los puntosa) y b) se prueban de manera parecida. 2
3.15 Ejemplo. Las series∑

n>1

(
e

1
n −1

)
, ∑

n>1

log

(
1+

1
n

)
son divergentes porque son de términos

positivos y se verifica que sus términos generales son asintóticamente equivalentes al término

general de la serie armónica
1
n

.

La serie∑
n>1

(
5

√
1+

1
n2 −1

)
es convergente por ser de términos positivos y verificarse que

5

√
1+

1
n2 −1∼ 1

5n2 y la serie∑ 1
5n2 es convergente. �

El siguiente criterio nos va a permitir estudiar la convergencia de unos tipos de series que se

usan con frecuencia para comparar con otras.

3.16 Proposición(Criterio de condensación de Cauchy). Sea{an} una sucesión decreciente de

números positivos. Se verifica que las series{An} y {Bn}n∈N0, donde

An = a1+a2+ · · ·+an , Bn = a1+2a2+4a4+ · · ·+2na2n

ambas convergen o ambas divergen.

Demostración. Tenemos que

An 6 a1+(a2+a3)+ (a4+a5+a6+a7)+ · · ·+(a2n +a2n+1+ · · ·+a2n+1−1)6

6 a1+2a2+4a4+ · · ·+2na2n = Bn
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Por otra parte

1
2Bn =

1
2

a1+a2+2a4+4a8+ · · ·+2n−1a2n 6

6 a1+a2+(a3+a4)+ (a5+a6+a7+a8)+ · · ·+(a2n−1+1+ · · ·+a2n)

= A2n

Las desigualdadesAn 6 Bn y Bn 6 2A2n, implican, en virtud del criterio básico de convergencia,

que las series∑
n>1

an = {An} y ∑
n>0

2na2n = {Bn} ambas convergen o ambas divergen. 2

Para poder usar los criterios de comparación, necesitamos conocer ejemplos de series conver-

gentes con las que poder comparar una serie dada. Unas seriesde términos positivos muy útiles

para comparar con otras series son las siguientes.

3.17 Proposición(Series de Riemann). Dado un número realα , la serie ∑
n>1

1
nα se llama serie

de Riemann de exponenteα . Dicha serie es convergente si, y sólo si,α > 1.

Demostración. Si α 6 0, entonces la sucesión{1/nα} no converge a cero y, por tanto, la serie

∑
n>1

1
nα es divergente. Siα > 0, aplicando el criterio de condensación conan = 1/nα , obtenemos

que

∑
n>0

2na2n = ∑
n>0

2n 1
(2n)α = ∑

n>0

(21−α)n

es una serie geométrica de razón 21−α , por lo que será convergente si, y sólo si, 21−α < 1, o,

equivalentemente,α > 1. 2

3.18 Ejemplo. La serie∑ log

(
1+

1
nα

)
, dondeα ∈R, es una serie de términos positivos. No

converge siα 6 0 porque entonces su término general no tiende a cero. Supuesto α > 0, su

término general es asintóticamente equivalente a
1

nα por lo que converge si, y sólo si,α > 1.

La serie∑nβ (e
1

nα −1
)
, dondeα y β son números reales, no converge para ningún valor deβ

si α < 0, porque en tal caso su término general no converge a cero. Siα = 0 converge si−β > 1.

Si α > 0 converge si y sólo si,α −β > 1 porque es una serie de términos positivos y su término

general es asintóticamente equivalente a
1

nα−β . �

Vamos a estudiar a continuación unas series más generales que las series de Riemann. Dados

α ,β ∈R, la serie∑
n>2

1

nα(logn)β se llamaserie de Bertrandde exponentesα y β .

3.19 Proposición(Series de Bertrand). La serie ∑
n>2

1

nα (logn)β converge siα > 1 cualquiera

seaβ , y también siα = 1 y β > 1. En cualquier otro caso es divergente.
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Demostración. Sabemos que cualesquiera seanρ > 0 y µ ∈R se verifica que:

ĺım
n→∞

(logn)µ

nρ = 0.

Supongamos queα > 1 y seaλ un número verificando que 1< λ < α . Podemos escribir:

nλ 1

nα(logn)β =
(logn)µ

nρ

dondeρ = α −λ y µ =−β . Deducimos así que

ĺım
n→∞

nλ 1

nα(logn)β = 0.

Puesto que la serie∑ 1

nλ es convergente, el criterio límite de comparación implica que la serie

∑
n>2

1

nα(logn)β es convergente.

Si α < 1 un razonamiento parecido muestra que la serie diverge cualquiera seaβ .

Sea ahoraα = 1. Entonces, siβ 6 0, tenemos que
1

n(logn)β >
1
n

para todon> 3, y el criterio

de comparación implica que la serie es divergente. Sea, pues, β > 0. Podemos aplicar el criterio

de condensación conan =
1

n(logn)β . Tenemos que:

∑
n>2

2na2n = ∑
n>2

2n 1

2n(log(2n))β =
1

(log2)β ∑
n>2

1

nβ

es una serie que converge si, y sólo si,β > 1; y el criterio de condensación nos dice que lo mismo

le ocurre a la serie∑
n>2

1

n(logn)β . 2

3.20 Ejemplo. Se trata de estudiar la convergencia de la serie∑
n>1

logn!
nr

donder ∈R. Aplicando

el criterio de Stolz, es fácil probar que logn! es asintóticamente equivalente anlogn. Por tanto, a

efectos de convergencia, la serie dada se comporta igual quela serie∑
n>1

logn
nr−1 la cual es una serie

de Bertrand conβ =−1 y α = r −1. Dicha serie converge si, y sólo si,r −1> 1, o sea,r > 2.�

Vamos a estudiar a continuación dos criterios de convergencia que se aplican a series que

pueden compararse con una serie geométrica. El primero de estos criterios parte de que la serie

geométrica de término generalan = xn, dondex> 0, converge si
an+1

an
= x< 1 esto lleva, en el

caso general de una serie términos positivos,∑
n>1

an , a considerar el comportamiento de la sucesión

{an+1/an}.
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3.21 Proposición(Criterio del cociente o de D’Alembert (1768)). Supongamos que an > 0

para todo n∈N.

a) Si ĺımsup

{
an+1

an

}
= L < 1 la serie ∑

n>1

an es convergente.

b) Si ĺım inf

{
an+1

an

}
= ℓ > 1 o si hay un número k∈N tal que para todo n> k es

an+1

an
>1,

entonces{an} no converge a cero y por tanto∑
n>1

an no es convergente.

Cuando se verifica que

ĺım inf

{
an+1

an

}
6 16 ĺımsup

{
an+1

an

}

la serie puede ser convergente o divergente.

En particular, si se verifica queĺım

{
an+1

an

}
= L ∈R+

o ∪{+∞} entonces:

a) Si L< 1 la serie ∑
n>1

an converge.

b) Si L> 1 o si L=+∞, la sucesión{an} no converge a cero y por tanto la serie∑
n>1

an no es

convergente.

Cuando L= 1 la serie puede ser convergente o divergente.

Demostración. a) Seaλ un número tal queL < λ < 1. La definición de límite superior de una

sucesión:

L = ĺım{βn}= ı́nf{βn : n∈N} donde βn = sup

{
ak+1

ak
: k> n

}

implica que existen0∈N tal que para todon> n0 se verifica queL6 βn < λ . Como en particular,

L 6 βn0 < λ , para todon> n0 se tiene que:

an =
an

an−1

an−1

an−2
· · · an0+1

an0

an0 6 λ n−n0an0 =
an0

λ n0
λ n.

Como 0< λ < 1, la serie∑
n>1

λ n es convergente. Deducimos, en virtud del criterio de comparación,

que ∑
n>1

an es convergente.

b) Supongamos queℓ < +∞. Seaλ un número tal que 1< λ < ℓ. La definición de límite

inferior de una sucesión:

ℓ= ĺım{αn}= sup{αn : n∈N} donde αn = ı́nf

{
ak+1

ak
: k> n

}
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implica que existen0∈N tal que para todon> n0 se verifica queλ < αn 6 ℓ. Obtenemos, al igual

que antes, que que para todon> n0 es an >
an0

λ n0
λ n. Comoλ > 1 se sigue que la sucesión{an}

diverge positivamente y, con mayor razón, la serie∑
n>1

an diverge positivamente.

Si hay un númerok∈N tal que para todon > k es
an+1

an
> 1, entonces la sucesión{an}

es creciente a partir del lugark y no puede ser convergente a cero por lo que la serie∑
n>1

an es

divergente.

Finalmente, siℓ = +∞ entonces

{
an+1

an

}
→ +∞ y, por tanto, la sucesión{an} es eventual-

mente creciente y no puede ser convergente a cero por lo que laserie∑
n>1

an es divergente. . 2

3.22 Ejemplo. Sea la serie∑
n>1

(n!)2

(2n)!
x2n , dondex es un número real. Es una serie de términos

positivos por lo que podemos aplicar el criterio del cociente para estudiar su convergencia. Pon-

gamosan =
(n!)2

(2n)!
x2n. Tenemos que:

an+1

an
=

(n+1)2(n!)2

(2n+2)(2n+1)(2n)!
x2n+2 (2n)!

(n!)2 x−2n =
(n+1)2

(2n+2)(2n+1)
x2 → x2

4

El criterio del cociente nos dice que si
x2

4
< 1, es decir,|x|< 2, la serie es convergente; si

x2

4
> 1,

es decir,|x|> 2, la serie no es convergente porque{an} no converge a cero. El caso en quex2 = 4,

o seax=±2, se tiene que:

an+1

an
=

4(n+1)2

(2n+2)(2n+1)
=

2n+2
2n+1

> 1.

Y concluimos que la serie no converge parax=±2. �

El segundo criterio parte de que la serie geométrica de término generalan = xn, dondex> 0,

converge sin
√

an = x< 1, esto lleva, en el caso general de una serie de términos positivos, ∑
n>1

an ,

a considerar el comportamiento de la sucesión{ n
√

an}.

3.23 Proposición(Criterio de la raíz o de Cauchy (1821)). Sea∑
n>1

an una serie de términos

positivos y sea

ĺımsup{ n
√

an}= L∈R+
o ∪{+∞}.

a) Si L< 1 la serie ∑
n>1

an es convergente.
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b) Si L> 1 o si L=+∞ o si hay un número k∈N tal que para todo n> k es n
√

an > 1, entonces

{an} no converge a cero y por tanto la serie∑
n>1

an es divergente.

En el caso de queĺımsup
{

n
√

an
}
= 1 la serie puede ser convergente o divergente.

En particular, si se verifica queĺım{ n
√

an}= L∈R+
o ∪{+∞} entonces:

a) Si L< 1 la serie ∑
n>1

an converge.

b) Si L> 1 o si L= +∞, entonces{an} no converge a cero y por tanto la serie∑
n>1

an es

divergente.

En el caso de queĺım
{

n
√

an
}
= 1 la serie puede ser convergente o divergente.

Demostración. a) Seaλ un número tal queL < λ < 1. La definición de límite superior:

L = ĺım{βn}= ı́nf{βn : n∈N} donde βn = sup{ k
√

ak : k> n}

implica que existen0∈N tal que para todon> n0 esL 6 βn < λ . En particularβn0 < λ . Lo que

implica que n
√

an 6 λ , es deciran6 λ n, para todon> n0. Puesto que 0< λ < 1, la serie∑
n>1

λ n es

convergente y, en virtud del criterio de comparación, se sigue que∑
n>1

an es convergente.

b) SeaL ∈ R+ conL > 1. Entonces para todon∈N tenemos que 1< L 6 βn, lo que implica

que 1 no es mayorante del conjunto
{

k
√

ak : k> n
}

, es decir, hay algúnk> n tal que 1< k
√

ak y,

por tanto, 16 ak. Resulta así que para todon∈N hay algúnk > n tal queak > 1. Por tanto, la

sucesión{an} no converge a cero y, en consecuencia, la serie∑
n>1

an es divergente.

Finalmente, siL = +∞, la sucesión
{

n
√

an
}

no está mayorada y, con mayor razón, tampoco

lo está{an}, por tanto, la sucesión{an} no converge a cero y, en consecuencia, la serie∑
n>1

an es

divergente. 2
3.24 Ejemplo. Sea la serie∑

n>1

(
n2−1

n2

)2n3−2n

. Como es una serie de términos positivos po-

demos estudiar su convergencia usando el criterio de la raíz. Pongamosan =

(
n2−1

n2

)2n3−2n

.

Tenemos que:

n
√

an =

(
n2−1

n2

)2n2−2

=

(
n2−1

n2

)2n2(
n2

n2−1

)2

→ e−2 < 1.

Concluimos que la serie es convergente. �
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Comparación de los criterios del cociente y de la raíz.En la proposición 2.62 vimos que:

ĺım

{
an+1

an

}
6 ĺım{ n

√
an}6 ĺım{ n

√
an}6 ĺım

{
an+1

an

}

Estas desigualdades implican que siempre que el criterio del cociente proporciona información

sobre la convergencia de una serie, el criterio de la raíz también proporciona dicha información.

Pero puede ocurrir que el criterio del cociente no proporcione información y el de la raíz sí. Un

ejemplo de ello lo proporciona la siguiente serie. Sean 0< a < b < 1 y definamosx2n = a2n,

x2n−1 = b2n−1. La serie∑xn es una serie de términos positivos claramente convergente porque

xn 6 bn y la serie∑bn es convergente porque es una serie geométrica de razón 0< b< 1. Como,

evidentemente, ĺımsupn
√

xn = b< 1, el criterio de la raíz nos dice que la serie∑xn es convergente.

Por otra parte, como:

x2n+1

x2n
=

b2n+1

a2n = b

(
b
a

)2n

→+∞,
x2n

x2n−1
=

a2n

b2n−1 = b
(a

b

)2n
→ 0

deducimos que ĺım

{
xn+1

xn

}
= 0 y ĺım

{
xn+1

xn

}
= +∞, por lo que el criterio del cociente no

informa sobre la convergencia de la serie∑xn.

Cuando
an+1

an
6 1 y ĺım

an+1

an
= 1, también es ĺımn

√
an = 1. En esta situación los criterios

del cociente y de la raíz no proporcionan información suficiente sobre el comportamiento de

la serie∑
n>1

an . Por ejemplo, para las series de Riemann,an = 1/nα , se tiene que ĺım
an+1

an
= 1

cualquiera seaα . Observa queestos criterios solamente pueden proporcionar información sobre

la convergencia de series que pueden compararse con una serie geométrica.

El siguiente criterio suele aplicarse cuando fallan los anteriores.

3.25 Proposición(Criterio de Raabe (1832)). Supongamos que an > 0 para todo n∈N, y pon-

gamos Rn = n

(
1− an+1

an

)
. Supongamos queĺım{Rn}= L ∈ R∪{−∞,+∞}.

i) Si L> 1 o L=+∞, la serie∑
n>1

an es convergente.

ii) Si L < 1 o L=−∞ o si existe algún k∈N tal que Rn6 1 para todo n> k, entonces la serie

∑
n>1

an es divergente.

Demostración. i) Las hipótesis hechas implican que existenα > 1 y n0∈N tales que para todo

k> n0 esRk > α . Seaδ = α −1> 0. Tenemos que:

Rk−1= (k−1)−k
ak+1

ak
> δ (k> n0),
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por lo que

ak 6
1
δ
(
(k−1)ak−kak+1

)
(k> n0).

Sumando estas desigualdades desdek= n0 hastak= n> n0, obtenemos que:

n

∑
k=n0

ak6
1
δ
(
(n0−1)an0 −nan+1

)
<

1
δ
(n0−1)an0.

Por el criterio básico de convergencia para series de términos positivos, deducimos que∑
n>1

an es

convergente.

ii) Si Rn6 1 para todon> k, entonces(n−1)an−nan+16 0 y resulta que la sucesión{nan+1}
es creciente paran> k, luegonan+1> kak+1, es decir, para todon> k esan+1> kak+1

1
n

y, por el

criterio de comparación, deducimos que∑
n>1

an es divergente. 2
El criterio de Raabe suele aplicarse cuando el criterio del cociente no proporciona informa-

ción, es decir, cuando
an+1

an
→ 1. En tal caso la sucesión:

Rn = n

(
1− an+1

an

)
=−n

(
an+1

an
−1

)

es de la formavn(un−1) dondevn = −n y un =
an+1
an

→ 1. Aplicando el criterio de equivalencia

logarítmica tenemos que:

ĺım{Rn}= L ⇐⇒ ĺım

(
an+1

an

)−n

= ĺım

(
an

an+1

)n

= eL

con los convenios usuales para los casos en queL =±∞.

3.26 Proposición(Forma alternativa del criterio de Raabe). Sea an > 0 para todo n∈N y

supongamos queĺım
an+1

an
= 1. Pongamos Sn =

(
an

an+1

)n

.

i) Si Sn → eL con L> 1 o si Sn →+∞, la serie∑
n>1

an es convergente.

ii) Si Sn → eL con L< 1 o si Sn → 0, la serie∑
n>1

an es divergente.

Los criterios de convergencia que acabamos de estudiar hacen siempre hipótesis sobre la

sucesión{an} para obtener información sobre el comportamiento de la serie ∑
n>1

an . Ya dijimos

antes que esto es típico del estudio de las series. Pero no lo olvides: no estamos estudiando la

sucesión{an} sino la sucesión∑
n>1

an = {a1+a2+ · · ·+an}.

Ejercicios propuestos
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90. Seaan>0 para todon∈N.

a) Prueba que las series∑
n>1

an y ∑
n>1

an

1+an
, ambas convergen o ninguna converge.

b) Supuesto que∑
n>1

an converge, ¿qué puede decirse de las series∑
n>1

a2
n y ∑

n>1

√
an an+1?

91. Sea{an} una sucesión decreciente de números positivos. Se supone que la serie∑
n>1

an

converge. Prueba que{nan} → 0.

Sugerencia: siSn =
n

∑
k=1

ak, entonces{S2n−Sn}→ 0.

92. Sea{an} una sucesión creciente de números positivos. Dar condiciones que garanticen que

la serie∑
n>1

1
a1a2a3 · · ·an

es convergente.

93. Sea{an} una sucesión decreciente de números positivos. ¿Cuándo puede asegurarse que

la serie∑
n>1

1
a1a2 · · ·an

es convergente? Da ejemplos de sucesiones{an} decrecientes y con

límite 1 tales que la serie anterior sea en un caso convergente y en otro caso divergente.

94. (Criterio logarítmico ) Supongamos quean > 0 para todo n ∈ N, y pongamos

Ln =
− log(an)

logn
.

i) Si {Ln} → L , dondeL > 1 o L =+∞, la serie∑
n>1

an es convergente.

ii) Si {Ln}→ L , dondeL < 1 o L =−∞, o bien si existe algúnk∈N tal queLn 6 1 para

todon> k, entonces la serie∑
n>1

an es divergente.

95. Estudia la convergencia de la serie∑
n>1

2(−1)n

2n usando el criterio del cociente y el de la raíz.

Comenta el resultado.
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96. Estudia la convergencia de las siguientes series:

a) ∑
n>1

(n+1)n

nn+2 ; b) ∑
n>1

(n+1)n

3nn!

c) ∑
n>1

nn

n!
an (a> 0); d) ∑

n>2

nlogn

(logn)n

e) ∑
n>1

log

(
1+

1
n

)
alogn (a> 0); f) ∑

n>2

alog(logn) (a> 0)

g) ∑
n>1

(n!)2

2n2 ; h) ∑
n>1

(
e−
(
1+1/n2)n2)

i) ∑
n>1

(
(2n)!

)3

26n(n!)6 ; j) ∑
n>1

nα( n
√

n+1/n− n
√

n
)

k) ∑
n>1

(n1/n2 −1); l) ∑
n>1

( 3
√

n+1− 3
√

n) log

(
n+1

n

)

m) ∑
n>1

n!
(2n)n

(
1+

1
n

)n2

; n) ∑
n>1

((n+2)!)3

(n+1)3n 9n

97. Estudia la convergencia de las siguientes series:

a) ∑
n>1

(
4
√

n+1− 4
√

n
)

alogn (a> 0); b) ∑
n>1

(
2·4·6. . .(2n)
5·7. . .(2n+3)

)α
(α ∈R)

c) ∑
n>1

(√
n+1−

√
n
)α

log

(
1+

1

nβ

)
(α ,β ∈R+); d) ∑

n>1

3nn!
3
√

n5·8·11. . .(5+3n)

e) ∑
n>1

(
2·3. . .(n+2)
5·6. . .(n+5)

)α
(α ∈R); f) ∑

n>1
(2−

√
2)(2− 3

√
2) · · ·(2− n

√
2)

g) ∑
n>1

n!
a(a+1)(a+2) · · ·(a+n)nα (a> 0,α ∈R); h) ∑

n>1

((3n!))2

46n(n!)6

3.3. Series conmutativamente convergentes. Convergenciaabsoluta.

Hemos visto en el ejemplo3.5que permutando los términos de la serie armónica alternada po-

demos obtener una serie convergente pero con distinta suma.Esto nos dice que la serie armónica

alternada no es “conmutativamente” convergente. Precisemos este concepto.

Sea∑
n>1

an la serie definida por la sucesión{an}. Dada una biyecciónπ : N→ N, definamos

una sucesión{bn} por bn = aπ(n). En estas condiciones se dice que la serie∑
n>1

bn se ha obtenido
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permutando términosen la serie∑
n>1

an .

Puedes comprobar que en el citado ejemplo3.5, la permutación de términos realizada en la

serie armónica alternada viene dada por la biyecciónπ : N→ N definida para todon∈N por:

π(3n−2) = 2n−1, π(3n−1) = 4n−2, π(3n) = 4n.

Se dice que una serie∑
n>1

an es conmutativamente convergente1 si para toda biyección

π : N → N, se verifica que la serie definida por la sucesión{aπ(n)}, es decir la serie

∑
n>1

aπ(n) = {aπ(1)+aπ(2)+ · · ·+aπ(n)}, es convergente.

Observa que, tomando como biyección deN sobreN la identidad, si la serie∑an es con-

mutativamente convergente entonces ella mismaes convergente. En otras palabras, una serie es

conmutativamente convergente, cuando es convergente y también son convergentes todas las se-

ries que se obtienen de ella por reordenación de sus términos.

Recuerda que la suma de una serie de términos positivos convergente es igual al extremo su-

perior del conjunto de todas las sumas parciales; es intuitivo que aunque permutemos los términos

de la serie dicho extremo superior va a seguir siendo el mismo, esto quiere decir que las series

de términos positivos convergentes van a ser conmutativamente convergentes. Veremos enseguida

que, en efecto, esto es así. Pero antes conviene introducir un tipo particular de convergencia que

está muy relacionada con la convergencia conmutativa.

Se dice que una serie∑
n>1

an esabsolutamente convergentesi la serie∑
n>1

|an| es convergente.

Recuerda que si una sucesión{xn} converge ax, entonces{|xn|} converge a|x|. Por tanto,

si una serie∑
n>1

an = {a1+a2+ · · ·+an} converge, también converge la sucesión que se obtie-

ne tomando valores absolutos{|a1+a2+ · · ·+an|}; pero esta sucesiónno es iguala ∑
n>1

|an| =~
{|a1|+ |a2|+ · · ·+ |an|}. Por esopuede ocurrir que una serie sea convergente pero no sea abso-

lutamente convergente. La serie armónica alternada es un ejemplo de serie convergente que no es

absolutamente convergente.

Observa que si una sucesión{an} es tal que el conjunto{n∈N : an < 0} es finito, es decir,

existeq∈N tal que paran> q esan = |an|> 0, entonces, si la serie∑
n>1

an es convergente también

es absolutamente convergente, pues se tiene:

∑
n>1

an converge⇔ ∑
n>q

an converge ⇔ ∑
n>q

|an| converge ⇔ ∑
n>1

|an| converge.

1En la mayoría de los textos a las seriesconmutativamenteconvergentes se les llamaincondicionalmenteconver-

gentes.
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Un razonamiento análogo prueba que si el conjunto{n∈N : an > 0} es finito, entonces la con-

vergencia de la serie equivale a su convergencia absoluta. Por tanto, para que una serie∑
n>1

a

pueda ser convergente pero no ser absolutamente convergente los conjuntos{n∈N : an > 0} y

{n∈N : an < 0} han de ser ambos infinitos.

3.27 Teorema.Toda serie absolutamente convergente es conmutativamenteconvergente. Ade-

más, si la serie∑
n>1

an es absolutamente convergente, entonces para toda biyección π : N→ N se

verifica que:
∞

∑
n=1

an =
∞

∑
n=1

aπ(n)

Demostración. PongamosAn = a1 + a2 + · · ·+ an, Bn = |a1|+ |a2|+ · · ·+ |an|. Por hipótesis

∑|an| = {Bn} es convergente. Probaremos en primer lugar que la serie∑an = {An} también es

convergente. Dadoε > 0, la condición de Cauchy para{Bn} nos dice que existen0∈N tal que

∣∣Bq−Bp
∣∣=

q

∑
k=p+1

|ak|<
ε
2
, para todosp,q∈N tales que q> p>n0. (3.8)

Deducimos que para todosp,q∈N tales queq> p>n0 se verifica que

∣∣Aq−Ap
∣∣=
∣∣ap+1+ap+2+ · · ·+aq|6

q

∑
k=p+1

|ak|<
ε
2
< ε .

Lo que prueba que la serie∑an cumple la condición de Cauchy y, por tanto, es convergente.

PongamosA= ĺım{An}, y seaπ : N→ N una biyección. Dadoε > 0, sean0∈N tal que se

verifica (3.8) y además
∣∣An0 −A

∣∣< ε/2. Definamos

m0 = máx{ j∈N : π( j)6 n0}, Fm = {π(k) : 16 k6 m}.

Param>m0, se verifica queFm%{1,2, . . . ,n0}. Por tanto, el conjuntoHm=Fm\{1,2, . . . ,n0} no

es vacío. Seap= mı́n(Hm), q= máx(Hm). Tenemos entonces queq> p−1> n0, y por tanto:
∣∣∣∣

m

∑
j=1

aπ( j)−A

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∑
k∈Fm

ak−A

∣∣∣∣=
∣∣∣∣

n0

∑
k=1

ak+ ∑
k∈Hm

ak−A

∣∣∣∣6

6

∣∣∣∣
n0

∑
k=1

ak−A

∣∣∣∣+ ∑
k∈Hm

|ak|<
ε
2
+

q

∑
k=p

|ak|<
ε
2
+

ε
2
= ε .

Hemos probado así que
∞

∑
n=1

aπ(n) = A. 2

El resultado recíproco es también cierto, es decir, se verifica que toda serie conmutativamente

convergente es absolutamente convergente. Este resultadose puede precisar mejor. El siguiente

teorema se debe a Riemann.
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3.28 Teorema.Sea∑
n>1

an una serie convergente pero no absolutamente convergente y seaα∈R.

Entonces existe una biyecciónπ : N→ N tal que la serie∑
n>1

aπ(n) es convergente y

∞

∑
n=1

aπ(n) = α .

En consecuencia, la convergencia absoluta es equivalente ala convergencia conmutativa. Por

supuesto, para estudiar la convergencia absoluta de una serie, ∑an, se aplican los criterios de

convergencia para series de términos positivos a la serie∑|an|.

Nos queda por solucionar un problema; a saber: si una serie noconverge absolutamente puede

ocurrir que dicha serie sea convergente como, por ejemplo, le ocurre a la serie armónica alterna-

da. ¿Cómo podemos estudiar la convergencia de una serie que no converge absolutamente? Pues

usando criterios de convergencia no absoluta. Hay varios detales criterios pero aquí solamente

vamos a ver uno que se refiere aseries alternadasque son aquellas en que los términos van alter-

nando signos, como en la serie armónica alternada, es decir,son series de la forma∑
n>1

(−1)n+1an

o ∑
n>1

(−1)nan dondean > 0 para todon∈N.

3.29 Proposición(Criterio de Leibniz para series alternadas). Supongamos que la sucesión

{an} es decreciente y convergente a cero. Entonces la serie alternada ∑
n>1

(−1)n+1an es conver-

gente. Además, si Sn =
n

∑
k=1

(−1)k+1ak y S=
∞

∑
n=1

(−1)n+1an, entonces para todo n∈N se verifica

que|S−Sn|6 an+1.

Demostración. Probaremos que la sucesiónSn =
n

∑
k=1

(−1)k+1ak es convergente. Teniendo en

cuenta que para todon∈N esan > an+1 > 0, deducimos las siguientes desigualdades:

S2n 6 S2n+a2n+1−a2n+2 = S2n+2 = S2n+1−a2n−2 6 S2n+1 = S2n−1−a2n+a2n+1 6 S2n−1

Hemos obtenido que para todon∈N es:S2n 6S2n+2 6S2n+1 6S2n−1. Por tanto, la sucesión{S2n}
es creciente y{S2n−1} es decreciente. Además, ambas están acotadas porqueS2 6 S2n 6 S2n−1 6

S1. Deducimos que dichas sucesiones convergen, y comoS2n−1−S2n = a2n → 0, concluimos que

{Sn} converge.

SeaS= ∑∞
n=1(−1)n+1an = ĺım{Sn}. Puesto que

S= ĺım{S2n−1}= ı́nf{S2n−1 : n∈N}= ĺım{S2n}= sup{S2n : n∈N},

se verifica queS2n6 S6 S2n+1, de donde:

06 S−S2n6 a2n+1, y −a2n6 S−S2n−16 0. (3.9)
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En consecuencia|S−Sn|6 an+1 para todon∈N. 2

Teniendo en cuenta la proposición3.6, el criterio de Leibniz prueba que las series de la forma

∑(−1)n+1an donde{an} → 0 y la sucesión{an} es monótona a partir de un cierto término en

adelante, son convergentes (aunque la acotación del error antes obtenida ya no tiene por qué ser

válida).

Ejercicios propuestos

98. Estudia la convergencia absoluta y la convergencia no absoluta de las siguientes series.

a) ∑
n>1

(−1)n+1
√

n
n+100

b) ∑
n>1

(−1)n+12+(−1)n

n

c) ∑
n>1

(−1)n+1
(

1·3·5· · · (2n−1)
2·4·6· · ·2n

)α
d) ∑

n>1

(−1)n+1

(
1+

1
n

)n

n

e) ∑
n>1

(−1)n+1
√

n
n
√

n +1
f ) ∑

n>1

(−1)n+1

√
n!

nn+1

g) ∑
n>1

(−1)n+1 log(n+2)
n+2

h) ∑
n>1

log

(
1+

(−1)n

n

)



Capı́tulo4

Funciones reales continuas

En matemáticas, la evidencia es enemiga de la corrección.

Bertrand Russell

4.1. Funciones reales

Las funciones son las herramientas principales para la descripción matemática de una si-

tuación real. Todas lasfórmulasde la Física no son más que funciones: expresan cómo ciertas

magnitudes (por ejemplo el volumen de un gas) dependen de otras (la temperatura y la presión).

El concepto de función es tan importante que muchas ramas de la matemática moderna se ca-

racterizan por el tipo de funciones que estudian. No es de extrañar, por ello, que el concepto de

función sea de una gran generalidad. Además, se trata de uno de esos conceptos cuyo contenido

esencial es fácil de comprender pero difícil de formalizar.

4.1 Definición. SeanA y B dos conjuntos. Una función deA en B es unaregla que a cada

elemento de A asocia un único elemento de B.

En esta definición la dificultad radica en precisar matemáticamente lo que se entiende por

regla. Como solamente vamos a trabajar con funciones elementalesconsidero que no es necesario

dar más precisiones.

Observa que una función sontres cosas: el conjuntoA donde está definida, el conjuntoB

101
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donde toma valores y la regla que la define. En este curso estamos interesados principalmente

en funciones entre conjuntos de números reales, es decir,A y B son subconjuntos deR; con

frecuenciaB= R. Estas funciones se llamanfunciones reales de una variable real.

Convenio.En lo que sigue solamente consideraremos funciones reales y, si no se especifica otra

cosa, se entiende queB= R.

Por tanto, para darnos una función nos deben decir, en principio, el subconjuntoA deR donde

suponemos que la función está definida y la regla que asigna a cada número deA un único número

real. El conjuntoA recibe el nombre dedominiode la función.

Las funciones se representan por letras. En la práctica las letras más usadas sonf , g y h, pero

cualquiera otra es también buena. Sif es una función yx es un número que está en su dominio,

se representa porf (x) (léase “f evaluada enx” o “el valor de f enx”) el número quef asigna a

x, que se llamaimagen de x por f.

Es muy importante distinguir entre f (una función) y f(x) (un número real).

El símbolo f : A → R se utiliza para indicar quef es una funcióncuyo dominio es A(se

supone, como hemos dicho antes, queA es un subconjunto deR). También es frecuente usar el

simbolismox 7→ f (x), (x∈ A).

Es importante advertir que las propiedades de una función dependen de la regla que la define~
y también de su dominio, por ello dos funciones que tienen distintos dominios se consideran

distintas funciones aunque la regla que las defina sea la misma.

4.2 Definición (Igualdad de funciones). Dos funcionesf y g son iguales cuando tienen igual

dominio y f (x) = g(x) para todox en el dominio común.

Notemos también que aunque estamos acostumbrados a representar a las funciones mediante

fórmulas, no siempre es posible hacerlo.

4.3 Ejemplo. Consideremos las funciones siguientes.

a) f : R→ R la función dada porf (x) = x2.

b) g: R+ → R la función dada porg(x) = x2.

c) h: R→ R la función dada porh(x) =





1, si x∈Q

−1, si x∈ R\Q

d) Sea f (x) =
x3+5x+6

x2−1
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Según lo antes dicho, las funciones en a) y b) son distintas. De hecho tienen propiedades distintas.

Observa que la función definida en b) es creciente y la definidaen a) no lo es.

La función definida en c) es llamadafunción de Dirichlet. Nótese que no es fácil calcular

los valores de dicha función porque no siempre se sabe si un número real dado es racional o

irracional. ¿Es e+π racional? Pese a ello la función está correctamente definida.

En d) no nos dan explícitamente el dominio def por lo que se entiende quef está definida

siempre quef (x) tenga sentido, es decir, siempre que,x2−1 6= 0, esto es, parax 6=±1. �

El convenio del dominio.Cuando una función se define por una fórmula “f (x)= fórmula” y el

dominio no es explícito, se entiende que el dominio es el mayor conjunto de valores dex para los

cuales la expresiónf (x) tiene sentido como número real. Éste es el llamadodominio naturalde

la función.

Dada una funciónf : A→ R , y un conjunto no vacíoC⊂ A, el conjunto de las imágenes por

f de todos los elementos deC:

f (C) = { f (x) : x∈C}

se llamaimagen de C por f. CuandoC = A, el conjunto f (A) se llamaconjunto imagende f y

tambiénrangoo recorrido de f .

Operaciones con funciones

La mayoría de las funciones que vamos a usar en este curso pertenecen a la clase de lasfuncio-

nes elementales. Se llaman así porque pueden obtenerse a partir de ciertos tipos de funciones bien

conocidas realizando las operaciones de suma, producto, cociente y composición de funciones.

Suma, producto y cociente de funciones.Dadas dos funcionesf ,g: A→R , se define sufunción

suma(resp.producto) como la función que a cada númerox∈A asigna el número realf (x)+g(x)

(resp. f (x)g(x)). Dicha función se representa con el símbolof +g (resp.f g). Se define la función

cociente def por g como la función que a cada númerox∈ A cong(x) 6= 0 asigna el número

real
f (x)
g(x)

. Dicha función se representa por
f
g

. También podemos multiplicar una funciónf por

un númeroα para obtener la funciónα f que asigna a cadax ∈ A el númeroα f (x). De todas

formas, el producto de un número por una función puede considerarse como un caso particular

del producto de funciones, pues se identifica el númeroα con lafunción constanteque toma como

único valorα .

Las propiedades de la suma y el producto de funciones son las que cabe esperar y su demos-

tración es inmediata pues se reducen a las correspondientespropiedades de los números.
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4.4 Proposición.Cualesquiera sean las funciones f,g,h: A→R se verifican las siguientes pro-

piedades:

Asociativas.( f +g)+h= f +(g+h); ( f g)h= f (gh)

Conmutativas. f+g= g+ f ; f g = g f

Distributiva. ( f +g)h= f h+gh

4.5 Definición (Composición de funciones). Sean f : A → R y g : B → R funciones con

f (A)⊂ B. En tal caso, la funciónh: A → R dada porh(x) = g( f (x)) para todox ∈ A se llama

composición de g con fy se representa porh= g◦ f . Observa que la funcióng◦ f , solamente está

definida cuando la imagen def está contenida en el dominio deg. La composición de funciones

es asociativa.

4.6 Definición (Funciones inyectivas). Se dice que una funciónf : A→ R es inyectiva en un

conjuntoC ⊂ A, si en puntos distintos deC toma valores distintos; es decir,x,y ∈ C y x 6= y,

entoncesf (x) 6= f (y). Se dice quef es inyectiva cuando es inyectiva enA.

4.7 Definición (La función inversa de una función inyectiva). Si f : A → R es una función

inyectiva, puede definirse una nueva función en el conjuntoB= f (A), f−1 : B→R , que llamare-

mosfunción inversa de f, que a cada númeroy∈B asigna el único númerox∈A tal que f (x) = y.

Equivalentementef−1( f (x)) = x para todox∈ A, y también f ( f−1(y)) = y para todoy∈ B.

4.8 Definición(Funciones monótonas). Se dice que una funciónf : A→ R es creciente (resp.

decreciente) en un conjuntoC ⊆ A, si f conserva (resp. invierte) el orden entre puntos deC, es

decir, six,y ∈ C y x 6 y, entoncesf (x) 6 f (y) (resp. f (x) > f (y)). Se dice quef es creciente

(resp. decreciente) cuando lo es en todo su dominio de definición. Se dice que una función es

monótonapara indicar que es creciente o decreciente. Una función monótona e inyectiva se dice

que esestrictamente monótona, pudiendo ser estrictamente creciente o estrictamente decreciente.

4.9 Definición (Gráfica de una función). La gráfica de una funciónf : A→ R es el conjunto

de pares de números{(x, f (x)) : x∈ A}.

La gráfica de una función pone de manifiesto, a simple vista, muchas de sus propiedades. Para

dibujar gráficas de funciones se precisan herramientas de cálculo que estudiaremos más adelante.

Un error frecuente, que debes evitar, consiste en confundiruna función con su gráfica. Es-~
te error procede de una manera inapropiada de representar las funciones que consiste en escribir

y= f (x). De esta forma se introduce una nueva letra “y” para representar el valor que la funciónf
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toma enx. Ahora la cosa empieza a estar confusa ¿la función esy?, ¿la función esf ?, ¿la función

es f (x)? Esto procede de la Física en donde se interpreta quex es la magnitud o variable “inde-

pendiente” ey es la magnitud o variable “dependiente”. Peor todavía, ¿esy una variable o una

función? Si has usado con frecuencia esta forma de representar las funciones no me extraña que

puedas tener dudas sobre su significado. Aclaremos esto. La única forma razonable de interpretar

una igualdad comoy= f (x), es entender que dicha igualdad representa al conjunto de puntos del

plano que la satisfacen, es decir, representa la gráfica def .

Observaciones sobre el concepto general de función y el formalismo que usamos para
definir funciones.

Hemos definido una función como tres cosas: un conjuntoA, un conjuntoB y una regla que

a cada elementox deA hace corresponder un elemento deB. Lo único que interesa de esa regla

es que esté correctamente definida. Por ejemplo, la regla quea cada númerox∈ [0,1] hace corres-

ponder el dígito de su desarrollo decimal que ocupa el lugar cien mil millones, está correctamente

definida aunque no sea muy útil, pues no es posible calcular eldígito que le corresponde a ningún

número irracional. Te pongo este ejemplo para que aprecies lo general que es el concepto de fun-

ción que hemos definido. En particular, debes notar que una función no tiene por qué estar dada

por una “fórmula”. Pero, seguidamente, te digo que no debes preocuparte por esta generalidad

porque en este curso solamente vamos a trabajar con funciones definidas mediante “fórmulas”;

además, “fórmulas” que, salvo excepciones, definirán “funciones elementales”, esto es, funciones

obtenidas al realizar sumas, productos, cocientes y composiciones de logaritmos, exponenciales,

potencias y funciones trigonométrica.

Ya hemos usado antes el formalismo que se emplea en matemáticas para definir una función,

pero quiero detenerme en él porque debes entenderlo perfectamente. Para definir una función

solemos empezar diciendo “seaf : A → R la función dada por. . . ”. Con esto estamos diciendo

tres cosas: que la función está definida enA, que toma valores enR, y que representamos con

la letra f la regla. El error más frecuente que se produce aquí se debe alhecho de que, con

frecuencia, el conjuntoA no es el dominio natural de definición de la función sino un subconjunto

del mismo, y esto puede tener muy importantes consecuenciasque hay que tener muy presentes

en todo momento. Seguidamente, para acabar de definir la función, se especifica la regla que

a cada elemento deA asocia un número real, lo que suele expresarse por “la función dada por

“ f (x) =fórmula o función elemental” para todox∈A”. Se suele volver a insistir en que la variable

x toma solamente valores enA para indicar que no nos interesa lo que pueda pasar fuera deA.

Ten en cuenta que la letra con la que representamos una función, suele usarsef , podemos

elegirla a gusto y no tiene mayor importancia siempre que no se preste a confusiones. Lo impor-

tante son los datos que definen la función: los conjuntosA, B (nosotros suponemos queB= R) y

la regla. Veamos un ejemplo más de esta forma de proceder paraque no te queden dudas.
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a) Sea

f : R→ R la función dada porf (x) = x3−4x2+x+6 para todox∈ R (4.1)

En la figura4.1se representa parte de la gráfica de esta función.

0 1 2 3 4-1-2-3 X

Y

y= f (x)

Figura 4.1. La funciónf (x) = x3−4x2+ x+6

La imagen de esta función esf (R) = R. Esta función no tiene máximo ni mínimo, no es

creciente y tampoco es decreciente. No es inyectiva y su función inversa no está definida.

b) Sea

f : [0,2]→ R la función dada porf (x) = x3−4x2+x+6 para todox∈ [0,2] (4.2)

Observa que, aunque de forma deliberada uso la misma letra,f , para representar la regla,

la función definida en (4.2) es muy diferente que la definida en (4.1). Aunque la regla es la

misma, en (4.2) solamente nos interesa lo que pasa en el intervalo[0,2]. La imagen de esta

función es f ([0,2]) = [0,6]. Claramente, la función (4.2) es estrictamente decreciente, tiene

máximo y mínimo y es inyectiva. Su función inversa está definida (aunque no sea fácil de

calcular).

4.2. Continuidad

En este capítulo vamos a estudiar con algún detalle un concepto teórico importante que es el

de continuidad. Para motivar la definición que vamos a dar de continuidad, consideremos una ley

física de la formaP= f (V), que relaciona los valores de una “variable independienteV” (pode-

mos pensar que es el volumen de un gas) con otra “variable dependienteP” (podemos pensar que

es la presión). Si queremos usar dicha ley, hemos de medir un valorV0 de la variableV, y es inevi-

table que al hacerlo cometamos algún error el cual, naturalmente, influye en el correspondiente
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valor deP, que ya no será exactamente igual aP0 = f (V0). Surge así la pregunta natural: ¿de qué

forma el error en la medida deV afecta al valor resultante deP? Es claro que si para valores de

V “muy próximos” aV0 obtengo valores deP muy diferentes entre sí, la ley “f ” que relacionaV

conP no tendrá ninguna utilidad práctica.

Puesto que los errores de medida son inevitables, no es razonable tratar de obtener “el ver-

dadero valorP0”. Lo que sí puede hacerse es fijar una cota de error admisible para P (la cual

dependerá de cada situación concreta), llamemos “ε” a dicha cota (ε > 0), y tratar de obtener otra

cota de error “δ ” (δ > 0), de tal forma que siempre que midamosV0 con un error menor queδ
tengamos la seguridad de que el valor resultante paraP se diferencia deP0 en menos queε . Esto

es,| f (V)− f (V0)| < ε siempre que|V −V0|< δ . Cuando esto efectivamente pueda hacerse para

cualquier cota de errorε > 0 decimos que la ley “f ” es continua enV0.

Observa que cabe esperar que la cota de errorδ dependa delε fijado en cada caso. Intuiti-

vamente, cuanto más pequeño sea el error permitido en los datos finales, tanto mejor tendremos

que medir la variable independiente. En general, la precisión δ con la que debemos medirV0 para

obtener un error final menor queε , depende no solamente del valor fijado deε sino también del

valor deV0. Esto es fácil de entender, no es lo mismo medir un volumen de varios metros cúbicos

que otro de unos pocos milímetros cúbicos, la precisión de nuestra medida debe ser mejor en este

último caso.

Las ideas anteriores conducen, de forma natural, a la definición matemática de continuidad.

En todo lo que sigue, la letraA representará un conjunto no vacío de números reales. En la práctica

A será siempre un intervalo o una unión de intervalos. Recuerda que la notaciónf : A→ R quiere

decir que f es una función real cuyo dominio esA. Es muy importante advertir queA no tiene

por qué coincidir con el dominio natural de la función. Esto es así porque con frecuencia estamos

interesados en estudiar propiedades de una función en una parte de su dominio natural. Además,

la continuidad def depende tanto de la “regla que la define” como del conjunto en donde estamos

trabajando. Enseguida pondremos ejemplos para aclarar esto.

4.10 Definición(Continuidad en un punto). Una función f : A→ R se dice que es continua en

un puntoa∈A si, para cada númeroε > 0, se puede encontrar un númeroδ > 0 (que, en general,

dependerá deε y dea) tal que para todox∈A con |x−a|< δ se verifica que| f (x)− f (a)| < ε .

La definición anterior suele escribirse, con abuso del formalismo lógico, de la siguiente forma:

∀ε ∈R+ ∃δ ∈R+ :
|x−a|< δ

x∈A

}
=⇒ | f (x)− f (a)| < ε (4.3)

Comentarios a la definición.Observa que en esta definición el conjuntoA tiene mucho prota-

gonismo: sólo se consideran los valores def enA, lo que le pueda pasar af fuera deA no nos

interesa. El siguiente ejemplo es ilustrativo.
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a) Sea f : R → R la función de Dirichletdada porf (x) = 1 si x∈Q, f (x) = −1 si x∈R \Q.

Es la función que vale 1 en los puntos racionales y−1 en los irracionales. Esta función no

es continua en ningún punto. La razón es que en todo intervaloabierto, por pequeño que sea,

siempre hay números racionales e irracionales. Por eso, la función f oscila constantemente

entre 1 y−1.

b) Las funcionesg :Q→R dada porg(x) = 1 y h :R\Q→R dada porh(x) =−1 son continuas

(¡son funciones constantes!) en todo punto de sus respectivos dominios de definición.

4.11 Definición. Una función f : A → R se dice que es continua por la izquierda (resp. por la

derecha) en un puntoa∈A si, para cada númeroε > 0, se puede encontrar un númeroδ > 0 (que,

en general, dependerá deε y dea) tal que para todox∈A con a−δ < x6 a (resp.a6 x< a+δ )

se verifica que| f (x)− f (a)| < ε .

Debes tener claro que para poder hablar de la continuidad o dela no continuidad de una~
función en un punto, la función debe estar definida en dicho punto. La condición (4.3) exige que

el númerof (a) esté definido. Si no se conoce el valor def ena no puede comprobarse si dicha

condición se verifica o no y, por ello, no tiene sentido considerar la continuidad de esa función en

dicho punto. Insisto en esta evidencia porque en muchos textos te vas a encontrar ejercicios del

siguiente estilo:

a) Estudiar la continuidad de la funciónf (x) =
1
x

enx= 0.

b) Estudiar la continuidad de la funcióng(x) =
|x|
x

enx= 0.

c) Estudiar la continuidad de la funciónh(x) =
x2−1
x−1

enx= 1.

Respuesta: Las funcionesf , g no están definidas en 0 yh no está definida en 1, por tanto no

tiene sentido estudiar su continuidad en esos puntos. Para poder estudiar la continuidad de estas

funciones en los puntos indicados, primero hay que definirlas en dichos puntos. Por ejemplo,

podemos definirf (0) = 0, g(0) = 1, h(1) = 2. Ahora la respuesta es:f no es continua en 0,g no

es continua en 0 pero es continua por la derecha en 0, yh es continua en 1.

4.12 Definición(Continuidad en un conjunto). Se dice quef : A→ R es continua en un con-

juntoC⊂ A, si f es continua en todo punto deC.

El siguiente resultado nos va a permitir usar la teoría de sucesiones de números reales para

estudiar la continuidad de funciones reales.
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4.13 Proposición.Sean f: A→ R y a∈A. Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) f es continua en a.

b) Para toda sucesión{xn} de puntos de A conĺım{xn}= a, se verifica queĺım{ f (xn)}= f (a).

Demostración. a) =⇒ b) Sea{xn} una sucesión de puntos deA con ĺım{xn}= a. Tenemos que

probar que ĺım{ f (xn)}= f (a). Dadoε > 0, por la continuidad def ena, existe unδ > 0 tal que

para todox ∈]a− δ ,a+ δ [∩A se verifica que| f (x)− f (a)| < ε . Puesto que ĺım{xn}= a, existe

n0∈N tal que parta todon> n0 se verifica quexn ∈]a−δ ,a+δ [, como tambiénxn∈A, se sigue

que| f (xn)− f (a)|< ε . Hemos probado así que ĺım{ f (xn)}= f (a).

Para probar el recíproco probaremos queno a)=⇒ no b)Es decir, probaremos que sif no

es continua ena entonces hay una sucesión{xn} de puntos deA con ĺım{xn}= a tal que{ f (xn)}
no converge af (a). Que f no es continua ena quiere decir que existe unε0 > 0 tal que para todo

δ > 0 se verifica que hay algún puntoxδ ∈]a−δ ,a+δ [∩A tal que| f (xδ )− f (a)|> ε0. Para cada

n∈N seaδn = 1/n y seaxn ∈]a−1/n,a+1/n[∩A tal que| f (xn)− f (a)|> ε0. Claramente{xn}
es una sucesión de puntos deA con ĺım{xn}= a y la sucesión{ f (xn)} no converge af (a). 2

No suele ser tarea fácil demostrar que una función dada es continua. Generalmente, lo que se

hace es descomponer la función que queremos estudiar en otras más sencillas cuya continuidad

ya es conocida previamente. Es por ello interesante saber qué tipo de operaciones realizadas con

funciones continuas conducen a nuevas funciones continuas.

4.2.1. Propiedades básicas de las funciones continuas

4.14 Teorema.Sean f , g funciones reales definidas en A. Se verifica que:

a) Las funciones f+ g y f g son continuas en todo punto de A en el que las dos funciones f y

g sean continuas. En particular, las funciones suma y producto de funciones continuas son

funciones continuas.

b) Si g(x) 6= 0 para todo x∈A, la función
1
g

es continua en todo punto de A en el que g sea

continua. En consecuencia, la función cociente de dos funciones continuas cuyo denominador

no se anula nunca es una función continua.

Demostración. 1 Supongamos quef y g son continuas en un puntoa∈A. Para toda sucesión

{xn} de puntos deA con ĺım{xn} = a se verificará que ĺım{ f (xn)}= f (a) y ĺım{ f (xn)}= f (a).

1Puedes ver una demostración usando la definición4.3en mi libroCálculo diferencial e integral para funciones de

una variable.
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Entonces, en virtud del teorema 2.25, tenemos que

lı́m{( f +g)(xn)} = lı́m{ f (xn)+g(xn)}= lı́m{ f (xn)}+ lı́m{g(xn)}= f (a)+g(a) = ( f +g)(a)

lı́m{( f g)(xn)} = lı́m{ f (xn)g(xn)}= lı́m{ f (xn)} lı́m{g(xn)}= f (a)g(a) = ( f g)(a)

Lo que prueba, por la proposición4.13, que las funcionesf +g y f g son continuas ena.

Si, además, suponemos queg(x) 6= 0 para todox∈A, tenemos que:

ĺım

{
f
g
(xn)

}
= ĺım

{
f (xn)

g(xn)

}
=

ĺım{ f (xn)}
ĺım{g(xn)}

=
f (a)
g(a)

=
f
g
(a)

Lo que prueba, por la proposición4.13, que la funciónf/g es continua ena. 2

El teorema anterior es muy útil pero con frecuencia no se entiende bien lo que dice o se inter-

preta mal. Lo que dice es que la suma, producto y cociente de funciones continuas (siempre que no

dividamos por 0) también es continua. De aquí puedes deducirfácilmente algunas consecuencias.

4.15 Corolario. a) Si la suma de dos funciones es continua y una de ellas es continua, la otra

función también es continua.

b) Si el producto de dos funciones es continuo y una de ellas escontinua y no se anula, la otra

función es continua.

Hasta aquí todo bien. El problema es cuando tenemos que estudiar la continuidad de la suma

o el producto de dos funciones discontinuas. En esta situación el teorema anterior no nos dice

nada. Peor aún; no puede haber ningún teorema que diga lo que pasa en este caso. La razón es

que puede pasar cualquier cosa. La suma o el producto de dos funciones discontinuas puede ser~
unas veces continua y otras veces discontinua. Se trata de unproblema que hay que estudiar en

cada caso concreto y que depende de cómo sean las funciones que sumamos o multiplicamos.

Por ejemplo, seaf la función de Dirichlet que, como sabemos, es discontinua entodo punto.

Seag una función continua cualquiera; por ejemplo, la identidadg(x) = x para todox∈R. Las

funcionesg+ f y g− f son discontinuas en todo punto pero su suma es la función 2g que es

continua. Por otra parte, el cuadrado def , esto es la funciónh(x) = f (x) f (x) = ( f (x))2 = 1, es

la función constante igual a 1 y, por tanto, es continua.

Además de sumar y multiplicar funciones, también sabemos componerlas. Veamos cómo se

comporta la continuidad respecto de la composición de funciones.

4.16 Teorema(Continuidad de una función compuesta). Sean f: A → R y g: B → R fun-

ciones tales que f(A)⊂ B. Supongamos que f es continua en un punto a∈A y que g es continua

en el punto f(a). Entonces la función compuesta g◦ f : A → R es continua en el punto a. En

particular, si g es continua en f(A), entonces g◦ f es continua en todo punto de A en el que f sea

continua. Más en particular, la composición de funciones continuas es una función continua.
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Demostración. Como f es continua ena∈ A, para toda sucesión{xn} de puntos deA con

ĺım{xn} = a se verificará que ĺım{ f (xn)}= f (a). Ahora, comog es continua enf (a), se veri-

ficará que ĺım{g( f (xn))}= g( f (a)), es decir, ĺım{(g◦ f )(xn))}= (g◦ f )(a). Por la proposición

4.13concluimos queg◦ f es continua ena. 2

Funciones racionales

Lasfunciones polinómicas o polinomiosson las funciones de la forma

P(x) = c0+c1x+c2x2+ · · ·+cnxn

dondec0,c1, . . . ,cn son números reales llamadoscoeficientesdel polinomio;n∈ N es un número

natural que, sicn 6= 0, se llama grado del polinomio. Las funciones polinómicas tienen como

dominio natural de definición la totalidad deR aunque con frecuencia nos interesará estudiar una

función polinómica en un intervalo.

Unafunción racionales una función de la forma:

R(x) =
P(x)
Q(x)

dondeP (el numerador) yQ (el denominador) son polinomios yQ no es el polinomio constante

igual a 0. La funciónR tiene como dominio natural de definición el conjunto{x∈ R : Q(x) 6= 0}.

Observa que las funciones polinómicas son también funciones racionales (con denominador cons-

tante 1).

Como consecuencia de los resultados anteriores y de las proposiciones2.37y 4.13, obtenemos

el siguiente resultado.

4.17 Corolario. a) Toda función racional es continua en su dominio natural dedefinición.

b) Las funciones exponenciales, logaritmos y potencias de exponente real son continuas en

sus dominios naturales de definición.

4.2.2. Propiedades locales

Intuitivamente, la continuidad de una función en un punto depende únicamente del com-

portamiento de la función en la “proximidad” de dicho punto.Esto se expresa diciendo quela

continuidad es una propiedad local. Vamos a precisar este concepto.

4.18 Definición. Dados una funciónf : A→ R y un conjunto no vacíoC ⊂ A, podemos definir

una nueva función, llamadarestricción de f a Cque se representa porf|C, que es la función

definida en el conjunto Cque viene dada porf|C(x) = f (x) para todox∈C.
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Dada una funciónf : A→ R , se dice que una funcióng : B→ R es unaextensiónde f , si

B⊃ A y f es la restricción deg al conjuntoA, es decirf (x) = g(x) para todox∈A.

Los conceptos de extensión y de restricción de una función son esencialmente el mismo: todo

depende de que se mire “para arriba” o “para abajo”.

Es importante distinguir entre una función y su restriccióna un conjunto. Veamos un ejemplo

que nos permitirá introducir una función muy útil.

4.19 Ejemplo (Función parte entera). La función que a cada númerox∈R asignael mayor

entero que es menor o igual que xse llama funciónparte entera. Dicha función se representa con

la letraE y está definida para todox∈R por las condiciones siguientes:

E(x)∈Z y E(x)6 x< E(x)+1.

0−1−2−3−4−5 1 2 3 4 5
0

−1
−2
−3
−4

1
2
3
4
5

Figura 4.2. Función parte entera

No es difícil probar que esta función es disconti-

nua en todos los enteros. Ahora, si consideramos

a dicha función trabajando solamente en el inter-

valo [1,2[, es decir, la funciónf restricción deE

a [1,2[ cuyo dominio es el intervalo[1,2[ y que

a cada punto de dicho intervalo asigna su “parte

entera”, f (x) = E(x), para 16 x< 2; entonces la

función f es constante pues, claramentef (x) = 1

para todox∈ [1,2[, luego f es continua en todos

los puntos de su dominio, en particularf es con-

tinua en 1 aunque la función “parte entera” es

discontinua en dicho punto.

�

El ejemplo anterior, y también el ejemplo de la función de Dirichlet antes visto, prueban que

una restricción de una función discontinua puede ser continua o, lo que es igual, una extensión de

una función continua puede ser discontinua. Son importantes y útiles a este respecto los siguientes

resultados.

4.20 Proposición(Localización de la continuidad). Sean f: A→ R , a∈A e I un intervalo

abierto tal que a∈ I. Supongamos que la restricción de f a I∩A es continua en a. Entonces f es

continua en a.
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Demostración. Pongamosg = f|I∩A. Dado ε > 0, existe δ > 0 tal que para todo

x∈]a−δ ,a+δ [∩(I ∩A) se verifica que| f (x)− f (a)| = |g(x)−g(a)| < ε . ComoI es un inter-

valo abierto ya ∈ I , existe unr > 0 tal que]a− r,a+ r[⊂ I . Pongamosδ1 = mı́n{r,δ}. Te-

nemos queδ1 > 0 y ]a− δ1,a+ δ1[=]a− δ ,a+ δ [∩]a− r,a+ r[⊂]a− δ ,a+ δ [∩I , por lo que

]a− δ1,a+ δ1[∩A ⊂]a− δ ,a+ δ [∩(I ∩A), en consecuencia, para todox ∈]a− δ1,a+ δ1[∩A se

verifica que| f (x)− f (a)|< ε . 2

Observa la importancia que tiene en la hipótesis de este resultado el hecho de que el intervalo

seaabierto. El ejemplo de la función “parte entera”, antes visto, pone de manifiesto que una

restricción a un intervalo no abierto de una función discontinua puede ser continua.

SeaA⊂ R y a∈A, se dice quea es unpunto aisladodeA si existe un intervalo abiertoI tal

queI ∩A= {a}.

Consecuencia del teorema de localización es quecualquier función es continua en los puntos

aislados de su conjunto de definición.

Es inmediato que cualquier restricción de una función continua es continua. Este resultado,

junto con dos consecuencias sencillas de la localización dela continuidad, se incluye en la si-

guiente proposición cuya demostración queda como ejercicio.

4.21 Proposición.a) Cualquier restricción de una función continua es tambiéncontinua.

b) Cualquier extensión de una función continua en unintervalo abiertoes tambiéncontinua en

dicho intervalo abierto.

c) Una función f es continua en un intervalo abierto I si, y sólo si, la restricción f|I es continua

en I.

Este resultado es bastante útil para evitarnos hacer trabajo innecesario. Por ejemplo, si que-

remos estudiar la continuidad de la función parte entera, como dicha función es constante en

los intervalos de la forma]n,n+1[ (n∈Z), el resultado anterior nos dice que dicha función es

continua en estos intervalos. Sólo queda así estudiar lo quepasa en los enteros.

La continuidad de una función en un punto permite obtener información sobre el comporta-

miento de la función en los puntos próximos al mismo. Estos resultados se llamanlocales.

4.22 Teorema(Conservación local del signo). Sea f: A→ R continua en un punto a∈A con

f (a) 6= 0. Entonces hay un número r> 0 tal que para todo x∈A con |x− a| < r se verifica

que f(x) f (a) > 0. Es decir, f(x) > 0 si f(a) > 0, o f(x) < 0 si f(a) < 0, en todo punto x∈
]a− r,a+ r[∩A.
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Demostración.Supondremos quef (a) > 0. Podemos entonces tomarε = f (a)/2 en (4.3) para

obtener, en virtud de la continuidad def en a, un r > 0 tal que para todox∈A con |x− a| < r

se verifica que| f (x)− f (a)| < f (a)/2, lo que implica quef (x) > f (a)/2 > 0. El caso en que

f (a)< 0 se reduce al anterior sin más que sustituirf por− f . 2

4.23 Proposición(Acotación local). Sea f: A→ R continua en un punto a∈A. Entonces hay

números, Ma > 0, ra > 0 tales que para todo x∈A con|x−a|< ra se verifica que| f (x)| 6 Ma.

Demostración. Hagamosε = 1 en (4.3) para obtener, en virtud de la continuidad def en a,

un ra > 0 tal que para todox∈A con |x− a| < ra se verifica que| f (x)− f (a)| < 1. Pongamos

Ma = 1+ | f (a)|. Entonces, para todox∈]a− ra,a+ ra[∩A tenemos que:

| f (x)|= | f (a)+ ( f (x)− f (a))|6 | f (a)|+ | f (x)− f (a)|< 1+ | f (a)|= Ma

2

Ejercicios propuestos

99. Prueba que sif : A→ R es continua ena entonces también lo es| f |. Da un ejemplo de

función discontinua cuyo valor absoluto es continua.

100. Sean f : A→ R , a∈A y J = [a,a+ r[ donder > 0. Supongamos que la restricción def a

J∩A es continua ena. Prueba quef es continua por la derecha ena.

Enuncia y prueba un resultado análogo para la continuidad por la izquierda.

101. Sean f : A→ R y a∈A. Prueba quef es continua por la izquierda ena si, y sólo si, para

toda sucesión{xn} de puntos deA tal quexn 6 a y {xn} → a, se verifica que{ f (xn)} →
f (a).

Enuncia y prueba un resultado análogo para la continuidad por la derecha.

102. Sea f : R → R continua y creciente. Prueba que para todo conjuntoA ⊂ R no vacío y

mayorado se verifica que sup( f (A)) = f (sup(A)).

103. Prueba la proposición4.21.

104. Representamos porE(x) la parte entera dex (4.19). Haz un esquema de las gráficas de las

siguientes funciones y estudia su continuidad.

a) f (x) = x−E(x)

b) f (x) = E(1/x)

105. Estudia la continuidad de la funciónf : R→ R dada por f (x) = E(x2).
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106. Estudia la continuidad de la funciónf : R → R, definida por f (x) = xE(1/x) si x 6= 0,

f (0) = 1.

107. Estudia la continuidad de la funciónf : [0,4]→ R dada porf (1) = 1/4 y:

f (x) =





|x−1|
(x2−1)E(1+x)

si x∈ [0,1[∪]1,2]

E(x)−7/4 si x∈]2,4]

108. Estudia la continuidad de la funciónf : [0,1]→ R dada por:

f (x) =

{
0 si x= 0 o x es irracional

1/q si x= p/q (fracción irreducible)

109. Sea f : R→ R continua, mayorada y tal que para todosa,b∈R cona< b, se verifica que

supf (]a,b[) = supf (R). Prueba quef es constante.

110. Sean f ,g : R→ R funciones continuas. Definamos una funciónh : R→ R por:

h(x) =

{
f (x), si x∈Q;

g(x), si x∈R\Q.

Estudia la continuidad deh.

4.3. Teorema de Bolzano

Si ahora mides 175cm y hace 10 años medías 135cm, es seguro queen algún momento inter-

medio medías con exactitud 161cm. Si una entrada de cine cuesta 5e y hace 3 años costaba 4e,

es seguro que en algún momento ir al cine costaba exactamente4·99e. ¿Seguro? No, a ningún

empresario de cine le parecería bien cobrar 4·99e por la entrada.

La diferencia está en que la talla de una persona es una función continua del tiempo y para

pasar de 135cm a 175cm tiene que pasar por todos los valores intermedios, pero el precio de las

entradas de cine no varía de forma continua con el tiempo y puede pasar “de golpe” de 4·5e a

5e.

La gráfica de una función continua en un intervalo,f : [a,b] → R , la imaginamos como una

curva continua, por ello, sif (a) < 0< f (b), la gráfica def tiene que atravesar el eje de abscisas

para pasar de un punto situado por debajo de él a otro que se encuentra por encima y, por tanto,

f tiene queanularse en algún punto entrea y b. Esto es precisamente lo que afirma el conocido

teoremaque sigue.

4.24 Teorema(Teorema de los ceros de Bolzano). Toda función continua en un intervalo que

toma valores positivos y negativos se anula en algún punto dedicho intervalo.
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Demostración. SeanI ⊂ R un intervalo no vacío yf : I → R una función continua enI . Supon-

gamos que hay puntosa∈ I , b∈ I cona< b tales quef (a) f (b)< 0. Podemos suponer sin pérdida

de generalidad, puesto que podemos sustituirf por− f , que f (a) < 0 y f (b) > 0. Puesto que I

es un intervalo, se verifica que[a,b] ⊂ I . Probaremos quef se anula en algún punto del interva-

lo ]a,b[. Una buena estrategia para demostrar un teorema es “darlo por demostrado” ytrabajar

hacia atrás. Tenemos que buscar un puntoc∈]a,b[ tal que f (c) = 0. Por supuesto, puede haber

muchos puntos en]a,b[ donde f se anule (el teorema dice queal menos hay uno), pero de todos

ellos el más fácil de caracterizar es el “primero”, porque a la izquierda de él la función es siempre

negativa. Esto lleva a considerar el conjuntoE de los puntosx∈ [a,b] tales quef toma valores

negativos en[a,x]:

E = {x∈ [a,b] : f (t)< 0 para todot∈ [a,x]}

Por su definición, tenemos queE ⊂ [a,b] y a∈E. La propiedad del supremo nos dice que hay un

número real,c, que es el supremo deE. Es evidente quea6 c6 b. La propiedad de conservación

local del signo implica que existe algúnr > 0 tal quea+ r < b− r y f es negativa en todos los

puntos del intervalo[a,a+ r] y positiva en todos los puntos del intervalo[b− r,b]. Esto implica

quea< c< b.

Probemos quef (x) < 0 para todox∈ [a,c[. Seaa < x < c. Comox < c y c es el mínimo

mayorante deE, tiene que existir algún puntoz∈E tal quex < z6 c. Por tanto, sit ∈ [a,x]

tambiént∈ [a,z], y comoz∈E, seráf (t)< 0, luegox∈E y por tantof (x) < 0.

Finalmente, probaremos quef (c) = 0. Consideremos sucesiones{xn} → c y {yn} → c tales

que para todon∈N esa< xn < c< yn < b. Por ejemploxn = c− c−a
2n eyn = c+ b−c

2n . Como para

todon∈N es f (xn)< 0 y, por la continuidad def enc, ĺım{ f (xn)} = f (c), tiene que verificarse

que f (c)6 0. Comoc< yn tenemos queyn 6∈ E, lo que significa que hay algúnzn verificando que

a6 zn < yn y f (zn)> 0. Como f (x) < 0 para todox∈ [a,c[ debe serc6 zn. La sucesión{zn} así

obtenida verifica quec6 zn < yn para todon∈N, por lo que ĺım{zn}= c. Como para todon∈N es

f (zn)> 0, deducimos que ĺım{ f (zn)}= f (c) > 0. Como ya sabíamos quef (c)6 0, concluimos

que f (c) = 0. 2

Observa que la demostración que hemos dado no nos dice cómo calcular un punto en el que

la función se anule. Es una demostración de “existencia”.

Un enunciadoequivalentedel teorema de Bolzano es el siguiente.

4.25 Teorema(Teorema del valor intermedio). La imagen de un intervalo por una función

continua es un intervalo.

Demostración. Supongamos queI es un intervalo yf : I → R es una función continua enI .

Queremos probar que la imagen def , esto es, el conjuntoJ = f (I) es un intervalo. Teniendo

en cuenta la definición de intervalo, deberemos probar que sidos números están enJ, todos los
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números comprendidos entre ellos también se quedan dentro deJ. Sean pues,u,v elementos deJ

conu< v. Debe haber elementosα ,β enI tales quef (α) = u, f (β ) = v. Como f es una función,

debe serα 6= β ; podemos suponer queα < β . Seaz∈]u,v[, esto es,u < z< v. Definamos la

función h: I → R dada porh(x) = z− f (x) para todox∈ I . Como f es continua,h es continua

en I . Tenemos queh(α) = z− f (α) = z− u > 0 y h(β ) = z− f (β ) = z− v < 0. ComoI es

un intervalo, tenemos que[α ,β ] ⊂ I . Podemos, pues, aplicar el teorema antes demostrado a la

función h en el intervalo[α ,β ] y obtenemos que tiene que haber algún puntoλ ∈]α ,β [ tal que

h(λ ) = z− f (λ ) = 0. Hemos probado así quef (λ ) = z. Comoλ ∈ [α ,β ] ⊂ I , concluimos que

z∈J = f (I). Como esto es cierto cualquiera sea el puntoz∈]u,v[, concluimos que[u,v]⊂ J y, en

consecuencia,J es un intervalo.

Recíprocamente, si suponemos que la imagen de un intervalo por una función continua es

un intervalo, y f : I → R es una función continua en un intervaloI que toma valores positivos y

negativos, entoncesJ = f (I) es un intervalo en el que hay números negativos y positivos, luego

debe contener al 0, es decirf tiene que anularse en algún punto deI . 2

Observa que el teorema del valor intermedio dice que una función continua en un intervalo

tomatodos los valores comprendidos entre dos cualesquiera de sus valores. Bueno, eso es lo que

nos dice la intuición ¿verdad?

4.26 Estrategia.El teorema de Bolzano proporciona una herramienta útil paraprobar que ciertas

ecuaciones tienen solución. Consideremos el siguiente problema. Se trata de probar que hay un

número realc tal que f (c) = g(c) o, dicho de otra forma, que la ecuaciónf (x) = g(x) tiene

soluciones. La forma de proceder para aplicar el teorema de Bolzano es la siguiente.

• Se pasan todos los términos de la ecuación a un lado y se defineh(x) = f (x)−g(x).

• Se comprueba que la funciónh es continua y está definida en un intervaloI . Unas veces el

intervalo dondeh está definida debemos elegirlo nosotros de forma adecuada, yotras veces

viene impuesto por el enunciado del ejercicio.

• Se comprueba que hay puntos enI donde la funciónh es negativa y otros en los queh es

positiva. Se concluye, por el teorema de Bolzano, queh debe anularse en algún punto deI ,

que es lo que queríamos probar.

Hay consecuencias del teorema de los ceros de Bolzano que están lejos de ser evidentes.

Algunas de ellas están expuestas en el excelente libro de R. Courant y H. Robbins¿Qué es la

Matemática?. Por ejemplo, en dicho libro se demuestra, usando como herramienta básica dicho

teorema, que, dadas dos regiones acotadas del plano, siempre existe una recta que divide simul-

táneamente a cada una de ellas en dos partes con igual área. Este resultado se puede generalizar.

Puede probarse, con la ayuda del teorema de Bolzano, que si tenemos tres sólidos en el espacio
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(imagina que son tres bocadillos de muy distintos tamaños),es siempre posible encontrar un plano

que los divida simultáneamente en dos partes de igual volumen (puedes cortar a los tres bocadi-

llos exactamente “por la mitad” de un sólo tajo). Nosotros aquí nos conformaremos con obtener

algunas consecuencias menos vistosas pero muy útiles. La primera de ellas ya es conocida y la

obtuvimos en el capítulo 1 usando el principio del supremo.

4.27 Corolario (Existencia de raíces). Dados a> 0 y k∈N hay un único número c> 0 tal que

ck = a.

Demostración. La función f : R+
o → R dada porf (x) = xk − a, es continua,f (0) = −a < 0 y

f (1+ a) = (1+ a)k − a > 0. Deducimos que hay algún númeroc > 0 tal que f (c) = 0. Dicho

número es único porque la funciónf es estrictamente creciente. 2

4.28 Corolario (Ceros de polinomios de grado impar). Toda función polinómica de grado

impar se anula en algún punto.

Demostración. Sea

P(x) = c0+c1x+c2x2+ · · ·+cn−1xn−1+cnxn

una función polinómica de grado imparn> 3. Nuestro objetivo es probar queP(x) toma valores

positivos y negativos. Podemos suponer quecn > 0. Supongamos en lo que sigue que|x| > 1.

Dividiendo porxn tenemos que

P(x)
xn =

c0

xn +
c1

xn−1 +
c2

xn−2 + · · ·+ cn−1

x
+cn (4.4)

Para 06 k6 n−1, tenemos, por ser|x|> 1 y n−k> 1, que:

|ck|
|x|n−k 6

|ck|
|x|

Por otra parte
|ck|
|x| 6

cn

2n
⇐⇒ |x| > |ck|

cn
2n

Definamos

M = máx

{ |ck|
cn

2n : k= 0,1,2. . . ,n−1

}
, K = máx{M,1}

Para|x|> K y parak= 0,1,2, . . . ,n−1, tenemos que:

ck

xn−k >− |ck|
|x|n−k >−|ck|

|x| >− cn

2n

Deducimos que para|x|> K es:

P(x)
xn >−n

cn

2n
+cn =

cn

2
> 0 (4.5)
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Ahora si x < −K, se tiene por sern impar quexn < 0, y la desigualdad anterior implica que

P(x)< 0. Análogamente, six> K debe serP(x)> 0.

Hemos probado queP(x) toma valores positivos y negativos, como es una función continua y

está definida en un intervalo,R, concluimos que debe anularse en algún punto. 2

4.4. Continuidad y monotonía

Hemos visto que la imagen de un intervalo por una función continua es un intervalo. Podemos

preguntarnos si esta propiedad caracteriza la continuidad. En general, la respuesta es que no. Es

fácil dar ejemplos de funciones discontinuas en un intervalo cuya imagen es un intervalo pero

estas funciones no pueden ser monótonas. Es fácil entender que si una función monótona es

discontinua es porque su gráfica “da saltos”, es decir, su imagenno es un intervalo. El siguiente

resultado deja claro este punto.

4.29 Teorema.Una función monótona cuya imagen es un intervalo es continua.

Demostración. Sea f : A→ R una función creciente en un conjuntoA cuya imagenJ = f (A) es

un intervalo. Queremos probar quef es continua. Seaa∈A y supongamos que los conjuntos

A−
a = {x∈A : x< a} , A+

a = {x∈A : x> a}

no son vacíos. Para demostrar quef es continua ena, probaremos que

supf (A−
a ) = sup{ f (x) : x∈A,x< a}= f (a) = ı́nf{ f (x) : x∈A,x> a}= ı́nf f (A+

a )

Probemos quef (a) = supf (A−
a ). Pongamosα = supf (A−

a ). Para todox∈A−
a tenemos quex< a

y, como f es creciente,f (x)6 f (a). Luego f (a) es un mayorante del conjuntof (A−
a ) y, en conse-

cuencia, debe serα 6 f (a). Veamos que no puede ocurrir queα < f (a). Para ello supondremos

queα < f (a) y llegaremos a una contradicción. Tomemos un elemento cualquieraz∈]α , f (a)[.

Seau∈A−
a . Entoncesf (u) 6 α < z< f (a). Como f (u) y f (a) están enJ = f (A) y J es, por

hipótesis, un intervalo, deducimos quez∈J, esto es,z= f (s) para algúns∈A. No puede sers= a

y, como f es creciente yz< f (a), debe verificarse ques< a, esto es,s∈A−
a en cuyo caso debe

ser f (s)6 α , es decir,z6 α lo cual es claramente contradictorio puesα < z.

Análogamente se prueba quef (a) = β = ı́nf f (A+
a ).

Sea ahoraε > 0. Tiene que haber elementosu∈A−
a y v∈A+

a tales queα − ε < f (u) y f (v)<

β + ε , es decir

f (a)− ε < f (u)6 f (v)< f (a)+ ε .
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Definamosδ = mı́n{a−u,v−a} > 0. Entonces para todox∈A verificando que|x−a| < δ se

tiene queu< x< vy, por tanto,f (u)6 f (x)6 f (v) lo que implica quef (a)−ε < f (x)< f (a)+ε ,

esto es,| f (x)− f (a)|< ε .

Los casos en que alguno de los conjuntosA−
a o A+

a sea vacío se deducen de lo anterior.2

4.30 Corolario. Una función monótona definida en un intervalo es continua si,y sólo si, su

imagen es un intervalo.

4.31 Corolario. La función inversa de una función estrictamente monótona definida en un inter-

valo es continua.

Demostración. Sea f : I → R una función estrictamente monótona definida en un intervaloI . Co-

mo f es inyectiva enI su inversa,f−1, está definida en el conjunto imagenJ= f (I) y, claramente,

f−1(J) = I . Como la inversa de una función estrictamente monótonaf es también estrictamente

monótona (y del mismo tipo quef ) e I es, por hipótesis, un intervalo, el teorema anterior, aplicado

a f−1, nos dice quef−1 es continua enJ. 2

Considera una función inyectiva y continua en un intervalo eintenta dibujar su gráfica; com-

probarás que la función no puede “subir y bajar” porque en talcaso se pierde la inyectividad, por

tanto, o bien “siempre sube” y es estrictamente creciente, obien “siempre baja” y es estrictamente

decreciente. Eso es lo que afirma el siguiente resultado.

4.32 Teorema.Toda función inyectiva y continua en un intervalo es estrictamente monótona.

Demostración. 2 Sea f : I → R continua e inyectiva en el intervaloI . Seana0 < b0 dos puntos

de I . Como f es inyectiva debe serf (a0) 6= f (b0). Por tanto, o bienf (b0)− f (a0) > 0, o bien

f (b0)− f (a0)< 0. Supongamos que esf (b0)− f (a0)> 0 y demostremos quef es estrictamente

creciente enI . Para ello seana1 < b1 puntos deI . Pongamos

x(t) = (1− t)a0+ ta1

y(t) = (1− t)b0+ tb1

}
para 06 t 6 1

Tenemos quex(0) = a0, x(1) = a1, y(0) = b0, y(1) = b1. Además, poniendoα = mı́n{a0,a1} y

β = máx{a0,a1}, se tiene que:

α = (1− t)α + tα 6 x(t) 6 (1− t)β + tβ = β

ComoI es un intervalo yα ,β ∈ I , se verifica que[α ,β ] ⊂ I , por lo quex(t)∈ I . Análogamente,

se tiene quey(t)∈ I . Además, comoa0 < b0 y a1 < b1, se verifica quex(t) < y(t) para 06 t 6 1.

2Esta elegante demostración está tomada del libro de M. Spivak Cálculo Infinitesimal.
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Consideremos la función:

g(t) = f (y(t))− f (x(t)) 06 t 6 1

La funcióng es continua en[0,1] por ser composición y diferencia de funciones continuas. Como

f es inyectiva yx(t) < y(t), se tiene queg(t) 6= 0 para todot ∈ [0,1]. El teorema de Bolzano

implica queg debe tener signo constante en[0,1] y, comog(0)> 0, concluimos queg(t)> 0 para

todo t ∈ [0,1]. Por tantog(1) = f (b1)− f (a1) > 0. Hemos probado así quef es estrictamente

creciente.

Análogamente, si se supone que esf (b0)− f (a0) < 0 se demuestra quef es estrictamente

decreciente enI . 2

4.33 Corolario. La función inversa de una función inyectiva y continua en un intervalo es conti-

nua.

Ejercicios propuestos

111. a) Da un ejemplo de una función continua cuya imagen no sea un intervalo.

b) Da un ejemplo de una función definida en un intervalo cuya imagen sea un intervalo

y que no sea continua.

c) Da un ejemplo de una función continua en todoR, no constante y cuya imagen sea un

conjunto (obligatoriamente un intervalo) acotado.

d) Da un ejemplo de una función continua en[0,1[ tal que f ([0,1[) no sea acotado.

e) Da un ejemplo de una función continua definida en un intervalo abierto acotado y

cuya imagen sea un intervalo cerrado y acotado.

112. Sea f : [a,b]→ R continua. Supongamos quea 6 f (x) 6 b para todox en [a,b]. Prueba

que hay algún puntoc∈ [a,b] tal que f (c) = c.

113. Sea f : [−1,1] → R una función continua tal que−1 6 f (x) 6 1 para todox ∈ [−1,1].

Prueba que hay algúnc∈ [−1,1] tal que f (c) = c3.

114. Sea f : [−1,1]→ R una función continua tal que−1 6 f (x) 6 1 para todox ∈ [−1,1].

Prueba que hay algúnc∈ [−1,1] para el que se verifica la igualdadf (c) =
1
4
(c3+3c).

115. Prueba que la funciónf (x) = ex+x3−6x−2 se anula en al menos tres puntos del intervalo

[−3,3].

116. Seaa> 1. Prueba que la ecuaciónx+e−x = a tiene al menos una solución positiva y otra

negativa.



Continuidad y monotonía 122

117. Prueba que la ecuación log(x) = x−2 tiene al menos dos soluciones.

118. Prueba que hay un número realx> 0 tal que logx+
√

x= 0.

119. Suponiendo que la temperatura varía de forma continua, prueba que siempre hay dos puntos

antípodas en el ecuador terrestre que están a la misma temperatura.

120. Sea f : [a,b]→ R continua. Dadon∈N, n> 2, prueba que hay algún puntoc∈ [a,b− (b−
a)/n] tal que f (c+(b−a)/n)− f (c) = ( f (b)− f (a))/n.

Sugerencia. Considera la funcióng(t) = f (t + (b− a)/n)− f (t) definida en[a,b− (b−
a)/n]. Se trata de probar que dicha función toma el valor( f (b)− f (a))/n en algún punto

c∈ [a,b− (b−a)/n]. Para ello definamosxk = a+k(b−a)/n. Entonces

n−1

∑
k=0

g(xk) =
n−1

∑
k=0

( f (xk+1)− f (xk)) = f (b)− f (a)

.

121. Un corredor recorre 6 kilómetros en 30 minutos. Demuestra que en algún momento de su

carrera recorre 1 kilómetro en exactamente 5 minutos.

122. Un reloj averiado marca inicialmente un tiempot0. El reloj puede adelantar o atrasar, pero

cuenta con exactitud períodos de 12 horas, es decir, pasadas12 horas el reloj marca un

tiempot0+12 horas. Demuestra que en algún momento dicho reloj mide conexactitud una

hora.

123. Un automovilista sale de Granada hacia Madrid un sábado a las8:00 de la mañana y el

domingo inicia el regreso a la misma hora. Sabiendo que invirtió igual tiempo en ambos

viajes, prueba que en algún momento del domingo el automovilista se encuentra a igual

distancia de Granada que a la que se encontraba el sábado en ese mismo momento.

124. Seanf ,g funciones continuas que no se anulan en un intervaloI , verificando que( f (x))2 =

(g(x))2 para todox∈ I . Prueba que o bienf (x) = g(x) para todox∈ I , o bien f (x) =−g(x)

para todox∈ I . ¿Cuántas funciones hayϕ : R→ R continuas y verificando que(ϕ(x))2 =

x2 para todox∈R?.

125. Sea f : R→ R continua y decreciente. Prueba que hay un únicoa∈R verificando que

f (a) = a.

126. Sea f : R→ R continua y tal quef (x)
(
( f ◦ f )(x)

)
= 1 para todox∈R. Sabiendo que

f (1000) = 999, calculaf (500).

127. Sea f : [a,b] → R continua y definamosZ = {x∈ [a,b] : f (x) = 0}. Supuesto queZ 6= Ø,

prueba queZ tiene máximo y mínimo. ¿Es cierto dicho resultado para una función continua

en un intervalo abierto?
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128. Sea f : [a,b]→ R una función continua tal quef (a) < 0, f (b) < 0 y f (c) > 0 para algún

c∈]a,b[. Prueba que hay dos númerosu, v verificando quea< u< v< b, f (u) = f (v) = 0

y f (x) > 0 para todox∈]u,v[.

129. Prueba que, dadox∈R, la ecuación logt + t5 = x tiene una única solución, que representa-

mos porϕ(x). Justifica que la funciónx 7→ ϕ(x), (x∈R), así definida es continua.

130. Calcula, haciendo uso del teorema del valor intermedio, la imagen de la funciónf :]0,1[→ R

definida para todox∈]0,1[ por f (x) =
2x−1

x(x−1)
.

131. Calcula, haciendo uso del teorema del valor intermedio, la imagen de la funciónf :]−1,1]→ R
dada por:

f (x) =

√
1−x√
1+x

(x∈]−1,1]).

132. Prueba que la funciónf :]− 1,1[→ R definida por f (x) =

√
1+x
1−x

es inyectiva. Calcula

f−1 y comprueba que es una función continua.

133. Sea f :]a,b[→ R continua, estrictamente creciente y acotada. Seaα = ı́nf
(

f (]a,b[)
)
,

β = sup
(

f (]a,b[)
)
. Prueba quef (]a,b[) =]α ,β [

4.5. Continuidad en intervalos cerrados y acotados

Sabemos que la imagen,f (I), de un intervaloI por una función continuaf es un intervalo.

En general, el intervalof (I) no es delmismo tipoqueI . Aquí tiene algunos ejemplos.

1. f (x) = x2; f ([−1,1[) = f (]−1,1]) = [0,1];

2. f (x) = 1/x; f (]0,1]) = [1,+∞[; f ([1,+∞[) =]0,1].

3. La función f : R→ R dada por

f (x) =





2x, x6 1/2;

2−2x, 1/2< x6 3/2;

2x−4, 3/26 x.

parte de cuya gráfica puedes ver aquí
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es continua y verifica quef (]1/4,7/4[) = [−1,1].

Vemos así que la imagen por una función continua de un intervalo abierto, o semiabierto,

o de una semirrecta, puede ser un intervalo de distinto tipo.Queda por considerar qué ocurre

con los intervalos cerrados y acotados, es decir, los de la forma [a,b]. Vamos a probar que este

tipo de intervalos se conservan por funciones continuas. Nótese que sif : [a,b]→ R es continua,

como ya sabemos quef ([a,b]) es un intervalo, para probar quef ([a,b]) es un intervalo cerrado y

acotado basta probar que el intervalof ([a,b]) tiene máximo y mínimo, es decir, que hay números

u,v ∈ [a,b] tales que para todox ∈ [a,b] es f (u) 6 f (x) 6 f (v), pues entonces seráf ([a,b]) =

[ f (u), f (v)].

En la siguiente definición introducimos la terminología quese usa.

4.34 Definición.Sea f : B→ R . Se dice quef está mayorada (resp. minorada) enB, si el conjun-

to f (B) está mayorado (resp. minorado). Se dice quef está acotada en Bsi el conjuntof (B) está

acotado. Se dice quef alcanza enB un máximo (resp. unmínimo) absolutosi el conjuntof (B)

tiene máximo (resp. mínimo), es decir, existe algún puntov∈B (resp.u∈B) tal que f (x) 6 f (v)

(resp. f (u) 6 f (x)) para todox∈B.

4.35 Teorema(Teorema de Weierstrass). Toda función continua en un intervalo cerrado y aco-

tado alcanza en dicho intervalo un máximo y un mínimo absolutos.

Demostración. Sea f : [a,b]→ R continua en[a,b]. Veamos quef tiene que estar acotada en

[a,b]. En efecto, sif no estuviera acotada en[a,b], para cadan∈N existiría unxn ∈ [a,b] tal

que | f (xn)| > n. Como la sucesión{xn} está acotada, por el teorema de Bolzano - Weierstrass

tiene alguna sucesión parcial convergente{xσ(n)} → x. Como para todon∈N esa6 xσ(n) 6 b,

deducimos quea 6 x 6 b. Como f es continua y{xσ(n)} → x, la sucesión
{

f (xσ(n))
}

debe ser

convergente af (x), pero dicha sucesión no converge porque para todon∈N es | f (xσ(n))| >
σ(n) > n y, por tanto, dicha sucesión no está acotada. Esta contradicción prueba que sif es

continua en[a,b] entonces está acotada en[a,b].
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PongamosJ = f ([a,b]). Sabemos queJ es un intervalo y acabamos de probar que está acota-

do. Seaβ = sup(J). Para cadan∈N seayn ∈ J tal queβ −1/n< yn 6 β . Claramente{yn} → β .

Seavn ∈ [a,b] tal que f (vn) = yn. Como{vn} es una sucesión acotada tiene alguna parcial con-

vergente{vϕ(n)} → v. Tenemos, al igual que antes, quev∈ [a,b]. Por la continuidad def deberá

ser
{

f (vϕ(n))
}
→ f (v). Puesto que

{
f (vϕ(n))

}
=
{

yϕ(n)

}
, deducimos que

{
f (vϕ(n))

}
→ β . Por

la unicidad del límite, debe serf (v) = β . Hemos probado así queβ ∈ J, es decir,J tiene máximo.

Claro está, para todox∈ [a,b] se verifica quef (x) 6 f (v) = β .

Análogamente se prueba queα = ı́nf(J) pertenece aJ, es decir que hay algúnu∈ [a,b] tal

que f (u) = α . Claro está, para todox∈ [a,b] se verifica queα = f (u)6 f (x). 2

Con frecuencia, lo que interesa del teorema de Weierstrass es una consecuencia inmediata del

mismo que se recoge en el siguiente corolario.

4.36 Corolario. Toda función continua en un intervalo cerrado y acotado estáacotada en dicho

intervalo.

Veamos una aplicación del teorema de Weierstrass. Se llamacoeficiente líderde una función

polinómica al coeficiente de la mayor potencia de la variable. Seguramente sabes que una pará-

bola cuyo coeficiente líder es positivo (lo que suele llamarse “una parábola con los cuernos para

arriba”) tiene un mínimo absoluto enR, y si el coeficiente líder es negativo (lo que suele llamarse

“una parábola con los cuernos para abajo”) tiene un máximo absoluto enR. Este comportamiento

no es exclusivo de las parábolas y se puede generalizar a todafunción polinómica de grado par.

La idea de la demostración es sencilla. Un polinomio de gradopar es muy grande cuando el valor

absoluto dex es grande, por tanto para encontrar el mínimo podemos buscarlo en un intervalo

cerrado y acotado.

4.37 Proposición.Una función polinómica de grado par cuyo coeficiente líder espositivo alcan-

za un mínimo absoluto enR y si el coeficiente líder es negativo alcanza un máximo absoluto en

R.

Demostración. Sea

P(x) = c0+c1x+c2x2+ · · ·+cn−1xn−1+cnxn

una función polinómica de grado parn > 2. Podemos suponer quecn > 0 y probaremos que

P alcanza un mínimo absoluto enR. Razonando exactamente igual que en el corolario (4.28),

probamos (4.5) que hay un númeroK > 1 tal que para|x|> K es:

P(x)
xn >

cn

2
> 0 (4.6)

Pongamos en lo que sigueα =
cn

2
. Comon es par, se tiene quexn > 0 para todox 6= 0. Además,

comoK > 1, para|x|> K es|x|n > |x| por tanto:

P(x)> αxn = α |x|n > α |x| (|x| > K)
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Haciendo ahoraM = máx{K, |P(0)|/α}, tenemos que para|x|> M es

P(x)> α |x|> αM

La razón de elegirM en la forma que lo hemos hecho, es porque ahora podemos asegurar que

αM > |P(0)|. En el intervalo[−M,M] la funciónP(x) alcanza, en virtud del teorema de Weiers-

trass, un mínimo absoluto en algún puntoc ∈ [−M,M]. Si ahorax es un número real podemos

considerar dos posibilidades:

• x∈ [−M,M] en cuyo caso seráP(x)> P(c).

• x 6∈ [−M,M], esto es|x|> M, en cuyo casoP(x)> αM > |P(0)|> P(0)> P(c).

En cualquier caso resulta queP(x)> P(c), lo que prueba queP alcanza enc un mínimo absoluto

enR. 2

Ejercicios propuestos

134. Sea f : [a,b]→ R continua. Supongamos que para cadax∈[a,b] hay algúny∈[a,b] tal que

| f (y)| 6 2
10| f (x)|. Prueba quef se anula en algún punto de[a,b].

135. Sea f : [a,b]→ R continua, pongamosM =máx f ([a,b]), m=mı́n f ([a,b]) y supongamos

que f (a) = f (b) y quem< f (a)<M. Prueba quef toma todo valor de[ f (a),M[∪]m, f (a)]

en al menos dos puntos de[a,b].

136. Sea f : [a,b]→ R continua. Prueba que la funcióng : [a,b]→ R dada para todo

x∈ [a,b] por g(x) = máx f ([a,x]), es continua.

137. Explica si las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas.Cuando sean ciertas indica el

resultado de teoría que lo justifica o proporciona una pruebay, cuando sean falsas indica

un contraejemplo.

1. Toda función definida en un intervalo cuya imagen es un intervalo es continua.

2. Si f es una función estrictamente monótona y definida en un intervalo entonces su

función inversaf−1 es continua.

3. Toda función definida en un intervalo que es inyectiva y cuya imagen es un intervalo

es continua.

4. Si f : I → R es una función inyectiva,I es un intervalo yJ = f (I) es un intervalo

entonces su función inversaf−1 es continua enJ.

5. Hay una funciónf : [0,1]→ R que es continua y verifica quef ([0,1]) = [2,3[.
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6. Toda función polinómica o se anula en algún punto o alcanzaun máximo o un mínimo

absolutos enR.

7. Si f es continua ena y g es discontinua ena entoncesf + g puede ser continua o

discontinua ena.

8. Si f y g son discontinuas ena entoncesf g es discontinua ena.

9. Una funciónf es continua ena si, y sólo si,| f | es continua ena.

10. Si una funciónf está definida en un intervalo[a,b] y toma todos los valores compren-

didos entref (a) y f (b), entonces es continua en[a,b].

11. Toda funciónf : A→ R , inyectiva enA y cuya imagen es un intervalo, es continua.

12. Si f : A→ R es una función inyectiva,f (A) es un intervalo, yf−1 es continua, en-

toncesf es continua.

13. Si f ,g : R→R son funciones continuas tales quef (x) = g(x) para todox∈Q, enton-

ces f (x) = g(x) para todox∈R.

14. Si f : [0,1] → R es continua yf (x) > 0 para todox∈ [0,1] entonces existeα > 0 tal

que f (x) > α para todox∈ [0,1].

15. Si f : R→ R es continua y verifica quef (R)⊂Q entoncesf es constante.

4.6. Límite funcional

SeaI un intervalo,a un punto deI , y f una función definida enI \{a}. Naturalmente, comof

no está definida ena no tiene sentido hablar de la continuidad def ena. Sin embargo, podemos

preguntarnos ¿es posible encontrar un númeroL∈R tal quedefiniendo f(a) = L, la nueva función

así obtenida sea continua ena? Para ello el númeroL tendría que cumplir la siguiente propiedad:

∀ε ∈ R+ ∃δ ∈R+ :
0< |x−a|< δ

x∈ I

}
=⇒ | f (x)−L|< ε

donde la condición “0< |x−a|” es obligada porque la funciónf no está definida ena.

Podemos modificar un poco la situación anterior, suponiendoahora quef está definida en

todo el intervaloI pero no es continua ena. En este caso queremos cambiar el valor def en a,

es decir, encontrar, si es posible, un númeroL∈R tal quedefiniendoel valor de f en a igual

a L, la nueva funciónasí obtenida sea continua ena. La condición que tiene que cumplir dicho

númeroL es exactamente la misma de antes.

Nótese que ahora la condición “0< |x− a|” es obligada porque nuestra funciónf no está

definida ena de “forma apropiada”.
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En los dos casos considerados la condición obtenida es la misma con independencia del hecho

de que f esté o no definida ena y, en caso de estarlo, del posible valor quef pueda tener ena.

Por ello, en lo que sigue consideraremos la siguiente situación.

Representaremos porI un intervalo; a será un punto deI , y f será una función

que supondremos definida enI \{a} sin excluir la posibilidad de que dicha función

pueda estar definida en todo el intervaloI lo cual, para nuestros propósitos actuales,

carece de importancia.

4.38 Definición(Límite de una función en un punto). Se dice quef tiene límite en el punto

a si existe un númeroL∈R tal que se verifica lo siguiente:

∀ε ∈ R+ ∃δ ∈R+ :
0< |x−a|< δ

x∈ I

}
=⇒ | f (x)−L|< ε

Dicho número se llamalímite de f en a y escribimos ĺım
x→a

f (x) = L .

Observa que la existencia del límite es independiente de quef esté o no definida ena y, en

caso de estarlo, del valor quef pueda tener ena. También debe advertirse que en la definición

de laigualdad ĺım
x→a

f (x) = L , sólo intervienendesigualdades.

Es fácil probar que el límite de una función en un punto, si existe, es único. Una consecuencia

inmediata de la definición dada es el siguiente resultado.

4.39 Proposición.Sea f: I → R una función definida en un intervalo y sea a∈ I. Equivalen las

afirmaciones siguientes:

i) f es continua en a.

ii) ĺım
x→a

f (x) = f (a).

En la recta real es posible distinguir si nos acercamos “por la derecha” o “por la izquierda” a

un punto. Ello conduce de forma natural a la consideración delos límites lateralesque pasamos

a definir.

4.40 Definición(Límites laterales de una función en un punto). Supongamos que:

A) El conjunto{x∈I : a< x} no es vacío. En tal caso, se dice quef tienelímite por la derecha

en a, si existe un númeroα ∈R tal que se verifica lo siguiente:

∀ε ∈ R+ ∃δ ∈R+ :
a< x< a+δ

x∈ I

}
=⇒ | f (x)−α |< ε

Dicho número se llamalímite por la derecha de f en a y, simbólicamente, escribimos

ĺım
x→a
x>a

f (x) = α .
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B) El conjunto {x∈ I : x < a} no es vacío. En tal caso, se dice quef tiene límite por la

izquierdaen a, si existe un númeroβ ∈R tal que se verifica lo siguiente:

∀ε ∈ R+ ∃δ ∈R+ :
a−δ < x< a

x∈ I

}
=⇒ | f (x)−β |< ε

Dicho número se llamalímite por la izquierda de f en a y, simbólicamente, escribimos

ĺım
x→a
x<a

f (x) = β .

Teniendo en cuenta las definiciones dadas, es inmediato que:

i) Si a= supI , entonces ĺım
x→a

f (x) = ĺım
x→a
x<a

f (x).

ii) Si a= ı́nf I , entonces ĺım
x→a

f (x) = ĺım
x→a
x>a

f (x).

iii) Si a no es un extremo deI , entonces equivalen las afirmaciones:

a) ĺım
x→a

f (x) = L.

b) ĺım
x→a
x<a

f (x) = ĺım
x→a
x>a

f (x) = L.

4.41 Definición(Funciones divergentes en un punto). A) Se dice quef es positivamente
divergenteen a si se verifica lo siguiente:

∀M ∈R+ ∃δ ∈R+ :
0< |x−a|< δ

x∈ I

}
=⇒ f (x)> M

Simbólicamente, escribimos ĺım
x→a

f (x) = +∞.

B) Se dice quef es positivamente divergente por la izquierdaen a si se verifica lo siguien-

te:

∀M ∈R+ ∃δ ∈R+ :
a−δ < x< a

x∈ I

}
=⇒ f (x)> M

Simbólicamente, escribimos ĺım
x→a
x<a

f (x) = +∞.

De forma análoga se definen los conceptos:

“ f es positivamente divergentepor la derecha ena”. Simbólicamente ĺım
x→a
x>a

f (x) = +∞

“ f es negativamente divergenteen a”. Simbólicamente ĺım
x→a

f (x) =−∞.
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“ f es negativamente divergente por la izquierda o por la derecha en a”. Simbólica-

mente ĺım
x→a
x<a

f (x) =−∞ ĺım
x→a
x>a

f (x) =−∞

4.42 Definición(Límites en infinito). Sea f : I → R una función definida en un intervalono

mayorado I. Se dice quef tiene límite en+∞ si existe un númeroL∈R tal que se verifica lo

siguiente:

∀ε ∈ R+ ∃K∈R+ :
x> K

x∈ I

}
=⇒ | f (x)−L|< ε

Dicho número se llamalímite de f en+∞, y escribimos ĺım
x→+∞

f (x) = L.

Análogamente se define el límite en−∞.

4.43 Definición(Funciones divergentes en infinito). Sea f : I → R una función definida en

un intervalono mayorado I. Se dice quef es positivamente divergente en+∞ si se verifica lo

siguiente:

∀M ∈ R+ ∃K∈R+ :
x> K

x∈ I

}
=⇒ f (x)> M

En cuyo caso escribimos ĺım
x→+∞

f (x) = +∞.

Llegados aquí, el lector no tendrá dificultad en precisar el significado de:

ĺım
x→+∞

f (x) =−∞, ĺım
x→−∞

f (x) = +∞, ĺım
x→−∞

f (x) =−∞.

El siguiente resultado establece una importante relación entre el límite funcional y el límite

de sucesiones. Su demostración, muy parecida a la de la proposición4.13, queda como ejercicio.

4.44 Proposición.Sea f una función y sean a,L∈R∪{−∞,+∞}. Equivalen las afirmaciones:

i) ĺım
x→a

f (x) = L

ii) Para toda sucesión{xn} de puntos en el dominio de definición de f , tal que xn 6= a para

todo n∈N y {xn} → L, se verifica que{ f (xn)} → L.

Como consecuencia de esta proposición, del teorema2.38y de la proposición2.56, tenemos

el siguiente resultado.

4.45 Proposición. i) ĺım
x→0

log(1+x)
x

= ĺım
x→0

(1+x)
1
x = ĺım

x→0

ex−1
x

= 1.

ii) ĺım
x→+∞

∣∣ log(x)
∣∣µ

xα = 0 cualesquiera seanα > 0 y µ ∈R.

iii) ĺım
x→+∞

xα ∣∣ log(x)
∣∣µ = 0 cualesquiera seanα > 0 y µ ∈R.

iv) ĺım
x→+∞

xα

eµx = 0 cualesquiera seanα ∈R y µ > 0.
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4.7. Discontinuidades. Álgebra de límites. Límites de funciones monó-
tonas

Es evidente que el concepto de límite es, al igual que el de continuidad en un punto, un

concepto local; la existencia del límite de una función en unpunto a depende solamente del

comportamiento de la función en los puntos próximos al puntoa.

Es importante advertir que el concepto de límite lateral es un caso particular del concepto

general de límite de una función en un punto. Por ello, cualquier resultado referente a límites de

funciones en un punto puede ser convenientemente enunciadopara límites laterales sin más que

considerar la restricción de la función a la derecha o a la izquierda del punto en cuestión.

El siguiente resultado pone de manifiesto la compatibilidadde la “operación de paso al límite”

con la estructura algebraica y de orden deR.

4.46 Teorema(Álgebra de límites). Supongamos que f y g tienen límite en a donde aceptamos

que a puede ser un número real, o+∞, o−∞. Se verifica entonces que:

i) Las funciones f+g y f g tienen límite en a y

ĺım
x→a

( f +g)(x) = ĺım
x→a

f (x)+ ĺım
x→a

g(x), ĺım
x→a

( f g)(x) = ĺım
x→a

f (x) ĺım
x→a

g(x)

ii) Si ĺım
x→a

f (x) 6= 0, entoncesĺım
x→a

1
f (x)

=
1

ĺım
x→a

f (x)

iii) Si f (x)6 g(x) para todo x∈ I, x 6= a, entoncesĺım
x→a

f (x)6 ĺım
x→a

g(x)

iv) Supongamos que f(x) 6 h(x) 6 g(x) para todo x∈ I, x 6= a y ĺım
x→a

f (x) = ĺım
x→a

g(x) = L.

Entonces se verifica que h tiene límite en a yĺım
x→a

h(x) = L.

En el siguiente resultado se considera que una de las funciones es divergente y da condiciones

que garantizan la divergencia de una suma o de un producto.

4.47 Proposición. Supongamos que f es positivamente divergente en a,ĺım
x→a

f (x) = +∞, donde

aceptamos que a puede ser un número real, o+∞, o−∞.

i) Supongamos que hay un número M∈R tal que g(x) > M para todo x∈ I, x 6= a. Entonces

ĺım
x→a

( f +g)(x) = +∞.

ii) Supongamos que hay un número M> 0 tal que g(x) > M para todo x∈ I, x 6= a. Entonces

ĺım
x→a

( f g)(x) = +∞.
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En el siguiente resultado se establece queel producto de una función con límite0 por una

función acotada tiene límite cero.

4.48 Teorema. Supongamos queĺım
x→a

f (x) = 0, y que hay un número M> 0 tal que

|g(x)| 6 M para todo x∈ I, x 6= a. Entoncesĺım
x→a

( f g)(x) = 0.

Con frecuencia este resultado se aplica cuando la funcióng es alguna de las funciones seno,

coseno, arcoseno, arcocoseno o arcotangente. Todas ellas son, como ya sabes, funciones acotadas.

El siguiente resultado establece que la continuidad permuta con el paso al límite. Es un resul-

tado que se usará bastante cuando estudiemos técnicas de cálculo de límites.

4.49 Teorema.Supongamos que f tiene límite en el punto a y sea L= ĺım
x→a

f (x). Sea g una función

continua en L. Entonces se verifica que la función compuesta g◦ f tiene límite en a igual a g(L),

esto es,ĺım
x→a

(g◦ f )(x) = g(L). Simbólicamente:

ĺım
x→a

(g◦ f )(x) = g( ĺım
x→a

f (x)) (4.7)

Demostración. Apoyándonos en la proposición4.39, podemos demostrar este resultado redu-

ciéndolo a un resultado ya conocido de funciones continuas.Para ello basta con definirf (a) = L

con lo que, usando4.39, resulta quef (seguimos llamandof a la función así modificada) es con-

tinua ena. Ahora aplicamos el teorema (4.16) de continuidad de una composición de funciones

para obtener queg◦ f es continua ena y de nuevo volvemos a usar (4.39), para obtener que

ĺım
x→a

(g◦ f )(x) = (g◦ f )(a) = g( f (a)) = g(L) = g
(
ĺım
x→a

f (x)
)

2

4.50 Definición. Se dice que dos funcionesf y g sonasintóticamente equivalentesen un punto

a∈R∪{+∞,−∞}, y escribimosf (x) ∼ g(x)(x→ a), cuando ĺım
x→a

f (x)
g(x)

= 1.

El siguiente resultado, consecuencia inmediata de la definición dada y de las propiedades de

los límites funcionales ya vistas, es muy útil para calcularlímites funcionales. Nos dice que para

calcular el límite de un producto o de un cociente de funciones podemos sustituir una de ellas por

otra asintóticamente equivalente.

4.51 Proposición.Sean f y g funciones asintóticamente equivalentes en un punto a∈R o bien

a=+∞ o a=−∞, y h : I \{a} → R una función cualquiera. Se verifica que:

a) ĺım
x→a

f (x)h(x) = L ⇐⇒ ĺım
x→a

g(x)h(x) = L.

b) ĺım
x→a

f (x)h(x) = +∞ ⇐⇒ ĺım
x→a

g(x)h(x) = +∞.
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Límites y discontinuidades de funciones monótonas

El hecho de que una función sea discontinua en un punto puede deberse a causas diferentes

que se consideran en la siguiente definición.

4.52 Definición(Clasificación de las discontinuidades). Sea f : I → R una función definida en

un intervalo y seaa∈ I .

• Si f tiene límite ena y ĺım
x→a

f (x) 6= f (a), se dice quef tiene en el puntoa unadisconti-
nuidad evitable.

• Si los dos límites laterales def en a existen y son distintos:

ĺım
x→a
x<a

f (x) 6= ĺım
x→a
x>a

f (x)

se dice quef tiene en el puntoa unadiscontinuidad de salto.

• Si alguno de los límites laterales no existe se dice quef tiene en el puntoa unadisconti-
nuidad esencial.

4.53 Teorema(Límites de una función monótona). Sea f una función creciente definida en un

intervalo I.

i) Para todo punto a∈ I que no sea un extremo de I se verifica que:

ĺım
x→a
x<a

f (x) = sup{ f (x) : x∈ I , x< a}, ĺım
x→a
x>a

f (x) = ı́nf{ f (x) : x∈ I , x> a}

ii) Si a∈R∪{−∞} es el extremo izquierdo de I, entonces:

a) Si f está minorada en I esĺım
x→a

f (x) = ı́nf{ f (x) : x∈ I \{a}}.

b) Si f no está minorada en I esĺım
x→a

f (x) =−∞.

iii) Si a∈R∪{+∞} es el extremo derecho de I, entonces:

a) Si f está mayorada en I esĺım
x→a

f (x) = sup{ f (x) : x∈ I \{a}}.

b) Si f no está mayorada en I esĺım
x→a

f (x) = +∞.

Demostración. Supongamos quea∈ I no es el extremo izquierdo deI , es decir que el conjunto

{x∈ I : x< a} no es vacío. Entonces, el conjuntoB={ f (x) :x∈ I , x<a} tampoco es vacío y, por

ser f creciente, el númerof (a) es un mayorante deB. Seaα = sup{ f (x) : x∈ I , x < a}. Dado

ε > 0, el númeroα − ε no puede ser mayorante deB, es decir, tiene que haber algún puntox0∈ I ,

x0 < a tal queα − ε < f (x0). Seaδ = a− x0 > 0. Entonces paraa− δ < x < a, esto es, para
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x0 < x < a, se verifica queα − ε < f (x0) 6 f (x) 6 α , lo que claramente implica queα − ε <

f (x)<α+ε , es decir,| f (x)−α |< ε . Hemos probado así que ĺım
x→a
x<a

f (x) = sup{ f (x) : x∈ I , x< a}.

Los demás casos se prueban de forma muy parecida y quedan comoejercicios. Igualmente,

queda como ejercicio considerar el caso en que la función es decreciente. 2

Como consecuencia inmediata de este resultado obtenemos elsiguiente teorema.

4.54 Teorema(Discontinuidades de las funciones monótonas). Sea f una función monótona

en un intervalo. Entonces:

i) En los puntos del intervalo que no son extremos del mismo, fsolamente puede tener dis-

continuidades de salto.

ii) Si el intervalo tiene máximo o mínimo, f puede tener en dichos puntos discontinuidades

evitables.

iii) El conjunto de las discontinuidades de f es numerable.

4.7.1. Comportamientos asintóticos de las funciones elementales

Límites de exponenciales y logaritmos

Los resultados que siguen son de gran utilidad para calcularlímites. Todos ellos son conse-

cuencia de la continuidad y crecimiento de las funciones exponencial y logaritmo naturales.

4.55 Proposición.Sea a un número real o a=+∞ o a=−∞. En los apartados b1), b2) y b3)

se supone que f(x)> 0.

a1) ĺım
x→a

f (x) = L ⇐⇒ ĺım
x→a

ef (x) = eL.

a2) ĺım
x→a

f (x) = +∞⇐⇒ ĺım
x→a

ef (x) =+∞.

a3) ĺım
x→a

f (x) =−∞⇐⇒ ĺım
x→a

ef (x) = 0.

b1) ĺım
x→a

f (x) = L > 0⇐⇒ ĺım
x→a

log f (x) = logL.

b2) ĺım
x→a

f (x) = +∞⇐⇒ ĺım
x→a

log f (x) = +∞.

b3) ĺım
x→a

f (x) = 0⇐⇒ ĺım
x→a

log f (x) =−∞.
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4.8. Indeterminaciones en el cálculo de límites

Frecuentemente hay que estudiar el límite de una suma o producto de dos funciones precisa-

mente cuando las reglas que hemos visto anteriormente no pueden aplicarse. Se trata de aquellos

casos en que el comportamiento de las funcionesf +g, f g, no está determinado por el def y

g. Por ejemplo, si sabemos que ĺım
x→a

f (x) = +∞ y que ĺım
x→a

g(x) = −∞, ¿qué podemos decir en

general del comportamiento en el puntoa de la función f + g? Respuesta: absolutamente na-

da. En consecuencia, para calcular un límite del tipo ĺım
x→a

( f + g)(x) donde ĺım
x→a

f (x) = +∞ y

ĺım
x→a

g(x) = −∞ se requiere un estudio particular en cada caso. Suele decirse que estos límites

sonuna indeterminación del tipo “∞−∞”.

Análogamente, si sabemos que ĺım
x→a

f (x) = 0 y que la funcióng es divergente (positivamente o

negativamente) en el puntoa, ello no proporciona ninguna información sobre el comportamiento

de la función f g en dicho punto. Cuando esto ocurre se dice que el límite ĺım
x→a

( f g)(x) es una

indeterminación del tipo “ 0∞” . Las indeterminaciones que aparecen al estudiar el cociente de

dos funciones divergentes o de dos funciones con límite cero, es decir, las llamadasindetermi-
naciones de los tipos“∞/∞”, “0/0”, pueden reducirse a una indeterminación del tipo “0∞”.

Todavía hemos de considerar nuevas indeterminaciones que van a surgir al considerar funcio-

nes de la formaf (x)g(x) donde f es una función que toma valores positivos yg es una función

cualquiera. Puesto que:

f (x)g(x) = exp(g(x) log f (x))

teniendo en cuenta los resultados anteriores, el límite ĺım
x→a

f (x)g(x) vendrá determinado por el lími-

te ĺım
x→a

g(x) log f (x), el cual, a su vez, está determinado en todos los casos por el comportamiento

en el puntoa de las funcionesf y g, excepto cuando dicho límite es una indeterminación del tipo

“0∞”, lo que ocurre en los siguientes casos:

• ĺım
x→a

f (x) = 1, ĺım
x→a

|g(x)| =+∞ (indeterminación “1∞”)

• ĺım
x→a

f (x) = +∞, ĺım
x→a

g(x) = 0 (indeterminación “∞0”)

• ĺım
x→a

f (x) = 0, ĺım
x→a

g(x) = 0 (indeterminación “00")

Ni que decir tiene que no hay técnicas generales que permitan“resolver las indeterminaciones”,

¡no serían tales si las hubiera! Es por ello que, los límites indeterminados, requieren un estu-

dio particular en cada caso. Es un hecho que la mayoría de los límites que tienen algún interés

matemático son límites indeterminados.

El siguiente resultado permite resolver en muchos casos lasindeterminaciones “1∞” y “0 ∞”.

4.56 Teorema(Criterio de equivalencia logarítmica). Sea a∈ I, f y g funciones definidas en

I \{a}. Supongamos que f(x)> 0 para x∈ I \{a}, y queĺım
x→a

f (x) = 1. Entonces se tiene que:
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i) ĺım
x→a

f (x)g(x) = eL si, y sólo si,ĺım
x→a

g(x)( f (x)−1) = L.

ii) ĺım
x→a

f (x)g(x) =+∞ si, y sólo si,ĺım
x→a

g(x)( f (x)−1) = +∞.

iii) ĺım
x→a

f (x)g(x) = 0 si, y sólo si,ĺım
x→a

g(x)( f (x)−1) =−∞.

Demostración. Seaϕ : R+ → R la función dada por:

ϕ(x) =
logx
x−1

, (x 6= 1), ϕ(1) = 1.

Nótese queϕ es una función continua. Pongamos:

f (x)g(x) = exp
(
g(x) log( f (x))

)
= exp

(
g(x)( f (x)−1)ϕ( f (x))

)

Puesto que ĺım
x→a

ϕ( f (x)) = 1 se sigue que:

ĺım
x→a

g(x)( f (x)−1)ϕ( f (x)) = L∈R∪{+∞}∪{−∞}

si, y sólo si

ĺım
x→a

g(x)( f (x)−1)) = L∈R∪{+∞}∪{−∞}

lo que prueba las afirmaciones hechas. 2

Ejercicios propuestos

138. Seaa∈R∪{+∞,−∞}. Prueba que

ĺım
x→a

| f (x)|=+∞ ⇐⇒ ĺım
x→a

1
| f (x)| = 0 (4.8)

Particulariza este resultado para los casos en quef solamente toma valores positivos o

negativos.

139. SeaL∈R∪{+∞,−∞}. Prueba que

ĺım
x→0
x>0

f (x) = L ⇐⇒ ĺım
x→+∞

f (1/x) = L (4.9)

ĺım
x→0
x<0

f (x) = L ⇐⇒ ĺım
x→−∞

f (1/x) = L (4.10)

140. Seaf :]0,1[→ R la función dada parax∈]0,1[ por:

f (x) =
2
x
+

1
x(x−1)

.

Prueba que ĺım
x→0

f (x) = +∞ y que ĺım
x→1

f (x) =−∞. Deduce que la imagen def es todoR.
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141. Calcula la imagen de la funciónf :]−1,1[→ R, definida por

f (x) = x (1−x2)−1/2,∀x∈]−1,1[.

142. Sea f : R→ R la función definida porf (x) = e−
1
x2 , ∀x∈ R∗, f (0) = 0. Justifica quef es

continua enR, estrictamente decreciente enR− y estrictamente creciente enR+. Calcula

la imagen def .

143. Seanf ,g : R→ R las funciones definidas por

f (x) =





1
1+e1/x

, si x 6= 0

0 , si x= 0
g(x) =





ex

x , si x< 0

x , si 06 x< 1
5
√

x , si x> 1

Estudia la continuidad def y g en todo punto deR y la existencia de límites def y g en

+∞ y en−∞.

144. Sea f : [0,1[→ R una función continua. Definamosg(x) = f (x−E(x)) para todox∈R.

Prueba que la funcióng, así definida, es continua si, y sólo si, ĺım
x→1

f (x) = f (0). Supuesto que

esta condición se cumple, y quef no es constante, definamosh : R→ R por h(x) = g(1/x)

si x 6= 0, y h(0) = f (0). Justifica queh es continua y acotada enR∗. Calcula la imagen por

h de un intervalo de la forma]0, r[ donde 0< r < 1. Deduce queh no tiene límite por la

izquierda ni por la derecha en 0 y que la imagen porh de todo intervalo es también un

intervalo.

145. Estudia los límites en+∞ y en−∞ de:

a) Una función polinómica.

b) Una función racional.

146. Sea f : R→ R una función continua no nula tal que ĺım
x→−∞

f (x) = 0 y ĺım
x→+∞

f (x) = 0. Prueba

que si f toma algún valor positivo entoncesf alcanza un máximo absoluto enR.

147. Estudia la continuidad de las siguientes funciones.

1. f : R+ → R, dada porf (x) = x1/(x2−1), y f (1) =
√

e.

2. f :]−1/2,+∞[→ R, dada porf (x) = (x+ex)1/x y f (0) = e2.

3. f : [0,+∞[→ R dada porf (x) = (1+x logx)1/x, y f (0) = 0.
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