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Prologo

En esta asignatura vas a estudiar algunos de los concepttenfientales del Analisis Mate-
matico. Su nombre, “Calculo I", es muy desafortunado portada tiene que ver con las técnicas
usuales del Calculo: derivadas, integrales o ecuaciof@®dciales. Aqui vas a estudiar concep-
tos muy basicos pero imprescindibles porgue ellos propoaci los fundamentos para desarrollar
dichas técnicas. Debes saber que esos conceptos no soarivsceara las aplicaciones practicas
del Calculo. De hecho, no forman parte de la formacién dengariieros. Para resolver problemas
practicos aplicando técnicas de calculo diferencial ajirstiesolamente es preciso conocer dichas
técnicas y saber aplicarlas a situaciones concretas, necesario comprender sus fundamentos.
Pero la formacion de un matematico, y tu estas leyendo estu@ajuieres serlo, tiene que in-
cluir de forma destacada el estudio de los mismos. El Catmidundamentos se llama Analisis
Matemaético. Los ingenieros estudian Calculo, los mateogtestudiamos Analisis Matematico.
Lo principal en esta asignatura no son las técnicas sinooloseptos. Sucede que los conceptos
mas basicos son los méas abstractos y por eso esta es undiasigiifécil.

Al ser tan basica, los conocimientos previos necesarias g&ta asignatura son muy pocos.
Es suficiente con que sepas usar las reglas de la aritmétachgezer calculos simbdlicos sencillos
(por ejemplo(a+b)? = a2 + 2ab+b? y cosas asi) y que tengas una capacidad normal (seguro
gue latienes) para el razonamiento l6gico - deductivo. deimas, es conveniente que “olvides”
otras cosas que puedas saber de célculo: limites de fuscidegvadas, integrales.

En esta asignatura debes aprender a justificar matematita@eraciones que seguramente
estas acostumbrado a realizar de forma mas o menos mecémieatender muy bien lo que
haces. Por ejemplo, piensa en la famosa “regla de los siggms” qué es(“x)(y) = —xy’, 0
épor qué esx= 07.
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Algo que tienes que aprender es que los resultados matesatiportantes, esos que lla-
mamos “teoremas”, estan para usarse, y cada vez que usee shlosddeberas citarlo de forma
apropiada. Asi mismo las definiciones estan para ser apbczatia vez que sea preciso.

Uno de los objetivos principales es que aprendas a escritiematicas de forma correcta.
Esto es algo para lo que no hay reglas estrictas por lo queddgivacticar escribiendo ti mismo,
atumaneray con tus palabras, lo que acabas de estudfaro debes tener en cuenta que cuando
se trata de explicar algo mateméaticamente no hay mucho maaga la digresion o el adorno
literario, debes evitar divagar.

Ademas de acostumbrarte a escribir lo que has estudiades @givender &eer las mate-
méticas correctamenteEsto es algo en lo que tienes que esforzarte porque solesrosal las
matematicas. Trataremos esto con frecuencia durantesal.cur

Es muy importante que hagas los ejercicios que se proponenosrapuntes La forma de
comprobar si has entendido bien los conceptos que has &ituels hacer ejercicios en los que
tienes que usarlos. Site gustan las matematicas disfsutaréel pequefio desafio que suponen los
ejercicios. Si un ejercicio esta ahi propuesto es porquieyed las herramientas para hacerlo. El
tiempo que dediques a pensar un ejercicio nunca es tiemgiapeen ese tiempo estas “haciendo
matematicas”, estds desarrollando tu creatividad maiesmd&omentar los ejercicios con los
comparnieros o hacer ejercicios en grupo son formas divertidastudiar.

Ejercicios.

. . . 1 ,
Ejercicio A. Considera el conjunt =2 :neN ;. ¢Como lo lees? ¢ Lees las letras? ¢ Lees algo

asi como:“conjunto 1 dividido por n al cuadrado cuando n esta BYi? Si lees asi lo estas
leyendo muy mal porquestés leyendo los simbolos no lo que estos significan

Describe con palabras el conjunto anterior sin usar sirsbroltematicos.

Ejercicio B. Seguro que conoces el siguiente resultado: “6eéa,b] — R continua y tal que
f(a)f(b) < 0 entonces hay algime]a,b[ tal que f(c) = 0". ¢, Como lo lees? Lees algo parecido

a estoSea f de a b erR continua tal que f de a por f de b menor que cero entonces hayalg

en a b tal que f de c igual a ceroPues si lo que reproduces mentalmente en tu cabeza se parece
a eso es que no te enteras de nada. Absolutamente de nada.

Enuncia el resultado anterior sin usar simbolos matensatico

Ejercicio C. Lee el epigrafe 1.1.1°‘Axiomas, definiciones, teoremas, lemas, corolariode
mi libro de Calculo diferencial e integral de funciones de una varialdespués de leerlo haz lo
siguiente:

a) Comenta la frase de Bertrand Russell:


http://www.ugr.es/~fjperez/textos/calculo_diferencial_integral_func_una_var.pdf

Prélogo Y

La matematica pura es aquella ciencia en la que uno no sabaiéesta hablando
ni si lo que esté diciendo es verdad.

b) Explica con todo detalle qué es lo que hacemos en matematiando demostramos un
teorema.

Ejercicio D. Cuando en una expresion matematica aparecen cuantifisag®rauy importante
el orden de los mismos. Lee las siguientes afirmaciones f@mewqueA C R es un conjunto no
vacio de numeros reales):

a) Para todoce A hay unze R que verificaz > x.
b) Hay unze R que verificaz > x para todaxe A.

Explica con detalle lo que se dice en a) y en b). ¢ Te pareceeqgiessio mismo en ambas?

Lectura recomendada. En mi pagina WebAlgunos consejos para resolver problemas


http://www.ugr.es/~fjperez/resolver_problemas.html

Capitulo

NUmeros reales. Conjuntos numerables

1.1. Elcuerpo de los nimeros reales. Operaciones algebraicasden.

Vamos a iniciar este curso presentando la estructura kdalidanalisis Matematico: el cuerpo
de los nimeros reales. Veremos que los nimeros realesrammtdos nimeros racionales. Pero
también hay numeros reales, llamadoscionales que no son niumeros racionales. Los nimeros
irracionales se descubrieron por los pitagéricos hace 2b08 afios en relacién con el problema
de la medida de segmentos. Este descubrimiento tuvo canseas de largo alcance en el desa-
rrollo cientifico en Europa. Una teoria matematica de loserdmreales no fue elaborada hasta
el ultimo tercio del siglo XIX.

Solemos interpretar los nimeros reales como puntos de otz Esto estd muy bien como
ayuda a la intuicién, pero debes evitar que la intuicion gahger comeevidentesalgunas pro-
piedades de los nimeros reales que no tienen nada de egidéodas las propiedades de los
ndmeros reales se deducen a partir de los ocho axiomas quis \eadar a continuacion. Estos
axiomas definen una estructura muy abstracta en la que pdai@marviene la idea deimeros
como puntos de una rect®or supuesto, dichos axiomas no nos dicen qué cosa sea @manim
real, sino lo que podemos hacer con los nimeros realesjezstappor asi decir, lagglas del

1La apasionante historia de esta aventura puedes leerla eapétulos 1y 5 de niibro de Calculo


http://www.ugr.es/~fjperez/textos/calculo_diferencial_integral_func_una_var.pdf

®

El cuerpo de los numeros reales 2

juega

La actitud que debes tener al leer lo que sigueaedar por supuesto nada que no se diga de
forma explicita en los axiomaEksto no es tan sencillo porque td ya sabes muchas propgedade
los nimeros, las sabes desde hace mucho tiempo, te hasnaloasto a usarlas y, aunque segu-
ramente no sabes su justificacion, consideras que no ratssit probadas. Estoy pensando en
propiedades como, por ejemplx € 0, (—x)y = —xy, 0 < 1; pues bien, como estas propiedades
no aparecen de forma explicita en los axiordabes considerar queieden ser deducidas de los
mismosEs a esta actitud a la que me refiero. Empecemos ya el juego.

El cuerpo de los nimeros reales es un conjunto, que not&mersel que estan definidas una
estructura algebraica y una estructura de orden como smiadiontinuacion.

Estructura algebraica.

En R hay dos leyes de composicion llamadas adicién y productonqtemos, respectiva-
mente, por(X,y) — X+VY, (X,y) — Xy que satisfacen los siguientes axiomas.

Al [Propiedades asociativas|x+Y) +z=Xx+ (y+2) ; (xy)z=Xx(yz) paratodox,y,zenR.
A2 [Propiedades conmutativask+y=y+X ; Xy=yx para todox,y enR.

A3 [Elementos neutros]Hay elementos neutros para la adicién y para el productdhdiele-
mentos se supondistintosy se representan, respectivamente, por 0y 1.

O0+x=X ; Ix=x paratodxecR.

A4 [Elementos opuesto e inversdPara cada nimero regalhay un nimero real llamadipuesto
de x que representamos pex, tal que x+ (—x) = 0.

Para cada numero real distinto de 0,x # 0, hay un nimero real llamadaverso de xque
representamos port, tal que xx* = 1.

A5 [Propiedad distributiva] (x+Y)z= xz+ yzpara todox,y,z enR.

Una de las cosas que tienes que aprender este cur$esgsrzatematicasEsto no es tan facil
como parece Yy, de hecho, con frecuencia leemos muy mal lasméttas. Esto se debe a que
con frecuencia leemos mas de lo que hay escrito y damos paesigdo que en ningln sitio esta
dicho. Por ejemplo, acabas de leer el axioma A4, en él selestafjue todo nimero real tiene un
opuesto pero no se dice que tengaimitoopuesto. Si tu lo interpretas asi estas leyendo mas de
lo que hay en dicho axioma. Tampoco se dice en A4 que el 0 na iewgrso. Lo que se dice es
gue todo elemento distinto de 0 tiene inverso. Pero, ¢y i€fe:n no tiene inverso?

También, con frecuencia, leemos menos de lo que hay eqmitpie no prestamos atencion
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0 consideramos que lo que se dice es una obviedad o es innecékaleemos aquello cuyo
significado no entendemos. Por ejemplo, acabas de leeroshaxh3, en €l se establece que el 1
y el 0 son distintos. Pues claro, diras, eso es una evidesdaa qué hace falta decirlo? Pues si,
hay que decirlo porque pudiera ocurrir que en una estruetuia que se cumplan los axiomas
Al — A5 los elementos neutros para la adicion y el productonaidan. ¢ No te lo crees? Pues es
bien facil de ejemplificar (aunque no hay muchos mas ejemglmsidera un conjunto formado
por un Unico element®& = {u} y definimos las operacion de adicion y producto peru=uy

uu = u. El conjuntoK con dichas operaciones verifica los axiomas A1 — A5 y el elénges
elemento neutro para la adicion y para el producto.

Se define laiferencia x-y = x+ (—y). También, supuestg +# 0, representamos su inverso

11 1 1 1 X
enlaformay - = y y el productoxy + =y *X lo representamos pay - = x)—/ = Y

Usando los cinco axiomas Al — A5 podemos probar algunas qiages conocidas de la
sumay el producto.

1.1 Proposicion. Sean xy,z, w nimeros reales, entonces:

i) Xx+z=y-+z implicaque xy (ley de cancelacion para la adicién).

i) El opuesto de un numero real es Unicoy(—x) = X. En particular, el elemento neutro de la
adicion es anico.

ii)z#0y xz=yz implican que »xvy (ley de cancelacion para el producto).

iv) Elinverso de un nimero real distinto dees Gnico y si %~ 0 se tiene quegx 1)~ =x. En
particular, el elemento unidad del producto es Unico.

v) X0=0, en consecuencif no tiene inverso.
vi) xy=0 implicaque x=0 o y=0.
Vi) (=X)y = —xy=X(=Yy) ; (=X)(=y) =xV.

Xy Xy . X XW+ Zy
. :

i Si 0 Xy Xy
viil) Si z£0#w vy -

y
w
Los cuatro primeros axiomas, A1-A4, nos dicen @Re+), es decirR con la operacion

adicion, y(R\ {0},.), es decifR \ {0} con la operacion producto, sgnupos abelianas

Los cinco axiomas A1-A5 nos dicen qUR,+,.), es decirR con las dos operaciones de
adicion y producto, es ucuerpo conmutativo

Hay ejemplos de cuerpos conmutativos muy triviales. Pangie, el conjunto formado so-
lamente por dos elementos distintis= {u,v} con las operaciones sum, y producto, x,
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definidas por
U+U=U U+V=V+U=V,VFV=U UXU=VXU=UXV=UVXV=V

verifica los axiomas Al — A5, y es un cuerpo conmutativo en eluges el elemento neutro de la
adicion yv es elemento neutro del producto.

Antes de seguir debes recordar que el simbeko(léaseopuestode X) se define por una
propiedad algebraica, a saberx es el (Unico) nimero que sumado coms igual a 0. Hasta
ahora no se ha hablado de nimeros positivos 0 negativosim@bi®, —x no tiene nada ver con
€s0S conceptos que pasamos seguidamente a considerar.

Estructura de orden.

En R hay un subconjunto, que notam@s, cuyos elementos llamamaogimeros positivgs
gue satisface los siguientes axiomas.

A6 [Ley de tricotomia] Para cada < R se verifica una sola de las siguientes tres afirmaciones:

x = 0; X es positivo;—x es positivo.

A7 [Estabilidad de R*] La suma y el producto de nimeros positivos es también un mimer
positivo.

Los opuestos de los nimeros positivos, es decir los elesidetaconjuntdR ~ = {—x: xe R},
se llamamumeros negativo$bserva que 0 no es positivo ni negativo.

Dadosx,y € R, decimos que& es menor que § también que es mayor que, escribimosx <y
0y > X, cuando se verifica qug— x € R*™. Decimos que es menor o igual queytambién que
y es mayor o igual que,y escribimosx <y 0y > X, cuando se verifica qug— x € R* U {0}.
Equivalentementes <y oy > x significa que o bien es <y 0 esx =y. En adelante usaremos
las notacionesRy = R"U{0}, R; =R~ U{0} y R* =R\ {0}. Observa que sic R~ entonces
—XeR™.

Usando los siete axiomas Al — A7 podemos probar algunaseuiagés conocidas de las
desigualdades.
1.2 Proposicion. Para todos xy,z nameros reales se verifican las siguientes propiedades.
i) X <X (propiedad reflexiva).
i) x <y e y<x implican que xvy (propiedad antisimétrica).
i) x <y e y<z implican que X z (propiedad transitiva).

iv) Se verifica exactamente una de las tres relacioneg:yxx=y, 0 y< X.
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V) X<Y <= X+z<y—+z
vi) Siz> 0entonces Xy < xz<yz.
vii) Si z< 0 entonces Xy < xz>yz.

viii) Xy > 0 si, y s6lo si, X e y son los dos positivos o los dos negativosoBsecuencia si ¥ 0
es ¥ >0 vy, en particular, 1 > 0.

: 1
iX)z>0 <~ E>O'

. 1 1
X) Si xy> 0 entonces xy < 3—/< ~

Todas estas propiedades son faciles de probar. Por ejgpajpsoprobar el puntei), si x <y
se tiene que — x > 0. Si ahora eg > 0, también sera(y — x) > 0, es decirzy— zx> 0, 0 sea,
zx< zy. Lo Unico que hemos usado aqui ha sido la definicién de losddmb<"y “ >"y algunas
de las propiedades Al — A7. Un estupendo ejercicio para guereebes tus habilidades es que
demuestres todos los puntos de la proposicion anterior.

La forma correcta de leer las matematicas.

La forma en que estan escritos los apartados de la proposiai&rior no me gusta mucho.
Voy a decirte por qué y para eso voy a tratar aqui un defectd g@neesolemos caer al leer o
estudiar matematicas. Se trata de algo que realizamos deamera mecdnica, y por ello no es
facil de evitar, y que limita y condiciona mucho el alcancdadgue entendemos y aprendemos.
Para ponerlo de manifiesto vamos a considerar un ejemplon&mulel los ejercicios al final de
esta seccidn te propongo que pruebes que la igualdad

1 1 1
L (1.1)
X Yy x4y

nuncaes cierta. Bien, supongamos que ya lo has probado. Seguitateepido que me digas

cuando es cierta la igualdad
1 1 1

X+ Y2 tZ= X+Yy2+2
Tienes 15 segundos para contestar (y sobran 13). ¢ Si? ¢dloa jBismaigualdad! Y, aqui es a
donde yo queria llegar, si no te parecen la misma igualdadresi@estas leyendo los simbolos
y no los conceptgses porgue jestas leyendo las letras! Claro, me dirés, ties lestan para
leerse. De acuerdo, pero hay que ir siempre al significado deé se lee y no quedarse en la
superficie de los simbolos. Los simbolos proporcionan machedidad para expresar las ideas
matematicas, pero con frecuencia, si no sabemos leer bisigriticado,los simbolos pueden
ocultar los conceptoskn el ejemplo anterior, el hecho de que la igualdad)(sea falsa, se
expresa de forma correcta diciendo dlaesuma de los inversos de dos nimeros nunca es igual
al inverso de su sumaPor tanto, la igualdadL(2) jamas puede darse pues es la misma igualdad

(1.2)
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(1.1) en la que se ha sustituidgpor x+y? ey por z. Pero tantox comox+ y? son nimeros reales
cualesquiera e igual ocurre cary. ¢ Te das cuenta del problema? No es igual retener la idea de
que “1 dividido porx més 1 dividido poy nunca es igual a 1 dividido part+ Yy’ que asimilar que

“la suma de dos inversos nunca es igual al inverso de la subBmegl primer caso los simbolas

ey tienen un protagonismo que no les corresponde, ocultamekpto: si te fijas demasiado en
ellos no sabras reconocer qued) y (1.1) son la misma cosa.

@ Traduce los simbolos en conceptos. Cuando leas matemapoasta atencion a los concep-
tos y no retengas simbolos concretos.

Por ejemplo, la propiedad) de la proposicién anterior debe leerse (y escribirse) eoriad:
“una desigualdad es equivalente a la obtenida multiplioaus dos lados por un mismo niamero
positivo” 0, mas sencillamente, “una desigualdad se ceasar multiplicarla por un niamero
positivo”.

Es claro que entre dos nimeros reales distintos siemprethay mimeros reales, pues si
b <aentonced < (a+b)/2 < a. Por tanto, sb < aentonces hay niUmeros que son mayores que
b y menores qua. En consecuencia, aiy b son nimeros reales y no hay ningin namero real
que sea mayor quey menor quea tiene que verificarse que< b. Que no hay nimeros mayores
gueb y menores qua puede expresarse de dos formas equivalentes: “todo nunsgror mueb
es mayor o igual qua” y “todo nimero menor qua es menor o igual que’. Obtenemos asi el
siguiente resultado elemental pero que se utiliza con dreda.

1.3 Proposicion. Sean abe R. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

) a<b
1) Paratodo x> b se verifica que ¥ a.

1) Paratodo x< a se verifica que X b .

Teniendo en cuenta las igualdades de comprobacién inraediat
{XxeR:x>b}={b+e:¢>0}, {xeR:x<a}={a—¢€:e€>0} (1.3)
la proposicionl.3 puede enunciarse como sigue:

1.4 Proposicién. Sean abe R. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) a<b.
1) Paratodog > 0 se verifica que & b+ €.

1) Paratodoe > 0 se verifica que a € < b.
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1.5 Definicion. El valor absoluto de un nimerxe R se define como el nimero:

x| = X six=0
] —x six<O0

Geométricamentex| es la distancia deal origen, O, en la recta real. De manera mas general:
|x—y| = distancia entr ey
es la longitud del segmento de extrerasy.

La siguiente estrategia es con frecuencia Util para prahsldades o desigualdades entre
nameros positivos.

1.6 Estrategia. a) Para probar que dos nUmeros positivos son iguales eestgigirobar que
sus cuadrados son iguales.

b) Para probar una desigualdad entre dos nimero positigsieente probar dicha desigual-
dad para sus cuadrados.

El enunciado anterior estd hecho como a mi me gusta: conrpalgtsin simbolos. Poniendo
simbolos, lo que se dice en el enunciado es que:

@ Dados ab € R para probar que a= b es suficiente probar que? & b? y para
probar que a< b es suficiente probar que? a b?.

Todo lo dicho es consecuencia de dpde- &% = (b—a)(b+a) y se tiene quéd+a > 0.

Establecemos seguidamente algunas propiedades imgsrtégitvalor absoluto.
1.7 Proposicion. Para xy € R se verifica que:
i) |x]=0si,yso6losix=0,y|x|>0six#0.
i) X ==Xy ¥ = X2 =2
i) [xyl = [x]|y]-
V) [X| Sy <= —y<X<y.
V) [x+Yy| < |X|+y| ylaigualdad se da si, y s6lo si, 2y0.
vi) |[X —Iyl| < |x—Y| y laigualdad se da si, y s6lo si, %y0.
Te recuerdo que debes leer de forma correcta las propiedadesores: no te fijes en las

letras sino en los conceptos. La propiedigddebes leerldel valor absoluto de un producto es
igual al producto de los valores absolutog?or su parte, propiedad dice dos cosas:
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i) Elvalor absoluto de una suma es menor o igual que la suma dealoses absolutos.

i)

El valor absoluto de una suma es igual a la suma de los valobsslatos si, y solo si,
todos los sumandos son positivos o todos todos los sumaodoegativos.

La desigualdadx+y| < |x| + |y| suele llamarseéesigualdad triangular

De aqui en adelante marcaré con (ifpaquellos ejercicios que forman parte de la teoria y
cuyos resultados se necesitan con frecuencia para hasseggrcicios.

Ejercicios propuestos

N

10.

11.

. Calcula para qué valores de R se verifica que

Prueba las igualdades.().
(T) Seana, b,c nimeros reales dados can- 0. Supongamos que la ecuacion
a+bx+c=0

tiene dos soluciones reales< 8. Estudia para qué valores ge R se verifica quené +
bx+c > 0. ¢Qué pasa si la ecuacién tiene una Unica solucion rea 2@ si no tiene
soluciones reales? ¢ Cémo cambian los resultados obtesiisesupone quae< 0?

x-3 1
. Calcula para qué valores de R se verifica que —.
parag € W2 <3
, . X2 —4x—2
. Calcula para qué valores de R se verifica quexe)i+l > 0.
Calcula para qué valores de R se verifica que X5 <1
. paraq q 2 _ox_3| ST

. Calcula para qué valores de R se verifica quex? — 6x+8| = x— 2.

. Calcula para qué valores de R se verifica que/x—6[(1+ [x—3|) > 1.

X—2 >:_L
X2—2x—1|" 2

. Calcula para qué valores de R se verifica que

X2 +3x—9| = )2+ x— 6|+ |2x—3|.

Calcula para qué valores de R se verifica quéx+ 1| + [x* — 3x+ 2| < 4.

Sean (< a < b. Calcula para qué valores dese verifica que

l+ 1 <1+1
X at+b—-x a b
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12. Prueba que cualesquiera sean los nimeros reales positivlsy b > 0 se verifica que
a 1 1

2@+bvb vb vatb

13. Establece condiciones para que las siguientes igualdadiesigqualdades sean ciertas.
) |X=5]<|x+1] i) |x—=1||x+2/=3
i) P—x>1 V) |x—y+2Z =Ix|—|z—Y|
V) x=14x+1 <1 Vi) x+y+Z=[x+y[+][Z
vii) X —|y| = |x—Y] viii) X+ 1] < [x+ 3|

14. Prueba cada una de las siguientes desigualdades y estudiacia caso, cuando se da la
igualdad.
a) Xy<X+y?%, b) Axy< (x+y)? ¢) ¥ +xy+y? >0.

1 1 1
15. Supuesto qug, y, XYy son numeros distintos de cero, prueba —+—.
p QUR, y, X+Y p qeey i y
Estableceremos a continuacion la propiedad caracteri@d® y lo haremos con el llamado
axioma del continum axioma de Dedekingues dicho axioma refleja con precision la idea de
queen la recta real no hay huecas dicho de otra forma sugerentxpresa numéricamente la

idea de continuidadEl enunciado que vamos a dar de este axioma no es el origimalisa
adaptacion del misnfaque facilita su uso.

A8 [Axioma del continuo o de Dedekind]Dados subconjuntos no vacidsy B de nimeros
reales tales que todo elemento Aees menor o igual que todo elemento Bese verifica que
existe un nimero rea € R que es mayor o igual que todo elementafdg menor o igual que
todo elemento d8.

Simbdlicamente:

P#ACR, O#BCR } — 3JzeR verificando quea<z<b VaeA vbeB
a<b vaceA vbeB
Puedo imaginar tu asombro, incluso tu desencanto: ¢es@axjae acabamos de enunciar
desvela el secreto de los niUmeros reales? ¢ Como es posldemqmte mas de 2500 afios a nadie
se le ocurriera algtan evident® Para conocer algunos detalles de esta historia te acansejo
leas la seccidivolucion del concepto de numatel capitulo 5 de mi libreCalculo diferencial e
integral de funciones de una variable

Los ocho axiomas A1-A8 se expresan diciendo §ues uncuerpo ordenado completo

2|dea de mi compafiero, el profesor Rafael Paya.
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1.1.1. El principio del supremo. Intervalos
El axioma de Dedekind es muy intuitivo pero poco operativeudmente se utilizan versio-
nes equivalentes del mismo que vamos a exponer seguidamente
1.8 Definicion. SeaE un conjunto no vacio de numeros reales.
i) Un nimerove R se dice que es umayorante o cota superiate E si x<v para todoxcE.
i) Un nimeroue R se dice que es uminorante o cota inferiode E si u<x para todoxcE.

iii) Si hay algin elemento dE que también sea mayorante Bedicho elemento es necesaria-
mente Unico, se llamaaximodeE y lo representaremos por m&).

iv) Si hay algun elemento deque también sea minorante Bedicho elemento es necesariamente
unico, se llamaninimodeE y lo representaremos por nit).

v) Un conjunto de nimeros reales que tiene algin mayoraiiesgue esténayorado o acotado
superiormente

vi) Un conjunto de nimeros reales que tiene algin minorantkice que esténinorado o acotado
inferiormente

vii) Un conjunto de nimeros reales que estd mayorado y nmdoasa dice que estcotado

Ejercicios propuestos

16. Da ejemplos de conjuntes C R tales que:
i) A no estd mayorado ni minorado. ¥) estd mayorado pero no minorado. ii)tiene
minimo y no tiene maximo.

17. (T) Prueba que un conjunto no vaddaZ R esta acotado si, y sélo si, hay un nimero real
M > 0 tal que para todac A se verifica quéa] < M.

18. Calcula el conjunto de los mayorantes y de los minorante& ee los siguientes casos:
)A=RT,ii)A=R,iii) A={xeR:1<x< 2},iv) A={xeR:1<x<2}.

19. SeaA = {xe RT:x < 2}. Prueba que el conjunto de los mayorante®\ds el conjunto
B={zeR": 72 >2}.

Los dos resultados que siguen son reformulaciones eguoiealdel axioma de Dedekind y se
usaran con frecuencia en este curso.

1.9 Teorema(Principio del supremo)Para todo conjunto de nimeros reales no vacio y mayorado
se verifica que el conjunto de sus mayorantes tiene minimo.
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Demostracion SeaA un conjunto de nimeros reales no vacio y mayoradoB3#a&onjunto de
todos los mayorantes die Por hipotesisB es no vacio. Para todesc Ay be B se verifica que
a< b. En virtud del axioma del continuo, existe R verificando quea < z< b para todeacAy
todobeB. La desigualdac < z para todaac A nos dice que es un mayorante d&, por lo que
zeB. La desigualdaa < b para todd € B, nos dice ahora que es el minimo dé. O

Razonando por analogia tu debes probar el siguiente résulta

1.10 Teorema(Principio del infimo) Para todo conjunto de nimeros reales no vacio y minorado
se verifica que el conjunto de sus minorantes tiene maximo.

1.11 Definicién. SeakE un conjunto de nimeros reales no vacio.

i) Si E estd mayorado se definesipremo o extremo superide E, como elminimo mayorante
deE y lo representaremos por Sip.

i) Si E estd minorado se defineiefimo o extremo inferiode E como elméaximo minorantede
E y lo representaremos por ().

1.12 ObservacionesUn niumeroB € R es el supremo dE quiere decir, por definicién, que:

1. x< B paratodak € E.

2. Ningln nimero menor gy&es mayorante dg, es decir, para cada< 3 hay algurx € E
tal queu < x.
Esto puede enunciarse de forma equivalente como sigue:

Para cada > 0 hay hay algurx, € E tal quef — € < X,.

Observa que las desigualdades x (Vxe E) son equivalentes a la desigualdag sup(E).

[ Z>X(¥€E) «— z>sugE) | (1.4)

Un ndmeroa € R es el infimo deéE quiere decir, por definicion, que:

a) o < xparatodax € E.

b) Ningln nimero mayor que es minorante d&, es decir, para cade> a hay algurx € E tal
quex < v.
Esto puede enunciarse de forma equivalente como sigue:

Para cadz > 0 hay hay algurx. € E tal quex; < a +&.
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Observa que las desigualdades x (Vxe E) son equivalentes a la desigualdad inf(E).

[ Z<x(VxeE) — z<inf(E) | (1.5)

1.13 Definicién. Un conjuntol C R se llama urintervalo si siempre que dos nimeros estan en
| todos los niumeros comprendidos entre ellos dos también esta El conjunto vacio, @, se
considera también como un intervalo.

Los intervalos de niumeros reales pueden ser facilmenteithssgracias a los principios del
supremo y del infimo.

1.14 Proposicion. Ademas d®R y de @, los intervalos de nimeros reales son los conjuntos que
se describen a continuacion.

Intervalos acotados que tienen dos puntos extremos a y lolédad b son nimeros reales):

[ab] = {xeR:a<x<b} (intervalo cerradoy acotado)

lab] = {xeR:a<x<b} (intervalo abierto)

[ab] = {xeR:a<x<b} (intervalo abierto a derechay cerrado aizquierda)
la,b] {xeR:a<x<b} (intervalo abierto a izquierda y cerrado a derecha)

Intervalos no acotados que tienen un Unico punto extrem@®dlamadoorigendel intervalo:

|—o0,c] = {xeR:x<c} (semirrecta abierta alaizquierda)

|—o0,c] = {xeR:x<c} (semirrecta cerrada a laizquierda)
Jc,4+o00o[ = {xeR:x>c} (semirrecta abierta ala derecha)
[c,4+oo][ = {xeR:x>c} (semirrecta cerrada a la derecha)

Como es la primera vez que aparecen, hay que decir que logslednboo (I€ase: “mas
infinito”) y —oo (léase: “menos infinito”); son eso: simbolos. No son nime@asla vez que
aparece uno de ellos en una situacién determinada hay goelaecomo se ha definido su
significado para dicha situacion.

Las semirrectas abiertas,los intervalos abiertos acetgda totalidad deR se llaman in-
distintamententervalos abiertosEs evidente que los intervalos abiertos son precisameste |
intervalos que no tienen maximo ni minimo. Las semirrectaigadas y los intervalos cerrados y
acotados se llaman indistintameimiéervalos cerrados
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Ejercicios propuestos

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

(T) a) Describe el conjunto de los mayorantes de un conjunto o wamayorado de
nameros reales.

b) Describe el conjunto de los minorantes de un conjunto nimwaminorado de nimeros
reales.

SeaB el conjunto considerado en el ejercidi®, y seaa = min(B). Prueba quer? = 2.

(T) SeanA, B conjuntos no vacios de numeros reales. Supongamos gub para todo
ac Ay para todd € B. Entonces su@\) < inf(B).

(T) SeaA C R un conjunto no vacio y acotado. Definame& = {—a:acA}. {Qué rela-
cion hay entre los numeros g4y, inf(A), sug—A), inf(—A)?

(T) SiU es un conjunto no vacio de numeros reales distintos de céninges el conjunto
de los inversos de sus elementos:

inv(U) = {% :er}

Supuesto quel esta minorado y que = inf(U) > 0, prueba quénv(U ) esta mayorado y
sup(inv(U)) = 2.

SeanA, B, conjuntos no vacios y acotados de nameros reales. Jutsiciguientes afir-
maciones:

i) (T) Si AC B entonces su@\) < supB), inf(A) > inf(B).
ii) sup(AUB) = max{sup/A),supB)}.
SeanAy B conjuntos acotados de nimeros reales taleAquB # J.
a) Prueba quén B esté acotado y que
max{inf(A),inf(B)} <inf(ANB), supANB) < min{sup/A),supB)}
b) Prueba con un ejemplo que las dos desigualdades puedestrietas.

¢) Prueba que g\ y B son intervalos, dichas desigualdades son igualdades.
SeanA, B, conjuntos no vacios de nimeros reales. Definimos el camjunt
A+B={a+b:acAbeB}
Supuesto qué y B estdn mayorados, prueba que:
supA+ B) = sup(A) 4+ supB).
Supuesto qué y B estan minorados, prueba que:

inf(A+ B) = inf(A) + inf(B).
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28. SeanA, B, conjuntos no vacios de nimeros reales. Definimos el canjunt
A—B={a—b:acAbeB}
Supuesto qué estd mayorado B esta minorado, prueba que:
supA—B) = sup/A) —inf(B).
29. SeanA, B, conjuntos no vacios de nimeros reales. Definimos el canjunt
AB= {ab:acAbeB}

Supuesto quéd, B, son conjuntos no vacios y mayorados de ndmeros realesvpssit
prueba que:

Sup(AB) = supg(A) sup(B), inf(AB) = inf(A)inf(B).
¢ Es cierto este resultado si no se suponefqu® son conjuntos de niimeros positivos?

30. (T) Prueba que un intervalb+# @, es un intervalo abierto si, y sélo si, para cadal se
verifica que hay algin nimeirg > 0 tal que|x —ry, X+ ry[C I.

31. (T) Dados dos numeros reales distintos; y, prueba que hay numergs> 0 tales que los
intervalos|x— &,x+ €[y J[y— &,y + &[ son disjuntos.

1.1.2. Numeros naturales, enteros y racionales. Principide induccion

Nuestro punto de partida es el cuerpo de los nimeros realestyo del mismaamos a
destacar ciertos conjuntos de numeros: los naturalesntesos y los racionales.

1.15 Definicién. Un conjuntoA de numeros reales se llanmaluctivosi 1 € A y siempre que un
namero realx esta emA se verifica quex+ 1 también esta eA.

El conjunto de los nUmeros naturales, que representareond$ ps la interseccién de todos
los conjuntos inductivos de niUmeros reales.

1.16 Observacion.Es claro queN es él mismo un conjunto inductivo: es el “mas pequefio”
conjunto inductivo de nimeros reales. Este hecho, que sedelitectamente de la definicion de
N, constituye el llamado “principio de induccion matemdtica

Principio de inducciéon matematica. Si A es un conjunto inductivo de nimeraguralesnton-
ces A=N.

El Principio de induccion matemética es la herramientachdsara probar que una cierta
propiedadP(n) es verificada por todos los nimeros naturales. Para ellmseqe de la siguiente
forma:
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A) Comprobamos que el numero 1 satisface la propiedad, sstpueP(1) es cierta.

B) Comprobamos gus un nimeram satisface la propiedadntoncesambién el nUmera+1
la satisface. Es decir comprobamos guB(n) es ciertagntoncegsambién lo e(n+1).

Si ahora definimos el conjuntd = {ne N : P(n) es ciertg, entonces el punto A) nos dice que
1€ M,y el punto B) nos dice que siempre gnessta erM se verifica quen+ 1 también esta en
M. LuegoM es un conjunto inductivo y, comM C N, concluimos, por el principio de induccion,
queM =N, o sea, qué(n) es cierta para todo nimero natunal

Observa que en B) no se dice que se tenga que probaP(@ies cierta, sino que hay que
demostrar la implicacion logica ) = P(n+ 1). Para demostrar dicha implicacion lo que
hacemos esuponerque P(n) es cierta. Es por eso que suele llamarde() la hipotesis de
induccion

Probaremos a continuacién algunas propiedades de los osimeturales.
1.17 Proposicion. Para cada nimero natural a N, se verifica:
) 1<n.
i) n>1implicaque(n—1) € N.
i) x e RTy (x+n) € Nimplican que »x N.
iv) me Ny m> n implican que(m—n) € N.
v) me Ny n<m implican que -1 < m.
vi) me Nimplica que(m+n) e Ny mne N.

vii) N no tiene méximo.

Demostracion i) Basta notar que el conjun®= {x € R: 1< x} es inductivo, luegdN C A.

ii) DefinamosB = {1} U{n € N: n—1eN}. Probaremos quB = N. Claramentdd C Ny 1€B.
Supongamos que< B. Entoncegn+1) —1=neB C Ny por tanto(n+ 1) € B. Hemos probado
asi queB es inductivo por lo qud = N.

i) SeaC= {n e N: P(n) es cierta donde, para cada niumero natura N, P(n) es la siguiente
proposicion:
“Si xe RTy (x+n) € N entoncesx € N”.

Probaremos qu€ es inductivo. Para probar queclC basta notar que sic Rty 1+xe N
entonces, por el apartado ii) anterior, tenemos(quex) — 1 = x € N. Luego 1€ C. Supongamos
queneCyseaze R" tal quez+ (n+1) € N. Poniendox = z+1, tenemos quee Rty n+xe N
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luego, por estan enC, x=z+1 € Ny ahora, como ya sabemos que €, concluimos que € N
probando asi que+ 1 € C.

iv) Es consecuencia del punto iii) tomangde=m—nec R*.
v) Por el punto iv) sabemos que—n € Ny, en consecuencia, porijj—n> 1, esto esm>n+1.

Este resultado nos dice que niime N : n < m} = n+ 1, es decir, que al nimero naturde
sigue eln+ 1.

vi) Fijemosm e Ny definamos:
E={neN:m+neN}; F={neN:mneN}.

Todo lo que hay que hacer es probar ite F = N para lo cual probaremos qéey F son in-
ductivos. Por seN inductivo tenemos que & E. Supuestan € E tenemos quen+ (n+1) =
(m+n)+1e N porquem+n e Ny N es inductivo. Luegdn+ 1) € E. Por tantoE = N.
Evidentemente & F, y haciendo uso de lo ya demostrado deducimos quessF también
m(n+1) = mn+me Nluego(n+1) € F. En consecuencifi = N.

vii) Es inmediato que el conjunto de los niUmeros naturaleiem® maximo pues dadoc N
tambiénn+ 1 € Ny, evidentementea+ 1 > n. En consecuencia no hay ningin ndmero natural
gue sea mayor que todos los nimeros naturales. O

Seguidamente definimos los nimeros enteros.

1.18 Definicién. Un nimero reak decimos que es uenterosixcN o x=0 o —x € N. Repre-
sentaremos pdz el conjunto de todos ellos.

A los nimeros naturales se les llama tamhgiateros positivog a sus opuestasnteros nega-

tivos

Las propiedades de los enteros que se recogen en el sigd@sualiado se deducen facilmente
de las propiedades de los naturales antes vistas y del hetledliato de que un nimexc R es
un entero si, y sdlo si, puede escribirse de la fosmap— g donde p,q € N.

1.19 Proposicion.Si p, g son nimeros enteros se tiene que:
i) —p, p+0q, pg son enteros.
i) p < qgimplicaque pr1<q.

Ademas, el conjunto de los nimeros enteros no tiene maximémo.

Seguidamente definimos los nimeros racionales de la foro@. us

1.20 Definicion. Un nimero reak se dice que es un nimeracional six = p/qdondep € Z y
g € N. Representaremos con la lef@eel conjunto de todos los nimeros racionales.
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Las siguientes propiedades de los numeros racionales génibeomprobacion.

1.21 Proposicion. Si r, s son nameros racionales entonces, r +s, rs y, si r# 0, 1/r son
también racionales.

La forma mas corriente de imaginar los nimeros reales deraisverlos como los puntos de
una recta. Es por ello que la afirmacitwado cualquier numero real se verifica que hay algun
ndmero natural mayor que épjuede parecer evidente. La intuicién nos dice qudetsé sey, de
hecho, vamos a demostrarla. Observa que dicha afirmacidluane a todos los nimeros reales
y, razonablemente, no cabe esperar que pdedaostrarsesin hacer uso de alguna propiedad
especifica d®. Para comprender adecuadamente lo que queremos hacéeneodarse cuenta
de que lo quesi es evidentes que dado cualquier nimero racional se verifica que hay algu
namero natural mayor que él. La dificultad esta en el caso detepgamos un nimero real,
X € R, que no sea racional, pues entonces no sabemos todavia etatiorrar dicho niimero
con algin namero natural. Por ello la afirmacién anterior ionemucho menos, evidente. El
resultado que buscamos lo obtendremos como consecuehsigudente importante resultado.

1.22 Proposicion.

a) Todo conjunto de nimeros enteros no vacio y mayorado rigp@mo.

b) Todo conjunto de nimeros enteros no vacio y minorado ti@namo.
Demostracién SeaE C R no vacio y mayorado. En virtud del principio del supremo hay u
namerof € R que es el minimo mayorante &e Puesto qug — 1 < 3, debe haber algime E
tal quef — 1 < zy, claro estdz < B. Supongamos que los elementossison nimeros enteros,
E C Z, y probemos que, en tal caso, debezserf3. Si fueraz < 3 tendria que haber algime E

tal quez < w < 8 pero entonces el nimerw— z es un entero positivo tal qwe— z < 1 lo cual
es contradictorio. En consecuengia 3 € E'y 8 es el maximo dé&.

Anélogamente se prueba, debes hacerlo, que un conjuntocim waninorado de enteros
tiene minimo. O

Como consecuencia del apartado b ) deducimos el siguiesuttago.
1.23 Proposicion(Principio de buena ordenacion &§. Todo conjunto no vacio de numeros
naturales tiene minimo.

ComoN no tiene maximo, obtenemos como consecuencia inmedia@pddiado a) que el

conjuntoN no esta mayorado €R.

1.24 Proposicion(Propiedad arquimedianaPado cualquier nimero real se verifica que hay
numeros naturales mayores que él.
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Durante mucho tiempo se admitié la existencia de unos nismeates llamadasfinitésimos
gque eran numeraauy pequefigganpequefiogjue al multiplicarlos por cualquier nimero natural
seguian siendpequefiosNo hay nimeros reales que tengan esta propiedad, paes@ies un
namero real (por pequefno que sed) ¥ 0 es un nimero real (por grande que sea), la propiedad
arquimediana nos dice que hay numeros natunale®N que verifican quen > b/a, es decir,
na> b.

Definimos seguidamente una importante funcién llanfadaion parte entera

1.25 Proposicion. Dado xe R existe un Unico numero entero q que verifica que xj< g+ 1.
Dicho numero entero se llanzarte enterae x y se representa por(g).

Ejercicios propuestos

1 . i .
32. SeaA = {14— o neN}. Prueba que ifA) = 1. ¢ TieneA minimo? ¢ Y maximo?
33. Calcula el infA) y el sugA) donde
-1
A= {(—1)”nT ; neN}.

Debes razonar tus respuestas. ¢ TEEngXimo o minimo?

34. Considera los conjuntos

aefo- e ofortnend, o) (oe2)ner)

Calcula el supremo y el infimo d& B,C e indica cuales de ellos tienen maximo o minimo.
Comprueba si se verifican las igualdades

supC) = supA)supB), inf(C) = inf(A)inf(B).

¢ Hay alguna contradiccién con lo establecido en el ejer2i@?

1.1.3. Potencias, raices y numeros irracionales. Conjurgalensos

Definimos seguidamente las potencias enteras de los nuneaies.
1.26 Definicion. Para cada € R se definex! = x, y x™1 = x"x para todon € N.

Si x# 0 se define® = 1.

: . _ 1\
Para todo entero negatigpy para todo nimero real+ 0 se definex? = (;) .
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Las siguientes propiedades de las potencias enteras $mprigeilmente por induccion.

1.27 Proposicion. Cualesquiera sean los nimeros realeg distintos de cero y los enterosim
se verifica que:
i) XMx" = x™n,

1

l n
, N on . _ (1
i) (xy)" =x"y". En particular, o <x> )

iy (xM"=xM"En consecuenciaZx> 0.

Ademas, si & N, x,y € R* entonces se verifica que<xy si, y s6lo si, X < y".

Demostracion Probaremos el punto i) y la Gltima afirmacion. Ta debes prédmpuntos ii) y
ii).

i) Empecemos probando que para todo entese tiene quedx = x91. Sige No siq= -1
no hay nada que probar. &k —1 entonceg|+ 1 es un entero negativo y, de la definicion dada,

se deduce que
_q_]_ —q—l —-q
YO+ (E) — <}> <}>x: <:—L> X = xx.
X X X X

Fijemos ahora un entenm y probemos por induccién que™ " = x™x" para todon € N. Segun
acabamos de ver™ ! = x™x. Supongamos que panas N esx™™" = x™x", Entonces poniendo
g = m+ ntenemos que es un enteroy

XML — AL — yly — xMHx — (x™xM)x = xM(x"x) = x™x" L,

Finalmente, sin,n son enteros negativos

men _ 1_ —-m } —n: 1_ —m—n: Xm+n
X X X
Queda asi probado el punto i).

Para probar la afirmacién dltima notemos qua siR* es inmediato qua” € R* para todo
n € N. Por tanto, si tenemos que<0a < 1, multiplicando esta desigualdad @t tenemos que

a™?! < a"y, por induccion, deducimos q@ < 1 paran € N. Ahora, si 0< x < y, tenemos que
x\"  x" . .

0<x/y<1porlo que(;) = v < 1 y deducimos qug" < y". Reciprocamente, iy € R*

y X" < y" entonces no puede sgrE=y y tampocox >y luego, necesariamente, es: y. O

n
Notacion. Dadosn nimerosa, a, - - - ,a, representamos la suma de todos ellos anj y el
=1

n
producto de todos ellos pﬂaj.
=
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Dados dos nimeros enterns: k > 0 se define:

n n!
(k) ~lan_ky donde n'= |_| P

Es decir,n! es el producto de todos los nimeros naturales menores e$ggaen. Se define
también 0= 1. La igualdad

(.:1) " @ = <n:1> (A<k<m (1.6)

es de comprobacion inmediata. A partir de ella se pruebbfénte, por induccion sobme que
() €s un nimero entero positivo.

El siguiente til resultado se prueba por induccion.

1.28 Proposicion(Férmula del binomio de NewtonCualesquiera sean los nimeros realeg a
y el nimero natural n se verifica que:

(a+b)" = ki (E) a" kb,

Demostracién Paran= 1 la igualdad del enunciado es trivialmente verdadera. Bygpuos que
dicha igualdad se verifica parec N. Entonces:

(a+b)"! = (a+b)(a+b)"=(a+b)

_ < (n A lkpk o A
= 2\ 2
k n) n+1—kpk ( n > -
3, e s (L
n
_ gl Z [(n) ( n )] aMHkpK —
k k—1
k=1
_ ni<n+1>an+1—kbk
k
k=

Lo que prueba la validez de la igualdad para 1. En virtud del principio de induccion, conclui-
mos que la igualdad del enunciado es cierta para e, O

$ ()]

n
> anfkbkle _

=
R O
~

-+

La siguientes igualdades se usan con frecuencia.

1.29 Proposicién(Suma de una progresion geométrica x R, x # 1y neN. Se verifica que:

n Xn-&-l -1

> X = (1.7)

& Xx—1
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Demostracién Tenemos que:

n n n n+1 n
(Xx— NS IV SS DL oIV SN IV SR oIV SR S ]
k K= K= K=1 K=0
es decir .
(x—1) ijk =x"1_1 (1.8)
k=
De donde se deduce la igualdad del enunciado. O

1.30 Proposiciéon.Sean abe Ry ge N, g > 2. Entonces se verifica la igualdad:

q
bi-al=(b-a)y bkad—1k (1.9)
k=0

Demostracion La igualdad es trivial sh=b. Supondremos, pues, gae‘ b. Sustituyenda por
g—1yxporb/aen laigualdadX.8) obtenemos:

b\ b _ b
(5_ > Z)ak ad
Y, multiplicando pora“ resulta:

q-1
(b—a) %bkaq‘l‘k — b9 — &f

El siguiente resultado sera usado enseguida.

1.31 Proposicion. Sea A un conjunto no vacio y mayorado de nimeros realesvyussitike N,
k> 2. Seano =inf(A) y B = sup(A). Definamos el conjunto

B= {a" -ac A}
Se verifica quénf(B) = a¥y supB) = .

Demostracion Para todac A se verifica que & a < 8 lo que implica que < BX. Por tanto,
B% es un mayorante d&. Usando la igualdadl(9) obtenemos que para toda A es:

k—1

k-1
pk-a=pB-ayptld<(B-ayptip =pB-ak?
2, 2

Dadoe¢ > 0, hay algura, € Atal quef — < a,. De la desigualdad anterior deducimos que

kBk 1
Bk —ak < ¢, es decirBX — € < &. Lo que prueba (ver las observaciorie$? que* = sup(B).
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La igualdad infB) = aX es inmediata sir = 0 pues en tal caso, dada> 0, cone < 1, existe
ac. €Atal que 0< a; < &, lo que implica que < €K < ¢, esto esg no es minorante dB, luego
inf(B) =0. Sia > 0 laigualdad se reduce a lo antes probado usando lo vistosggreicio24. O

Seguidamente probaremos que los niUmeros reales positines traices de cualquier orden.
En la demostracién se utiliza de forma esencial el prinaiaiosupremo.

1.32 Proposicion. Dados un nimero real & 0 y un namero natural k= 2, existe un Gnico
ndmero realpositivo b > 0 que verifica que 'b= a. Dicho nimero real b se llama laiz k-
ésima o de ordek de a y se representa pgra o por a/k.

Ademas, si x> 0 e y> 0, se verifica que:
) X<y si, y s0lo Si,y/X < ¥y,
i) XY= XYY

Demostracion Consideremos qua > 1. DefinamosE = {tc R*: t < a}. Tenemos que ¢ E

por lo queE # @. Como 1< atenemos qua < a, por lo que para toddec E estX < ay, por

tanto,t < a. Luegoa es un mayorante dE. Por el principio del supremd; tiene un minimo
mayoranteb = supE) € R. Probaremos qui‘ = a.

Para todon € N tenemos queb < b(1+ 1/n) por lo queb(l1+ 1/n) € E, es decir,
a < b1 + 1/n)k. Por tanto, el numeroa/bX es una cota inferior del conjunto
B={(1+1/n)k:neN}y, por tantoa/b* < inf(B). Pero, como consecuencia del ejercigy
de la proposicién anterior, tenemos queBf= 1. Luegoa/bX < 1, esto esa < bX.

Para todon € N tenemos queb/(1+ 1/n) < b, por lo que hay algurt € E tal que
b/(1+1/n) <t, lo que implica qués¥ /(14 1/n)* < tk < a. Deducimos quéX/a < (1+1/n)ky,
al igual que antes, concluimos gife/a < 1, esto esb* < a.

El caso en que & a < 1 se reduce al anterior por la consideracion de El caso en que
a=1 es trivial.

Hemos probado que* = a. La unicidad de dicho ndmerb y las afirmaciones i) y ii) del
enunciado se deducen directamente de las propiedadespigdasias naturales. O

Naturalmente, para todoc N se tiene que!/0 = 0, caso que no hemos considerado por su
trivialidad.

Recordemos también la notacion uswyat para representar la raiz cuadrada o de orden 2 de
x > 0, es decir,/X = x/2. Observa que para todee R se tiene que/x2 = |x|.

Six > 0 ykes un entero negativo, se defidé =

1
VX
Six < 0ykesimpar se definey/x = —/|x|.
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Hasta ahora nada hemos dicho de la existencia de nUmeres & no sean racionales.
Dichos numeros se llamamacionales El siguiente es un primer resultado al respecto.

1.33 Proposicion.Dados ke N, k> 2y ne N, se verifica queyn o bien es un niUmero natural
0 bien es irracional.
Este resultado nos dice que, por ejemgl@, 0 /5 son irracionales.

El siguiente resultado es importante para entender corén &sipartidos” en la recta real los
ndmeros racionales e irracionales.

1.34 Definicion. Un conjuntoA de numeros reales se dice qualeascen un intervald, si entre
dos nameros reales cualesquierd dgempre hay algiin nimero real que estédeRn particular,
A es denso efR si en todo intervalo abierto no vacio hay puntosfde

1.35 Proposicion. Los conjuntog) y R\ Q son densos eR.

1.1.4. Ladesigualdad de las medias

La demostracidn del siguiente resultado es otro ejemplpritetipio de induccion.

1.36 Lema. Si el producto de n nimeros positivos es igudl,&ntonces su suma es mayor o
igual que n. Y la suma es igual a n si, y sélo si, todos ellos goalés a 1.

Demostracion Para cada numero natura) seaP(n) la proposicién‘si el producto de n nu-
meros positivos es igual &, entonces su suma es mayor o igual que D&émostraremos por
induccion queP(n) es verdadera para todoe N. TrivialmenteP(1) es verdadera. Supongamos
queP(n) es verdadera. Consideremns- 1 nimeros positivos no todos iguales a 1 cuyo pro-
ducto sea igual a 1. En tal caso alguno de dichos nimerogrtasiex,, tiene que ser menor
que 1 y otro, al que llamaremos, tiene que ser mayor que 1. Notankl- - - X, 1 loS restantes
numeros se tiene que:

(XaX2)X3 -+ Xnt1 =1

Por tantox;xo, X3, - -+ ,Xns1 SONN NUMeros positivos con producto igual a 1 por lo que:
X1X2 + X3+ +Xnp1 =N (1.10)
Como 0< (1—x1)(x2 — 1), tenemos que:
X1+ X2 > 14 X1%0 (2.12)
De (1.101) y (1.11) se sigue que:

X1+Xo+X3+- -+ X1 >n+1
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Observa que la desigualdad obtenida es estricta. Hemoadwasi qué®(n+ 1) es verdadera.
Concluimos, por el principio de induccion, que la afirmacital enunciado es verdadera para
todo numero naturai. O

En el siguiente teorema se establece una de las desiguaiaadaitiles del Calculo.

1.37 Proposicion (Desigualdad de las medigs Cualesquiera sean los ndmeros positivos
ai,a,---,an Se verifica que:

a+a+--+an

Vaia; - an < - (1.12)

Y laigualdad se da si, y sblo sijaa, = --- = ay.

Demostracion Basta poneiG = y/ajay---an y Xi = % 1 <i < n, Claramente se verifica que
X1X2 -+ Xn = 1 por lo que, en virtud del lema antemzlx. >nes dechla| > nG que es la des-
igualdad que queremos probar. Se da la igualdad solamesmeay = 1, parai =1,2,. , €S
decir, cuandoay = ap = --- = ap. O

, at+ap+--- . : "
Los nimerosy/ajay---ag Y Lt 2? A oo llaman, respectivamentejedias geométrica y

aritméticade a;,ay,-- - ,a,. La desigualdad de las medias tiene interesantes aplesc® pro-
blemas de extremos.

Ejercicios propuestos

35. Justifica las siguientes afirmaciones.

a) La suma de un nuimero racional y un nimero irracional es mneralirracional.

b) El producto de un nimero racional no cero por un nimergianal es un nimero
irracional.

¢) La sumay el producto de dos nimeros irracionales puedadenal o irracional.

d) Los nimeros/2++/3, vV6—+v2—+/3y V5+2 5 Son irracionales.

N
36. Seana,b,c,dcQ conc®+d? > 0 y x € R\Q. ¢Qué condiciones deben cumgliib, c,d
ax+b .
para que; sea racional?
cx+d
5 b o

n
37. Prueba que para toduoe N se verifica queg + = > + 330 es un namero natural.

38. Prueba, usando el principio de induccion, que para tael se verifican las desigualdades
siguientes.
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1 1 1

) VA<1+ =+t + = <2/n

) Vi V2 V3 Vi
>

n
1 1 1 1

b) 1+§+§+Z+"'+?/1+

1 _1.35-@n-1)_ 1

2/n ° 2.4.6---(2n) T /1+3n

39. Seaxe R. Prueba que syp € Q:r <x} = x =inf{s€ Q : x < s}. ¢Permanece valido
este resultado si se sustitugepor un conjuntoA denso erR?

NI S

c)

40. Prueba que el cuadrado es el rectangulo de méaxima area parariumetro dado y de
minimo perimetro para un area dada.

41. Calcula el rectangulo de mayor area inscrito en el circulea@cion?® + y> = r.

42. Prueba que:

X—y
3X_3 —
N e e

1.2. Conjuntos infinitos y conjuntos numerables

Podemos preguntarnos cudl de los conjurfos R\ Q es “méas grande”. La pregunta puede
sorprender porque tanf® comoR\Q son conjuntos “infinitos” y, ya se sabe, el infinito es ...,,eso
jel infinito! Pues no, hay muchos “infinitos” y unos son “mafninos” que otros... . Fué Georg
Cantor (1845-1918) quien inicio la teoria de conjuntosrabtt y definié el concepto de “nimero
transfinito”, su trabajo supuso una revolucion en las maieagy obligo a realizar un examen
critico de sus fundamentos. Nuestro propdésito ahora esemaél modesto: s6lo queremos com-
paraQ conR\Q desde el punto de vista de su “tamafio”, es decir, de su “nudeetementos”.
Veremos que, aungu@ es un conjunto infinito, sus elementos pueden ser “contadaghtras
queR\Q también infinito, es tan grande que es imposible “contareseimentos. En estas cues-
tiones todas las precauciones son pocas Yy hay que empezaisapiconceptos.

DadoneN, el conjuntoS(n) = {ke N : k<<n} se llamasegmento de orden n

Un conjuntoA se dice que esquipotentea otro B, y escribimosA ~ B, si existe una aplica-
cion biyectiva deA sobreB. Esta relacién es una relaciéon de equivalencia entre ctmgyues
tiene las propiedades reflexiva £ A), simétrica (SiA ~ B entonces tambiéB ~ A) y transitiva
(siA~ By B~ C entonceA ~ C).

Intuitivamente, es claro que dos conjuntos equipotenéeti “igual nimero de elementos”
...jaunque este “ndmero” pueda ser infinito!
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Un conjunto A se llamafinito si es vacio o si existe un numero natunat N tal que A es
equipotente &(n).

El siguiente resultado puede probarse por induccién.

1.38 Proposicion.Sean n 'y m nameros naturales y supongamos quog ysSm) son equipo-
tentes. Entonces A m.

Se deduce de la proposicién anterior qué gis un conjunto finito y no vacio hay umico
ne Ntal queA~ S(n), dicho nUmera se llamanimero de elementaeAy escribimosi(A) =n.
Por convenio, se acepta qt(@) = 0. Es claro que A es finito com elementos YA ~ B entonces
B es finito com elementos.

1.39 Proposicion(Propiedades de los conjuntos finitos)

a) Todo subconjunto de un conjunto finito es finito. Dicho da firma, si B es un conjunto
finitoy f: A— B es una aplicacion inyectiva entonces A es finito.

b) Laimagen de un conjunto finito por una aplicacion es unwoidg finito. Dicho de otra forma,
si A esfinitoy f. A— B es una aplicacién sobreyectiva, entonces B es finito.

El resultado siguiente, que se usa con frecuencia, se pfaebaente por induccién sobre el
numero de elementos del conjunto.

1.40 Proposicion. Todo conjunto finito no vacio de nimeros reales tiene maximmjimo.

Un conjunto que no es finito se llanrdinito.

iEsto no es un juego de palabras! Nétese que acabamos dedteriicdo matematico” a dos
términos hasta ahora usados de forma imprecisa. Ahora pedtgmostrarque un conjuntcA
es infinito probando que cualquiera sea el nUmero naturadhay ninguna biyeccion dA sobre

n).

ComoN no tiene maximo deducimos, por la proposicihd(, queN es un conjunto infinito.
Por tanto, todo conjunto que contendd as infinito. También es claro que hay subconjuntoli de
gue son infinitos. Probaremos ahora §ues el “méas pequefio” conjunto infinito, pues cualquier
subconjunto infinito d&N es equipotente A.

1.41 Proposicion.Sea¢ : N — R una aplicacion tal quep (n) < ¢ (n+ 1) para todo ne N. Se
verifica entonces qué¢ es estrictamente creciente, es decir, gnnson nimeros naturales tales
qgue n< m entoncesp(n) < ¢ (m). En particular,¢ es inyectiva.

Si ademas se supone gfigoma valores eflN, esto esg (N) C N, entonces:
i) ¢(n) >n paratodo ne N.

i) Si (N) =N, ¢ eslaidentidad, es decig(n) = n para todo ne N.



Conjuntos infinitos y conjuntos numerables 27

Demostracion Para probar la primera afirmacion del enunciado fijemesN y probemos por
induccion que¢(n) < ¢(n+ k) para todok € N. Parak = 1 nada hay que probar. Supuesto
¢ (n) < ¢ (n+Kk) entonces, puesto que(n+Kk) < ¢ (n+k+ 1), se sigue quep (n) < ¢ (N+k+1).
Ahora, sime N, n<mtenemos quk=m—-neNy ¢(n) < p(n+k)=¢(m).

El punto i) se prueba facilmente por induccion, pues, c@nii) C N, claramentep (1) > 1.
Supuesto que (n) > n se sigue dgp(n+1) > ¢(n) quep(n+1) >ny, por serp(n+1) €N,
concluimos quep (n+ 1) > n+ 1. Supongamos, finalmente, q@¢N) = N y consideremos el
conjunto:

B={neN:¢(n)#n}= (pori)) ={neN:¢(n)>n}

Si B # @ entonces, por el principio de buena ordenacBrtiene minimo. Seg = min(B).
Tiene que haber algige N tal que p= ¢(q). En virtud de i) debe sep > g, y como ¢ (p) > p
tiene que sem > q. Pero entonces| ¢ B, por lo que ¢(g) = q lo cual es contradictorio. En
consecuenci® = @, es decirg (n) = n para todm € N. O

1.42 Proposicién. Sea A un conjunto infinito de nimeros naturales. Entoncesgeedna Unica
biyeccién creciente dd sobre A.

Demostracion Por serA infinito no puede estar contenido en ningin segmé&(m, esto es, el
conjunto{x € A: p < x} no es vacio cualquiera sgec N. Haciendo uso del principio de buena
ordenacion podemos definir: N — A por:

f(1) = min(A)
f(n+1) =min{xe A: f(n) <x} paratodone N

Con ello es claro qué (n) < f(n+ 1) para todon € N. Del lema anterior se sigue quie es
creciente e inyectiva. Probaremos gqbigN) = A. Puesto que, por su definicion, é$N) C A,
bastara probar que dicha inclusion no puede ser estricteyaPsC = A\ f(N). SiC # g, sea
p=min(C); esto esp es elprimer elemento dé\ que no esta ef(N). Es claro quep > min(A).
Seag=max{xcA:x < p}. Tenemos que > qy qeAperoq ¢ C por lo quege f(N). SeakeN
tal queq = f(k). Entonces, comd (k) < p, se tiene, por sef(k+ 1) = min{x € A: f(k) < x},
que f(k+1) < p. Como también e$(k+1) > f(k) =qy f(k+1) €A, debe serf(k+1) > p.
Resulta asi qué(k+ 1) = p lo cual es contradictorio. En consecuen€idiene que ser vacio, es
decir, f(N) = A.

Para probar la unicidad de supongamos qug es una biyeccion creciente tesobreA. No-
tando g~! la aplicacion inversa deg, es inmediato comprobar que la aplicacion
¢ = fog~! es una biyeccion creciente desobreN y, por el lema anterior, debe ser la iden-
tidad, f(g~%(n)) = n para todan< N, por lo que f (k) = g(k) para toddke N. O

1.43 Definicién. Un conjunto A se llamanumerablesi es vacio o si existe alguna aplicacion
inyectiva deA enN.
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1.44 Proposicién.Un conjunto es numerable si, y s6lo si, es finito 0 es equip®&N.

Demostracion Claramente todo conjunto finito es numerable. 8aam conjunto infinito nume-
rable y seap : A — N una aplicacién inyectiva. Tenemos entonces Aue ¢ (A) por lo que, al
serA infinito, se sigue queé (A) también es infinito y por el teorema anteripfA) ~ N con lo
que tambiém ~ N. O

Evidentemente podemos contar los elementos de un conjaittoyfitambién sabemos contar
los niUmeros naturales (aunque nunca acabariamos de oeht&ith consecuencia la proposicién
anterior nos dice que los conjuntos humerables son aquelias elementos pueden contarse.

1.45 Proposicion.Un conjunto no vacio A es numerable si, y sélo si, hay una agtio sobre-

yectiva deN sobre A.

Demostracién Seaf : N — A una aplicacion sobreyectiva. Para cada elemami@ el conjunto
{ne N: f(n) =a} no es vacio por lo que podemos definir, haciendo uso del piinde buena
ordenacion, una aplicaciog: A — N por:

g(a) =min{ne N: f(n) =a} paratodaac A

Con ello se tiene qué(g(a)) = a para todoa € A lo que implica quey es inyectiva y por tanto
que A es numerable.

La afirmacién reciproca es consecuencia de la proposici@niamn O
1.46 Proposicion.N x Ny Z x N son equipotente K.
Demostracion Sea¢ : N — N x N la aplicacion dada pog (n) = (p,q) donde(p,q) € N x N

verifica quen = 2P~1(29— 1). Es decir,p— 1 es la mayor potencia de 2 que divida gp = 1 si
nes impar). Es claro que la aplicacion asi definida es unadigredeN sobreN x N.

Es facil probar que la aplicaciém: N x N — Z x N dada por:

_J (p/2,0), si p espar;
0((p,q))_{ ((-=p+1)/2,q), si p esimpar.

es una biyeccion. Por tanto, la aplicacidr ¢ : N — 7Z x N es una biyeccion. O

Dados dos nlmeros racionales: s, el nL’Jmerois también es racional y < r+s <s. Se
deduce de aqui que el conjurfa € Q : r < x < s} es no vacio y no tiene maximo (ni minimo)
por lo que deducimos que dicho conjunto es infinito. Reswdfagae entre cada dos nimeros
racionales hay infinitos racionales. A pesar de ello no haymiéneros racionales que naturales.
La intuicién aqui es engafosa.
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1.47 Proposicion. El conjunto de los nimeros racionales es numerable.

Demostracion Es consecuencia de las dos proposiciones anteriores yedk @yplicacionf :
Z x N — Q dada porf (p,q) = p/q es sobreyectiva. O

Por serQQ numerable infinito sabemos g~ N, es decir, existen biyecciones NesobreQ.
Hemos respondido en parte a nuestra pregunta inicial coesuttado muy sorprendente: jhay
tantos nimeros racionales como nimeros naturales! Nagdalavia dar alguna informacion del
tamafio de&R\ Q.

1.48 Proposicion(Principio de los intervalos encajados)

Para cada nimero natural n se@ * [an,b,] un intervalo cerrado no vacio y supongamos
que paratodo re Nes h,1 C I, . Se verifica entonces que:

) a=sup{a,:neN} <B=inf{b,:neN},
i) (la=[a,B].

neN

En particular, el conjuntoﬁln no es vacio.
neN

Demostracion Las hipotesis @ 1,1 C Iy, implican quea, < an.1 < bpy1 < by para todneN.
Razonando como en la primera parteldél, deducimos que las aplicaciones—+ an y n+— —hby,

son crecientes, esto e, < am, bm < by siempre quen < m. Ahora, dadosp, g € Ny poniendo

k= max{p,q}, tenemos quey, < ak < bk < bg. Hemos obtenido asi que cualesquiera sean los
nameros naturalep,q es ap < by. Luego todo elemento dB = {b, : n € N} es mayorante de
A= {a,:ne N} y por tantoa = supA < b, para todm € N. Lo cual, a su vez, nos dice quees

un minorante deB y por tanto concluimos que < 8 = infB. Hemos probado i). La afirmacién

i) es consecuencia de gues ﬂ In equivale a que, < X < by para todan € N, lo que equivale a

neN
quea < x< B, es decix € [a, B]. O

1.49 Proposiciéon. Dados dos numeros reales<ab se verifica que el interval@, b| no es nu-
merable.

Demostracion Si [a,b] fuera numerable tendria que ser, en virtud de la proposicié4 equi-
potente a&N. Veamos que esto no puede ocurrir. Supongamospque — [a, b] es una biyeccién
deN sobre[a,b]. En particular¢ es sobreyectiva por lo que deberd &b] = {¢(n) : n € N}.
Obtendremos una contradiccion probando que tiene queregiin elementa € [a,b] tal que
z¢ {¢(n):ne N}. Para ello se procede de la siguiente forma. Dividimos ehvalo|a, b] en tres
intervalos cerrados de igual longitud:

b—a b—a b—a b—a
[a’aJ“T}’ [‘”T’b—T}’ [b_T’b]
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y llamamosl; al primero de ellos (es decir el que esta més a la izquierdahgeontiene & (1).
Dividamos ahora el intervald; en tres intervalos cerrados de igual longitud y llamerhoal
primero de ellos que no contiengpd?2). Este proceso puede “continuarse indefinidamente” pues,
supuesto que € N, n > 2, y que tenemos intervalos cerrados de longjtasitiva k, 1 <k < n,
tales qudy,1 C Iy para I k<n—1,y ¢ (k) € Ix para 1< k < n, dividimos el intervalol,, en
tres intervalos cerrados de igual longitud y llamanhog al primero de ellos que no contiene a
¢ (n+ 1). De esta forma para cadec N tenemos un intervalo cerradg no vacio verificandose
queln 1 Clpy @(n) € I para todon € N. El principio de los intervalos encajados nos dice que
hay algin nimero red que esta etodoslos |,,. Por tanto, cualquiera seec N, por serze |, y

¢ (n) & I, se tiene necesariamente qug ¢ (n), esto esz¢ {@(n) : n € N} pero evidentemente
ze [a,b]. O

1.50 Proposicion.R y R\ @Q son conjuntos no numerables.

Demostracion Evidentemente todo subconjunto de un conjunto numerabibién es numera-
ble. Como acabamos de ver que hay subconjuntd® dee no son numerables deducimos que
R no es numerable. Puesto qite= QU (R\Q) y sabemos qué&) es numerable R no lo es,
deducimos qu&®\Q no es numerable. O

El teorema anterior demuestra no solamente y& no es vacio sino que “hay muchos
mas numeros irracionales gue racionales” pues mientrapapemos enumerar los racionales
no podemos hacer lo mismo con los irracionales ya que no lyggdiones deéN sobreR\ Q.
Nétese que ésta es una demostraciéaxigtenciade nimeros irracionales bastante sorprendente
pues, de una parte, prueba, jsin necesidad de dar ninguplejeoncreto!, que hay ndmeros
irracionales pero, de hecho, prueba mucho mas pues nosugicg gonjuntdR\ Q tiene muchos
mas elementos qu@.

Deducimos también la siguiente estratégiara probar que un conjunto A" R no es vacio
es suficiente probar que su complemeRtoA es numerable’{jcon lo cual, de hecho, estamos
probando queA es infinito no numerable!).

Esta técnica de demostracion de existencia es debida arCelrteador de la teoria de con-
juntos. También se debe a Cantor el concepto de “nimerditran’so “cardinal” o “potencia”
de un conjunto. Todos los conjuntos equipotent®sti@nen el mismo cardinal que se representa
por Og (la letrad es la primera letra del alfabeto hebreo y se lee “aleph”) wsdds conjunto
equipotentes R tienen el mismo cardinal que se representa por la teyrae llama “la potencia
del continuo”. Aunque claramente representan “nimerasiio§”’ creo que aceptaras qluk <c,
desigualdad que no se pretende explicar y que sélo se pomenudivar la curiosidad por estos
temas; jya deciamos al principio que unos infinitos son mersdgss que otros!

El siguiente resultado nos dice que si hacemos la union décanéidad numerable” de con-
juntos numerables obtenemos un conjunto que sigue siemderable. El enunciado del teorema
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precisa estas ideas.

1.51 Proposicién. Sea B un conjunto numerable no vacio. Supongamos que pasaxcad

tenemos un conjunto numerable no vacip $e verifica entonces que el conjunto= U Ay es

xeB
numerable.

Demostracion Es suficiente probar que hay una aplicacion sobreyectivll deN sobre o7
Por serB numerable hay una aplicacion sobreyectpaN — B. Para cada € B, por serAy
numerable, hay una aplicacién sobreyectiyas N — Ay. Es muy facil comprobar ahora que
la aplicacionG : N x N — &7 definida porG(m,n) = Fyy(n) para todo(m,n) € Nx N, es
sobreyectiva. O

Ejercicios propuestos

43. 1) SeanpeN, p> 2y A, Ay, ..., Ay conjuntos numerables. Prueba que el conjunto pro-

ducto cartesian@\ x Ay x --- x Ap s numerable.
Sugerencia: procede por induccién solpre

ii) Prueba que el conjunto de todas las funciones polinésnicen coeficientes racionales
es numerable.

Sugerencia: una funcién polindbmica con coeficientes rabisny de gradg > 0 puede
identificarse con un elemento @&*1.

Un nimero reak se llamaalgebraicosi satisface una ecuacion de la forma:
anX"+a, X" T+ +ax+a=0 (1.13)

dondean,an_1,...,a1,89 SON nimeros enteros cap # 0. El nimero naturah se llama

grado de la ecuacion. Si el nimexcsatisface 1.13) y no satisface ninguna otra ecuacion

polinémica del mismo tipo, es decir con coeficientes entgrei® con grado menor gue

se dice quex es un numero algebraico de graddJn nimero real que no es algebraico se

llamatrascendente
44. i) Justifica que todo nimero racional es algebraico y que Bayenos algebraicos irracio-

nales.

i) Prueba que existen niumeros trascendentes.

Sugerencia: ¢,cuantos numeros algebraicos hay?



Capitulo

Sucesiones, logaritmos y exponenciales

El Analisis Matematico no tiene simbolos para las ideasusas.
E. Picard

En el estudio de los conjuntos numerables, realizado enptla 1, hemos tenido ocasion
de considerar uno de los aspectos del infinito: lo infinitamemnande. En este y en sucesivos
capitulos tendremos que considerar otro aspecto del mfinie es caracteristico del Analisis
Matemadtico: lo infinitamente pequefio. En efecto, la peddba del Andlisis Matemético radica
en los distintos “procesos de convergencia”’ o de “paso aldfmue en él se consideran; ahora
bien, el concepto de “limite”, en su versién mas frecuentdlidete de una magnitud variable”,
sugiere la idea de una cantidad a la cual se acercan losvalerdicha magnitud de manera que
la diferencia entre éstos y aquella llega a ser “infinitamgr@quefia”. La dificultad de dar un
significado matematico preciso y coherente a lo “infinitarmgrequeno” condujo a inventar los
misteriososnfinitésimos lo que sélo sirvidé para hacer ain mas incomprensibles wsepos de
paso al limite usuales en el calculo diferencial e intedgfaleste curso nos ocuparemos de tales
procesos empezando por el mas elemental que trata de lagemsia de sucesiones de nimeros
reales.

Pueden distinguirse cuatro partes en este capitulo. Einterar se estudian los conceptos y

32
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resultados basicos relacionados con la convergencia dsisnes de numeros reales y en especial
de sucesiones monétonas. En la parte segunda se definendamés logaritmo y exponencial
naturales, probandose facilmente las propiedades bdkgdas mismas. En la tercera se prueban
dos importantes resultados: el Teorema de Complitull el Teorema de Bolzano-Weierstrass.
En la dltima parte se estudian las sucesiones divergente®ltienen resultados, de gran utili-
dad practica, relacionados con las “indeterminaciones”aparecen con mayor frecuencia en el
célculo de limites, destacando el Criterio de Equivalehoigaritmica y el Teorema de Stolz.

2.1. Sucesiones convergentes

Las sucesiones aparecen de manera natural en muchos s@uaeleesponden a @squema
iterativo. Por ejemplo, al dividir 2 entre 3 obtenemos:

2_6 21

3710 310
Igualdad que podemos usar ahora para obtener:

2_6 (6 21\1_6 6 21
3 10 10 310/10 10 10?2 31®?
Y de nuevo
2_6 6 (6 21\1 __6 6 6 21
3 10 1@ 10 310/ 1® 10 10? 103 3103

y asi podemos continuar tantas veces como queramos, oiterpara cada< N la igualdad:
2 1 6 21
3~ 210 T 310"

16 2 21
Escribiendox, = y — tenemos que & - — X, = - —. Observa que, aunque los nUmexgs
kzl 10K 3 310

sontodos ellos dis_tintosle 2/3, dada una cota de error arbitrariamente pequefd), y tomando

21 . , -
np € N de manera queéﬁ < €, deducimos queara todonimero naturah > ng se verifica

que |x,—2/3| < €, lo que se expresa escribiend32- r!’lm {Xn}
—>00

Este ejemplo esté relacionado con la expresion decimal8lge, como todos sabemos, es
un decimal periddico con periodo igual a 6, lo que suelelgiseei 2/3 = 0,6 igualdad en la que,
segun se dice a veces, el simbokﬁ @ebe interpretarse como que el 6 se repite infinitas veces
(jotra vez el infinito!). ¢ Qué quiere decir esto? Lo que est@@s que, por mucho tiempo y pa-
ciencia que tengamos, nunca podremos esdrnbinitos 6 uno detras de otro... bueno, podriamos
escribir algo como

% — 0,6 = 0,6666666..(infinitos 6)
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lo que tampoco sirve de mucho pues seguimos sin saber cOmtegaréta esta igualdad. Pues
bien, para dar un significado matemético a lo que se quienesipcon esa igualdad hay que
recurrir al concepto de limite de una sucesion tal como hdrackso antes.

2.1 Definicion. SeaA un conjunto no vacio. Una sucesion de elemento& dg unaaplicacion
del conjuntoN de los nimeros naturales AnEn particular, una sucesion de numeros reales es
unaaplicacion del conjuntoN de los niumeros naturales en el conjuRtde los nimeros reales.

Por ejemplo, en eprincipio de los intervalos encajadase considerd, sin nombrarla, una
sucesion de intervalos (en este caso el conjéntte la definicion anterior seria el conjunto de
todos los intervalos d&). En todo lo que sigue solamente consideraremos sucesiomeEB1Eros
reales por lo que, a veces, nos referiremos a ellas simplentamo “sucesiones”.

Dada una sucesiop : N — R suele emplearse una notacién especial para represeRaréa.
ne N suele notarse el nimero rega(n) en la formax,= ¢ (n) (naturalmente la letrax' nada
tiene de especial y puede sustituirse por cualquier ot)sucesion misma se representa por
® = {Xn}nen, €s decir, el simboldx,}nen debe interpretarse como &plicacion que a cada
ne N hace corresponder el numero regl Cuando no hay posibilidad de confusion escribimos
simplement€ x,} en vez de{x, }nen. El NUMerox, se llamaérmino n-ésimale la sucesion; para
n=1, 2, 3 se habla respectivamente de primero, segundo, tercantéda la sucesion.

Dos sucesioneéx,} e {yn} son iguales cuando para tode N se verifica ques, = Yn.

No hay que confundir la sucesion{x,}, que es una aplicacion, con sgonjunto imagen
que es el subconjunto deR formado por todos los nimerosx,, el cual se representa por
{X, : neN}. Por ejemplo{(—1)"} y {(—1)"1} son sucesiones distintas con el mismo conjunto
imagen:{(—1)":neN} = {(-1)"':neN} = {-1,1}.

Si a es un nimero real, la sucesion constante cuyos términosdos iguales a se repre-
senta por{ a }nen.

En todo lo que sigue las letram, n, p,g, con o sin subindices, representaran nimeros natura-
les.

2.2 Definicion. Se dice que una sucesi¢r,} converge a un numero realx si, dado cualquier
ndamero reak > 0, existe un nimero naturah. tal que sin es cualquier nUmero natural mayor
o igual quem; se cumple quéx,— x| < €.

Se dice también que el nimeroeslimite de la sucesiOfx,} y se escribeﬁ lidx,} = x o,
—>00
simplemente, lifix,} = x e incluso, si no hay posibilidad de confusidm,} — x.
Teniendo en cuenta que

Xn—X| < € <= X—E < Xn < X+ € <= X E]X— €, X+ €]
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resulta que(x, } converge & si dado cualquier numero> 0 se verifica quéodos los términos
de la sucesion a partir de uno en adelaestan en el intervalpx— £,x+ £[.

También podemos reformular la definicién dada considergada cad > 0 el conjunto de
numeros naturales A= {neN: |x, — x| > €}. Tenemos entonces que:

lim{x,} =x <= [Ve >0 el conjuntoA; = {neN: [x, —X| > €} es finito] (2.1)

Esta forma de expresar la convergencia puede ser Util palbapgue una sucesion dada, }
no converge &. Para ello basta encontrar un nimers 0 tal que el conjuntd\; sea infinito.

La definicion 2.2 es tipica del Andlisis pues en ella se esta definienda igualdad
lim{x,} = X, en términos deesigualdadesx, — x| < € siempre que& > m;.

El nUmero naturaim, cuya existencia se afirma en la definicion anterior, caberaspjue
dependa del nimero> 0, lo que explica la notacién empleada. Lo usual es mugd¢enga que
ser tanto mas grande cuanto mas pequefio sea el ngmefd Conviene observar que pi es
un ndmero natural tal que > m, entonces para, al igual que param,, se verifica que sn
es cualquier nimero natural mayor o igual quese cumple quex,— X| < €. Es decir, s{x}
converge &, entonces para cada> 0 dado hay, de hech@finitos nUmeros naturales, para
los que se satisface lo dicho en la deficion anterior.

Veamos con unos sencillos, pero importantes ejemplos, @@mesa la definicior.2 para
probar que una sucesion converge.

2.3 Ejemplo. La sucesior{1/n} es convergente a cero.

Para probarlo, dade > 0, tenemos que encontrar une N tal que para toda > m se
verifiqgue que|l/n—0] = 1/n < &. Como ¥/n < 1/m siempre quen > m, bastara tomar como
numerom cualquier natural que verifiqgue querh < €, es decirm > 1/¢. Que, efectivamente,
hay nimeros naturales,,mque verifican la condicion n¥ 1/¢ cualquiera sea el nimere > 0
dado, es justamente lo que dice la propiedad arquimediaharden deR. Pues bien, cualquier
me N tal quem > 1/¢& nos sirve como apropiadu,, pero parece razonable tomar el mas pequefio
de todos ellos que sera la parte entera genéas una unidad, es deain, = E(1/¢)+1 . Hemos
demostrado asi que lifi/n} = 0. ¢

Observacion.Observa que s > 0 es un ndmero racional, entonces seré de la famap/q
conp,geN. Por lo que bastara tomax, = g+ 1 para asegurarnos de que siempremiem; se
tenga que In < €. La dificultad esta cuando el numega- 0 no es racional porque entonces hay
que relacionar dicho nimero con un natural, cosa no del taderte.
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2.4 Ejemplo. Dado un numero real x] — 1, 1], se verifica que la sucesion de las potencias de X,
{x"}, converge a cero.

En efecto, comadx| < 1 podemos escribiix| en la formajx| = 1/(1+ p) para conveniente
1-|x .
p > 0 (de hech@ = TH pero eso no interesa ahora). Dadp 0, puesto que

1 1 1
< <
(1+p)" " 1+np np

X" =0 = X" =

. 1
bastaratomar unm; tal que

. pme

X" — 0| < € siempre quen > mg. ¢

< g, por ejemplom, = E (ﬁ) + 1, para garantizar que

2.5 Ejemplo. La sucesior{(—1)"} no es convergente.

En efecto, sea € Ry definamos, = max{|1—x|/2,|1+ x| /2}. Claramentey > 0. Para todo
me N tenemos qué(—1)2"— x| = |1— x|, |(—=1)*™1—x|= |14 x|. Como alguno de los nimeros
|1—X|, |1+ x| es mayor quey, resulta que el conjuntd;, = {neN: |(—1)" — x| > &/} es infinito,
por lo que{(—1)"} no es convergentea ¢

2.6 Proposicion. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) im{x,} =x.

b) Para todo intervalaabiertol que contiene a x se verifica que existe M tal que para todo
ne N con n> m se verifica quepel.

Demostracion a) = b). Supuesto que lifix,} = x, seal un intervalo abierto que contienexa
Puesto qué es un intervalo abierta no puede ser maximo ni minimo depor tanto existen
uel, vel tales quau < X < v. Seag = minv—x,Xx— u. Tenemos que& > 0, y comox—u > €
y V—Xx= g, se verifica qual < x— € < x+ € < v, por lo que[x— g,x+ €] C |. Por definicion
de limite, existeme N tal que para todm > m se verifica quéx— x,| < &, lo que implica que
X— € < Xp < X+ €y por tantox €.

b) = a). Basta considerar intervalos abiertos del fipe €,x+ €[ cone > 0. O

El nameromeN cuya existencia se afirma en el punto b) de la proposiciémianten general
dependera del intervalg lo usual es que cuantoas pequefiseal mas grandeseram. Observa
también que lo que se afirma en esta proposicién no es cientossi supone quees un intervalo
abierto. Por ejemplo, la sucesiétﬁ} — 0y ninguno de los términos de dicha sucesién esta en el
intervalo] — 1,0].

2.7 Proposicion. Silim{x,} = x se verifica que el conjunto A {x, : ne N} U {x} tiene maximo
y minimo. En particular, dim{x,} = 0 entonces el conjuntf|x,| : n€ N} tiene maximo.
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Demostracion La idea de la demostracion es clara: como{lg = x, dadoe > 0, todos los
términos de la sucesidfx,} a partir de uno en adelante estanen &,x+ €[. En consecuencia,
los conjuntosBs = {X, : X+ € <Xy} Y Ce = {Xn: Xn < X— €} son finitos aunque pudieran ser
vacios. Como todo conjunto finito y no vacio de nimeros raare maximo y minimo, es claro
que siBg # @ entonces méB;) = maxA), y siCe # @ entonces mifC;) = min(A). Para que
B: # @ enA tiene que haber elementos mayores guBara queC; # @ enA tiene que haber
elementos menores queEsto lleva al siguiente razonamiento.

Si enAno hay elementos mayores quentoncex = max(A). En otro caso hay algi € A
tal quex < x¢. Seas > 0 tal quex+ € < xx. Entonces se tiene quge B, y maxBs) = max(A).

Si enA no hay elementos menores quentonces = min(A). En otro caso hay algix, € A
tal quexp < x. Seas > 0 tal quexp < Xx— &. Entonces se tiene qug € C, y min(C) = min(A).
O

2.8 Proposicién. Sea A un conjunto no vacio y mayorado de numeros reales. bagesies
afirmaciones son equivalentes:

a) B =supA).

b) B es un mayorante de A y existe una sucesion de puntos de A quEgRs.

Demostracion a) = b). Si 8 = sup(A) entonces es un mayorante d& y para todos > 0,
existex, € Atal quef — € < X, < B. Tenemos aqui una situaciéon que se repite con frecuencia, a
saber: para cada> 0, tenemos un niumero que verifica una cierta condicion y l@geeemos es
obtener una sucesién. Lo que suele hacerse en estos cagvsieg@r una sucesion de valores
parag gue converja a cero, por ejempia,= % y para cada, sabemos que existe algun elemento
enA, que dependera en generalrje, € A, tal que — % < Xn < B. Es evidente que la sucesion

de elementos da asi obtenidgx,} converge §8.

b) = a). Supongamos qu@ es un mayorante dA y que hay una sucesién de puntosAle
{Xn}, que converge #. Seau < 3. En virtud de la proposicioR.6 tiene que haber algix, €
Ju, B + 1[NAlo que implica qual no es mayorante d&, luego8 = supA). O

Observa que la sucesién cuya existencia se afirma en el pudi®|b proposicion anterior
puede ser constante a partir de un término en adelante, £kiajge pasa A tiene maximo y
dicho elemento méaximo ess&paradadel resto del conjunto, por ejempfo= [0, 1] U {2}.

1Recuerda que una sucesién es una aplicacion, y una aphiasiie definirse de forma precisa, algo que no hemos
hecho porque no hemos dicho cémo se elige A por la condicion3 — % < Xn < B. Puede haber infinitos elementos
en A que verifiquen dicha condicion ¢cual de ellosxg®. Situaciones analogas a esta se repiten con frecuencia y
en esencia consisten en lo siguiente: para cagl®l tenemos un conjuntono vacio G C R y se trata de asegurar la
existencia de una aplicaci@n: N — R tal que¢ (n) €C, para todne N. Pues bien, la existencia de una tal aplicacion
es consecuencia de un axioma de teoria de conjuntos llaaximoa de eleccidn
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Naturalmente, hay una caracterizacion analoga a la de p@gi@én anterior para el extremo
inferior de un conjunto no vacio y minorado.

Ejercicios propuestos

45. (T)Prueba que lifx,} =0 < lim{|x,|} =0.
46. (T)Prueba que lifx,} =X <= IIm{x,—x} =0 <= lim{|x,—x|} =0.
47. (T)Prueba que lifx,} =x = lim{|xa|} = |X|. ¢ Es cierta la implicacion contraria?

48. Dadoe¢ > 0, calculam; € N tal que para todo > m; se verifique|x,— x| < € dondex,, X
vienen dados en cada caso por:

2n+3 2 B B
a)xn_m,x_g, b)xn_\/nl+1n—\/ﬁ,x_0
C =va (a>0),x=1; d =(—=],x=0
) Xo=v/a (a>0) ) X <ﬁ>

49. (T) SeaACR. Prueba queA es denso efR si, y sélo si, todo nimero real es limite de
alguna sucesion de elementosAde

50. (T) Sea{x,} una sucesion y supongamos que hay nimereso,1[, p< N, tales que
[Xnt1| < p|¥n| para todan > p. Prueba que lifx,} = 0.

Aplicacion: Dadosa €] — 1,1], ke N, prueba que linin*a"} = 0.
—>00

51. Supongamos quéx,} es una sucesion cuyo conjunto imagen es denso en un intervalo
| no vacio y no reducido a un punto. Sea € | con a < b. Prueba que el conjunto
{neN:x, €]a,b[} es infinito. Deduce que para todae | y para todos > 0, el conjunto
{neN:x—& < X, < x+ €} esinfinito.

Observa que en la definici@2 no se exige que el limite sea Unico, por elldxj} converge
a x es licito preguntar si puede haber otro numero sedistinto de x tal que {x,} también
converja ay. La respuesta es que no.

2.9 Proposicion. Una sucesion convergente tiene un dnico limite.

Demostracion Sea{x,} — x ey # x. Tomemose > 0 tal que|x— &,X+ €[N)y—€,y+ &[=3.
Puesto qugx,} — x el conjuntoA; = {neN: [X—Xy| > €} es finito. Puesto que §i—x,| < €
entoncesy — xy| > €, tenemos quB; = {NeN: [y—xy| > €} D N\A¢ y, por tanto B es infinito,
lo que prueba quéx,} no converge g. O
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2.1.1. Sucesiones convergentes y estructura de ordene

Como hemos indicado antes, para estudiar la convergenaimalsucesion dada no suele
ser lo mas aconsejable usar, de entrada, la definiBnEs preferible intentar primero otros
caminos. Generalmente lo que suele hacerse en la practissigoen relacionar dicha sucesion
con otras mas sencillas o que ya han sido previamente eddtisdyededucir de dicha relacion si
nuestra sucesion es 0 no es convergente y, cuando lo sedgretleasu limite. Por ello son de
gran utilidad los resultados que siguen en los que se estadia se comportan las sucesiones
convergentes respecto de la estructura algebraica y de dede

Para evitar tediosas repeticiones en los enunciados, nigareon frecuencia el simbolo
lim{x,} = X, que debera leerse asi: la suces{@n} es convergente y el nimero reales su
limite.

2.10 Proposicién. Supongamos quém{x,} = X, lim{y,} =y y que el conjunto de nimeros
naturales A= {neN: x, <yn} esinfinito. Entonces se verifica quely.

Demostracion Seas > 0. Bastara probar que< y+ €. Por hip6tesis existemy, m, tales que
X—E/2<Xg<X+E/2 Yy Yy—€/2<yy<y+E/2 (2.2)

para todop > my y todoq > mp. Puesto que el conjuntd del enunciado es un conjunto infinito
de numeros naturales podemos asegurar que hay algii tal quem > max{m;,my }. Por tanto
las desigualdade®.2 se cumplen para = q = m, ademas coman € A se tiene quem < Ym.
Deducimos qu&— £/2 < Xm < Ym <Y+ £/2Yy, por tantox < y+ €. O

Un caso particular de la proposicion anterior, pero fretaien la practica, es cuando ocurre
que para todos los términos a partir de uno en adelante diea@ex, < y,. Hay que advertir
gue, incluso en este Ultimo casdin cuando las desigualdades sean estrictas no puede asegur
se qudim{x,} = x sea estrictamente menor giim{y,} =y. Por ejemplo, sk,=0 ey, =1/n,
es claro que, < yn para todoneN perox=0=.

2.11 Proposicion(Principio de las sucesiones encajadaSypongamos qu.}, {¥n}, {zn} son
sucesiones tales quem{x,} = lim{z,} = a y existe un numero natural gntal que para todo
n > my se verifica que x< yn < z,, entonces la sucesidfy,} es convergente fm{y,} = a.
Demostracion Seas > 0. Por hipétesis existemy, m, tales que

A—E<Xp<O+E Y A—-E<Zg<a+Ee (2.3)

para todop > m; y todoq > mp. Seamg = max{my, my,my}. Para todon > mg las desigualda-
des2.3se cumplen pargp = g = n, ademas coma > my se tiene que, < Yn < Z,. Deducimos
que, para todam > mg, se verifica que

O— <X <Yn<Zh<a+E€



Sucesiones convergentes y estructura de orden e 40

y, por tanto,a — € <y, < a + &, es decir, lijy,} = a. O

El principio de las sucesiones encajadas es de gran utijidadusa con mucha frecuencia.
Naturalmente, cuando apliguemos dicho principio a un casoreto, la sucesiofy,} del enun-
ciado sera la que queremos estudiar y tendremos que seesaf@tinventarnos” las sucesiones
{Xn} Y {z2} de manera que se cumplan las condiciones del enunciado.ogaamejemplo.

2.12 Ejemplo. La sucesion{y/n} es convergente a 1.

Pongamosy, = /n. La eleccion de{x,} es inmediatax, = 1. Un poco mas dificil es la
eleccion de{z,}. Para ello apliquemos la desigualdad de las medias a losroéme= ;= =
Xn—2=1, Xn_1= Xn= /N para obtener que para todg> 2

n—2+2yn 2
N —— <14+ —.
vn n < +\/ﬁ

Por tanto, tomanda, = 1+ % , es inmediato que lifz,} = 1y concluimos, por el principio de

las sucesiones encajadas, que{rm} = 1. ¢

Una consecuencia inmediata de la proposiddtil es quesi cambiamos arbitrariamente
un nimero finito de términos de una sucesion, la nueva sucesi@si obtenida es convergente
silo era la de partida y con su mismo limite Esto es lo que dice el siguiente resultado.

2.13 Corolario. Sean{x,} e {yn} sucesiones cuyos términos son iguales a partir de uno en
adelante, es decir, hay un nimero natura) tal que para todo = my es %= Y. Entoncesx,}
converge si, y solo sty,} converge en cuyo caso las dos sucesiones tienen igual.limite

2.14 Definicion. Una sucesiofx,} se dice que es:

- Mayorada o acotada superiormentesi su conjunto imagen esta mayorado, es decir, si hay un
namerou € R tal quex, < u para todneN.

- Minorada o acotada inferiormente si su conjunto imagen esta minorado, es decir, si hay un
nuameroA € R tal queA < x, para todneN.

- Acotada si su conjunto imagen esta acotado, equivalentementey sirhatimeroM € R tal
que |X,| < M para todneN.

- Creciente si X, < Xn,1 para todneN.
- Estrictamente crecientesi X, < X,.1 para todmeN.
- Decrecientesi x, > X1 para todmneN.

- Estrictamente decrecientesi x, > Xn1 para todmneN.
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- Monétona si es creciente o decreciente.
- Estrictamente monétonasi es estrictamente creciente o decreciente.
Noétese que si una sucesidm,} es creciente (resp. decreciente) entonces se verifica que
Xm < Xn (resp.xm = X,) Siempre quen < n.
2.15 Proposicion. Toda sucesion convergente esta acotada.
Demostracion Supongamos que lifw,} = x. Todos los términos déx,} a partir de uno en

adelante estaran en el intervadlo— 1,x+ 1[, es decir, hay un nimerme N tal que para todo
n > mse verifica quéx,— x| < 1, lo que implica que

IXn| < [Xn—X|+[X| < 1+4|x| paratodon > m.

TomandoM = méax{1+ |X|,|x1|,...,|Xm|}, Ma&ximo cuya existencia esta garantizada por ser un
conjunto finito, tenemos qui,| < M para todmeN. O

La proposicion anterior es Util a veces para probar que uces&nno es convergente: para
ello basta probar que no esta acotada.

n
. ., - 1
2.16 Ejemplo. La sucesion{Hy} definida por H= Z o noes convergente. ¢
K=1

Para todme N tenemos que:

Hon = = l+1+ 1+l+ 1+l+1+1+ +

2”_zk - 3°'4)"\5"6 7 8 2n1+1
SO TR Y (R V(T P T (O T
- 2 \4 4 8 8 8 8 2n 2n 2

de donde se deduce que la sucegipfi_;1/k} no estd mayorada. Esta sucesion recibe el nombre
deserie armonica

2.1.2. Sucesiones monoétonas

La proposicion reciproca de la anterior no es cierta: lasaog(—1)"} es acotada y sabemos
gueno es convergente. No obstante, hay un caso especial muy enpoen que si es cierta la
reciproca.

2.17 Teorema. Toda sucesion mondtona y acotada es convergente. Mas tamenate, si una
sucesion{x,} es:
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i) creciente y mayorada, entoncBm{x,} = 8 dondef3 = sup{x,: n € N}. Ademas se verifica
que ¥ < B paratodo reN, o bien que todos los términos a partir de uno en adelante gualés

ap.

i) decreciente y minorada, entoncks{x,} = a dondea = inf{x,: n € N}. Ademas se verifica
gue o < x, paratodo reN, o bien que todos los términos a partir de uno en adelante gualés
aa.

Demostracion Probaremos) quedando la demostracion dég como ejercicio. La hipotesis de
que{x,} es mayorada garantiza, por el principio del supremo, ldendta del nimero regd =
sup{X, : neN}. Dadoe > 0, comof} — € < f3, tiene que haber algun térming, de la sucesion tal
que B — € < Xm. Puesto que la sucesion es creciente paranogon se verificara quesm < X, Y,
por tanto3 — € < x,. En consecuenci§ — € < x, < 8+ € para todan > m. Hemos probado asi
que lim{x,} = B. Finalmente, si hay algun término iguaBaxm, = 8, entonces para todo> my
tenemos qu = Xm, < Xn < 3 por lo quex,= . O
2n

2.18 Ejemplo. La sucesion{x,} definida por x= Z L es convergente. ¢
k=n+1

En efecto, como

S SR S SRS S SRS S
T 2n+2 2n+1 n+172n+2 2n+2 n+1

Xnt+1— Xn

se sigue que, 1 > X, para todone€ N, es decir, es una sucesién creciente. Ademas, para todo

neN es:
(n 1 n

- 4+ 4 =<1

n+ 1Jr * n+1 n+1

por lo que también estd mayorada. Concluimos, por el teoesrtexior, que dicha sucesién es
convergente.

Xn <

Conviene advertir que cuando se dice que una sucesion eganand se excluyda posibi-
lidad de que, de hecho, sea estrictamente mondétona. Eslpaguel, en general, suele hablarse
de sucesiones mondtonas y tan so6lo cuando tiene algunsimterécular se precisa si son estric-
tamente monétonas.

2.19 Observacion.Si una sucesiofix,} es creciente a partir de uno de sus términos, es decir, si
hay un nimero gital que X < X,,1 para todo n> my — tales sucesiones se llamaventualmente
crecientes— entonces se sigue del teorema anterior y del corola@ri8 que, si dicha sucesion
esta mayorada, es convergentBrg{x,} = sup{X, : n > mp}.

Una observacion correspondiente puede hacerse para sueEstue son decrecientes a par-
tir de uno de sus términos; tales sucesiones se llaavamtualmente decrecientes
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2.1.3. Algebra de limites

En los resultados anteriores han intervenido de maneraiabts propiedades de la estruc-
tura de orden d®. Vamos a estudiar ahora el comportamiento de las sucesiomgsrgentes
respecto de la adicion y el producto de numeros reales. lsoftados que vamos a obtener, co-
nocidos tradicionalmente con el nombredalgebra de limitesson basicos para el estudio de la
convergencia de sucesiones.

Dadas dos sucesionég,} e {yn}, se define ssumacomo la sucesioRx,+yn} y supro-
ducto como la sucesiokiXayn} -

2.20 Proposicion. El producto de una sucesion convergente a cero por una sircesiotada es
una sucesién convergente a cero.

Demostracion Sea linf{x,} =0, e{y,} acotada. Sea> 0 tal que|y,| < c para todmeN. Dado
€ > 0, existe un nimero naturalital que para toda > m se verifica quéx,| < £/c. Deducimos

que, para toda > m, se verifica quéXxayn| = [Xa||Yn| < £C= €, lo que prueba que lifxnyn} = 0.
O

2.21 Teorema.SupongamoBm{x,} = x ylim{y,} =y. Entonces se verifidan{x,+yn} = x+YV,

lim{xnyn} = xy. Si ademés suponemos que40 para todo re N y también que ¥ O, entonces

(% X
limd 224 =2,
Yn y

Demostracién Dadog > 0, por hip6tesis existemm, m, tales que
X—E/2<Xg<X+E/2 Yy Y—E€/2<yq<y+E/2 (2.4)

para todop > my y todoq > mp. Seamy = max{m,, my}. Para todo > mp las desigualdadez 4
se cumplen par@ = g = n, por lo que, sumandolas término a término, deducimos que

X+Y—E<Xn+Yn<X+Yy+E
cualquiera sea > my, lo que prueba que lifix,+yn} = X+.
Por otra parte, teniendo en cuenta las proposici@ngsy 2.20, se deduce de las hipotesis

hechas que lif(x,— X)yn} = lim{x(yn—y)} = 0. Se deduce ahora de lo arriba probado y de la
igualdad

XnYn — XY = (Xn— X)Yn+X(Yn—Y)
que lim{x,yn — Xy} = 0, es decir, lifixayn } = xy.

. % X L,
Finalmente, para probar que h{ﬂyﬂ} = v probaremos que la sucesién
n

{ﬁ_i‘}:{w}
Yn Y YnY
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converge a cero, para lo cual, teniendo en cuenta qyelim ynx} = xy—yx=0, y la proposi-

cion 2.20, bastara probar que la sucesi{nyl} esté acotada. Puesto que {ym} =y, se deduce
n
de la desigualdad
Yl = VI < [yn =Vl

que lim{]yn|} = |y|. Por tanto todos los términos de la sucesifi|} a partir de uno en adelante

estaran en el intervaldy| /2, —[, es decir, hay umpe N tal que para toda > mg es|yn| > |y|/2.

: 1 1 1 2 . 1
PongamosK = max{— } Se tiene entonces qLWI)e/;| < K para todneN.
n

yal " Iyl [Ymol 1Y
. [ 1 , .,
Hemos probado asi que la sucesm{ny—} esta acotada, lo que concluye la demostracién del
n
teorema. 0

Hay que leer con atencion las hipétesis del teorema anfeai@ no hacer un uso incorrec-
to del mismo. En particular, no hay que olvidar dassuma de dos sucesiones no convergentes
puede ser una sucesion convergemer ejemplo, las sucesiongs=n, y, = —n, N0 SON con-
vergentes pues no estan acotadas, pero su sym§, = 0 es, evidentemente, convergente. Por
tanto,antes de escribitim{x, + yn} = lim{x,} + [im{y,}, hay que asegurarse de que estos ulti-
mos limites existen, es decir, que las sucesidmgs, {y,} convergen, pues pudiera ocurrir que
la sucesion{x, +yn} fuera convergente y no lo fueran las sucesion@$, {y»}. Analogamente,
basta considerar las sucesiongs=y, = (—1)", para convencerse de gelproducto de dos su-
cesiones no convergentes puede ser una sucesion coneegygentconsecuencia, observaciones
analogas a las hechas antes respecto de la suma también paedese respecto del producto de
sucesiones.

Ejercicios propuestos

52. Estudia la convergencia de las sucesiones:

n

a) xn:n2<%nl> : b) x, =va'+b" (a>0,b>0)

n 1 d n k
C) Xn= ; = \/1+= -1
)% kzl k+n? )% k; n

E(n°x)

5 (XeR); f) xa=vn+1+vn+2-2y/n

e) Xn=

Sugerencias: en todos los casos puede usarse el princif@ie siecesiones encajadas. Para

. - X X
d) prueba que, st > —1, entonces se verifica qu)fz.*%_—2 <V1+x-1< >

53. Calcula los limites de las sucesiones:
3n_|_ (_2)[1
a) Xn = L ()T
b) yn =N ({‘/4n2+3 - \/2n>.
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n+1 n+2 n-+n

C = — —_— .. _
) 7 n2+1+n2+2 n2+n

54. (T) a) Seaa > 0. Prueba que la sucesié[r{”/é} es monétona y convergente y calcula su
limite.

b) Supongamos qug,} — X > 0. Prueba que lif/xn} = 1.

En el siguiente ejercicio la estrategia es siempre la migstadiar la monotonia y la aco-
tacion.

55. Estudia, en cada uno de los siguientes casos, la conveagdada sucesiokx,} definida
para todane N por:

a) X1=1, Xnr1=1/3%n;

4+ 3%,
b) x1=1, Xp1=——;
) 1 ) n+1 3+2Xn
Xn— 2
c) xu=a, =— (=2<a<-1);
) X1 Xn+1 X0t ( )

d) xi=a, Xpi1=a+ ()% (a>0);
e) xi=0a, ¥n1=2+)° (-2<a<l)

1 5
f) X1=5, Xnp1=3 <Xn+ —>

2 Xn
0 X1=1 Xu1=+vV1+X
6+ 6%
h =4 = .
) X1 Xnt+1 112

56. Dadoa > 0 cona # 3, sea{X,} la sucesion definida para tode N por:
X1=2a, Xnp1=12+3.

Estudia la monotonia y la convergencia de dicha sucesion.
Sugerencia. Deberéas distinguir los casos 3y a < 3, y tener en cuenta el signo del
polinomio x% — 2x— 3.

57. Se define una sucesidm,} porx; = 2, y para todme N:

_3xn+5
X +3

Xn+1

1. Prueba que la sucesi¢r,} es estrictamente creciente y mayorada.
1
2. Prueba que & v/5—%p 1 < g(\/ﬁ— Xn).-

3. Calculane N por la condicién de que @ v/5—Xq1 < 1074,
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58. Dadosh; > a; > 0, definamos para todos N:

e an+Db,
anr1= anbn bn-&-l = 2 n.

Prueba que las sucesiones asi definidas son monotonas ygeanaémismo numero (que
se llamamedia aritmético-geométricadea; y by).

59. (T)Dadas dos funciones polinomic®Q, tales que el grado d@ es mayor o igual que el
grado deP y Q(n) # 0 para todme N, prueba que la sucesic'{ﬂ%} es convergente y

calcula su limite.

60. Calcula los limites de las sucesiones:

a) Xo»=Vvn?+3n+2-n b)xn:<\/n2+ﬁ—n>(\/m4r\/%>

C) Xn=vVnM+1—vn+1

2.2. Logaritmos y exponenciales

En esta seccion vamos a definir dos de las mas importantasriesade las matematicas: la
funcion logaritmo natural y la funcién exponencial. La ségie desigualdad sera de gran utilidad
en lo que sigue.

2.22 Proposicion(Desigualdad basicajCualesquiera sean los numeros reales positivos distintos
a, b, y para todo nimero natural n, se verifica que

(2.5)

n+1
' < <a+ nb>

n+1

Demostracién En la desigualdad de las medias

yt+ap+---+ant1

MYa1d - At <
182 -+ 8nt1 N1 )

donde losn+ 1 nimerosay, ay, . .., an 1 SON positivos y no todos ellos iguales, hagaraps: a,
a=---=an,1 = b, con lo que obtenemos

"Yab < eﬁnf (2.6)

desigualdad que es equivalente a la del enunciado sin médeyae a la potencia de ordent 1.
O
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Usaremos también el hecho elemental (ver ejercididy 54) de que para toda > 0 es
lim{ya}=1.

No esta de mas recordar que, dade 0 y ne N, representamos pgyx al inico nimero real
mayor o igual que 0 cuya potenadieésima es igual & Naturalmente,/x = x.

2.23 Proposicion. Para todo numero real positivo 1 se verifica que la sucesidm(y/x— 1)}
es estrictamente decreciente y convergente.

., nyx+1
Demostracion Basta hacer er2(6) a= 1, b = /X, para obtener qué'y/x < ++

, es decir,
n+1

(n+1)"y/X < nyx + 1, sumando ahora —n —1 en ambos lados resulta
(n+1)( "/x—1) < n(y/x—1), lo que prueba que la sucesion es estrictamente decrec&inte
x > 1 dicha sucesiéon converge por ser decreciente y estar rdm@@ cero. Si & x< 1 pode-
mos escribim(y/x— 1) = —n({/1/x— 1)y/X, y como lim{y/x} = 1,y 1/x > 1, deducimos, por
lo ya visto, que también hay convergencia en este caso. O

2.24 Definicidn. La funciénlogaritmo natural, también llamaddogaritmo neperianoo, simple-
mente, logaritmo, es la funcidiog : R™ — R definida para todo x> 0 por

l0g(x) = lim {n(y/X—1)}.

El siguiente resultado es consecuencia de la proposici@niany del teorema2.17).

2.25 Proposicion. Para todo x> 0, x # 1, y para todo re N se verifica que:

log(x) = inf{n(y/x—1) : neN} < n(y/x—1) (2.7
2.26 Teorema.Cualesquiera sean los nimeros positivog ge verifica que

l0g(xy) = log(x) + log(y); Iog<§> — log(x)  log(y).

Ademas la funcién logaritmo es estrictamente crecient@ en

Demostracién Tomando limites en la igualdad

N(Yxy—1) =n(vx—1)Yy+n(yy—1)

y teniendo en cuenta que I{yy} = 1, obtenemos logy) = log(x) +log(y). Como, evidente-
mente, logl) = 0, haciendo en esta igualdad= 1/y deducimos que ldd./y) = —log(y). Lo
que, a su vez, implica que

log <;—(/> =log (x%) =log(x) — log(y).
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La desigualdad?.7) implica que lodt) < 0 para toda €]0,1[. Si X,y son nUmeros positivos
tales quex <y, entonces & x/y < 1 por lo que logx) —log(y) = log(x/y) < 0, es decir, logx) <
log(y), lo que prueba que la funcién logaritmo es estrictamenteente. O

Nuestro propésitop ahora es probar que la funcién logarésana biyecciéon d&* sobre
R. Para ello bastara probar que es sobreyectiva ya que, altsetaanente creciente, es inyectiva.
El siguiente resultado sera de utilidad a este respecto.

2.27 Lema. Sealim{x,} = x cumpliéndose qué < x, < x para todo reN. Entonces se verifica
quelim{n(y/x,— 1)} = log(x).
Demostracion Puesto que
(% — 1) — log(x) = n(¥/% — 1) — (Y%~ 1)+ n(Yx— 1) —log(x) =
= (V% — V%) +n(¥x— 1) —log(x)
bastara probar que(y/x— y/X,) — 0. Para ello pongamag, = /X — v/X,, con lo quez, >0 y
/X = Zy+ V/%n, l0 que implica que

X = (zn+\”/x_n)”=xn<1+ \/z;%n>” > xn<1+ %)n >xn<1+ ”_ZD

. X—X . L
de donde se sigue que<0Onz, < 1/ para todane N, y concluimos, por el principio de las
sucesiones encajadas, qug = n(y/X— /%) — 0. O
El nimero e.

. . 1
DadoneN, haciendo en la desigualda2l®) a=1,b=1+ o obtenemos que:

1n 1 n+1
1+- 1+— .
(147) < (+753)

Sustituyendo er(5) nporn+1,a=1,b=n/(n+1) y pasando a inversos obtenemos que:

1 n+2 1 n+1
<1+—> < <1+—> .
n+1 n

. g 1\" . . ntl
Hemos probado asi que la sucesignr= <1+ ﬁ) es estrictamente crecientg,ge= <1+ ﬁ>
es estrictamente decreciente. Ademas, camg X, <Yn < Y1 para todmeN, resulta que ambas
. , 1 )
sucesiones son acotadas y, al ser mono6tonas, son conestgéntnoy, = X, <1+ ﬁ) se sigue

que lim{x,} = lim{y,}. El valor comun de este limite es un nimero real que se repeeper la
letra “e”. Asi, e R es el nUmero real definido por:

n n
e=Iim <1+%> :sup{ <1+%> :neN}
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1 n+1 1 n+1
e:lim<1+ﬁ> :inf{<1+ﬁ> :neN}.

En particular, para todas me N se verifica que:

n m+1
<1+}> <e<<1+ 1) (2.8)
n m

Haciendon = 1, m= 6 obtenemos una primera aproximacion de €,2< 3.

y también

2.28 Proposicion.Dado un numero real ¥ 0 se verifica que

AN X n+1
(1+3) < <1+—>
n n+1

. ; - X\N -
para todo numero natural » —x. Ademas la suce3|o{1(1+ ﬁ) } es convergente y su limite
es un numero real positivo.

L, . X . :
Demostracién Parane N tal quen > —x se tiene que % - > 0. Haciendo en la desigualdad
X AN X n+1
basicaa=1,b=1+ o obtenemos qué1+ ﬁ) < <1+ m) . Hemos probado asi que la
L X\N . . , .
sucesmn{ (1+ ﬁ) } es eventualmente estrictamente creciente y, segun lo dithe observa-
cion 2.19, para probar que converge es suficiente probarsa@eotada. Para ello spa N tal

quep > |X|. Se tiene que
n n n
<<1+M> <(1+8)
n n

(2+3)

n
Sabemos, por lo ya visto, qL{e(1+ ﬁp) } es creciente, por lo que

(1+ ﬁp)n < <1+ %)np: [<1+ %)n} e

. . X\N . X\N
Deducimos asi qu%(lJr ﬁ) ‘ < eP para todoneN, lo que prueba que la suce3|§r(1+ ﬁ) }
esta acotada. Finalmente, como se indico en la observadi®nt@nemos que

i {43y =] (15 ) e

y, por tanto, 0< lim {(14-)—;)”}. 0

n—oo

X
e
n

2.29 Definicién. La funcién exponenciales la funcién expR — R* definida para toda € R

por:
o~ {(1+2)'}
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Observa que exp) = e, y que exf0) = 1. .
2.30 Teorema. La funcién logaritmo es una biyeccién & sobreR cuya inversa es la funcién

exponencial.

Demostracién Dadot € R, fijemospeN, p > —t, y definamos
1 tAN
xnziexp(t) para 1< n<p, X,= <1+ﬁ) paran > p+ 1.

Tenemos que lifx,} = exp(t) y ademas &< x, < exp(t). Aplicamos ahora el lem2.27a dicha
sucesion{x,} para obtener que

lim{n(v/x, — 1)} = log(exp(t)).

Por otra parte, para todo> p+ 1 se tiene que

n(ﬁ-l):n(,”/(nin)n—l) :n<1+£n—1) _t,

Luego, por la unicidad del limite, ha de det log(exp(t)). Hemos probado asi que la funcion
logaritmo es sobreyectiva y, como ya sabiamos, tambiényestiva. Queda asi probado que
dicha funcion es una biyeccion @& sobreR. La igualdad logexp(t)) =t para todot € R, nos
dice ahora que la funcién exponencial es la biyeccion iavdesla funcion logaritmo. O

2.31 Corolario. La funcién exponencial es estrictamente crecient® grse verifica que

exp(Xx)
exp(y)

exp(x+y) = exp(x)expy), expx—y)=

cualesquiera sean los numeros reales x e y.

Demostracion Teniendo en cuenta que= log(exp(x)), y = log(exp(y)) y que el logaritmo es
estrictamente creciente, se deduce quesy entonces ha de ser necesariamente>expexp(y).
De otra parte, como

log(exp(x+y)) = x+y = log(exp(x)) +log(exp(y)) = log(exp(x) exp(y))

se sigue que exXg+y) = exp(x) exp(y). Haciendo en esta igualdad- —y obtenemos exp-y) =
1 exp(X)

——— por lo que expx—Yy) = exp(X)exp(—y) = . O

expy) POl px—y) = exp(x) exp(—Y) exply)

2.2.1. Potencias reales

Pretendemos dar significado a la expresi®para todo nimero real positiwoy todo nimero
realy. Ya hemos definido, en el Capitulo 1, las potencias enteras d€imero real y estudiado
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sus propiedades. También hemos definido y estudiado laegeates de las raices n-ésimas, esto
es, de las potencias de la form&"= /X paranc N.

Dadosx > 0, p € Z y qeN, definimosx® 9= /'xP. Notemos primero quéyx)P= ¥xP pues

(%)) = (§%)7= (¥%))° =,

Naturalmente, debemos probar quepsg = m/n dondeme Zy ne N, entoncesx”’ 9= x™"_ En
efecto, puesto quen= gm tenemos que

((F3)7) ™= ((¥3)%)"=xP"=xT™= (&))"= (%))

an an
es decir,(xp/q> = (xm/”) , lo que implica quex’9= x™". En consecuencia, sies un nimero
racional podemos definir, sin ambigiiedad alguna, la patefigior X' = x”/9, dondep e Zy qeN
son tales que = p/q.

Observa que la definicion dé parar racional se reduce a las ya conocidas para los casos
particulares en que es un entero o el inverso de un natural, asi mismo la notacijaleada es
coherente con las notaciones usadas antes para tales agfmggres.

2.32 Proposicion.Para todo nimero racional¢ Q y todo nimero real y se verifica qegp(ry) =
(exp(y))". En particular,exp(r) = €. Ademas, para todo« R se verifica que

exp(x) =sup(e : reQ, r <x}.

Demostracion Utilizando la propiedad de la exponencial éxpy) = exp(x) exp(y), se prueba
facilmente por induccion que para tode Ny todoye R se verifica que exmy) = (exp(y))". Si
ahoran es un entero negativo tenemos que:

1
exp(y)

Concluimos que exmy) = (exp(y))" para todon€ Z y todo y € R. Deducimos ahora que

expiny) = exp(—n(—y)) = (exp(~y)) " = ( ) — exply)"

m

(exp(%y)) = exp(y) para todome N, esto es, exé%) = y/exp(y). Luego, exr(%y) =

(exp(%))n: (\”‘/exp(y))n, de donde se sigue la primera afirmacion del enunciado. HRr par
cular, exgr) = (exp(1))" = € para toda €Q.

Dadox € R, seaC = {€ : r € Q, r < x}. Claramente exx) es un mayorante de por lo
quea = sup(C) < exp(x). Si fueraa < exp(x), entonces logx) < x y, por la densidad d@ en
R, hay algunr € Q tal que loda) < r < x. Pero entonces se tiene qae< exp(r) = €, lo que
es contradictorio pues e C. Luego a = exp(X). O
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La proposicion anterior justifica la notacién que suele sesaara exfx), dicho niumero se
representa simbolicamente pofyepuede interpretarse como “la potengidel nimero e”. En
lo sucesivo nosotros también usaremos dicha notacion yegeenos la notacion exp para
aguellos casos en que aparezcan expresiones complicagbsx@onente.

Acabamos de probar queY)" = €Y para todoy € R y todor € Q. Dadox > 0, ponemos
y =log(x) y obtenemos que" = exp(rlog(x)). Esta igualdad, valida para todo- O y para todo
r € Q, justifica la siguiente definicion.

2.33 Definicion. Dados dos numeros reales- 0 ey € R, se define la potenci® debasexy
exponentey como el numero real dado por

x’ = exp(ylog(x))

Definimos también 0= 0 para todox >0y (° = 1.

Los comentarios anteriores justifican la consistencia t@edeginicion con la antes dada para
exponentes racionales, asi como la coherencia de las sr¢aoempleadas en ambos casos. Las
propiedades béasicas de las potencias de base y exponaltssse indican a continuacion y se
proponen como facil ejercicio.

2.34 Proposicién(Leyes de los exponentesfualesquiera sean & 0, b > 0y para todos xy
enRR, se verifica que
aty=aa; (&)Y =aY (ab)*=ab"

2.35 Definicion. Dado un nimero positiva > 0 la funcién exp: R — R*, definida para todo
x € R por exp(x) = & se llamauncion exponencial de base.

Dado un nimero positiva > 0y a## 1, la funcion log : R™ — R, definida para todg € R

log(x)

por log,(x) = og(@)’ se llamafuncion logaritmo de basea.

Dado un nimero red la funcién deR* enRR, definida para toda > 0 por x — xP, se llama
funcién potencia de exponenté.

Las propiedades de las funciones exponenciales, logariynpotencias, acabadas de definir,
se deducen facilmente de las propiedades de la funcién erpiah y de la funcion logaritmo
natural; por ejemplo, la funcion logaritmo de bases la funcion inversa de la exponencial de
basea.

Vamos a ver a continuacion algunas desigualdades de gligladi&n las que intervienen las
funciones exponencial y logaritmo.
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. X : . .
2.36 Proposicién.a) T x < log(1+x) < x paratodo x> —1,y la desigualdad es estricta si

x# 0.

log(1+x) 1‘ IX|

b) X 1+ X

para todo x> —1,x# 0.

c) x< e—1< xe* paratodo numero real X, y la desigualdad es estricta i &
e—1

d) 'T —1' < |€*—1] paratodo x# 0.

Demostracién a) Sabemos que Idqy) < n(t/"— 1) para todot > 0,t # 1 y todone N. En

particular, paran=1, log(t) <t —1 para toda > 0,t # 1. Sustituyendd por 1+ x obtenemos

log(1+ X) < x para todox > —1,x # 0. Para estos valores dese tiene que el nimerp=

Toix 1 también verifica que > —1, z+# 0, luego, por lo ya visto, se tendra que (bg-z) < z,

es decir,l—ix < log(1+ x). Queda asi probado el purd®

b) Se deduce facilmente d8 dividiendo ambos lados de la desigualdad goy tratando por
separado el caso en gue> 0 y el caso en que < 0.

) Si x# 0, el nimeroz= e*—1 verifica quez> —1,y z+ 0, por consiguientelJZr—Z < log(1+

7)<z, es decir,exTl < x< €-1, y de aqui se sigue de forma inmediata la desigualdad del
apartadc).

d) Se deduce facilmente dg dividiendo ambos lados de la desigualdad goy tratando por
separado el caso en gue> 0 y el caso en que < 0. O

2.2.2. Sucesiones de exponenciales y logaritmos

A continuacién vamos a estudiar sucesiones de exponengiddgaritmos. El resultado ba-
sico al respecto es el siguiente.

2.37 Proposicion.a) Una sucesiofx, } converge a x R si, y solo si, la sucesiofe* } converge
ael.

b) Una sucesion de nimeros positiigg } converge a un namero positivoxyO0 si, y sélo si, la
sucesion{log(yn)} converge dog(y).

Demostracién Teniendo en cuenta que la funcién exponencial es crecisatdeduce inmedia-
tamente que s{x,} esta acotada entonces tambi@? } esta acotada. Esta observacion, junto
con la desigualdad

Xp < €0 —1 < X, €0
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probada en la proposicion anterior, y el principio de lagsianes encajadas, nos permiten dedu-
cir que si lim{x,} = 0 entonces lifg®} = 1. Si ahora suponemos que firg} = X, se tiene que
lim{x,—x} =0y, por lo ya visto, lije®*} = 1, de donde, por ser‘e= e *¢€*, se sigue que
lim{e®} = e*. Hemos probado una parte de la afirma@ydel enunciado.

Supongamos ahora qyg,} es una sucesion de nameros positivos coqyip= 1. Pongamos
Z,= ¥n— 1. Claramentez, > —1, por lo que, segun hemos probado en la proposicién anteeor

verifica la desigualdad 2

1+z,
Teniendo ahora en cuenta que {zx} = 0 deducimos, por el principio de las sucesiones en-
cajadas, que liglog(yn)} = 0. Si ahora suponemos que fiya} =y siendoy > 0, entonces

lim {y_;} = 1Yy, por lo ya visto, sera Iir{log <y_;> } = = lim{log(yn) —log(y)} = 0, es decir,

< log(1+2z,) =10g(¥n) < Zn.

lim{log(yn)} = log(y). Hemos probado una parte de la afirmadijdel enunciado.
Las afirmaciones reciprocas se deducen de las ya probadas:

Si{e%} converge a’t entonces haciendg = €% e y = €%, se verificard, por lo ya visto, que
{Xn} = {log(yn)} converge ax = log(y).

Si {log(yn)} converge a lofy), haciendax, = log(yn) y x = log(y), se verificara, por lo ya
visto, que{yn} = {€“} converge ay = exp(x). O

El siguiente resultado es uno de los mas Utiles para el catieulimites de sucesiones.

2.38 Teorema.a) Para toda sucesiofix,} tal que —1<x, # 0 para todo reNy lim{x,} =0,
se verifica que
fim 1091+ %0)
n—o0 Xn
b) Para toda sucesiofix,} tal quelim{x,} =0y %, # 0 para todo re N, se verifica que

=1, y rl]m(l+xn)l/X”: .

,oen—1
[im
n—oo Xn

=1

Demostracién a) En virtud de la desigualdad probada en el putde la proposiciér2.36 para
todoneN se verifica que

Xl
1+ X,

log(1+ Xn)
Xn

1 <

. . . Iﬂﬂ§ 1+ X%, .
de donde se sigue inmediatamente que %) = 1. Deducimos ahora que
Lo X

n—oo

. . log(1+ Xn)
m /% _ PO\-TA) ) _
lim (14 xp)™* = AmeeXp< ) =exp(l) =e.
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b) Puesto que life*} =1 vy, en virtud de la desigualdad probada en el puah)tde la proposi-
cion 2.36 para todane N se verifica que

en—1
Xn

—1' < |eh-1],

. ; e?(n —
deducimos que lim—— =1. O
n

—0  Xp

2.39 Corolario. a) Para toda sucesiofix,} tal que 0 < x, # 1 para todo re Ny lim{x,} = 1,
se verifica que

fim 1090%) _ ;.
n—ow X, —1

b) Para toda sucesiofix,} tal que % ¢ [—1,0] para todo re Ny lim {xi} =0, se verifica que

n

1 Xn
[im <1+—> =e.
n—oo Xn

., . , 1
Demostracién Poniendo, segln sea el cagoo elb), z,=x,—1, 0 z,= < tenemos que, en

cada caso, la sucesidm, } verifica las hipoptesis del pun#) del teorem&.38por lo que

log(1
im log(1+z) _ 1,y Im1l+z)Yo=¢
Nn—o0 Zn Nn—o0
eguivalentemente
. lo ’ 1\
lim LX”) =1 vy lim <1+—> =e. O
n—ew X, —1 n— o0 Xn

Ejercicios propuestos

61.

62.

63.

¢ Cual de los dos nimeros 1.234.56%568y 1.234.568234-567es el mayor?.

Prueba que para todte N se verifica la desigualdad

(n+1)" _ ,_ (n+1"
<<

(T) Para cadac N sea

—1+ i logm) e 2
Xn— 2 n g 9 Yn—Xn n‘

Prueba quéx,} es estrictamente decrecientéyg} es estrictamente creciente. Deduce que
ambas sucesiones convergen a un mismo nuamero. Dicho nim#ams laconstante de
Euler, se representa por la letra griega
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a) Deduce que | I|rn 1+1/2+--+1/n =1
log(n)
b) Justifica ue I| —+i+ = 1 =log2
q nti nt2 onf =99
- ; 1 1 1 (—pn+t
f i 1— = — =4 = .
c¢) Justifica qu%ﬁlor;r{ 5 + 5 372 +--+ . log2

64. a) Prueba las desigualdades
0<Iog$<x(x>0); x<|og#<0(x<0).

b) Dadox # 0 definamos¢ = X, y para todneN:

-1
X1 = log .

Estudia la convergencia de}.

65. Calcula los limites de las sucesiones

log(n) nlog(1+1/n)—1 N .
a) -1 b) Arinr_e c) n(v/2—1/n—1);

2.3. Sucesiones parciales y valores de adherencia

Sea{x,} una sucesion de numeros reales; dada una aplicacid%— N estrictamente cre-
ciente la sucesion que a cada nimero natur&lace corresponder el numero regl, se repre-
senta po{xq(n) } ¥ Se dice que es urgucesion parcialde {x,}. Notese queX, )} no es otra
cosa que la composicion de las aplicaciofveg y 0, esto es{Xyn)} = {Xn} 0 0.

2.40 Ejemplos. Las sucesione$l/n?} y {27"} son sucesiones parciales de la suce$igm}.
DadogeN las sucesione%xqm}neN Y {Xgn}nen SON sucesiones parciales g }.
Las sucesioneSxon} y {Xon—1} SON sucesiones parciales e }.

Se dice que un nimero reales unvalor de adherenciade una sucesiofix,} si hay alguna
sucesion parcial déx,} que converge a.

2.41 Proposicion. Si {y,} es una sucesion parcial de.} y {zn} es una sucesion parcial de
{yn}, entoncesz,} es una sucesion parcial de,}. En particular, un valor de adherencia de
una sucesion parcial déx, } también es un valor de adherencia {4 }.
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Demostracion Pongamogn = Xg(n)» Zn = Yp(n) dondeo, ¢ : N — N son aplicaciones estricta-
mente crecientes. Definiendp= oo ¢ : N — N, se tiene quay es estrictamente creciente y

Zn = Yp(n) = Xo(g(n)) = Xy(n)- O

Los siguientes resultados que vimos en el capitulo | ser@aogsen lo que sigue.
2.42 Proposicion.

a) Sea¢ : N — N una aplicacion tal quep (n) < ¢ (n+1) paratodo ne N. Se verifica entonces
que¢(n) > n para todo ne N.

b) Sea A un conjunto infinito de nimeros naturales. Entonxisteeuna biyeccion creciente de
N sobre A.

2.43 Proposicion. Silim{x,} = x, toda sucesion parcial dgx,} también converge a x. En par-
ticular, una sucesion convergente tiene como Unico valadberencia su limite.

Demostracion Sea{x,} — X, Y {Xg(n)} una sucesion parcial dg, }. Dadoe > 0, existeme N
tal que para todm > m se verifica quex,— x| < €. Puesto ques(n) > n, para todon > m se
tiene quelXy(n) — X| < €. Lo que prueba quéxy(n) } — X. O

El resultado anterior es muy Util para probar que una sutcesiés convergente pues para ello
basta con que tenga una sucesion parcial no convergentesocisones parciales convergentes
a limites distintos.

La sucesion{(—1)"} tiene las sucesiones parciales-1)"} = {1}, ¥ {(-1)*"1} =
{—1},cy que convergen respectivamente a 1 ¥k Volvemos a obtener asi q4¢—1)"} no
es convergente.

Damos a continuacién una Util caracterizacion de los valdecadherencia de una sucesion.

2.44 Proposicion. Sea{x,} una sucesion y x un namero real. Equivalen las siguientesafir
ciones:

i) X es un valor de adherencia de,}.

ii) Para todo intervalo abierto | que contiene a x se verifiaaecel conjunto de nimeros
naturales{neN: x, € | } es infinito.

i) Para todo € > 0 el conjunto de nimeros naturaléec N: x—€ < x, <X+ £} es infinito.

Demostracion Supongamos que hay una sucesion paréil, }, convergente &. Dado un
intervalo abiertol que contenga &, sabemos que hay un nimemg € N tal que para todo
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p > my se verifica quey(p) € |. Deducimos que
{neN:x €1} 2 {a(p): p=> mo}

y, por ser la aplicaciow, estrictamente creciente, y por tanto inyectiva, el caojw(p) : p >
mp} es infinito, luego también lo es el conjurfioeN: x, € 1 }. Hemos probado asi gieimplica
ii). Siendo evidente qu@ implicaiii), para acabar probaremos diigimplicai).

Por hipotesis para todoc N el conjunto
Ac={neN:x—1/k< x, < x+1/k}
es infinito. Por tanto, cualesquiera sean los nimeros tedlka, el conjunto
Bpk={neAc:n> p}
no es vacio. Haciendo uso del principio de buena ordenaciderpos definip : N— N por:

¢ (1) = min(Aq)
¢ (k+1)=min(By) k1) paratodokeN.

Con ello es claro que (k) < ¢ (k+1), y ¢ (k) € Ac para toddke N. Por tanto{x ) } es una su-
cesion parcial dgx,} y como [x—Xm)| < 1/n para todmeN, deducimos quéx,n } converge
ax O

2.3.1. Elteorema de Bolzano - Weierstrass

Es importante advertir que una sucesparede tener un Unico valor de adherencia y no ser
convergentePor ejemplo, la sucesion dada para todoN por x,= (1+ (—1)")n+1/n, no es
convergente y tiene a 0 como Unico valor de adherencia. Banmloiede ocurrir que una sucesion,
la de los niumeros naturales por ejemplo, no temggun valor de adherencia. Vamos a ver a
continuacion que estos comportamientos no pueden darsicesiones acotadas.

2.45 Lema. Toda sucesion de numeros reales tiene una sucesion parciadtona.

Demostracion Sea{x,} una sucesion y definamos
A={neN:x,>Xxp paratodop > n}

Podemos visualizar el conjunt como sigue. Consideremos en el plano los segmentos de ex-
tremos(n,x,) Y (n+1,%1+1), n=1,2,3,.... Resulta asi una linea poligonal infinita y podemos
imaginar que dicha linea es el perfil de una cordillera cuyeshces y valles son los puntos
(n,%y). Imaginemos ahora que los rayos de luz del Sol, paralelge aleabscisas, iluminan di-
cha cordillera por el lado derecho (el Sol estaria, puasadit en el infinito del eje de abscisas
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0123456 7 8 91011121314151617181920
Figura 2.1. Puntos de sol y de sombra

positivo). Pues bien, un nimero natungdertenece al conjunt@si el punto(n, x,) esta iluminado
y no pertenece A si dicho punto esta en sombra.

Supongamos qua es infinito. En tal caso sabemos (ver proposi@d?) que hay una apli-
caciono : N — N estrictamente creciente cgnN) = A. Resulta ahora evidente que la suce-
sion parcial{xy(n } es decreciente pues todos los puntogn), ;) estan iluminados y, por
tanto, ninguno de ellos puede hacerle sombra a uno antBeamanera mas formal, como pa-
ra todone N eso(n) € A se verifica quexsn) > Xp para todop > ad(n); en particular, como
o(n+1) > o(n), se tiene quey(n) = Xg(ni1)-

Si A es finito podemos suponer, sin pérdida de generalidadAgu@®. En tal caso, para todo
ne N hay alginp > n tal quex, < X, (pues todo puntgn, x,) esta en sombra). Podemos definir
ahora una aplicaciéa : N — N estrictamente creciente de la siguiente forma:

ol)=1
o(n+1)=min{peN:o(n) <py Xgmn <Xp} paratodone N

Resulta ahora evidente que la sucesion pafeigl, } es estrictamente creciente pues cada punto
(0(n),Xs(n)) deja en la sombra al anterior. O

Como consecuencia de este lema, de que toda sucesién pireiabh sucesion acotada es
una sucesién acotada y del teorend7, obtenemos el siguiente importante resultado.

2.46 Teorema(Teorema de Bolzano -Weierstras§jpda sucesion acotada de numeros reales
tiene alguna sucesion parcial convergente. Equivalentéenéoda sucesion acotada de nameros
reales tiene al menos un valor de adherencia.
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Podemos precisar algo mas este resultado.

2.47 Proposicion.Una sucesion acotada no convergente tiene al menos dossgaleradheren-
cia.

Demostracion Sea{x,} acotada y no convergente. Sean valor de adherencia de,}. Como
{X»} no converge & tiene que haber ua > 0 tal que el conjuntdA; = {neN:|x,—2 > €}
es infinito. Por la proposicié2.42 sabemos que hay una aplicaciéon N — N estrictamente
creciente tal que(N) = A.. Pongamogn = X4(n)- La sucesio{y, } esta acotada y, por tanto tiene
algun valor de adherencia = lim{y, ) }. Sabemos por la proposiciéh41 quew también es
valor de adherencia d,}. Como para todo€ N es|Yyn) — 2| = [Xg(4(n)) — 2| = €, deducimos
que|lw—z > €y por tantow # z O

2.48 Corolario. Una sucesion acotada es convergente si y sélo si tiene uo walor de adhe-
rencia.

Ejercicios propuestos

66. Sea{x,} una sucesion tal que las sucesiones parcigdges, {Xon-1} Y {Xsn}, SOn conver-
gentes. Prueba qye,} es convergente.

67. (T) Sea{x,} una sucesién y supongamos dquen} — ay {Xn-1} — b. Prueba que los
Unicos valores de adherencia i} sonay b. Justifica que sa = b entonces{x,} es
convergente.

68. Sabemos que existen biyeccionesNisobreQ; sea¢ una de ellas y sefx,} la sucesion
de nameros reales definida par= ¢ (n) para todne N. Prueba que todo numero real es
un valor de adherencia de;}.

69. Sea A el conjunto de los valores de adherencia de una cierta sucesiotada. Sea
z=1im{z,} donde, para todoe N, z, € A. Prueba que € A.

70. Dadosb> a >0, estudia la convergencia de la sucedign} definida para todo< N por:

2Xan-',-l

X1=a, Xo=Db Xnpo2=—"""—.
’ ’ Xn+ Xnt1

2.3.2. Condicién de Cauchy. Teorema de Complitud d&

Si volvemos a leer la definicién de sucesidn convergentecpague para estudiar la conver-
gencia de una sucesidix,} debemos ser capaces de “adivinar”, de alguna manera, suleosi
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limite. De hecho, una idea bastante extendida consistersrapgue es lo mismo probar la con-
vergencia de una sucesion que calcular su limite. Esto nelésdb correcto; son relativamente
pocas las sucesiones convergentes cuyo limite puedevafaetite calcularse. Cuando se estudia
la convergencia de una sucesipn }, la mayoria de las veces, lo que conocemos es, justamente,
la sucesion y, naturalmente, se desconoce su posible knieal pudiera, incluso, no existir.
Por ello interesa tenairiterios de convergencia intrinsecos a la sucesiés decir, que no ha-
gan intervenir a un objeto en principgxtrafioa ella como es su posible limite. El teoregha?
proporciona, precisamente, un criterio de convergendiéngeco para sucesionesondtonas
Usando dicho criterio hemos probado, en el ejen®hli8 la convergencia de una sucesiin
necesidad de conocer su limite

A continuacion vamos a establecer un criterio intrinsecoatwergencia para sucesiones que
es mas general pues puede aplicarse a cualquier sucedi®oritsio fué formulado por Bolzano
en 1817 y también, independientemente, por Cauchy en 1&&tallece una condicion necesaria
y suficiente para la convergencia de una sucesién. Dichdaidnde conoce con el nombre de
condicién de Cauchy.

2.49 Definicién. Se dice que una sucesidr,} satisface lacondicion de Cauchy si para cada
namero positivog > 0, existe un namero natural,, tal que para todop,ge N conp>m. y
q > m se verifica quéxp— Xq| < €.

La demostraciomigurosade lasuficienciade esta condicidn no es facil, ya que debe probarse
la existenciade un limite y ello no puede hacerse sinaamocimiento profundo de la estructura
de los numeros realed cual no llegaria hasta 1872 gracias a los trabajos de $tgiss, Cantor
y Dedekind.

2.50 Teorema(Teorema de complitud dR). Una sucesion de niimeros reales es convergente si,
y solo si, verifica la condicién de Cauchy.

Demostracion Supongamos quéx,} verifica la condicion de Cauchy. Probemos primero que
{Xn} esta acotada. Tomando= 1, la condicion de Cauchy implica que hay < N tal que|x,—

Xme| < 1 para todop > mg. Como [Xp| < [Xp— Xmp| + |Xm,|, deducimos quéxp| < 1+ [Xy,| para

p > mo. En consecuencia si definimdd = max{|x1|, |Xz|,..., [Xml|, 1 + |Xm|}, Cuya existencia
estd garantizada por ser un conjunto finito, obtenemosgliec M para todon € N. Hemos
probado asi quéx,} esta acotada.

El teorema de Bolzano-Weierstrass nos dice gué tiene una sucesion parcial convergente
{Xo(n)} — x. Probaremos quéx,} — x. Dadog > 0, por la condicion de Cauchy, exista € N
tal que para todop,q > my se verifica quéxp — Xg| < £/2. También existen, € N tal que para
todon > my se verifica quéxy(n —X| < €/2. Seam= max{my,my}. Para todm > mse verifica
que:

& &
|Xn—X| < |Xn_xa(n)|+|xa(n)—x| < §+§ =&
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Lo que prueba quéx,} converge a.

Reciprocamente, dix,} es convergente y lifix,} = x, dadog > 0, hay un nimeraon;€ N
tal que para todo nimero natural> m; se tiene queéx,— x| < £/2. Deducimos que $,q son
ndmeros naturales mayores o iguales gentonces

[Xp—Xq| < [Xp—X| +[X—Xq| < €/2+&/2=¢.
Por tanto la sucesiofx, } verifica la condicion de Cauchy. O

2.51 Observacion.La condicién de Cauchy para sucesiones dada en la definizié® puede
también expresarse de una manera equivalente, aunque lfoente distinta, como sigue:

Una sucesio x, } satisface la condicion de Cauchy, si para cada 0, existe un nimero na-
tural mg, tal que para todo p> m. y para todo ndmero naturah, se verifica que
[Xp+h—Xp| <&

Equivalentemente, una sucesippq } verifica la condicién de Cauchy si, y sélo si, la sucesion
{pn} dada para todo & N por:

Pn = SUP{ X0 h—Xn| - heN}

converge a cero.

Puesto que, evidentemente, para dadaN se tiene queX,.h— X)| < pn para todoneN, si
{xn} satisface la condicion de Cauchy entonces para bada se verificanﬂg{xmrh— X} =0.
Es importante observar que una sucesj&r} puede verificar esta Ultima condicion y no ser
convergente, es decir, no satisfacer la condicion de Caulthgjemplo de ello lo proporciona la
serie armonica, esto es, la sucesfbh } dada poH,= y_;1/k. Hemos visto que dicha sucesion
no es convergente y, por tanto, no verifica la condicién deBawsin embargdijjado un nimero
natural he N, tenemos que

1 1 1 h

O<H —H,= R
< HApth n n+h+n+h—1+ +n+1<n

. [h L : .
y, como Ilm{ﬁ = 0, por el principio de las sucesiones encajadas obtenemes qu
n—o0

Mn {Hn:h—Hn} = 0. Observa que si hacemhs= 22(mN) _ n entonces, recordando gty >
1+ p/2, tenemos:

Hnih—Hn= H22<m+n> —Hp > H22(m+n)— n>1l+m+n—n=m+1

lo que prueba que el conjunf®, = {H,.n— H, : he N} ni siquiera estad mayorado para ningin
neN.

Ejercicios propuestos
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71. ¢Puede existir una sucesion acotada de nimeros réajgstal que [Xm— Xn| > 10710
siempre quam# n?.

72. (T) Sea{x,} una sucesion de nameros reales y supongamos que hay n(mej@d|,
M >0y peN, tales quex,1—X,| < Mp" para toda > p. Prueba quéx, } es convergente.

73. (T) Sea{x,} una sucesion de nimeros reales y supongamos que hay n(prdM4[ pe
N, tales quéXxni2— Xn11| < P|Xn+1— Xo| para todan > p. Prueba quéx,} es convergente.

74. Estudia la convergencia de las sucesiones definidas para N por:

; b) x1=V2, Xni1=12— X

a) X1=1, Xpp1=——
) 1 9 n+1 1+Xn

2.4. Sucesiones divergentes

Vamos a estudiar ahora un tipo muy particular de sucesinnesonvergentepero que, a
pesar de ello, presentan una determinada regularidadoieinie de Bolzano-Weierstrass nos
dice que toda sucesion acotada tiene algun valor de adieeresmatural preguntarse co6mo son
las sucesiones que no tienen ningun valor de adherencideDego, tales sucesiones no pueden
ser acotadas; todavia mas, en virtud del teorema ante® ctids sucesionas pueden tener
ninguna sucesion parcial acotadasta condicion necesaria es también suficiente, pues hsiyno
sucesiones parciales acotadas, tampoco puede habeogesgsarciales convergentes.

2.52 Proposicion. Para una sucesiofix, } de nimeros reales equivalen las siguientes afirmacio-
nes:

a) {X»} no tiene ningun valor de adherencia;
b) {xn} no tiene ninguna sucesion parcial acotada;

¢) Para todo numero real K> 0 existe un nimero natural gre N, tal que para todo & N con
n > mg se verifica quex,| > K.

Demostracién La equivalencia entra) y b) ya ha sido justificada en el comentario precedente
y también es evidente qu® implica a). Por otra parte, si se satisfab® entonces para todo

K > 0 el conjuntoAx = {neN: |x5| <K} es necesariamente finito, ya que, en otro caso, la
proposicionl.42implicaria la existencia de una sucesion parcial acotadaJeen contra de lo
supuesto. Definamos, 8k = @, mx =1 y, en otro casomk = max(Ax ) + 1. Se tiene entonces que
IXn| > K para todm > mx. Hemos probado gue) implica c) lo que concluye la demostracidn.

2.53 Definicion. Una sucesiofx,} se dice que es:
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- Positivamente divergentey escribimos{x,} — +oo, si para todo numero re&l > 0 existe
un numero naturaink €N, tal que para todae N con n > mk se verifica quex, > K.

- Negativamente divergentey escribimos{x,} — —oo, si para todo nimero re#l <0 existe
un numero naturaing € N, tal que para todae N conn > mk se verifica quex, < K.

- Divergente cuando{|x,|} — +oo.

Observa que Sixn} — +, 0 Si{X,} — —oo, entoncesambién{|x,|} — +oo, pero la afirma-
cion reciproca no es cierta en general.

Evidentemente, una sucesién divergente no esta acotada tariio, no es convergente. Es
importante observar que las afirmaciones reciprocas naextasc Por ejemplo, la sucesiér, }
dada para todo€ N por xon_1 = 0, Xon = N, NO esta acotada y la sucesiff-1)"} no es con-
vergente y ninguna de ellas es divergente. Estas obsemesgc&lementales deben tenerse muy
presentes para no caer en el error de afirmar que las sucesimeenvergentes o las no acotadas
son divergentes.

En la siguiente proposicién se exponen algunas propiedade®ntales, pero importantes,
de las sucesiones divergentes.

2.54 Proposicion.i) Supuesto x# 0 para todo re N, se verifica qug |xn|} — + si, y sélo si,
{1/%n} — 0.

ii) {X} — 400 si, ysolo si{—xn} — —co.

iii) La suma de una sucesidn divergente con una sucesiomadaats una sucesion divergente
del mismo tipo que la primera.

iv) Toda sucesién positivamente divergente (resp. nejatwmte divergente) esta minorada
(resp. mayorada).

v) La suma de una sucesién positivamente divergente conug&sién minorada es otra
sucesion positivamente divergente. En particular, la sdmdos sucesiones positivamente diver-
gentes es otra sucesion positivamente divergente.

vi) El producto de dos sucesiones divergentes (resp. pasitnte divergentes) es otra suce-
sion divergente (resp. positivamente divergente).

vii) El producto de una sucesién divergente por una sucesid® converge a un nimero
positivo es otra sucesion divergente del mismo tipo queitagra.

Vamos a estudiar a continuacion algunas importantes glagés de las sucesiones divergen-
tes de logaritmos y exponenciales.

2.55 Proposicion.a) Para toda sucesiofix, } se verifica que:
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i) {X} — +o0 si, y s6lo si{e} — oo,
ii) {X,} — —oo si, ysolosi{e®} — 0.
b) Para toda sucesion de nimeros positiygs} se verifica que:

i) {Xn} — 4o si, y solo sif{log(xn)} — +oo.

iv) {Xn} — 0 si, y s6lo si{log(x,)} — —co.

Demostracion Si{x,} — -+ entonces, como*e>= 1+ X, > X,, Se sigue qu¢e} — oo,
Si{X,} — —o entonces, por lo ya vistde '} = {1/€%} — 4o, por lo que{e*} — 0.
Hemos probado una parte de las afirmaciajetel enunciado.

Si {xn} — + entonces, dadK > 0, existemk € N tal que para toda > mk se verifica que
x, > €€y, por tanto, logx,) > K.

Si {X,} — 0 siendox, > 0, se sigue qug1l/x,} — +o y, por lo ya visto, la sucesion
{—log(xn)} = {log(1/x,)} diverge positivamente, o sepg(x,)} — —co.

Hemos probado una parte de las afirmacidjetel enunciado.
Las afirmaciones restantes se deducen de las ya probadasliprato de forma similar a

como se hizo en la proposicié@n37. O

El siguiente resultado es de gran importancia. En él se c@npaes “érdenes de crecimien-
to” de las funciones logaritmo, potencias y exponenciaksyltando que el logaritmo crece mas
lentamente que cualquier potencia positiva y éstas, a sicrezen mas lentamente que la expo-
nencial.

2.56 Proposicion.Seaa > 0, y {X,} una sucesion de nimeros positivos. Se verifica que:

lo .
i) Si {Xn} — 400, entonceslim M
n

= 0 cualquiera sequ €R.
—00 X5

ii) Si {xn} — 0, entoncesr!’l_r>n xrﬂ Iog(xn)|“ = 0 cualquiera sequ € R.

I Xy .
i) Si {Xn} — +o0, entoncesrm]o e 0 cualquiera seau > 0.
S . logx 2
Demostracion i) Como parax > 0 es logx < 2(,/X— 1) < 2y/X, Sse sigue que—— < 7 A

partir de un cierto término en adelante se verificara que:

Jlogx) _ logix) _ 2

i ARV

0<




Sucesiones divergentes 66

Como{+/x¢ } — +oo, por el principio de las sucesiones encajadas re{ lo90) } — 0. Aho-

XS
ra, sig > 0, tenemos que

[log(xn)[* (\Iog(xn)\>“

Xg XA

dondep = a/u es un niumero positivo, y deducimos de lo ya probado que

u
i gl _

n—oo X5

0.

El caso en quer < 0 es inmediato.

ii) Es consecuencia directa del punto anterior puesto{Gyi®,} — +oo.

a
iif) Haciendo en i)a = 1, sustituyenddx,} por {€“} y u por a, se sigue qu?HI’lmg% =0,y

a
podemos ahora sustituk, por Lx, para obtener finalmente que Iiiﬁ% =0. O
n— oo

Vamos a introducir a continuacion un concepto muy Util patadiar la convergencia o di-
vergencia de un producto de varias sucesiones.

2.57 Definicion. Se dice quegx,} esasintoticamente equivalentea {y,}, y escribiremos sim-
bélicamente{x,} ~ {yn}, Si {Xn/¥n} — 1.

Por ejemplo, las sucesion€s+ 3 +---+ 1} y {logn} son asintéticamente equivalentes (ver
el ejercicio63-a)). También es claro que .} — x# 0, entonceg Xy} ~ {X} -

Es de comprobacion inmediata que la relacionedeivalencia asintéticaque acabamos
de definir, es unaelacién de equivalencjaes decir, tiene las propiedades reflexiva, simétrica
y transitiva. Ademas dicha relacibn esmpatible con el producto de sucesianes decir, si
{Xn} ~ {yn} entoncesx,z,} ~ {ynzn} cualquiera sea la sucesi¢g,} de términos no nulos. Es
importante observar qua relacion de equivalencia asintética no es compatible keosuma de
sucesionesPor ejemplo, sk,=n+1,y,=n+1/ny z, = —n, es claro quex,} ~ {y.} pero
{Xn+zn} = {1}nen NO es asintdticamente equivalentéya+ z,} = {1/n}. Por tantopara cal-
cular el limite de una suma de sucesiones no esta permitiskitist ninguna de ellas por otra
asintéticamente equivalente

El siguiente resultado nos dice que para estudiar la coemeig de urproducto de varias
sucesiones podemos sustituir las que queramos por otraseguoesintéticamente equivalentes,
sin que ello afecte a la convergencia o divergencia del ptochi a su eventual limite.

2.58 Proposicion.Sean{x,} e {yn} sucesiones asintéticamente equivalentéz,y una sucesion

cualquiera. Se verifica que:

i) {Xnzn} es convergente si, y solo §ynz,} es convergente, en cuyo caso ambas sucesiones tienen
el mismo limite.
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i) {xnz,} es divergente si, y sblo sfynz,} es divergente, en cuyo caso ambas sucesiones son
divergentes del mismo tipo.

En particular, {x,} es convergente (resp. divergente) si, y sold i} es convergente (resp.
divergente), en cuyo caso ambas tienen igual limite (respds/ergentes del mismo tipo).

Demostracion Las afirmaciones hechas Bry ii) son consecuencia de que

Iim{ﬁ} :I’lm{&} =1
Yn Xn

Si, por ejemplo{ynz,} es convergente (resp. divergente) entonces como

{Xnzn} = {%} {¥nzn},

se sigue, en virtud del teorer@a21 (resp. del punt@vi de la proposicion 2.53), quenz,} tam-
bién es convergente (resp. divergente) y tiene el mismedifresp. el mismo tipo de divergencia)

que{ynzn}-

La afirmacion hecha al final del enunciado es consecuenc@aalgdrior tomanda, = 1. O

2.4.1. Indeterminaciones y sucesiones de potencias

Frecuentemente hay que estudiar la convergencia o diveéegda una suma o producto de
dos sucesiones precisamente cuando las reglas que heto@végcciones anteriores no pueden
aplicarse. Se trata de aquellos casos en que el comportardefas sucesiondsn + Yn}, {Xnyn}
no esté determinado por el &, } e {y,}. Por ejemplo, si sabemos qf{r&,} — +o y que{yn} —
—oo, ¢,qué podemos decir del comportamiento de la sucgsioGny, }? Respuesta: absolutamente
nada. Baste para convencerse de ello la consideracion diglosntes casos:

Xn= 2N, Yn=—N, {Xn+¥Yn} = {n} = +o
Xn= N, Vo= —2n; Xn+Yyn} ={-n} = —o0
Xn=n+1, Yn=—N, Hnt+ynt={1} =1

= (=1)"+n, ya=(=1)"-n; {X+¥n}={2(-1)"}

En consecuencia, las sucesiones del {igpt yn} donde{x,} — +, {yn} — —oo, requieren un
estudio particular en cada cas®ales sucesiones suele decirse quessanindeterminacion del
tipo Hm_m”.

Anélogamente, si sabemos gpe} — 0y que{y,} es divergente, ello no proporciona nin-
guna informacién sobre el comportamiento de la suce§igw, }; la cual se dice que €sina
indeterminacioén del tipo “0 »”. Las indeterminaciones que aparecen al estudiar el cecdm
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dos sucesiones divergentes o de dos sucesiones que conaargm, las llamaddadetermina-
ciones de los tipos /«”, “0 /0", pueden reducirse a una indeterminacion del tipe"0

Todavia hemos de considerar nuevas indeterminacionesaguesurgir al consideraucesio-
nes de potenciaes decir, sucesiones de la forfpd"} donde{x,} es una sucesion de nimeros
positivos e{y,} es una sucesion cualquiera de ndmeros reales. Puesk’gaexp(ynl0og(x,)),
teniendo en cuenta las proposicior87y 2.55 la convergencia o divergencia de la sucesion
{x}"} vendra determinada por la dg,log(x,)}; la cual, a su vez, esta determinada en todos
los casos por el comportamiento de las sucesigrgse {yn}, excepto cuando dicha sucesion
{ynlog(xn)} es una indeterminacion del tipo &4, lo que ocurre en los siguientes casos:

a) (X} = 1, {|yn|} = +e (indeterminacion “t”)
b) (X} — +o, {yn} — 0 (indeterminacion &°")

¢) {%n} — 0, {yn} — 0 (indeterminacion “6")

Ni que decir tiene que no hay técnicas generales que perfnésolver las indeterminacio-
nes”; jno serian tales si las hubiera! Es por ello que, logdérindeterminados, requieren un
estudio particular en cada caso. Muchos de los ejercicimsugsstos en este capitulo consisten,
precisamente, en estudiar sucesiones que responden a diglas tipos de indeterminacién antes
considerados. Esto no es por capricho; la mayoria de logeBmiue tienen algun interés mate-
mético son limites indeterminados. Expondremos a cortignaalgunos resultados muy Utiles
para el estudio de los mismos. Empezaremos por un imporesuttado que permite resolver en
muchos casos las indeterminacione$™¢ “0 .

2.59 Teorema(Criterio de equivalencia logaritmicapean{x,} una sucesion de nimeros positi-
vos distintos dd que converge 4, {y,} una sucesion cualquiera y L un nimero real. Entonces
se tiene que:

) lim{x"} = € si, y solo siJim{yn(x,— 1)} = L.
i) {}"} — oo si, y SO0 Si{yn(Xn— 1)} — +oo.

i) {x&"} — 0'si, y s6lo sif{yn(X,— 1)} — —o.

Demostracion Puesto qued” = exp(ynlog(x,)), las afirmaciones hechas nii) y iii), se de-
ducen de las proposicion@s37y 2.55 sin mas que tener en cuenta que, en virtud del corolario
2.39 las sucesionefog(xn)} y {x» — 1} son asintéticamente equivalentes, por lo que, en virtud
de la proposicior2.58 si una de las sucesionég, log(x,)} € {yn(Xn — 1)} es convergente (resp.
divergente at-» 0 a—), la otra también es convergente con igual limite (resperdente aro

0 a—oo). O
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Vamos a exponer a continuacién un util resultado que, en asuatasiones, permite resolver
indeterminaciones de la formeo c”.

2.60 Teorema(Criterio de Stolz) Sea{y,} una sucesion positivamente divergente y estrictamen-
te creciente y sedix, } cualquier sucesioén. Supongamos que

{Xn+l_xn}_>|_
Yn+1_yn

donde Le R, 0 L=+, 0 L= —. Entonces se verifica también q{@xﬂ} — L.
n

Demostracion Supongamos, en primer lugar, que R. Dadoeg > 0, existe, por hipotesis, un
namero naturak, tal que para todq > k se verifica que

L_E < M<L+f
2 Ygr1—Yq 2

Comoyg1 — Yq > 0 obtenemos para todp> k que:
(L—€/2)(Ygr1—Yq) < Xgr1 —%q < (Y1 — Vo) (L +£/2)

Sean > k. Sumando estas desigualdades desdédk hastag = n obtenemos facilmente:

€ Xny1—X €
— < —<L+= 2.9
2 Ynr1—Yk 2 29)

Teniendo en cuenta ahora la igualdad
—L _
o XU () (k)
Yn+1 Yn+1 Ynr1/ \Ynt1— Yk
Xn41 Xk — LYk Xn+1— Xk

Yn+1 Yn+1 Yn+1 — Yk
Como Iim{(xk - Lyk)/ynH} = 0, existe un nimero naturagltal que, para toda > q, se verifica
n—oo

L—

deducimos que:
L

_L‘g

(2.10)

< —_
Yn+1 2

Teniendo en cuent(9) y (2.10), deducimos que para toado> max{k,q} se verifica que:

‘Xk—l—yk £

Xn+1
Yn+1

Ll <e.

Hemos probado, pues, qHSwI{rm/yn} =L.

Supongamos ahora qlie= +o. En tal caso, existira uke N tal que para todg > k se

tendr&:
Xp+1— Xp

>1 = Xpr1—Xp>Ypr1—VYp (2.11)
Yp+1—VYp
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Deducimos que la sucesidix,} es eventualmente estrictamente creciente. Ademas, somand
las desigualdade2 (11 desdep = k hastap = n— 1, resulta que para todo> k esx, — Xk >

Yn— Yk Y, como{yn} — +oo, se sigue quéx,} — +c0. Podemos suponer, pues no es restrictivo
hacerlo, qugx,} es estrictamente creciente. Podemos usar ahora lo ya prabttcambiando

las sucesioneéx,} e {yn}, para obtener que

nm{ﬁ}:nm{ﬁﬂlﬁ}:o
Xn Xnt1 — Xn
de donde se sigue qy&,/y,} — +.

El casoL = —o se reduce al previo cambiando la suceig} por {—xn}. O

Es importante observar que, aun en las hipétesis del @rithriStolz, puede ocurrir que

{yﬁ} sea convergente pero nolo s%é”L_;(/” }; es decir, el Criterio de Stolz da una condicion
n n+1—Yn

suficiente pero no necesaria para la convergencia o divaegde{x,/y,} (véase el ejercicig0).

Del Criterio de Stolz se deducen dos Utiles criterios patadés la convergencia de sucesio-
nes de medias aritméticas o0 geométricas.

2.61 Proposicion(Criterio de la media aritmética)Supongamos quga,} — L donde L es un
ndmero real, 0 L= +o, 0 L= —c0. Entonces se verifica que

{m+w+m+%}
. — L.

Demostracion Basta aplicar el Criterio de Stolz a las sucesionesai +ax+ - - - +an, Yyn=n.0

2.62 Proposicion(Criterio de la media geométricapupongamos qufa,} — L donde{a,} es
una sucesion de nimeros positivos y L es un nimero real o biestde. Entonces se verifica que

{\"/alaz...an} — L.

Demostracion Lo afirmado se deduce del criterio de la media aritmética kasi@roposiciones
2.37y 2.55teniendo en cuenta que

o Vanma. o) — 0 HHog@) - -log(@n

2.63 Corolario. Supongamos qu%%} — L donde{x,} es una sucesion de niUmeros positivos

y L es un nimero real o bien=k 4. Entonces se verifica qy&)/x, } — L.
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Demostracion Apliquese el criterio de la media geométrica a la suce$ay} definida por

Xn
aq=1a1= X+l

para todmneN. O
n

Ejercicios propuestos
75. Supongamos qugx,} — 0, siendo—1 < x, # 0, y sean € R*. Prueba qué(1+xn)* — 1}
es asintéticamente equivalent¢@x, }.
76. Prueba que la sucesidiogn! } es asintéticamente equivalenté¢rdogn}.

77. Prueba que la sucesidr/1+ 1/n? — 1} es asintéticamente equivalent¢ /'n?**}, don-
dea > 0.

78. Calcula los limites de las sucesiorfeg } definidas por:
1a+20+3a+...+na
= nGJrl

a) Xn , dondea > —1.

b) xn:\k/(n+a1)(n+a2)---(n+ak) —n, dondeke N, a;€R, 1< j <k

CM:(M@

n
dondea>0,b>0ya,BeR, a 0.
0B ) ya.BER a+p#

p/n3gp/n ... p/n\"
d)xn:<1+2 34t p ),dondepeN.

p
14+ 2K43+...4nk 1
e)xn:n< ) —k+1>,dondekeN.
314+ 3245 4+...4(2n—1)2\"
Nx%=1{3 nd

9 X“:”K”Wlﬂ/n))n‘l]

1 n-1 n-2 2 1
h) xn:ﬁ<n+—+—+---+—+——|09(n!)>

2 3 n—-1 n
. B Iog(n+2) nlogn
)Xo = (Iog(n+l)>
D o= (] et (R0t

79. Searg, b nimeros positivos; definamag= a+ (k—1)b para cad& < N y seaG,, la media
geométrica deg, X, ..., X, Y An SU media aritmética. Calcula i n

n—o
“n!

. L AL
Aplicacion: Calcula lim——.
n—oo N
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80. Sea{Xn} — X, {yn} = V, X # y. Definamosz,_1 = Xy, ¥ Zon = Yn. Prueba que la sucesion
{h+b+m+%
n

} es convergente.

81. Sean{xn}, {yn} sucesiones de numeros positivos tales{que)"} — x> 0,{(yn)"} —y> 0.
Dadosa,B€R™, cona +B =1, calculanLin(axn + Byn)".

2.4.2. Limites superior e inferior

Sea{x,} una sucesidacotaday para cadan< N definamos
An={Xp:p=n}
ComoA, C Ay Y, por hipétesisA; es un conjunto acotadéy, también esta acotado. Definamos

an=1nf(An),  Bn=Ssup(An)

ComoAn;1 C A, se tiene quer, < ant1, Bnia < Bn. Por tanto la sucesiofian} es creciente y
{Bn} es decreciente. Ademas < a, < B, < Bi1, para todne N, y concluimos, por el teorema
2.17, que ambas sucesiones son convergentes. El ndmerdm{a,} se llamalimite inferior
de la sucesionx,} y se representa por limifi, } y también lin{x,}. El nameroB = lim{S3,} se
llamalimite superior de la sucesion{x,} y se representa por lims{x} y también pofim{x,}.
Nétese quex < 3y ademasx y 3 vienen dados por:

a =lim{an} =sup{a, : neN}, B =1im{B,} =inf{B: neN}

2.64 Teorema.Una sucesion acotada es convergente si, y sélo si, su linyteri®r y su limite
inferior son iguales, en cuyo caso ambos coinciden con @dide la sucesion.

Demostracion Sea{x,} acotadag = liminf{x,}, B = limsup{x,}. Supongamos quéx,} es
convergente con ligx,} = x. Dadog > 0, existempe N tal que para tod@ > my esx—€£/2 <
Xp < X+ &/2. Por tantox — £/2 es un minorante déy, = {Xp : P> Mg} Yy, en consecuencia,
X—&/2 < dn,. También, por analogas razonfg, < X+ &/2. Como ademasm, < a < 3 < B,
resulta que:

X—€/2< Uy < O < B < Py <X+6€/2 (2.12)

De donde se sigue qyz— a < €. Hemos probado que para todo- 0 esf8 < a + € lo que, como
ya sabemos, implica qy&< a y, en consecuencia = (3. Deducimos ahora de las desigualdades
2.12que, paratode > 0,x—&/2<a =L <x+&/2y, portantox< a =B <X, 0seax=o = f3.
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Reciprocamente, si = 3, como para todae N se verifica quer, < X, < 3, podemos aplicar
el principio de las sucesiones encajadas y deducimo$>qiiees convergente y lifx, } = o = .
O

Como tendremos ocasion de comprobar en el proximo capéslopnveniente extender la
definicién de limites superior e inferior a sucesiones noaatas.

2.65 Definicion. Sea{x,} una sucesion de nimeros reales.

i) Si {X,} no estd mayorada definimos lim gup} = +co.

i) Si {Xn} no esta minorada definimos lim{p§,} = —c.

iii) Si {xn} esta mayorad#, =sup{Xp: p=n}, y {Bn} = BERU{—oo}, definimos limsupx,} = B.
iv) Si {x,} estd minorada,a, = inf{x, : p > n}, y {an} = a € RU {4}, definimos

liminf{x,} = a.

Para todxeR se conviene que o < X < +0o.

2.66 Proposicion. Sea{x,} una sucesién cualquiera de nimeros positivos. Se verifiea qu
fm {2 b < im{95) < m{9%) < im { 52 | 2.19
Ejercicios propuestos

82. Calcula los limites superior e inferior de la suces{ép} dada en cada caso por:
)%= (~1)", B)xa= (1", ¢ =n—E(/3)
83. Sea{x,} acotada y un valor de adherencia. Prueba que{in} < z< lim{x,}.
83. Sean{x,} e {yn} sucesiones acotadas. Prueba que:
i) Si existenp € N tal quex, < y, para todm >g entonces
im{x} <lim{yn}, Tim{x} <lim{yn}
i) 1im {x,} = —Tim{—xq}.

i) fim {Xn }-+im {yn } <lim {xo--yn} <Tm {xa}-+im{yn} <M {X+yn} <lim{xa}-+lim {yn}
¢ Qué puedes decir si lfm, } = x?

iv) Si Xn > 0 e y,> 0 para todme N, entonces:
im{xa Him{yn} <lim{xayn} <Tim{x,}Him{ys} <Tim{xyn} <Tim{x,}im{yn}
¢ Qué puedes decir si lim,} = x> 0?

Prueba con ejemplos que las desigualdades eniii) y iv) puseleestrictas.
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83.

84.

Sea{x,} una sucesion acotadagy, 3, numeros reales. Se verifica entonces que:

i) o =lim{x,} si, y solo si, para tode > 0 el conjunto{neN: x,< a — &} esfinito y el
conjunto{neN: x, < a + €} es infinito.

i) B=1im{x,} si, y sélo si, para tode > 0 el conjunto{nc N: x, > B+ ¢} es finito y el
conjunto{neN: x,> B — £} es infinito.

Deduce que los limites superior e inferior de una sucesidtada son valores de adherencia
de dicha sucesion y son, respectivamente, el mayor y el nterlos valores de adherencia.

Sea{xn} una sucesion de nimeros realésyR U {4} U{—o}. Prueba que limsypn} =
liminf{x,} =L si, y sélo si{x,} — L.



Capitulo

Series de numeros reales

Aquiles alcanzé a la tortuga y se sent6 confortablemente so-
bre su espalda. ¢De modo que has llegado al final de nuestra
carrera?— dijo la tortuga —. ¢ A pesar de que realmente consis
te en unaserie infinitade distancias? Yo creia que algun necio
habia demostrado que esto no podia hacerse.

Lewis Carroll

3.1. Conceptos basicos

En este capitulo continuamos con el estudio de las sucas@npezado en el capitulo an-
terior. La novedad es que ahora vamos a considerar urpipicular de sucesiones que, sin
exagerar, puede afirmarse que son las mas Utiles del An&lgtess sucesiones se llansearies

En lo que sigue vamos a considerar sucesiones de nimeres feai o que evitaremos esa
innecesaria precision.

3.1 Definicién. Dada una sucesitfa, }, podemos formar a partir de ella otra sucesih,},
cuyos términos se obtiensamando consecutivamens términos dga, }, es decir:

Al=ag, Ao=ay+a, As=a1+a+az,...,Av=ar+ax+---+an,...

75
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0, Si te gusta mégy; = a; y, para todmeN, An, 1 = A+ an11. La sucesio{ A, } asi definida se
llamaserie de término generala serie definida por la sucesiéfa,}, y la representaremos por
n
z an 0, mas sencillamentg, a,. EI nimeroA, = Z ax se llamasuma parcial de orden de la
K=1

n>1

seriey a,.

Debe quedar claro desde ahora qua serie es una sucesion cuyos términos se obtienen su-
mando consecutivamente los términos de otra suceshique decir tiene que, siendo las series
sucesionedps conceptos y resultados vistos para sucesiones conaeswanisma significacion
cuando se aplican a serie&n particular, es innecesario volver a definir qué se eméi@mando
se dice que una serie es “acotada”, “convergente” o “pasitente divergente”.

00

Si una seri€ a, es convergente se usa el simbgoan para representar #mite de la serie
n=1

00

gue suele llamarssuma de la seriel\laturalmente,z a, es el numero definido por:
n=1

[ n
a,=Im{A} =1im { a.
nzl fee k;

A4

La igualdadz a, = Squiere decir que para todo> 0, hay unm; € N tal que para tod
n=1

n
n> m; se verifica qu Z a—9 <e.
K=1

3.2 Ejemplo(Serie geométrica. Dado un nimerg, la sucesion{1+x+x%+---+x"} se llama
serie geométrica de razén Observa que dicha serie se obtiene sumando consecutiiatosn
términos de la sucesic'){Tl, X, X203, X0 } Es costumbre representar la serie geométrica de

razénx con el simboloZ)x”. Dicha serie converge si, y solo §i| < 1, en cuyo caso se verifica
n>

que:
> 1
X= " (3.1)
nZO 1-x
Todas las afirmaciones hechas se deducen de qug %j se tiene:

n 1 Xn+l
XK= 14X+ X = — (3.2)

& 1-x 1-x

De esta igualdad se deduce que payal la convergencia de la serie geométriyax” equivale
n>
a la convergencia de la sucesifxi'}.
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) i Xn-&-l
Si|x| < 1 entonces lim—— = 0y obtenemos que:
n—ow 1 —X

XT=1lim§ x=— x| < 1).
5 = im — (X<

n
Si |x| > 1 ox= —1 la sucesion{x"} no converge; y sk=1 entoncesz 1¥ = n+ 1 tampoco

converge.

¢
3.3 Ejemplo(Serle armonicg. La serie de término genera,m, es decir, la sucesiofH, } donde

1
Hn = z o gue simbdlicamente representamos @r— se llamaserie armoénica Se verifica
k=1 n>1
gue la serie armonica diverge positivamente:

1
n

8

=lim{1+1/2+---+1/n} = +co.
n—oo

n=1

En efecto, tomando logaritmos en las conocidas desigusddad

1 k 1 k+1
<1+E> <e< <1+E>

! <lo 1+1 }
ke 2090k Sk

gque podemos escribir en la forma:

deducimos

P < log(k+ 1) —log(k) < X (3.3)
Dadone N, sumamos las desigualdad8&s3 parak =1,2,...,ny obtenemos
Hni1—1<log(n+1) < Hy, (neN) (3.4)

La desigualdadH, > log(n+ 1) implica que la serie armdnica es positivamente divergddge.
las desigualdade8 @) también se deduce que que para todd, es:

Hn Hn+1
1+ —
< log(n+ 1) < log(n+ 1) <4t logn

y, por el principio de las sucesiones encajadas, concIu'rques{Hn/Iog n} — 1. Es decir las
sucesionegHn} y {log(n)} son asintéticamente equivalentes. ¢

_ )n+1
3.4 Ejemplo (Serie arménica alternadg. Se llama asi la serie de término genegﬁalln—; es
) ) (_ )n+1
decir, la serleZ
n>1
esigual alog2.

. Se verifica que la serie armdnica alternada es convergesussyma

n+1

=log2

55
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Para probarlo consideremos la sucedign dada porx, = H, —log(n). Teniendo en cuenta las
desigualdades3(3), obtenemos:

Xn — Xn+1 og(n+ ) ogn Nt 1 (0]0] < + n) nel >0

Luego{x,} es estrictamente decreciente. Ademas, [34)(x, > H, —log(n+ 1) > 0. Conclui-
mos que{x,} es convergente.

1 1 1 —1)n+1
Pongamo#\, =1— > + 3712 4+ 4 (=1) . Tenemos que:
1 1 1 1 1 1 1
Aon=1—-Z-4+_Z 4 _"4... N
2n 27374576 a1 o
= 1+1+1+ + 1 1+1+1+ +l =
- 3 5 2n—1 2 4 6 2n)

1 1 1 1 1 1
< +3‘|‘5‘|‘ +2n_1> 2 n 2n 2 n 2 n 2n n

= Xon +109(2n) — Xy + logn = Xon — Xy + 109 2

Como {xn} es una sucesion parcial de la sucesion convergdmg tenemos que
{Xon —Xn} — 0; y por tanto lir{Axn} =log2. ComoAy,_1 = Aon + 2—1n deducimos que también
lim{Azn_1} = log 2. Concluimos que lifA,} = log2. ¢

El siguiente ejemplo te ayudara a entender el concepto e @mivergente. Vamos a ver
gue modificando el orden de los términos en una serie converg®demos obtener otra serie
convergente con distinta suma.

3.5 Ejemplo (Reordenando términos en la serie armonica alternada podenscobtener otra
serie con distinta sum3. Como hemos visto, la serie armonica alternada es la sucqsgse
obtiene sumandoonsecutivamentéos términos de la sucesion

(—1)n+1_111 11 11 11 1 1 1 (3.5)
n 7 2’3 45 67 89 1011 1277777 '

Vamos a cambiar el orden de los términos en esta sucesiéenulinuno positivo seguido de dos
negativos manteniendo sus posiciones relativas. Obtenasida sucesion

(3.6)

1 11 1 11 1 11 1 1
20 43 6 85 10 12’7 14 16 ’

cuya serie asociada, obtenida sumacolasecutivamentsus términos, es la sucesif¢g,} dada
por:
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S =1
1
= 1-=
= 2
1 1
= 1-=--=
S 2 4
1 1 1
% = 1757773
1 1 1 1
= 1———— _—
> 2 47376
11 1 1 1
= 1-_-Z4Z_Z-_=Z
S > 27376 8
...... = v L1111 1 1
= 1573376 875 10 12
...... ~ . .
S - 3 (s
" J; 2j—1 4j-2 A4
Tenemos que:

g 1 L.t i 111111 1 1
""" 2 4'3 6 8'5 10 12 2n—1 4n—2 4n
(g by ity 11 o1y o1 1 1) 1
N 2) 4 \3 6) 8 \5 10/ 12 2n—1 4n—2) 4n
1t 1101 01 0 1 1
2 4 6 8 10 12 2(2n—1) 4n
B R S S S T S S
2 2 3 4 5 6 2n—1 2n

12n (_l)j—l
=22 |
Deducimos que:
2n (_1\j-1
[im Sp = = lim ¢:}I092
n—oo n—soo 2

=1

Es claro que 1M Sy — Ssp-1} = lim {Ss, — Ssn-2} = 0 de donde se sigue que:

lim{S\} = %Iog 2

Es decir, hemos probado que la serie obtenida reordenasd@riminos de la serie arménica
alternada por el criterio de sumar uno positivo seguido derdmativos, es convergente y su

1
suma esﬁ log2. ¢
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La sumade una serie convergente no es una suma

El ejemplo anterior pone claramente de manifiesto gueitaade una serie convergente no
es una suma en el sentido usual de la palabra, es decir, n@esinma algebraica de niimeros.
Observa que losonjuntosde nimeros3.5) y (3.6) son los mismos pero las series correspon-

dientes tienenlistinta suma; la primera tiensumalog?2 y la segunda;L log 2. Sila suma de una
serie consistiera en sumar los infinitos términos de unasgiiteentonces el orden en que los
sumaramos seria indiferente porque la suma de numeroddignepiedad conmutativa. Debes
tener claro, por tanto, que cuando calculas la suma de uargeestas haciendo una suma in-
finita sino que estas calculando limite de una sucesiéouyos términos se obtienen sumando
consecutivamente los términos de otra sucesién dadatons@cular la suma de una serie no
es una operacién algebraica, no consiste en sumar infigitwsnos, es un proceso analitico que
supone un limite.

3.1.1. La particularidad del estudio de las series

Ahora viene la pregunta del millén: si las series no son naéa quie sucesiones, ¢por qué
dedicarles una atencién especial? La respuesta a estanfaregguque en el estudio de las series
hay unahipotesis implicitaA saber: se supone que las series son sucesiones demafiztis d
de estudiadirectamente

La caracteristica que distingue el estudio de las seriea sgliente: se trata de deducir
propiedades de la sedé\,} = {a; +ay + - -- + an}, a partir del comportamiento dey }. Es decir,
los resultados de la teoria de series dan informacion salsedesion{A,} haciendo hipétesis
sobre la sucesiofa, }. ¢ Por qué esto es asi?, ¢no seria mas légico, puesto quejoayamos es
estudiar la seri¢An }, hacer hipétesis directamente sobre ella? La razon decesta fle proceder
es que, por lo general, no se conoce una expresion de lasuyma; +ap + - - - + a, que permita
hacer su estudio de forma directa; es decir, la samaa, + - - - + a, no es posible “realizarla”
en la practica. Por ello, en el estudio de las series se supgtieitamente quéa sucesion{a, }
es el dato que podemos utilizadaturalmente, esto hace que el estudio de las series ge pres
a muchas confusiones porque, aunque su objetivo es obtmpmegades de la serigh,}, las
hipétesis y la notaciofy a, hacen siempre referencia a la sucedian}, por lo que puede caerse
en el error de creer que lo que se esta estudiando es diclssu@g, } cuando lo que realmente
se estudia es la sucesifay + ax + - - - + a,}. Un error muy comun y que debes evitar es confundir
las sucesionega,} y Y an: json sucesiones muy diferentes!

Si lo piensas un poco, esta forma de proceder no es del toda.nte estas acostumbrado a
usar la derivada de una funcion para estudiar propiedadksfdacion; pues bien, la situacion
aqui es parecida: para estudiar la sé&fia, = {a1+ax+---+a,} (la funcion) estudiamos la
sucesion{a,} (la derivada). Un buen ejemplo de esto que digo son los iostele convergencia
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que veremos dentro de poco.

Otra dificultad adicional en el estudio de las series es laciit tan desafortunada que se

emplea. En la mayoria de los textos se representa con el nsignimlo, z an, la serie (que
n=1
€s una sucesion) y su suma (que es un limite que no siempte)efisto es un disparate: se

esta confundiendo una sucesion con un nimero. ¢Es lo missaeésion{1/n} que el nimero
0 que es su limite? En ninguna parte veras escrlta la |guail$aaratada{l/n} 0 ¢Por qué

1
entonces, al tratar con series, se confunde el nun?rg =1 con Z gue es la sucesién

12
n
S 3 b= {1— in}o
& 2 2
Quizas esto se debe a que, parece increible pero es ciertmynacuerdo unanime para

representar de forma apropiada la serie de término geagerhh notacion que estamos usando

aqui, Z an, tiene la ventaja de que es clara y evita las confusiones sjog eomentando, pues
n>1
permite distinguir entre la serie y su eventual suma. Tiéimrecenveniente de que la mayoria de

los autores no la usan (quizas porque la desconocen). Emtegricido de que las ventajas de
esta notacion compensan ampliamente este posible indentenEs més, confio en que dicha
notacion acabe imponiéndose y siendo aceptada univers&niero esto no va a suceder pasado
mafiana, por eso te advierto de que en los libros encontesasliales notaciones confusas que
no distinguen entre la serie (una sucesion) y su posibledifsil suma).

Todavia queda una ultima sorpresa. Estamos de acuerdo dasgseries son sucesiones.
¢Muy especiales? En absoluto. Toda sucesion podemossiertd nos interesa, como una serie.
Puestoda sucesioqa,} es la serie definida por la sucesion de sus diferenaao es, por la
sucesion{d,} dada por:

di=a,h=a—a;,d3=az—ay,...,0hy1 =8n41—an,...

n

Es claro ques, = Z d;. Por tanto, toda sucesion podemos considerarla como uiea Earre-
&

sumen, series y sucesiones son lo mismo: toda serie es uEsEi®@UY toda sucesion puede ser

vista como una serid.o que distingue a la teoria de series es el punto de vistacéfspe de su
estudiq pero sus resultados pueden aplicarse a cualquier sucesion

Convenios de notacion. Usaremos la notaciol a, para representar la serie de término gene-
ral a,. Por tanto, una ultima vez lo repit§,a, es una sucesion, mas concretamepta, es la
aplicacion deN enRR que a cada nimero naturat N hace corresponder el nUmeyq_, ay.

A pesar de lo dicho, también usaré de vez en cuando la notéaiépay + - - - + a,} para la
serie de término general. Creo que un uso adecuado de ambas notaciones es la mejar form
de ayudarte para que tengas siempre presente que la sugesiéstamos estudiando g8, =
{ar+ax+---+an} y no{an}.
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A veces conviene considerar, por comodidad, series queegmpien un indice entero

1
geZ, usaremos en tal caso la notam@ a,. Por ejemplo, es mas comodo escrllSZr —
n=q n>3

1
uey ——.
a Zl log(n+2)

n=

3.1.2. Propiedades bésicas de las series convergentes

Es importante que te des cuenta de que cambiar un solo téemiacsucesiofa, } se traduce
en cambiar infinitos términos en la sefie,. El siguiente resultado nos dice que si cambiamos
un namero finito de términos en una sucesjép} ello no afecta a la posible convergencia de la
serie{a; +ax + --- +an} pero si afecta a la suma de dicha serie.

3.6 Proposicion. Sean{a,} y {bn} dos sucesiones y supongamos que hay un nimemy q
tal que para n> g+ 1 es @ = b,. Entonces se verifica que las serigs +ax+---+an} y
{b1+by+---+ by} 0 bien convergen ambas o no converge ninguna, y en el prinser saveri-
fica que:

Ko

0 q
aj = :E by — }Eljy

1 n=1 =1

5

n=1 j

Demostracion Pongamo#\,=a; +ap+---+an, Bp=by + by +-- +bn,or_ZaJ B= Zb,

Las afirmaciones hechas se deducen todas de que panatode- 1 se verlflca Ia |gualdad

Z ax=~A—-a= Z by =Bn—p

k=0+1 k=0+1
Observa que los numerosy 3 son constantes fijas. De la iguald&gh- a = B+ 3, valida para
todon > g+ 1, deducimos que las seri§s, = {An} y 5 by = {B,} ambas convergen o ninguna
converge. Cuando hay convergencia tenemos que:

lim {A,—a} = I|m {An} a= I|m {Bn B} = r!m{Bn}—B.

n—o0

Lo que prueba la igualdad del enunciado. O

Consideremos una serE a,. Dadoge N definamog, = 0 para 1< n< q, b, = a, para todo
n>1
n>q+1. La seriez b, se llamaserie resto de orderg de la seriez a,. Es usual representar
n>1 n>1
dicha serie resto con la notaciéﬁz a,. De la proposicién anterior deducimos que las series
n>g+1
Z any Z a, ninguna converge o ambas convergen y, cuando esto ocurre es:
n>1 n>o+1

00 q 00
da— > &= ) a
n=1 k=1

n=g+1



Propiedades bésicas de las series convergentes 83

No lo olvides: para calcular la suma de una serie convergigiies tener siempre presente el
indice desde el que empieza la serie.

El siguiente resultado es importante porque estableceantiaion necesaria general para la
convergencia de una serie.

3.7 Proposicion(Condicion necesaria para la convergencia de una sejiePara que la serie
Y a, sea convergente es necesario tjue{a,} = 0.

Demostracion Si la seri€y a, es convergente, entonces {ifp} = [im{A,_1} = Ses un nimero
real. Como para todone N conn > 2 tenemos que, = Ay — A,_1, deducimos que lifa,} =
lim{An} —lim{A,_1} =S—S=0. O

Esta condicion necesaria no es suficieffel — 0 pero la serie armonicg + no es conver-
gente. Se trata de una condicidn necesaria para la coneegdm una serie, por tanto cuando
dicha condicién no se cumple la serie no es convergente.

. . 1\" (n+1)2
3.8 Ejemplo. Las serlesz 1--) vy Z -————— N0 SON convergentes porque:

n>1 n n}ln(n4_2)
1n\" 1 n+1)2
1-——-) — -, (n+1) — 1
n e n(n+2)

Ejercicios propuestos

85. Prueba, usando resultados conocidos para sucesionesi,lqﬂesesriesz any z b, son
n>1 n>1
convergentes, w, 3 € R, entonces se verifica que la se@(oran + Bb,) también es con-
n>1
vergente y su suma es:

8

(aan+l3bn):a§an+[3§bn
1 n=1 n=1

n

86. Supongamos que la serE (an + bn) es convergente. ¢ Qué se puede decir de la conver-
n>1
gencia de las serieg any Z b,?
n>1 n>1

. 1
87. Prueba que la seri

2, i A vl

Sugerencia. Expresa el término general en la fogmax,, 1 para una conveniente sucesion

{Xn}.

es convergente y calcula su suma.
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3n+4

———————— es convergente y calcula su suma.
n3+3n2+2n 9 y

88. Prueba que la seri{

n>1
Sugerencia. Factoriza el polinomid + 3x? + 2x y expresa el término general de la serie
como sumas de fracciones mas sencillas.

89. Prueba las igualdades:

@/ 1 1 1 1
3 kZl<4k—3_4k—2+4k—1_4_k> =log2
12 1 1 log2
2 5k21<2k_1—2—k> 2
@ /1 1 1\ 3
) kzl<4k—3+4k—1_ﬁ<> = 31002

3.2. Criterios de convergencia para series de términos pasios

Una seriey a, tal quea, > 0 para todone N, se dice que es urserie de términos positi-
vos Observa que una serie de términos positivos es una suggsidiente por lo que o bien es
convergente (cuando esta mayorada) o es positivamentgeinte.

3.9 Proposicion(Criterio basico de convergencid. Una serie de términos positivoian es

n>1
convergente si, y solo si, esta mayorada, es decir, exist€lomero M> 0 tal que para todo g N
n

se verifica quez ax < M, en cuyo caso su suma viene dada por:
K=1

[ n
an=Ssu a:neN .
3 vmse{ 3 e

k=1

Una serie de términos positivos que no estd mayorada ediff@aente) divergente.

. . 1 o
3.10 Ejemplo. La senez 2 ©s convergente. En efecto, para téde N se verifica:
n>1

! < t 1 ! == ; <1 <1
(k+1)2 "~ k(k+1) k k+1 kZl(kJr 1)2 n+1 =7
Y, por tanto, para todoe N se tiene qugp_; k—12 < 2. ¢

L, . 1 ,
3.11 Proposicion.La serie Z)H es convergente y su suma es el ningero
n> )

e= Zon_l' (3.7)

El ndmeroe es irracional.
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Demostracion Recuerda que se define-8!1 por lo que la serie del enunciado es la sucesion:

si{3a)fiacdedidend)

n=0

1\" no1
Pongamog,, = <1+ ﬁ> yS = Z}H. Tenemos que:
L K

" /n n )(n—2 n-k+1) 1
Th :Z<> 1+z k)l d )W:

k=0

B Coe

Hemos probado que para tode N esT, < S,.

Ahora, dadane N para todan > m se tiene que:

w3 (on) () (-5F)

Sabemos que lifT,} = e, por lo que tomando limites:

1§ am (1) (1-2) - (1-50) ce 2,

La desigualdad obtenidae S, es véalida para todme N. Esto implica que la sucesitfs,}
es convergente y 2 S=1im{S,}. Pero también, tomando limites en la desigualfiad S,, es

e < S Por tanto:
1
Lon!

De esta igualdad se deduce facilmente que el numero e esiahdEn efecto, para todoe N
tenemos que:

1 ©® 1 18 1 12/ 11\ 11
O<e- zk k%ﬁ_Ekzl(n+1)(n+2)---(n+k) nlz<n+1> ~hn

Si e fuera racional, e g con p,g< N, multiplicando por! la desigualdad:

91 11
O<e—z—|<—|—
ko dlq

se tiene que:
q

<(q—l)!p—q' i<

1
klal
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a1 : :
Pero el nimergq—1)!p—q! z W €s un nimero entero y por tanto es imposible que sea mayor
=0

que 0y menor que 1. Esta contrad|CC|on muestra que e eIMeECi O

00

Si Zan €s una serie de términos positivos, suele escrlesan < 400 para indicar que
n>1 n=1
dicha serie converge. Diremos que una serie de términosvosses divergente para indicar que

es posmvamente dlvergente.

Teniendo en cuenta la proposici8ré, los criterios que siguen pueden aplicarse para estudiar
la convergencia de series cuyos términos son todos pasiiyartir de uno de ellos en adelante.
3.12 Proposicion(Criterio basico de comparacior). Seanz any z b, dos series de términos

n>1 n>1
positivos. Supongamos que hay un numetdXktal que g < by para todo n> k. Entonces se

verifica que si la seriez b, es convergente, tambiéE an es convergente o, equivalentemente,
n>1 n>1

si la serie Z a, es divergente tambiéE b, es divergente.
n>1 n>1

Demostracion Pongamos\, =a; +az+ -+ an, Bn=b1 + by +--- + b,. Las hip6tesis hechas
implican que para todn > k es A, < B, + Ax. Deducimos que diB,} estd mayorada también lo
esta{An}. O

1 1 1
3.13 Ejemplo. La serie§ —— es divergente porque es de términos positives;- > — y la
jemp ; iogn g porq positiyess > 11 ¥

serie armonica es divergente.

1)2 : "
La serie’y log (n+1) es convergente porque es de términos positivos y:
& Nnn+2)
(n+1)2_|0 n2+2n+1_|0 et Yyt 1
gn(n+2)_ 9 yon % n+2n) ~n242n " n2’

. 1
y la serie}y 3 es convergente.

1 1 .
La serlez <— —log <1+ >> es convergente. Para ello usamos otra vez la desigualdad:
n>1
1 <lo 1 < !
n+1 g n’
De la que se deduce:

O<l lo 1+l <1 t __¢ <l
n_ o9 n n n+l nn+l) n?
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3.14 Proposicion(Criterio limite de comparacion). Seanz any z b, dos series de términos
n>1 n>1
positivos, y supongamos que

{%ﬂ} LERS U {+o0}.

a) SiL=+owy z b, es divergente tambié[ a, es divergente.

n>1 n>1

b) SiL=0y z b, es convergente tambiéE a, es convergente.

n>1 n>1

c) SiLeR" las seriesz any Z b, son ambas convergentes o ambas divergentes.
n>1 n>1

En particular, si dos sucesiones de numeros positiyas} y {b,} son asintéticamente equiva-
lentes, las respectivas seri€san y 5 b, ambas convergen o ambas divergen.

Demostracién Supongamos quecR*. Sea O< o < L < . Todos los términos de la sucesién
{an/bn}, a partir de uno en adelante, estén en el interyalg3 [, es decir, exist&c N tal que
para todn > kesa < a,/b, < 8,Y, por tanto,a b, < a, < B b,. Concluimos, por el criterio de
comparacion, que la convergencia de una de las series alalaonvergencia de la otra. Queda,
asi, probado el punto) del enunciado. Los punt@g y b) se prueban de manera parecida. O

: : 1 : A
3.15 Ejemplo. Las serlesz (er% -1), Z log <1+ ﬁ) son divergentes porque son de términos
n>1 n>1

positivos y se verifica que sus términos generales son #samente equivalentes al término
: 1
general de la serie armom%a

La serie (f/ 1+ = 1) es convergente por ser de términos positivos y verificarse qu

n>1

1 1 1
v/1+ = —1~ — ylaserie}y — es convergente.
+ n2 5n2 y Z 5n? 9 ¢

El siguiente criterio nos va a permitir estudiar la convagje de unos tipos de series que se
usan con frecuencia para comparar con otras.

3.16 Proposicion(Criterio de condensacion de Cauchea{a,} una sucesion decreciente de
numeros positivos. Se verifica que las sefiBs} y {Bn}nen,, donde

An=ai+ax+---+an, By=ar+2ay+4as+---+2"axn

ambas convergen o ambas divergen.

Demostracién Tenemos que

Ay <a+(ax+ag)+(as+as+as+ay)+---+(anm+amii+- - +ami_q) <
< ap+2a+4ay+---+2%n =By
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Por otra parte

1
3Bn = sait+ap+2a+4ag+---+2" an <

2
Sata+(agtau)t(aw+astar+ag)+ -+ (1t +an)
= Azn
Las desigualdades, < B, y B, < 2Ax, implican, en virtud del criterio basico de convergencia,
que las seriesz an ={An}y Z 2"an = {Bn} ambas convergen o ambas divergen. O
n>1 n=0

Para poder usar los criterios de comparacion, necesitanmoser ejemplos de series conver-
gentes con las que poder comparar una serie dada. Unasdseté&rsninos positivos muy Utiles
para comparar con otras series son las siguientes.

3.17 Proposicion(Series de Riemani Dado un namero realt, la serie z e se llama serie
n>1
de Riemann de exponerde Dicha serie es convergente si, y sélocsi> 1.

Demostracion Si a < 0, entonces la sucesidri/n®} no converge a cero y, por tanto, la serie

z — es divergente. Sir > 0, aplicando el criterio de condensacion @ar= 1/n?, obtenemos

n>1
que
1

2agn = Z)z” = 2)(21*“)”
n;) n= (Zn)a n>

es una serie geométrica de razoht® por lo que sera convergente si, y sélo si; 2< 1, o,
equivalentementeq > 1. O

3.18 Ejemplo. La senez log <1+ n_0'>’ dondea € R, es una serie de términos positivos. No
converge sia < 0 porque entonces su término general no tiende a cero. Sapwes 0, su
término general es asintdticamente equwalenr{]g Ppor lo que converge si, y solo &, > 1.

. 1 , . .,
La serlez n? (enT —1), dondea y 3 son numeros reales, no converge para ningun val@r de
sia < 0, porque en tal caso su término general no converge a cano=%i converge si-3 > 1.
Sia > 0 converge siy s6lo sg — 3 > 1 porque es una serie de términos positivos y su término

o . 1
general es asintéticamente equwalen%. ¢

Vamos a estudiar a continuacion unas series mas generaléasgeeries de Riemann. Dados

a,BeR,la seriez

—— se llamaserie de Bertrandde exponentea .

3.19 Proposicion(Series de Bertrand. La serie ;W converge sia > 1 cualquiera
n=

seaf3, y también so = 1y 3 > 1. En cualquier otro caso es divergente.
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Demostraciéon Sabemos que cualesquiera span 0y u € R se verifica que:

u
N—so0 nP

Supongamos que > 1y sead un numero verificando qued A < a. Podemos escribir:

a1 (logn)*

" nd(logn)# P

dondep = a — A y u = — . Deducimos asi que

1
[im n)\ — =0
n—eo  na(logn)P

Puesto que la seni y es convergente, el criterio limite de comparacion implica ta serie

es convergente.

1
2,7 (logn)P

Sia < 1 unrazonamiento parecido muestra que la serie divergguiaed se.

1 1 L
Sea ahorar = 1. Entonces, $8 < 0, tenemos qu%w > - para todm > 3,y el criterio

de comparacion implica que la serie es divergente. Sea, pue®. Podemos aplicar el criterio

de condensacion camp = . Tenemos que:

n(logn)A
1 1 1

Z”an: 2n = —

2,78 =3 2 og@))F ~ (10g2F 1P

€s una serie que converge si, y sol@3si; 1; y el criterio de condensacion nos dice que lo mismo

le ocurre ala serie;ﬁ. O
& n(logn)

: . . _logn! .
3.20 Ejemplo. Se trata de estudiar la convergencia de la sirle% donder € R. Aplicando

n>1
el criterio de Stolz, es facil probar que loiges asintéticamente equivalentalagn. Por tanto, a

. . . . logn ,
efectos de convergencia, la serie dada se comporta |gud£ltqeeez —91 la cual es una serie

nr
n>1
de Bertrand cos = —1y a =r — 1. Dicha serie converge si,y s6losi- 1> 1, o sear > 2. ¢

Vamos a estudiar a continuacién dos criterios de convelgane se aplican a series que
pueden compararse con una serie geométrica. El primeraae @gterios parte de que la serie
geométrica de término genem| = X", dondex > 0, converge s'algln—+1 =x< 1 esto lleva, en el

caso general de una serie términos positi\Esan , aconsiderar el comportamiento de la sucesion
n>1

{an+1/an}-
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3.21 Proposicion(Criterio del cociente o de D’Alembert (1768). Supongamos que,a 0
para todo ne N.

a) Si Iimsup{%} =L <1 la serie Z a, es convergente.
n>1

b) Si Iiminf{%} = ¢ >1 o si hay un numero &N tal que para todo > k es% >1,

entonceian} Nno converge a ceroy por tantE a, No es convergente.
n>1

Cuando se verifica que
[iminf {@} <1 Iimsup{@}
an an
la serie puede ser convergente o divergente.

En particular, si se verifica quém {%} =L € Rf U{+} entonces:

a) SiL< 1laserie z an converge.
n>1

b) SiL>1o0siL=+wo,lasucesiona,} no converge a cero y por tanto la serE a, o es

n>1
convergente.

Cuando L= 1la serie puede ser convergente o divergente.

Demostracion a) SeaA un numero tal qué < A < 1. La definicion de limite superior de una
sucesion:

L=1Iim{By} =inf{B,: neN} donde Bn:sup{%:kg n}
implica que exist@ € N tal que para toda > ng se verifica qud. < 3, < A. Como en particular,
L < By, < A, para todm > ng se tiene que:
ano n

dy an-1 an0+l n—n,
= S g K AN Mgy = oy
8182 @, ° AN

Como0<A <1, la seriez A" es convergente. Deducimos, en virtud del criterio de coampan,
n>1
que z a, es convergente.
n>1
b) Supongamos qué< +«. SeaA un numero tal que ¥ A < /. La definicion de limite
inferior de una sucesion:

¢=lim{an} =sup{a,:neN} donde an:’lnf{%:k> n}
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implica que exista €N tal que para toda > ng se verifica quel < ap < £. Obtenemaos, al igual
8no
Ao

diverge positivamente y, con mayor razon, la s@e&n diverge positivamente.
n>1

gque antes, que que para tade ng es a, > A". ComoA > 1 se sigue que la sucesidan}

Si hay un nimerk € N tal que para todm > k es % > 1, entonces la sucesidfa,}
es creciente a partir del lugry no puede ser convergente a cero por lo que la SEI"Eh es
n>1
divergente.

Finalmente, st = +o entonces{%} — 400y, por tanto, la sucesiofa,} es eventual-

mente creciente y no puede ser convergente a cero por lo qae'éaz a, esdivergente. . O
n>1

(n1)?

3.22 Ejemplo. Sea la seriez x?", dondex es un nimero real. Es una serie de términos

& (2n)!
positivos por lo que podemos aplicar el criterio del codqudra estudiar su convergencia. Pon-
1\2
gamosa, = %in. Tenemos que:
An+1 _ (n+1)%(nt)? X2n+2(2n)! 2 (n+1) 2 s X
an  (2n+2)(2n+1)(2n)! (n!)2 (2n+2)(2n+1) 4

L : : X2 : . X2
El criterio del cociente nos dice que-gi < 1, es decir|x| < 2, la serie es convergente;? > 1,

es decir|x| > 2, la serie no es convergente pordag} no converge a cero. El caso en gde- 4,
0 seax = £2, se tiene que:

Any1 4n+1)2  2n+2

a (2n+2)(2n+1) 2n4+17 7

Y concluimos que la serie no converge para +2. ¢

El segundo criterio parte de que la serie geométrica denérgenerab, = X", dondex > 0,
converge siva, = x < 1, esto lleva, en el caso general de una serie de términdi;/pesi an,
n>1
a considerar el comportamiento de la sucegigfan}.

3.23 Proposicion(Criterio de la raiz o de Cauchy (1821). SeaZan una serie de términos
n>1
positivos y sea

limsup{y/an} = LERE U {+}.

a) Si L< 1 laserie Z an es convergente.
n>1
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b) SiL>1osilL= -+ o0sihayunnimero&N tal que paratodo > k esy/a, > 1, entonces

{an} no converge a cero y por tanto la serE a, es divergente.
n>1

En el caso de quim sup{\n/a_n} = 1la serie puede ser convergente o divergente.
En particular, si se verifica quém {{/a,} = LR U{+} entonces:

a) SiL< 1laserie Z an converge.
n>1

b) Si L> 10 si L=+, entonces{a,} no converge a cero y por tanto la seri% a, es
n>1
divergente.

En el caso de quim {\n/a_n} = 1la serie puede ser convergente o divergente.

Demostracion a) Seal un nimero tal qué < A < 1. La definicion de limite superior:
L=Iim{Bn} =inf{B,:neN} donde B,=sup{¥ac:k=>n}

implica que exista € N tal que para tode > ng esL < B, < A. En particularf,, < A. Lo que
implica quey/a, < A, es decim, < A", para toda > ng. Puesto que & A < 1, la seriez ANes
n=>1
convergente y, en virtud del criterio de comparacion, seesthez an es convergente.
n>1

b) SeaL € R* conL > 1. Entonces para todoc N tenemos que X L < 3, lo que implica
que 1 no es mayorante del conjur{tg/a_k: k> n}, es decir, hay algik > ntal que 1< \/ac y,
por tanto, 1< ax. Resulta asi que para tode N hay algunk > n tal queax > 1. Por tanto, la
sucesion{a, } no converge a cero y, en consecuencia, la sgriaa;1 es divergente.

n>1
Finalmente, sL = 4, la sucesién{\n/a} no esta mayorada y, con mayor razén, tampoco

lo esta{a,}, por tanto, la sucesiofa,} no converge a cero y, en consecuencia, la sEria;1 es
n>1
divergente. O

2_q 2n3—2n
3.24 Ejemplo. Sea la seriez ( = ) . Como es una serie de términos positivos po-
n>1

2n3-2n
-1
n2 '

demos estudiar su convergencia usando el criterio de laRaigamos, = <

2 2
n2 1 2n-—-2 n2 1 2n n2 2 o
w (%) (%) (7)o

Concluimos que la serie es convergente. ¢

Tenemos que:
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Comparacion de los criterios del cociente y de la raiZn la proposicion 2.62 vimos que:
n_m{%} < lim{{/a} <Tm{yan} <m{%}

Estas desigualdades implican que siempre que el critetioodeéente proporciona informaciéon
sobre la convergencia de una serie, el criterio de la raibieanproporciona dicha informacion.
Pero puede ocurrir que el criterio del cociente no propoeimformacion y el de la raiz si. Un
ejemplo de ello lo proporciona la siguiente serie. Seand®< b < 1 y definamoso, = a2",
Xon_1 = b*" L. La seriey xn €s una serie de términos positivos claramente convergentgig
X, < b"y la seriey b" es convergente porque es una serie geométrica de razdn<01. Como,
evidentemente, limsupx, = b < 1, el criterio de la raiz nos dice que la se¥ig, es convergente.
Por otra parte, como:

Xon+1 p2ntl b 2n Xon a2 a\ 2n
= > g b — — —i—OO7 = on—1 = b - — O
Xon a a Xon—1 b b

. . - (X . .
deducimos que lii % =0vylim ”H} = +o0, por lo que el criterio del cociente no
informa sobre la convergencia de la SeTig,.

CuandoM <1ly Iim% = 1, también es linya, = 1. En esta situacion los criterios

del cociente y de la raiz no proporcionan informacién sufieiesobre el comportamiento de

. . . . . . Antl

la serie Zan. Por ejemplo, para las series de Riemaamn= 1/n?, se tiene que “manl =1
n>1

cualquiera sea. Observa questos criterios solamente pueden proporcionar informacobre

la convergencia de series que pueden compararse con uregeEsmétrica

El siguiente criterio suele aplicarse cuando fallan logores.

3.25 Proposicién(Criterio de Raabe (1832). Supongamos queg,a 0 para todo re N, y pon-

gamos R = n(l— %) . Supongamos quen{R,} =L € RU{—o, 40c0}.

i) SiL>10L =+, laserie Z a, es convergente.
n>1

i) SiL<1loL=—o 0siexiste algun kN tal que R, < 1 para todo n> k, entonces la serie
Z a, es divergente.

n>1

Demostracion i) Las hipotesis hechas implican que existen- 1 y ng € N tales que para todo
k>npesR« > a.Sead = a —1>0. Tenemos que:

R-1=(k-1) k% >5 (k).
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por lo que
1
5((k—1)ak—ka<+1) (k> no).

Sumando estas desigualdades désgea hastak = n > ng, obtenemos que:

a <

n

> &<

k= No

((No— 1)an, —Nant1) < %(no —1)ay,.

ST

Por el criterio basico de convergencia para series de témpasitivos, deducimos quE an es
n>1

convergente.

ii) Si Ry< 1 para todan > k, entoncegn— 1)a, — na,1 < 0 y resulta que la sucesidman; 1}

es creciente pama> k, luegona,, 1 > ka1, s decir, para todo > k esan, 1> k3k+1ﬁ y, por el

criterio de comparacion, deducimos quan es divergente. O
n>1

El criterio de Raabe suele aplicarse cuando el criterio deikeate no proporciona informa-
cion, es decir, cuandg”a%l — 1. En tal caso la sucesion:

ant1 ant1
=n({l-—)=-n[—-1
wen(1-5) = n(5 1)

es de la formay,(up — 1) dondevy, = —ny u, = % — 1. Aplicando el criterio de equivalencia
logaritmica tenemos que:

lim {Ry} = L <= lim (%)n — lim <i>n — &

an+1

con los convenios usuales para los casos erngdetoo,

3.26 Proposicién(Forma alternativa del criterio de Raabég). Sea @ > 0 para todo neN y
n
supongamos quiém 21 — 1. Pongamos S— <&> .
an ant1

) SiS —€econL>10si S — +, la serie Z a, es convergente.
n>1

i) SiSy,—€e conL<1losi$ — 0, laserie Z a, es divergente.

n>1

Los criterios de convergencia que acabamos de estudian Istempre hipétesis sobre la

sucesion{a,} para obtener informacion sobre el comportamiento de la sEran. Ya dijimos
n>1
antes que esto es tipico del estudio de las series. Pero eideso no estamos estudiando la

sucesion{a,} sino la sucesic')nz an ={a1t+ax+---+an}.

n>1

Ejercicios propuestos
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90. Seaa, >0 para todmeN.

a) Prueba que las seriésa,y y ———
gl n>11+

b) Supuesto qu§ a, converge, ¢,qué puede decirse de las seﬁea% y Z anan;1?

n>1 n>1 n>1

, ambas convergen o hinguna converge.

91. Sea{an} una sucesion decreciente de nimeros positivos. Se supenka qeriez an
n>1
converge. Prueba qyea,} — 0.

n
Sugerencia: s§, = Z a, entonce S — S} — 0.
K=1

92. Sea{a,} una sucesion creciente de nimeros positivos. Dar conéigigue garanticen que

. 1
la serlez —————— es convergente.
S 1283 - an

93. Sea{a,} una sucesion decreciente de nimeros positivos. ¢ Cuande pgegurarse que

la serie Z EAPTRP es convergente? Da ejemplos de sucesidags decrecientes y con
Ly

limite 1 tales que la serie anterior sea en un caso converges otro caso divergente.

94. (Criterio logaritmico) Supongamos quea, > 0 para todon € N, y pongamos
_ —log(an)

" logn
i) Si{Lh} = L,dondeL>10L=+c,la seriez a, es convergente.
n>1
i) Si{Lp} —L,dondeL <1 oL = —oo, 0bien siexiste algukeN tal queL, < 1 para
todon > k, entonces la seri§ a, es divergente.
n>1
(="
2n

95. Estudia la convergencia de la serE usando el criterio del cociente y el de la raiz.
>1

Comenta el resultado.
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96. Estudia la convergencia de las siguientes series:

(h+1)", (h+1)"
a) ngl nh+2 '’ b) ngl 3!
n logn
c)zn_an (a>0); d)z2 n
n>1 n! n> (Iogn)”
1\ _iogn . log(logn)
e) n;Iog <1+ n>a i (a>0); f) n;a glogn (@ > 0)
(n)?, 2y
— h e—(1+1/n
95 )n;( (1+1/m)")
. 2n)1)® ) N
) 3 s ) 3 (e
K nt/™ _1): I In+1—¥n)lo <E>
) n;( ) ) n;( )log{ —
n! 1\" (n+2)1)3
™ 2 (ny (”ﬁ) ’ W2 e
97. Estudia la convergencia de las siguientes series:
a) n>1(4n+1_\4/ﬁ) a%9" (a>0); b) n;(%) (aeR)
a 1 ) 3!
c) n>1( n+1—ﬁ) log <1+ n_B> (a,BeRY); d) n§1%5'8'11"'(5+3”)
2-3...(n+2)\“ _ 3 n
e)@l(m) (aeR); f) n;(z—\/i)(z—ﬁ)m(z—ﬁ)
n! . ((3n1))?
9) n;a(a+ 1)(@a+2)---(a+n)na (@>0,a€R);  h) n; 460 (n1)6

3.3. Series conmutativamente convergentes. Convergenasoluta.

Hemaos visto en el ejemp®5que permutando los términos de la serie armonica alterrada p
demos obtener una serie convergente pero con distinta &sttanos dice que la serie armonica
alternada no es “conmutativamente” convergente. Precs@ste concepto.

Seaz an la serie definida por la sucesida,}. Dada una biyecciom : N — N, definamos
n>1
una sucesiofbn} por by = ayn). En estas condiciones se dice que la S(iibn se ha obtenido
n>1
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permutando términoen la seriez an.
n>1
Puedes comprobar que en el citado ejenthl) la permutacion de términos realizada en la
serie armonica alternada viene dada por la biyectiéiN — N definida para todoae N por:

n3n—2)=2n-1, m(3n—1) =4n—2, n(3n) = 4n.

Se dice que una seri§an es conmutativamente convergenté si para toda biyeccion
n>1
m: N — N, se verifica que la serie definida por la sucesifay}, es decir la serie

Z an(n) = {@n1) +an2) + - +axn) }, €S convergente.
n>1

Observa que, tomando como biyeccionNlesobreN la identidad, si la seri§ a, es con-
mutativamente convergente entonces ella missiaonvergenteEn otras palabras, una serie es
conmutativamente convergente, cuando es convergentebyéarson convergentes todas las se-
ries que se obtienen de ella por reordenacion de sus términos

Recuerda que la suma de una serie de términos positivosrgente es igual al extremo su-
perior del conjunto de todas las sumas parciales; es utujtie aunque permutemos los términos
de la serie dicho extremo superior va a seguir siendo el missto quiere decir que las series
de términos positivos convergentes van a ser conmutativi@ngenvergentes. Veremos enseguida
que, en efecto, esto es asi. Pero antes conviene introdutipaiparticular de convergencia que
esta muy relacionada con la convergencia conmutativa.

Se dice que una ser§ a, esabsolutamente convergentsi la seriez |an| es convergente.
n>1 n>1
Recuerda que si una sucesifi} converge &, entonces{|x,|} converge gx|. Por tanto,

si una serieZan ={ay+ax+---+a,} converge, también converge la sucesion que se obtie-
n>1
ne tomando valores absolutdgy +ax + -+ -+ an|}; pero esta sucesiamo es iguala Z lan| =
n>1
{laz|+ |az| + - -+ |an|}. Por esgouede ocurrir que una serie sea convergente pero no sea abso-

lutamente convergentéa serie armonica alternada es un ejemplo de serie comiergae no es
absolutamente convergente.

Observa que si una sucesifa,} es tal que el conjuntdneN : a, < 0} es finito, es decir,

existege N tal que paran > g esa, = |ay| > 0, entonces, sila serig a, es convergente también
n>1
es absolutamente convergente, pues se tiene:

Zan converges Z an converge < Z|an| converge < Z lan| converge
n>1 n=q n=q n>1

1En la mayorfa de los textos a las semesmutativamenteonvergentes se les llanecondicionalmenteonver-
gentes.
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Un razonamiento analogo prueba que si el conjyme N : a, > 0} es finito, entonces la con-

vergencia de la serie equivale a su convergencia absolataaRto, para que una seriy a
n>1
pueda ser convergente pero no ser absolutamente coneefgsrtonjunto§neN: a, >0} y

{neN:a, < 0} han de ser ambos infinitos.

3.27 Teorema. Toda serie absolutamente convergente es conmutativarmentergente. Ade-

mas, si la seriez a, es absolutamente convergente, entonces para toda biyeaciy — N se
n>1
verifica que:

8
8

Demostracion PongamosA, = a; +ay + --- + an, By = |a1| + |az| + --- + |an|. Por hipétesis
Y |an| = {Bn} es convergente. Probaremos en primer lugar que la $erie= {A,} también es
convergente. Dade > 0, la condicion de Cauchy pa{8,} nos dice que existey € N tal que

q
\Bq— Bp| = Z lak| < g, para todosp,qe N tales que g > p=>no. (3.8)
k=p+1
Deducimos que para todgsg< N tales queg > p> ng se verifica que

d £
[Aq—Ap| = [api1+apia+tag < Y fad < 5 <&
k=p+1
Lo que prueba que la serjea, cumple la condicion de Cauchy y, por tanto, es convergente.
PongamosA = [im{A,}, y searr: N — N una biyeccion. Dade > 0, seanp € N tal que se
verifica 3.8) y ademéls{AnO —A| < £/2. Definamos

mo=max{jeN:m(j) <ng}, Fn={mk):1<k<m}.

Param> my, se verifica quén 2 {1,2,...,no}. Por tanto, el conjuntélym=Fm\{1,2,...,no} no
es vacio. Sep = min(Hn), g = maxHy). Tenemos entonces qge> p— 1 > ng, y por tanto:

m
Zanm—A‘ =2 & ‘ > A—AIS
j=1 keFm =1 keHm
Np 8
<|ga-as 3 mi<ge s mic g
K=1
Hemos probado asi quE ann) = A O
n=1

El resultado reciproco es también cierto, es decir, sec@ifile toda serie conmutativamente
convergente es absolutamente convergente. Este resaéiguioede precisar mejor. El siguiente
teorema se debe a Riemann.
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3.28 Teorema.SeaZ a, una serie convergente pero no absolutamente convergeetea/sR.
n>1
Entonces existe una biyeccion N — N tal que la seriez anm) €s convergente y
n>1

En consecuencia, la convergencia absoluta es equivalémtmavergencia conmutativa. Por
supuesto, para estudiar la convergencia absoluta de uea $ay, se aplican los criterios de
convergencia para series de términos positivos a la Sésjg.

Nos queda por solucionar un problema; a saber: si una seci@werge absolutamente puede
ocurrir que dicha serie sea convergente como, por ejenglgurre a la serie armonica alterna-
da. ¢ Como podemos estudiar la convergencia de una seri®qaaverge absolutamente? Pues
usando criterios de convergencia no absoluta. Hay varidalée criterios pero aqui solamente
vamos a ver uno que se refiersaies alternadague son aquellas en que los términos van alter-

nando signos, como en la serie armonica alternada, es slatiseries de la form{ (—1)"+1an
n>1
0 Z (—1)"a, dondea,, > 0 para todm € N.

n>1

3.29 Proposicion(Criterio de Leibniz para series alternadag. Supongamos que la sucesion

{an} es decreciente y convergente a cero. Entonces la serienatlarz (—1)"1a, es conver-
n>1

n 00
gente. Ademas, shS S (-1)“"‘ac y S= Y (~1)""a,, entonces para todo@N se verifica
k=1 n=1

que|S— S| < anya.

k+1

n
Demostracion Probaremos que la sucesi®h = Z(—l) ax es convergente. Teniendo en

K=1
cuenta que para todoe N esa, > an, 1 > 0, deducimos las siguientes desigualdades:
Sh<Sntanii—@n2=Sn2=Sn1—n 2 <SS =S 1-a@ntan1 < S

Hemos obtenido que para tode N es:S, < Sni2 < Snt1 < Sn-1. Por tanto, la sucesioft,
es creciente YS,_1} es decreciente. Ademas, ambas estan acotadas [@Brqu&n < Sn-1 <
S:. Deducimos que dichas sucesiones convergen, y &me — S, = ao, — 0, concluimos que

{S} converge.
SeaS= S5 ;(—1)"a, =1im{S}. Puesto que
S=1im{Sn_1} =inf{Sn_1: neN} =Ilim{S} = sup{Sn : €N},
se verifica QU&R < S< Sy 1, de donde:

0 < S— San n+1, Y — an < S— S2n—1§ 0. (3-9)
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En consecuencigs— S| < an;1 para todneN.

Teniendo en cuenta la proposici8r®, el criterio de Leibniz prueba que las series de la forma
5 (—1)"a, donde{an} — 0y la sucesion{a,} es mondtona a partir de un cierto término en
adelante son convergentes (aunque la acotacion del error antesidédtga no tiene por qué ser

vélida).

Ejercicios propuestos

98. Estudia la convergencia absoluta y la convergencia no @asdé las siguientes series.

a)

n>1

(_1)n+1

(_1)n+l<

(_1)n+l

(=1)

NG
n+ 100

1.3-5---(2n—1

2-4.6---2n
vn
nyn+1
nr1log(n+2)
n+2

)>“

b) ngl(_l)nJrlZJr (n =
<1+ %)
d) ngl( 1)n+1 .
)3
1



Capitulo

Funciones reales continuas

En matematicas, la evidencia es enemiga de la correccion.
Bertrand Russell

4.1. Funciones reales

Las funciones son las herramientas principales para laige€n matematica de una si-

tuacion real. Todas la®rmulasde la Fisica ho son mas que funciones: expresan como ciertas
magnitudes (por ejemplo el volumen de un gas) dependen a (tdrtemperatura y la presion).
El concepto de funcion es tan importante que muchas ramas matematica moderna se ca-
racterizan por el tipo de funciones que estudian. No es dafext por ello, que el concepto de
funcion sea de una gran generalidad. Ademas, se trata desugsnd conceptos cuyo contenido
esencial es facil de comprender pero dificil de formalizar.

4.1 Definicion. SeanA y B dos conjuntos. Una funcion d& en B es unaregla que a cada

elemento de A asocia un Unico elemento de B.

En esta definicion la dificultad radica en precisar matemdtente lo que se entiende por
regla. Como solamente vamos a trabajar con funciones elementaieglero que no es necesario
dar mas precisiones.

Observa que una funcion sares cosas: el conjunt@ donde esta definida, el conjun®

101
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donde toma valores y la regla que la define. En este curso estameresados principalmente
en funciones entre conjuntos de ndmeros reales, es degil3 son subconjuntos dR; con
frecuenciaB = R. Estas funciones se llam#&mciones reales de una variable real

Convenio.En lo que sigue solamente consideraremos funciones reaesg/se especifica otra
cosa, se entiende qie= R.

Por tanto, para darnos una funcion nos deben decir, eninnel subconjunt@ deR donde
suponemos que la funcion esta definida y la regla que asiga@deandimero dé un Unico nimero
real. El conjuntoA recibe el nombre ddominiode la funcién.

Las funciones se representan por letras. En la practicettas Imas usadas séngy h, pero
cualquiera otra es también buena.fS#s una funcién x es un nimero que esta en su dominio,
se representa pdn(x) (Iéase ‘f evaluada ex’ o “el valor de f enx’) el nUmero quef asigna a
X, que se llama@magen de x por {

Es muy importante distinguir entre f (una funcion) ()f (un namero real)

El simbolo f: A — R se utiliza para indicar qué es una funciércuyo dominio es Ase
supone, como hemos dicho antes, dues un subconjunto dB). También es frecuente usar el
simbolismox — f(x), (x € A).

Es importante advertir que las propiedades de una funcipandien de la regla que la define
y también de su dominigor ello dos funciones que tienen distintos dominios se consideran
distintas funciones aunque la regla que las defina sea la mism

4.2 Definicién (Igualdad de funcioneg. Dos funcionesf y g son iguales cuando tienen igual
dominio y f(x) = g(x) para todax en el dominio comun.

Notemos también que aunque estamos acostumbrados a négreskas funciones mediante
férmulas no siempre es posible hacerlo.

4.3 Ejemplo. Consideremos las funciones siguientes.

a) f:R— R lafuncion dada pof (x) = x2.
b) g:R*™ — R la funcion dada pog(x) = x2.

1, sixe Q

c) h:R — R lafuncién dada poh(x) =
-1, sixeR\Q

d) Seaf(x)— %\’
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Segun lo antes dicho, las funciones en a) y b) son distineasebho tienen propiedades distintas.
Observa que la funcion definida en b) es creciente y la defemds no lo es.

La funcion definida en c) es llamadiancion de Dirichlet Notese que no es facil calcular
los valores de dicha funcién porque no siempre se sabe si menoUreal dado es racional o
irracional. ¢ Es e-rrracional? Pese a ello la funcion esta correctamente definida

En d) no nos dan explicitamente el dominio fdpor lo que se entiende gueesta definida
siempre quef (x) tenga sentido, es decir, siempre gifer 1 # 0, esto es, pam# +1. ¢

El convenio del dominio.Cuando una funcion se define por una formul@x) = formula” y el
dominio no es explicito, se entiende que el dominio es el megajunto de valores depara los
cuales la expresiom(x) tiene sentido como nimero real. Este es el llandaioinio naturalde
la funcién.

Dada una funciénf : A— R, y un conjunto no vaci€ C A, el conjunto de las imagenes por
f de todos los elementos @e
f(C)={f(x):xeC}

se llamaimagen de C por fCuandoC = A, el conjuntof (A) se llamaconjunto imagerde f y
tambiénrangoo recorrido de f.

Operaciones con funciones

La mayoria de las funciones que vamos a usar en este cursngeeh a la clase de famcio-
nes elementale$e llaman asi porque pueden obtenerse a partir de cigrtssdie funciones bien
conocidas realizando las operaciones de suma, producient®y composicion de funciones.

Suma, producto y cociente de funcionefadas dos funcione§, g: A— R, se define stuncion
suma(resp.productg como la funcion que a cada numera A asigna el nimero redlx) + g(x)
(resp.f(x)g(x)). Dicha funcion se representa con el simbblpg (resp.fg). Se define la funcion
cociente def por g como la funcion que a cada numexa& A cong(x) # 0 asigna el nimero

f(x)

real W Dicha funcion se representa p(gar También podemos multiplicar una funciérpor
un nimeroa para obtener la funcion f que asigna a cadac A el numeroa f(x). De todas
formas, el producto de un niimero por una funcién puede cersgige como un caso particular
del producto de funciones, pues se identifica el nirezon lafuncion constantgue toma como

Unico valora.

Las propiedades de la suma y el producto de funciones somidasadpe esperar y su demos-
tracion es inmediata pues se reducen a las correspondfpfgsdades de los nimeros.
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4.4 Proposicién. Cualesquiera sean las funcionesgfh: A— R se verifican las siguientes pro-
piedades:

Asociativas.(f +g)+h= f+(g+h); (fg)h= f(gh)
Conmutativas. frg=g+f; fg=gf

Distributiva. (f +g)h= fh+gh

4.5 Definicién (Composicion de funciones Seanf: A — R y g: B— R funciones con
f(A) C B. En tal caso, la funciom: A — R dada por(x) = g(f(x)) para todox € A se llama
composicién de g conyf se representa pbr= go f. Observa que la funciogo f, solamente esta
definida cuando la imagen deesta contenida en el dominio deLa composicion de funciones
es asociativa.

4.6 Definicién (Funciones inyectivay. Se dice que una funciém: A — R es inyectiva en un
conjuntoC C A, si en puntos distintos d& toma valores distintos; es deck,y € C y X # Y,
entoncesf (x) # f(y). Se dice qud es inyectiva cuando es inyectiva &n

4.7 Definicién (La funcion inversa de una funcion inyectivd. Si f: A— R es una funcién
inyectiva, puede definirse una nueva funcién en el conjBntof (A), f~1: B— R, que llamare-
mosfuncion inversa de ,fque a cada nimego< B asigna el tnico nimenoc Atal quef(x) =y.
Equivalentementef ~1(f(x)) = x para todax € A, y tambiénf (f~1(y)) = y para todoy € B.

4.8 Definicion(Funciones mondtonas Se dice que una funciéfi: A— R es creciente (resp.
decreciente) en un conjun@®cC A, si f conserva (resp. invierte) el orden entre punto€des
decir, six,y € C y x <y, entoncesf (x) < f(y) (resp.f(x) > f(y)). Se dice que es creciente
(resp. decreciente) cuando lo es en todo su dominio de définiSe dice que una funcion es
mondtonagpara indicar que es creciente o decreciente. Una funciérdtooa e inyectiva se dice
gue esestrictamente monétonaudiendo ser estrictamente creciente o estrictamentedente.

4.9 Definicion (Gréfica de una funcion). La grafica de una funciori : A— R es el conjunto
de pares de numerdsx, f(x)) : x € A}.

La grafica de una funcion pone de manifiesto, a simple vistahaside sus propiedades. Para
dibujar graficas de funciones se precisan herramientadaddague estudiaremos mas adelante.

Un error frecuente, que debes evitar, consiste en confumgirfuncion con su gréfica. Es-
te error procede de una manera inapropiada de represenfantiones que consiste en escribir
y = f(x). De esta forma se introduce una nueva leyfgrara representar el valor que la funcién
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toma enx. Ahora la cosa empieza a estar confusa ¢ la funcigf®,egla funcion e$?, ¢la funcion
es f(x)? Esto procede de la Fisica en donde se interpreta ggda magnitud o variable “inde-
pendiente” ey es la magnitud o variable “dependiente”. Peor todaviayas®m variable o una
funcion? Si has usado con frecuencia esta forma de repaedastfunciones no me extrafia que
puedas tener dudas sobre su significado. Aclaremos estoidafdrma razonable de interpretar
una igualdad comyg = f(x), es entender que dicha igualdad representa al conjuntontespdel
plano que la satisfacen, es decir, representa la grafi€a de

Observaciones sobre el concepto general de funcién y el foallsmo que usamos para
definir funciones.

Hemos definido una funcién como tres cosas: un conjdnim conjuntoB y una regla que
a cada elementw de A hace corresponder un elementoRid.o Unico que interesa de esa regla
es que esté correctamente definida. Por ejemplo, la regla caga nimerse [0, 1] hace corres-
ponder el digito de su desarrollo decimal que ocupa el lugarmil millones, esta correctamente
definida aunque no sea muy (til, pues no es posible calculifgied que le corresponde a ningdn
ndmero irracional. Te pongo este ejemplo para que aprexiganeral que es el concepto de fun-
cion que hemos definido. En particular, debes notar que urgadiu no tiene por qué estar dada
por una “féormula’. Pero, seguidamente, te digo que no debescpparte por esta generalidad
porque en este curso solamente vamos a trabajar con fundiefiaidas mediante “féormulas”;
ademas, “formulas” que, salvo excepciones, definiran tames elementales”, esto es, funciones
obtenidas al realizar sumas, productos, cocientes y caoioss de logaritmos, exponenciales,
potencias y funciones trigonométrica.

Ya hemos usado antes el formalismo que se emplea en matasndaia definir una funcién,
pero quiero detenerme en él porque debes entenderlo penfete. Para definir una funcion
solemos empezar diciendo “sda A — R la funcion dada por...”. Con esto estamos diciendo
tres cosas: que la funcion esta definidafgmue toma valores eR, y que representamaos con
la letra f la regla. El error mas frecuente que se produce aqui se ddieclad de que, con
frecuencia, el conjunté no es el dominio natural de definicién de la funcién sino urcenjunto
del mismo, y esto puede tener muy importantes consecuequéakay que tener muy presentes
en todo momento. Seguidamente, para acabar de definir l@dfyree especifica la regla que
a cada elemento d& asocia un namero real, lo que suele expresarse por “la fortada por
“ f(x) =formula o funcion elemental” para toda= A”. Se suele volver a insistir en que la variable
X toma solamente valores émpara indicar que no nos interesa lo que pueda pasar fuéa de

Ten en cuenta que la letra con la que representamos unatyisciéle usarsé, podemos
elegirla a gusto y no tiene mayor importancia siempre quesrmeste a confusiones. Lo impor-
tante son los datos que definen la funcion: los conjuAtd®(nosotros suponemos giée=R) y
la regla. Veamos un ejemplo mas de esta forma de procedeqparo te queden dudas.
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a)

b)

Sea
f:R— R lafuncién dada pof (x) = x3 — 4x* +x+ 6 para todox € R 4.1)

En la figurad.1se representa parte de la grafica de esta funcion.

Figura 4.1. La funciorf (x) = x> — 4x2 + x+ 6

La imagen de esta funcion €§R) = R. Esta funcién no tiene maximo ni minimo, no es
creciente y tampoco es decreciente. No es inyectiva y sudiuimversa no esta definida.

Sea
f:[0,2] = R la funcién dada pof (x) = x> — 4x° + x+6 paratodoxe [0,2]  (4.2)

Observa que, aunque de forma deliberada uso la misma fet@ara representar la regla,
la funcion definida en4.2) es muy diferente que la definida eh). Aunque la regla es la
misma, en 4.2) solamente nos interesa lo que pasa en el interigal). La imagen de esta
funcion esf(]0,2]) = [0,6]. Claramente, la funciénd(2) es estrictamente decreciente, tiene
maximo y minimo y es inyectiva. Su funcién inversa esta dadirfleunque no sea facil de
calcular).

4.2. Continuidad

En este capitulo vamos a estudiar con algin detalle un ctntsrico importante que es el

de continuidad. Para motivar la definicién que vamos a dapdgmuidad, consideremos una ley
fisica de la forma& = f(V), que relaciona los valores de una “variable independi¢iig@ode-
mos pensar que es el volumen de un gas) con otra “variablediepéeP” (podemos pensar que
es la presién). Si queremos usar dicha ley, hemos de medalorMg de la variablé/, y es inevi-
table que al hacerlo cometamos algun error el cual, naterabninfluye en el correspondiente
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valor deP, que ya no sera exactamente igu&a= f(\p). Surge asi la pregunta natural: ¢de qué
forma el error en la medida dé afecta al valor resultante d& Es claro que si para valores de
V “muy préximos” aVy obtengo valores dé muy diferentes entre si, la leyf™ que relacionav
conP no tendra ninguna utilidad préactica.

Puesto que los errores de medida son inevitables, no esatdednatar de obtener “el ver-
dadero valoP". Lo que si puede hacerse es fijar una cota de error admisisePp(la cual
dependera de cada situacion concreta), llamersiba ticha cota £ > 0), y tratar de obtener otra
cota de error 8” (0 > 0), de tal forma que siempre que midanmiscon un error menor qué
tengamos la seguridad de que el valor resultante Paradiferencia d€, en menos que. Esto
es,|f(V)— f(Vo)| < € siempre queV —Vp| < 6. Cuando esto efectivamente pueda hacerse para
cualquier cota de errar > 0 decimos que la leyf” es continua ev.

Observa que cabe esperar que la cota de érdependa det fijado en cada caso. Intuiti-
vamente, cuanto mas pequefio sea el error permitido en lgs filadles, tanto mejor tendremos
que medir la variable independiente. En general, la pdtiiicon la que debemos medlis para
obtener un error final menor que depende no solamente del valor fijadosdgino también del
valor deVg. Esto es facil de entender, no es lo mismo medir un volumeradesvmetros clbicos
gue otro de unos pocos milimetros cubicos, la precision detraimedida debe ser mejor en este
altimo caso.

Las ideas anteriores conducen, de forma natural, a la définicatematica de continuidad.
En todo lo que sigue, la letirepresentara un conjunto no vacio de nimeros reales. Eddtoar
A ser& siempre un intervalo o una union de intervalos. Reaugrd la notaciorf : A— R quiere
decir quef es una funcién real cuyo dominio #s Es muy importante advertir qu&no tiene
por qué coincidir con el dominio natural de la funcion. Eft@si porque con frecuencia estamos
interesados en estudiar propiedades de una funcién en teadpasu dominio natural. Ademas,
la continuidad def depende tanto de la “regla que la define” como del conjuntmadelestamos
trabajando. Enseguida pondremos ejemplos para aclaoar est

4.10 Definicion(Continuidad en un punto). Una funciénf: A — R se dice que es continua en
un puntoa€ A si, para cada numem> 0, se puede encontrar un niumeéro- 0 (que, en general,
dependera dey dea) tal que para todxe A con [x—a| < o se verifica queg f(x) — f(a)| < €.

La definicion anterior suele escribirse, con abuso del fosma l6gico, de la siguiente forma:
+ b x—a<d
VeeR" 30eR™ : = |f(x)—f(a)|<e 4.3)
xeA
Comentarios a la definicion.Observa que en esta definicién el conjuAtiene mucho prota-

gonismo: sélo se consideran los valoresfden A, lo que le pueda pasarfafuera deA no nos
interesa. El siguiente ejemplo es ilustrativo.
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a) Seaf:R — R lafuncion de Dirichletdada porf (x) = 1 sixeQ, f(x) = -1 sixe R\ Q.
Es la funcion que vale 1 en los puntos racionaleslyen los irracionales. Esta funcion no
es continua en ningun punto. La razén es que en todo inteaddoto, por pequefio que sea,
siempre hay numeros racionales e irracionales. Por esontoh f oscila constantemente
entre 1y—1.

b) Las funcioneg: Q — R dada pog(x) =1y h: R\ Q — R dada poih(x) = —1 son continuas
(ison funciones constantes!) en todo punto de sus respgctominios de definicion.

4.11 Definicién. Una funcién f: A— R se dice que es continua por la izquierda (resp. por la
derecha) en un punto< A si, para cada nume> 0, se puede encontrar un nimeéro- 0 (que,

en general, dependera &g dea) tal que paratodxcA cona—d < x< a (resp.a<x<a+9)

se verifica que f(x) — f(a)| < €.

Debes tener claro que para poder hablar de la continuidadla de continuidad de una
funcion en un punto, la funcién debe estar definida en dicmbgolLa condicién 4.3) exige que
el niumerof (a) esté definido. Si no se conoce el valorfdena no puede comprobarse si dicha
condicion se verifica o no y, por ello, no tiene sentido caersidla continuidad de esa funcion en
dicho punto. Insisto en esta evidencia porque en muchosstéxtvas a encontrar ejercicios del
siguiente estilo:

. - . 1
a) Estudiar la continuidad de la funcidtix) = S EnX= 0.

b) Estudiar la continuidad de la funci@fx) = % enx=0.

c) Estudiar la continuidad de la funcidiix) = );

Respuesta: Las funcionds g no estan definidas en Otyno esta definida en 1, por tanto no
tiene sentido estudiar su continuidad en esos puntos. Bdea pstudiar la continuidad de estas
funciones en los puntos indicados, primero hay que definigla dichos puntos. Por ejemplo,
podemos definif (0) = 0, g(0) = 1, h(1) = 2. Ahora la respuesta e:no es continua en @ no

es continua en 0 pero es continua por la derecha em@sycontinua en 1.

4.12 Definicion(Continuidad en un conjunto). Se dice quef : A— R es continua en un con-
juntoC C A, si f es continua en todo punto @e

El siguiente resultado nos va a permitir usar la teoria dessoges de ndameros reales para
estudiar la continuidad de funciones reales.
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4.13 Proposicion.Sean f A— R y ac A. Equivalen las siguientes afirmaciones:
a) f es continua en a.

b) Para toda sucesiofix,} de puntos de A coiim{x,} = a, se verifica quém{f(x,)} = f(a).

Demostracion a) = b) Sea{x,} una sucesion de puntos Aecon lim{x,} = a. Tenemos que
probar que linff(x,)} = f(a). Dadog > 0, por la continuidad dé ena, existe und > 0 tal que

para todox €]Ja— d,a+ d[NA se verifica quef(x) — f(a)| < €. Puesto que lifx,} = a, existe

no € N tal que parta toda > ny se verifica que, €]a— d,a+ [, como también, € A, se sigue
que|f(x,) — f(a)| < €. Hemos probado asi que {rh(x,)} = f(a).

Para probar el reciproco probaremos qoea)=—- no b) Es decir, probaremos que &ino
es continua ea entonces hay una sucesi@x,} de puntos dé\ con lim{x,} = atal que{f(x,)}
no converge d(a). Quef no es continua ea quiere decir que existe ug > 0 tal que para todo
0 > 0 se verifica que hay algun puntg €Ja— 8,a+ d[NAtal que|f(x5) — f(a)| > &. Para cada
neN sead, = 1/ny seax, €Ja— 1/n,a+ 1/n[NAtal que|f(x,) — f(a)| > &. Claramentgx,}
es una sucesion de puntosAleon lim{x,} = ay la sucesior{ f (x,) } no converge d(a). O

No suele ser tarea facil demostrar que una funcién dada éswanGeneralmente, lo que se
hace es descomponer la funcién que queremos estudiar smmdgasencillas cuya continuidad
ya es conocida previamente. Es por ello interesante sabdrpqude operaciones realizadas con
funciones continuas conducen a nuevas funciones continuas

4.2.1. Propiedades béasicas de las funciones continuas

4.14 Teorema.Sean f, g funciones reales definidas en A. Se verifica que:

a) Las funciones # gy fg son continuas en todo punto de A en el que las dos furkibrye
g sean continuas. En particular, las funciones suma y praxlde funciones continuas son
funciones continuas.

: L1 .
b) Si gx) # 0 para todo x€ A, la funciébn= es continua en todo punto de A en el que g sea

continua. En consecuencia, la funcién cociente de dosduesi continuas cuyo denominador
no se anula nunca es una funcién continua.

Demostracion ' Supongamos qué y g son continuas en un punto< A. Para toda sucesion
{X,} de puntos d&\ con lim{x,} = a se verificard que lifif (x5)} = f(a) y Im{f(xn)} = f(a).

1puedes ver una demostracién usando la defini¢i®en mi libroCalculo diferencial e integral para funciones de
una variable
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Entonces, en virtud del teorema 2.25, tenemos que
im{(f+g)(xn)} =Mm{f(x)+g0n)} =lim{f(xn)} +lim{g(xn)} = f(a) +9(a) = (f +9)(a)
lim{(fg)(xa)} =1lim{f(xn)g(xa)} = lim{f(x)}lim{g(x)} = f(a)g(a) = (fg)(a)
Lo que prueba, por la proposici@nl3 que las funcione$ + gy fg son continuas ea.

Si, ademas, suponemos qy(&) # 0 para todoce A, tenemos que:
] f ] f(Xn) im{f(x,)} f(a) f
[im —xn}:hm{ }:, = = —(a
1gt g0 |~ Timigt)} @) g
Lo que prueba, por la proposiciénl3 que la funcionf /g es continua ea. O

El teorema anterior es muy Util pero con frecuencia no seri bien lo que dice o se inter-
preta mal. Lo que dice es que la suma, producto y cocientend@®fes continuas (siempre que no
dividamos por 0) también es continua. De aqui puedes defdisdimente algunas consecuencias.

4.15 Corolario. a) Si la suma de dos funciones es continua y una de ellas eisganta otra
funcién también es continua.

b) Si el producto de dos funciones es continuo y una de ellasr@gua y no se anula, la otra
funcion es continua.

Hasta aqui todo bien. El problema es cuando tenemos queéagdtudontinuidad de la suma
o el producto de dos funciones discontinuas. En esta situaditeorema anterior no nos dice
nada. Peor aln; no puede haber ningun teorema que diga lcagaesp este caso. La razon es
gque puede pasar cualquier cosa. La suma o el producto demmsrfas discontinuas puede ser
unas veces continua y otras veces discontinua. Se trata pi@blema que hay que estudiar en
cada caso concreto y que depende de como sean las funcianesmamos o multiplicamos.

Por ejemplo, sed la funcion de Dirichlet que, como sabemos, es discontinuadm punto.
Seag una funcion continua cualquiera; por ejemplo, la identigad = x para todox€ R. Las
funcionesg+ f y g— f son discontinuas en todo punto pero su suma es la fungdue es
continua. Por otra parte, el cuadradofdeesto es la funcioh(x) = f(x)f(x) = (f(x))> =1, es
la funcioén constante igual a 1y, por tanto, es continua.

Ademas de sumar y multiplicar funciones, también sabemuogonerlas. Veamos como se
comporta la continuidad respecto de la composicién de dmes.

4.16 Teorema(Continuidad de una funcién compuesty. Sean fA— Ry g: B — R fun-
ciones tales que (A) C B. Supongamos que f es continua en un purédg que g es continua
en el punto fa). Entonces la funcion compuesta> §: A — R es continua en el punto a. En
particular, si g es continua en(A), entonces g f es continua en todo punto de A en el que f sea
continua. Mas en particular, la composicion de funcionestiomas es una funcién continua.
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Demostracion Como f es continua era€ A, para toda sucesiofix,} de puntos deA con
lim{x,} = a se verificara que lifif (x,)} = f(a). Ahora, comog es continua erf (a), se veri-
ficara que liMg(f(x,))} = 9(f(a)), es decir, lid(go f)(%n))} = (go f)(a). Por la proposicion
4.13concluimos quego f es continua ea. O

Funciones racionales

Lasfunciones polindmicas o polinomisen las funciones de la forma
P(X) = G+ C1X+ CoX° + - - - + X"

dondecy, ¢y, ..., Cn SON NUMeros reales llamadoseficienteglel polinomio;n € N es un nimero
natural que, st, # 0, se llama grado del polinomio. Las funciones polinbmidasein como
dominio natural de definicion la totalidad eaunque con frecuencia nos interesara estudiar una
funcion polinémica en un intervalo.

Unafuncién racionales una funcion de la forma:

P(X)
0=
dondeP (el numerador) YQ (el denominador) son polinomios@ no es el polinomio constante
igual a 0. La funciérR tiene como dominio natural de definicion el conjufifos R : Q(x) # 0}.
Observa que las funciones polinébmicas son también fungim@onales (con denominador cons-

tante 1).

Como consecuencia de los resultados anteriores y de lassicames2.37y 4.13 obtenemos
el siguiente resultado.

4.17 Corolario. a) Toda funcion racional es continua en su dominio naturatiégnicion.

b) Las funciones exponenciales, logaritmos y potenciasxgenente real son continuas en
sus dominios naturales de definicion.

4.2.2. Propiedades locales

Intuitivamente, la continuidad de una funcién en un puntpetiele Unicamente del com-
portamiento de la funcién en la “proximidad” de dicho purfisto se expresa diciendo qlae
continuidad es una propiedad locAtamos a precisar este concepto.

4.18 Definicion. Dados una funcionf : A— R y un conjunto no vaci€ C A, podemos definir
una nueva funcignllamadarestriccion de f a Cque se representa pdi, que es la funcion
definida en el conjunto Que viene dada pdiic(x) = f(x) para todoxeC.
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Dada una funciénf : A— R, se dice que una funciég: B — R es unaextensiénde f, si
B D Ay f eslarestriccion dg al conjuntoA, es decirf (x) = g(x) para todaxe A.

Los conceptos de extension y de restriccion de una funcidesencialmente el mismo: todo
depende de que se mire “para arriba” o “para abajo”.

Es importante distinguir entre una funcién y su restricaam conjunto. Veamos un ejemplo
que nos permitira introducir una funcién muy Util.

4.19 Ejemplo (Funcion parte entera). La funcion que a cada nimerxa= R asignael mayor
entero que es menor o igual quaee llama funciérparte enteraDicha funcion se representa con
la letraE y esté definida para todos R por las condiciones siguientes:

EX)eZ y EX <x<E(X)+1

A No es dificil probar que esta funcién es disconti-
St nua en todos los enteros. Ahora, si consideramos
g | _ a dicha funcion trabajando solamente en el inter-
5 _H | valo [1,2], es decir, la funciérf restriccion deE
1 — a[1,2[ cuyo dominio es el intervaldl,2[ y que
«—— a cada punto de dicho intervalo asigna su “parte
—5%4% —12—_1-@_—0 12345 entera”,f(x) = E(X), para 1< x < 2; entonces la
—2 - funcion f es constante pues, clarameftg) =1
= =37 para todaxe [1,2], luego f es continua en todos
— —4r los puntos de su dominio, en particufaes con-

tinua en 1 aunque la funcién “parte entera” es

discontinua en dicho punto.
Figura 4.2. Funcion parte entera

¢

El ejemplo anterior, y también el ejemplo de la funciéon dedbiet antes visto, prueban que
una restriccion de una funcién discontinua puede ser ammtinlo que es igual, una extension de
una funcién continua puede ser discontinua. Son impoganiitiles a este respecto los siguientes
resultados.

4.20 Proposicién(Localizacion de la continuidad. Sean f.A— R, ac A e | un intervalo
abierto tal que & 1. Supongamos que la restriccion de f @A es continua en a. Entonces f es
continua en a.



Propiedades locales 113

Demostracion Pongamosg = fjna. Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que para todo
x€la—d,a+ d[N(INA) se verifica quef(x) — f(a)| = |g(x) —g(a)| < €. Comol es un inter-
valo abierto ya € |, existe unr > 0 tal que]a—r,a+r[C |. Pongamosy = min{r,d}. Te-
nemos qued; > 0y Ja—d;,a+ & [=]a— d,a+ d[Nja—r,a+r[Cla—d,a+ d[Nl, por lo que
la—d&,a+ &[NA Cla—d,a+ d[N(I NA), en consecuencia, para tode|a— d;,a+ 0;[NA se
verifica que|f(x) — f(a)| < €. ]

Observa la importancia que tiene en la hipotesis de estitagsuel hecho de que el intervalo
seaabierto. El ejemplo de la funcién “parte entera”, antes visto, poaenthnifiesto que una
restriccion a un intervalo no abierto de una funcién disoomat puede ser continua.

SeaA C Ry a€A, se dice qua es unpunto aisladode A si existe un intervalo abiertbtal
quel NA= {a}.

Consecuencia del teorema de localizacion escgaéguier funcion es continua en los puntos
aislados de su conjunto de definicion.

Es inmediato que cualquier restriccion de una funcion ooaties continua. Este resultado,
junto con dos consecuencias sencillas de la localizacidia dentinuidad, se incluye en la si-
guiente proposicion cuya demostracién queda como ejercici

4.21 Proposicion.a) Cualquier restriccion de una funcion continua es tamhiéntinua.

b) Cualquier extension de una funcién continua ernintarvalo abiertces tambiércontinua en
dicho intervalo abierto

¢) Una funcioén f es continua en un intervalo abierto | si, yossil la restriccion \fl es continua
enl.

Este resultado es bastante (til para evitarnos hacer arabracesario. Por ejemplo, si que-
remos estudiar la continuidad de la funcién parte entemmocdicha funcidn es constante en
los intervalos de la formén,n+ 1] (n€ Z), el resultado anterior nos dice que dicha funcion es
continua en estos intervalos. Sélo queda asi estudiar lpageen los enteros.

La continuidad de una funcién en un punto permite obtenerrrimicion sobre el comporta-
miento de la funcion en los puntos proximos al mismo. Esteglt@dos se llamalocales

4.22 Teorema(Conservacion local del signh Sea f: A— R continua en un punto @A con
f(a) # 0. Entonces hay un numero>f O tal que para todo x A con [x—a| < r se verifica
que f(x)f(a) > 0. Es decir, {x) > 0si f(a) >0, o f(x) <0si f(a) <0, en todo punto x
la—r,a+r[NA.
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Demostracion. Supondremos qué(a) > 0. Podemos entonces tomar= f(a)/2 en @.3) para
obtener, en virtud de la continuidad deena, unr > 0 tal que para todac A con|x—a| <r
se verifica quéf(x) — f(a)| < f(a)/2, lo que implica quef(x) > f(a)/2 > 0. El caso en que
f(a) < 0 se reduce al anterior sin méas que sustifymor — f. O

4.23 Proposicion(Acotacion loca). Sea f: A— R continua en un punto @A. Entonces hay
numeros, M > 0O, ry > O tales que para todo®A con|x— a| < ra se verifica quéf (x)| < Ma.

Demostracién Hagamose = 1 en @.3) para obtener, en virtud de la continuidad tien a,
unry > 0 tal que para todac A con [x— a| < ra se verifica quéf(x) — f(a)| < 1. Pongamos
Ma = 1+|f(a)|. Entonces, para todoc|a—ra,a+ra[NAtenemos que:

[ =[f(a) + (f(x) - f(@)| < [f(@)|+[f(x) - f(a)] <1+]|f(a)| = Ma

Ejercicios propuestos

99. Prueba que sif : A— R es continua em entonces también lo g$|. Da un ejemplo de
funcién discontinua cuyo valor absoluto es continua.

100. Seanf : A— R,acAy J=[aa+r[donder > 0. Supongamos que la restriccion fla
JNAes continua ea. Prueba qud es continua por la derecha an

Enuncia y prueba un resultado analogo para la continuidathpzquierda.

101. Seanf: A— R y ac A. Prueba qud es continua por la izquierda ersi, y solo si, para
toda sucesiofx,} de puntos de\ tal quex, < ay {x,} — a, se verifica qug f(x,)} —
f(a).

Enuncia y prueba un resultado analogo para la continuidathulerecha.

102. Seaf : R — R continua y creciente. Prueba que para todo conjénto R no vacio y
mayorado se verifica que SUgA)) = f(supA)).

103. Prueba la proposicioa.21

104. Representamos p@&(x) la parte entera de (4.19. Haz un esquema de las gréficas de las
siguientes funciones y estudia su continuidad.

a) f(x) =x—E(X)
b) f(x) =E(1/x)

105. Estudia la continuidad de la funciéh: R — R dada por f(x) = E(x?).
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106. Estudia la continuidad de la funcioh: R — R, definida por f(x) = xE(1/x) si x # 0,
f(0) =1.

107. Estudia la continuidad de la funciéh: [0,4] — R dada porf(1) =1/4 y:
x=1

f(x)={ (-1E(1+x)

E(x)—7/4 six €]2,4]

sixe[0,1]U]1,2]

108. Estudia la continuidad de la funciéh: [0,1] — R dada por:

(x) = 0 six=0 oxesirracional
~ | 1/q six=p/q (fraccién irreducible)

109. Seaf : R — R continua, mayorada y tal que para todob< R cona < b, se verifica que
supf(]a,b]) = supf(R). Prueba quef es constante.

110. Seanf,g: R — R funciones continuas. Definamos una funclonR — R por:

) f(x), sixeQ;
h(x)_{ g(x), sixeR\Q.

Estudia la continuidad de

4.3. Teorema de Bolzano

Si ahora mides 175cm y hace 10 afios medias 135cm, es seguen glgg&in momento inter-
medio medias con exactitud 161cm. Si una entrada de cintac#esy hace 3 afios costab&4
es seguro que en algin momento ir al cine costaba exactarhéae ¢Seguro? No, a ningin
empresario de cine le pareceria bien cobré®€ por la entrada.

La diferencia estd en que la talla de una persona es una fuoaitiinua del tiempo y para
pasar de 135cm a 175cm tiene que pasar por todos los valteenéulios, pero el precio de las
entradas de cine no varia de forma continua con el tiempo geppasar “de golpe” de.B€ a
5€.

La gréfica de una funcién continua en un intervalo,a, b] — R, la imaginamos como una
curva continua, por ello, di(a) < 0 < f(b), la grafica def tiene que atravesar el eje de abscisas
para pasar de un punto situado por debajo de él a otro que wengracpor encima y, por tanto,

f tiene queanularse en algun punto enttgy b. Esto es precisamente lo que afirma el conocido
teoremague sigue.

4.24 Teorema(Teorema de los ceros de Bolzano Toda funcién continua en un intervalo que
toma valores positivos y negativos se anula en algun punthathe intervalo.
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Demostracion Seanl C R un intervalo no vacio ¥ : | — R una funcién continua eh Supon-
gamos que hay puntes= |, bel cona < b tales quef(a) f (b) < 0. Podemos suponer sin pérdida
de generalidad, puesto que podemos sustftyior — f, que f(a) < 0y f(b) > 0. Puesto que |
es un intervalpse verifica quéa, b] C I. Probaremos qué se anula en algun punto del interva-
lo ]a,b[. Una buena estrategia para demostrar un teorema es “darttepwstrado” ytrabajar
hacia atras Tenemos que buscar un pumte|a, b[ tal que f(c) = 0. Por supuesto, puede haber
muchos puntos efa, b[ dondef se anule (el teorema dice gaemenos hay uniopero de todos
ellos el mas facil de caracterizar es el “primero”, porqua iaduierda de él la funcién es siempre
negativa. Esto lleva a considerar el conjult@e los puntox € [a,b] tales quef toma valores
negativos ena, x|:

E={xelab]: f(t) <0 paratodote[a x|}

Por su definicién, tenemos qi&ecC [a,b] y acE. La propiedad del supremo nos dice que hay un
namero realg, que es el supremo d& Es evidente qua < ¢ < b. La propiedad de conservacion
local del signo implica que existe algén> 0 tal quea+r < b—r y f es negativa en todos los
puntos del intervalda,a-+r] y positiva en todos los puntos del intervadln—r,b]. Esto implica
quea<c<h.

Probemos qud (x) < 0 para todox € [a,c[. Seaa < X < ¢c. Comox < cy ¢ es el minimo
mayorante deE, tiene que existir algun puntbe E tal quex < z < c. Por tanto, st € [a,X]
tambiént € [a,z], y comoze E, seraf (t) < 0, luegoxe E y por tantof (x) < 0.

Finalmente, probaremos quéc) = 0. Consideremos sucesionps} — cy {y,} — ctales
que para todme N esa < X, < € < yn < b. Por ejemplo, =c— 52 ey =c+ b;nc Como para
todoneN esf(x,) < 0y, por la continuidad dé enc, lim{f(x,)} = f(c), tiene que verificarse
quef(c) < 0. Comoc < y, tenemos qug, € E, lo que significa que hay algim verificando que
a<z, <Yy f(z) > 0. Comof(x) < 0 para todo e [a, c[ debe secr < z,. La sucesior{z,} asi
obtenida verifica que < z, < y, para todmeN, por lo que lin{z,} = c. Como paratodoeN es
f(z,) > 0, deducimos que liff (z,)} = f(c) > 0. Como ya sabiamos gué¢c) < 0, concluimos

quef(c) =0. O

Observa que la demostracion que hemos dado no nos dice céeuacan punto en el que
la funcion se anule. Es una demostracién de “existencia”.

Un enunciadequivalentedel teorema de Bolzano es el siguiente.
4.25 Teorema(Teorema del valor intermedig). La imagen de un intervalo por una funciéon

continua es un intervalo.

Demostracién Supongamos qukes un intervalo yf: | — R es una funcién continua dn
Queremos probar que la imagen tleesto es, el conjuntd = f(l) es un intervalo. Teniendo
en cuenta la definicion de intervalo, deberemos probar qdessnimeros estan &ntodos los
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numeros comprendidos entre ellos también se quedan denlrséan puesy, v elementos dé

conu < v. Debe haber elementos 8 enl tales quef(a) =u, f(8) =v. Comof es una funcion,
debe serr # [3; podemos suponer que < 3. Seaz €]u,V], esto esy < z < v. Definamos la
funcion h: | — R dada porh(x) = z— f(x) para todaxe|. Comof es continuah es continua

enl. Tenemos quér(a) =z—f(a) =z—u>0yh(B) =z—f(B) =z—v < 0. Comol es

un intervalo, tenemos quer, 3] C |. Podemos, pues, aplicar el teorema antes demostrado a la
funciéon h en el intervalo[a, 3] y obtenemos que tiene que haber algin puntga, B[ tal que

h(A) =z— f(A) = 0. Hemos probado asi quéA) = z. ComoA € [a,f] C |, concluimos que

zeJ = f(I). Como esto es cierto cualquiera sea el puregu, v[, concluimos quéu,v| C Jy, en
consecuencial es un intervalo.

Reciprocamente, si suponemos que la imagen de un intergalona funcién continua es
un intervalo, yf: |1 — R es una funcién continua en un intervdlgue toma valores positivos y
negativos, entonces= f(I) es un intervalo en el que hay nimeros negativos y positiueg,ol
debe contener al 0, es deditiene que anularse en algun puntolde O

Observa que el teorema del valor intermedio dice que unadarontinua en un intervalo
tomatodos los valores comprendidos entre dos cualesquiera slgadares Bueno, eso es lo que
nos dice la intuicién ¢ verdad?

4.26 Estrategia. El teorema de Bolzano proporciona una herramienta (til paraar que ciertas
ecuaciones tienen solucion. Consideremos el siguientdegmna. Se trata de probar que hay un
numero reak tal que f(c) = g(c) o, dicho de otra forma, que la ecuacidéfx) = g(x) tiene
soluciones. La forma de proceder para aplicar el teorematiaBo es la siguiente.

e Se pasan todos los términos de la ecuacion a un lado y se téfine f(x) — g(x).

e Se comprueba que la funcidres continua y esta definida en un intervaltynas veces el
intervalo dondéh esta definida debemos elegirlo nosotros de forma adecuatiasyeces
viene impuesto por el enunciado del ejercicio.

e Se comprueba que hay puntosletionde la funciérh es negativa y otros en los ghees
positiva. Se concluye, por el teorema de Bolzano,lgdebe anularse en algun puntolde
gue es lo que queriamos probar.

Hay consecuencias del teorema de los ceros de Bolzano durelefts de ser evidentes.
Algunas de ellas estan expuestas en el excelente libro dewatt y H. Robbing Qué es la
Matemética? Por ejemplo, en dicho libro se demuestra, usando comorhiemga basica dicho
teorema, que, dadas dos regiones acotadas del plano, sierigte una recta que divide simul-
taneamente a cada una de ellas en dos partes con igual &eeedtdtado se puede generalizar.
Puede probarse, con la ayuda del teorema de Bolzano, queesiads tres sélidos en el espacio
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(imagina que son tres bocadillos de muy distintos tama@ssiempre posible encontrar un plano
gue los divida simultaneamente en dos partes de igual volymedes cortar a los tres bocadi-
llos exactamente “por la mitad” de un sélo tajo). Nosotrosi aeps conformaremos con obtener
algunas consecuencias menos vistosas pero muy Utilesirharprde ellas ya es conocida y la
obtuvimos en el capitulo 1 usando el principio del supremo.

4.27 Corolario (Existencia de raiceg Dados a> 0y ke N hay un unico numero & 0 tal que
k
c‘=a.

Demostracion La funcion f: RE — R dada porf (x) = X< — a, es continuaf(0) = —a< 0y
f(1+a) = (14+a)X—a> 0. Deducimos que hay algin nimero- 0 tal quef(c) = 0. Dicho
ndmero es Unico porque la funcidres estrictamente creciente. O

4.28 Corolario (Ceros de polinomios de grado impa). Toda funcién polinémica de grado
impar se anula en algun punto.

Demostracion Sea
P(X) = Cg -+ CaX+ X+ -+ Cn_1xX™ L 4 G

una funcién polindmica de grado impaz> 3. Nuestro objetivo es probar q&éx) toma valores
positivos y negativos. Podemos suponer gye- 0. Supongamos en lo que sigue due> 1.
Dividiendo porx" tenemos que

P(X) c¢o C1 Co Ch-1
Xn :E anl+xn72++

+Cn (4.4)

Para 0< k< n—1, tenemos, por séx| > 1yn—k> 1, que:

o _ lod
Xk

Por otra parte

C C C

M < -n ’)(‘ > &Zn

IX| = 2n Cn
Definamos

. C .
M :max{%Zn:k:O,l,Z...,n—l}, K = max{M, 1}
n
Para)x| > Ky parak=0,1,2,...,n— 1, tenemos que:
Cx B |ck] >_@> Cn

k= xnk Ty 7 " on

Deducimos que para| > K es:

c c
> n2ic=2>0 (4.5)
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Ahora six < —K, se tiene por sen impar quex” < 0, y la desigualdad anterior implica que
P(x) < 0. Anadlogamente, si > K debe seP(x) > 0.

Hemos probado que(x) toma valores positivos y negativos, como es una funcionragenty
esta definida en un interval®, concluimos que debe anularse en algun punto. O

4.4. Continuidad y monotonia

Hemos visto que la imagen de un intervalo por una funciénicoates un intervalo. Podemos
preguntarnos si esta propiedad caracteriza la continukElagieneral, la respuesta es que no. Es
facil dar ejemplos de funciones discontinuas en un interealya imagen es un intervalo pero
estas funciones no pueden ser monétonas. Es facil entendesi qina funcién monétona es
discontinua es porgue su grafica “da saltos”, es decir, sgemao es un intervalo. El siguiente
resultado deja claro este punto.

4.29 Teorema.Una funciébn mono6tona cuya imagen es un intervalo es continua

Demostracion Seaf : A— R una funcién creciente en un conjurAauya imagern) = f(A) es
un intervalo. Queremos probar qfi@s continua. Seac Ay supongamos que los conjuntos

A, ={xeA:x<a}, Al ={xeA:x>a}
no son vacios. Para demostrar dfues continua e@, probaremos que
supf(A;) =sup{f(x) : xeAx< a} = f(a) =inf{f(x) : xe A x>a} =inff(Al)

Probemos qué(a) = supf(A; ). Pongamosr = supf (A, ). Para todxe A; tenemos que < a

y, comof es crecientef (x) < f(a). Luegof(a) es un mayorante del conjunfdA, ) y, en conse-
cuencia, debe ser < f(a). Veamos que no puede ocurrir qae< f(a). Para ello supondremos
quea < f(a) y llegaremos a una contradiccion. Tomemos un elemento wieady <|a, f(a)|.
Seauc A;. Entoncesf(u) < a <z< f(a). Comof(u) y f(a) estan end = f(A) y J es, por
hipotesis, un intervalo, deducimos qgeJ, esto esz= f(s) para algursc A. No puede ses=a

y, comof es creciente y < f(a), debe verificarse que< a, esto esse A; en cuyo caso debe
serf(s) < a, es decirz< a lo cual es claramente contradictorio pues: z

Anélogamente se prueba qiia) = 3 = inf f (A]).

Sea ahora > 0. Tiene que haber elementos A; y ve Al tales quen —e < f(u) y f(v) <
B+ €, es decir
fla—e<f(u<f(vy<f(a+e.
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Definamosd = min{a—u,v—a} > 0. Entonces para todoc A verificando qugx—a| < o se
tiene quau < x < vy, por tanto,f (u) < f(x) < f(v) loque implica qud (a) —e < f(x) < f(a)+&,
esto es|f(x) — f(a)| < €.

Los casos en que alguno de los conjurigso Al sea vacio se deducen de lo anterior. ™

4.30 Corolario. Una funcion mondétona definida en un intervalo es continug si¢lo si, su
imagen es un intervalo.

4.31 Corolario. La funcién inversa de una funcién estrictamente monétofiaida en un inter-
valo es continua.

Demostracion Seaf : | — R una funcion estrictamente monotona definida en un inteiv&o-
mo f es inyectiva et su inversaf —1, esta definida en el conjunto imagés: f(I)y, claramente,
f~1(J) = 1. Como la inversa de una funcién estrictamente monofoea también estrictamente
monotona (y del mismo tipo quig el es, por hipétesis, un intervalo, el teorema anterior, agbc
af~1, nos dice que ! es continua ed. O

Considera una funcién inyectiva y continua en un intervaltenta dibujar su gréafica; com-
probaras que la funcién no puede “subir y bajar” porque ecasd se pierde la inyectividad, por
tanto, o bien “siempre sube” y es estrictamente crecierim®ro‘siempre baja” y es estrictamente
decreciente. Eso es lo que afirma el siguiente resultado.

4.32 Teorema. Toda funcion inyectiva y continua en un intervalo es estniggnte monétona.

Demostraciéon 2 Seaf : | — R continua e inyectiva en el intervalo Seanag < bg dos puntos
del. Comof es inyectiva debe sef(ag) # f(bp). Por tanto, o bierf (bg) — f(ag) > 0, o bien
f(bo) — f(ap) < 0. Supongamos que égbg) — f(ap) > 0 y demostremos qukes estrictamente
creciente en. Para ello seap; < b; puntos dd. Pongamos

X(t) = (1-t)ao+tas

ara 0<t <1
y(t) = (1—t)bo+tby } P

Tenemos que(0) = ag, X(1) = ay, y(0) = by, y(1) = by. Ademas, ponienda = min{ag,a;} y
B = méax{ap,a1}, se tiene que:

a=(1-t)a+ta<x(t)<(A-t)B+tB=p

Comol es un intervalo ya, 8 €1, se verifica quéa, 3] C |, por lo quex(t) € I. Analogamente,
se tiene qug(t) €. Ademas, comag < by y a1 < by, se verifica que(t) < y(t) para 0<t < 1.

2Esta elegante demostracion esta tomada del libro de M. 8@k ulo Infinitesimal
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Consideremos la funcion:

9(t) = f(y(t)) - f(x(t))  0<t<1

La funciong es continua efD, 1] por ser composicion y diferencia de funciones continuasa&€o
f es inyectiva yx(t) < y(t), se tiene que(t) # O para toda € [0,1]. El teorema de Bolzano
implica queg debe tener signo constante[Bnl] y, comog(0) > 0, concluimos qug(t) > 0 para
todot € [0,1]. Por tantog(1) = f(by) — f(a1) > 0. Hemos probado asi quees estrictamente
creciente.

Anéalogamente, si se supone queféby) — f(ag) < 0 se demuestra quees estrictamente
decreciente eh 0

4.33 Corolario. La funcién inversa de una funcion inyectiva y continua enntiervalo es conti-
nua.

Ejercicios propuestos

111. a) Daun ejemplo de una funcion continua cuya imagen no seatenvalo.

b) Da un ejemplo de una funcién definida en un intervalo cuyagen sea un intervalo
y que no sea continua.

¢) Daun ejemplo de una funcion continua en t@damo constante y cuya imagen sea un
conjunto (obligatoriamente un intervalo) acotado.

d) Da un ejemplo de una funcién continua[éri| tal quef([0,1]) no sea acotado.
e) Da un ejemplo de una funcion continua definida en un inkerabierto acotado y
cuya imagen sea un intervalo cerrado y acotado.

112. Seaf : [a,b] — R continua. Supongamos gae< f(x) < b para todox en [a,b]|. Prueba
que hay algun punto€ [a,b] tal quef(c) =c.

113. Seaf : [-1,1] — R una funcién continua tal quel < f(x) < 1 para todox € [—1,1].
Prueba que hay algime [—1,1] tal quef(c) = c2.
114. Sea f : [-1,1] — R una funcién continua tal quel < f(x) < 1 para todox € [—1,1].
o . 1
Prueba que hay algtme [—1,1] para el que se verifica la igualdddc) = Z(C3 + 3c).
115. Prueba que la funcior(x) = e+x3 —6x—2 se anula en al menos tres puntos del intervalo

[—3,3].

116. Seaa > 1. Prueba que la ecuaciént- e * = a tiene al menos una solucion positiva y otra
negativa.
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117.

118.

1109.

120.

121.

122.

123.

124,

125.

126.

127.

Prueba que la ecuacion lpg = x— 2 tiene al menos dos soluciones.
Prueba que hay un nimero reat 0 tal que log+ /X = 0.

Suponiendo que la temperatura varia de forma continuahamuge siempre hay dos puntos
antipodas en el ecuador terrestre que estan a la misma starper

Seaf : [a,b] — R continua. DadmeN, n > 2, prueba que hay algun purte [a,b— (b—
a)/n| tal que f(c+ (b—a)/n)— f(c) = (f(b)— f(a))/n.

Sugerencia. Considera la funci@t) = f(t+ (b—a)/n) — f(t) definida enfa,b— (b —
a)/n|. Se trata de probar que dicha funcién toma el véfgb) — f(a))/n en algun punto
ce [a,b—(b—a)/n]. Para ello definamag = a+ k(b— a)/n. Entonces

:Z;Q(Xk) = :Zi(f(xk—i-l) — (%)) = f(b) — f(a)

Un corredor recorre 6 kildmetros en 30 minutos. Demuesteaegualgiin momento de su
carrera recorre 1 kilbmetro en exactamente 5 minutos.

Un reloj averiado marca inicialmente un tiempoEl reloj puede adelantar o atrasar, pero
cuenta con exactitud periodos de 12 horas, es decir, pasddaaras el reloj marca un
tiempotg+ 12 horas. Demuestra que en algin momento dicho reloj midexamtitud una
hora.

Un automovilista sale de Granada hacia Madrid un sabado &08&sde la mafana y el
domingo inicia el regreso a la misma hora. Sabiendo quetiiwgual tiempo en ambos
viajes, prueba que en algun momento del domingo el autorstavée encuentra a igual
distancia de Granada que a la que se encontraba el sabadoraise® momento.

Seanf, g funciones continuas que no se anulan en un intetvalerificando qué f (x))2 =
(g(x))? para todake |. Prueba que o bief(x) = g(x) para todokc I, o bienf(x) = —g(x
para todax€ 1. ¢ Cuéntas funciones hay: R — R continuas y verificando qu@ (x))? =
x? para todoxe R?.

Seaf:R — R continua y decreciente. Prueba que hay un UrieoR verificando que
f(a) =a

Seaf:R— R continua y tal quef(x)((f o f)(x)) = 1 para todox € R. Sabiendo que
f(1000 = 999, calculaf (500).

Seaf : [a,b] — R continua y definamog = {x € [a,b] : f(X) = 0}. Supuesto qué # 9,
prueba que tiene maximo y minimo. ¢ Es cierto dicho resultado para uneidn continua
en un intervalo abierto?
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128. Seaf :[a,b] — R una funcion continua tal qu&(a) < 0, f(b) <0y f(c) > 0 para algin
c €]a,b[. Prueba que hay dos nimergw verificando quea < u<v <b, f(u) = f(v)=0
y f(x) > 0 para todo €]u, V.

129. Prueba que, dadoc R, la ecuacion log-+t> = x tiene una Gnica solucion, que representa-
mos por¢ (x). Justifica que la funciér — ¢ (x), (x€R), asi definida es continua.

130. Calcula, haciendo uso del teorema del valor intermedio#en de la funcior :]0,1[— R

- 2x—1
definida para toda €]0, 1] por f(x) = =)
131. Calcula, haciendo uso del teorema del valor intermedio#men de la funcior ] —1,1] — R
dada por:
1-x
f(X)=4/— xe]—-11]).
W=\ Tm  (xel-11)
. - 1+x . .
132. Prueba que la funciof ;] — 1,1[— R definida porf(x) = 1% ©S inyectiva. Calcula

f~1y comprueba que es una funcion continua.

133. Sea f :Ja,b[— R continua, estrictamente creciente y acotada. &ea inf(f(]a,b[)),
B =sup(f(Ja,b[)). Prueba qué (Ja,b[) =]a,B]

4.5. Continuidad en intervalos cerrados y acotados

Sabemos que la imagef(l), de un intervald por una funcién continud es un intervalo.
En general, el intervald (1) no es demismo tipoquel. Aqui tiene algunos ejemplos.

1. f(x)=x% f([-1,1) = f(-1,1)) =[0,1];
2. f(x)=1/x £(]0,1]) =[1,+o[; f([1,+0o[) =]0,1].

3. Lafunciénf : R — R dada por

2X, x<1/2;
f(x)=¢ 2—2x, 1/2<x<3/2;
2x—4, 3/2<x

parte de cuya grafica puedes ver aqui
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es continua y verifica qué(|1/4,7/4]) = [-1,1].

Vemos asi que la imagen por una funcién continua de un intealsierto, o0 semiabierto,
o0 de una semirrecta, puede ser un intervalo de distinto @u@da por considerar qué ocurre
con los intervalos cerrados y acotados, es decir, los deaaffa, b]. Vamos a probar que este
tipo de intervalos se conservan por funciones continuatededue sif : [a,b] — R es continua,
como ya sabemos qué[a, b]) es un intervalo, para probar qfi€a, b]) es un intervalo cerrado y
acotado basta probar que el intervélda, b]) tiene méaximo y minimo, es decir, que hay nimeros
u,v € [a,b] tales que para tode e [a,b] es f(u) < f(x) < f(v), pues entonces seff§[a,b]) =

[f(w), F(V)]-

En la siguiente definicion introducimos la terminologia gaaisa.

4.34 Definicién. Seaf : B — R. Se dice qud esta mayorada (resp. minorada)gisi el conjun-
to f(B) estd mayorado (resp. minorado). Se dice fj@sta acotada en Bi el conjuntof (B) esta
acotado. Se dice quiealcanza ef8 un maximo (resp. urminimo) absolutosi el conjuntof (B)
tiene maximo (resp. minimo), es decir, existe algun pu® (resp.uc B) tal que f(x) < f(v)
(resp.f(u) < f(x)) para todoxe B.

4.35 Teorema(Teorema de Weierstrass Toda funcién continua en un intervalo cerrado y aco-
tado alcanza en dicho intervalo un maximo y un minimo absslut

Demostracion Seaf : [a,b] — R continua enfa,b]. Veamos quef tiene que estar acotada en
[a,b]. En efecto, sif no estuviera acotada €a,b], para cadan€ N existiria unx, € [a,b] tal
que|f(x,)| = n. Como la sucesioRx,} esté acotada, por el teorema de Bolzano - Weierstrass
tiene alguna sucesion parcial convergeprg, } — x. Como para todme N esa < Xy < b,
deducimos que < x < b. Comof es continua WX} — X la sucesi(’)n{ f(xa(n))} debe ser
convergente & (x), pero dicha sucesion no converge porque para todd es |f(xgn))| >

o(n) > ny, por tanto, dicha sucesion no esti acotada. Esta corti@uliprueba que sf es
continua erja, b] entonces esta acotadalarb.
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Pongamosg = f([a,b]). Sabemos qué es un intervalo y acabamos de probar que esta acota-
do. Seg3 = supJ). Para cadac N seay, € J tal quef3 — 1/n <y, < 3. Claramentgy,} — B.
Seav, € [a,b] tal que f(vn) = yn. Como{vy} es una sucesion acotada tiene alguna parcial con-
vergente{vy n } — V. Tenemos, al igual que antes, que [a,b]. Por la continuidad dé debera
ser{f(vsm)} — f(v). Puesto que f(vym))} = {Ys(n }. deducimos qud f(vym))} — B. Por
la unicidad del limite, debe séfv) = 3. Hemos probado asi qyec J, es decir,] tiene maximo.
Claro esta, para todoe [a, b] se verifica quef (x) < f(v) = .

Analogamente se prueba quae= inf(J) pertenece d, es decir que hay algime [a,b] tal
que f(u) = a. Claro esté, para todoc [a,b] se verifica quer = f(u) < f(x). O

Con frecuencia, lo que interesa del teorema de Weierstsagsaeconsecuencia inmediata del
mMismo que se recoge en el siguiente corolario.

4.36 Corolario. Toda funcién continua en un intervalo cerrado y acotado estiada en dicho
intervalo.

Veamos una aplicacion del teorema de Weierstrass. Se dasfieiente lidede una funcion
polinémica al coeficiente de la mayor potencia de la varigbéguramente sabes que una para-
bola cuyo coeficiente lider es positivo (Io que suele llamansa pardbola con los cuernos para
arriba”) tiene un minimo absoluto & y si el coeficiente lider es negativo (lo que suele llamarse
“una parabola con los cuernos para abajo”) tiene un maxirsolatn enR. Este comportamiento
no es exclusivo de las parabolas y se puede generalizar futodén polinébmica de grado par.
La idea de la demostracion es sencilla. Un polinomio de gpad@s muy grande cuando el valor
absoluto dex es grande, por tanto para encontrar el minimo podemos bustaun intervalo
cerrado y acotado.

4.37 Proposicion.Una funcién polinémica de grado par cuyo coeficiente lidgp@sitivo alcan-
za un minimo absoluto €R vy si el coeficiente lider es negativo alcanza un maximo abseln
R.

Demostracion Sea
P(X) = Co+ C1X+ CoX° + -+ + Cn_a X" 1+ CpX"
una funcién polindbmica de grado par> 2. Podemos suponer qug > 0 y probaremos que
P alcanza un minimo absoluto & Razonando exactamente igual que en el corolaidg,
probamos4.5) que hay un niumerK > 1 tal que pardx| > K es:
P(X) _ ¢Ca
——~>—=>0 4.6
" 2 (4.6)
. C . .
Pongamos en lo que sigae= —. Comon es par, se tiene qué > 0 para todo< # 0. Ademas,
comoK > 1, parax| > K es|x|" > |x| por tanto:

P > ax=alx">al (X >K)
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Haciendo ahordl = max{K,|P(0)|/a}, tenemos que pata > M es
P(x) > alx > aM

La razon de elegiM en la forma que lo hemos hecho, es porque ahora podemos asqgar
aM > |P(0)|. En el intervalo]—M, M| la funcionP(x) alcanza, en virtud del teorema de Weiers-
trass, un minimo absoluto en algun puste [—M,M]. Si ahorax es un nimero real podemos
considerar dos posibilidades:

e X€[—M,M] en cuyo caso sefd(x) > P(c).

e X¢ [-M,M], esto egx| > M, en cuyo cas®(x) > aM > |P(0)

Y,
9
N>
W
5
o

En cualquier caso resulta qi@éx) > P(c), lo que prueba que alcanza er un minimo absoluto
enR. O

Ejercicios propuestos

134. Seaf : [a,b] — R continua. Supongamos que para cadda, b] hay algurny< [a, b] tal que
[f(y)| < %] f(x)|. Prueba quef se anula en algun punto ¢ b.

135. Seaf : [a,b] — R continua, pongama¥l = maxf ([a,b]), m=minf([a,b]) y supongamos
quef(a) = f(b) y quem< f(a) < M. Prueba qud toma todo valor déf (a), M[U]m, f(a)]
en al menos dos puntos {&b].

136. Sea f:[a,b] - R continua. Prueba que la funciég: [a,b] -~ R dada para todo
x € [a,b] por g(x) = maxf([a,x]), es continua.

137. Explica si las siguientes afirmaciones son ciertas o falSaando sean ciertas indica el
resultado de teoria que lo justifica o proporciona una pryebaando sean falsas indica
un contraejemplo.

1. Toda funcién definida en un intervalo cuya imagen es umvalke es continua.

2. Sif es una funcion estrictamente mondtona y definida en un alteentonces su
funcion inversaf —! es continua.

3. Toda funcion definida en un intervalo que es inyectiva yadayagen es un intervalo
es continua.

4. Si f:1 — R es una funcion inyectivd, es un intervalo yJ = f(I) es un intervalo
entonces su funcion inverda® es continua ed.

5. Hay una funcionf : [0,1] — R que es continua y verifica qué[0,1]) = [2,3].
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6. Toda funcion polindmica o se anula en algin punto o alcanzaaximo o un minimo
absolutos efR.

7. Si f es continua e y g es discontinua ea entoncesf + g puede ser continua o
discontinua erm.

8. Sif y gson discontinuas ementoncesfg es discontinua ea.
9. Una funcionf es continua ea si, y sélo si,| f| es continua ea.

10. Siuna funciérf esta definida en un intervala, b] y toma todos los valores compren-
didos entref (a) y f(b), entonces es continua énb].

11. Toda funciénf : A— R, inyectiva enAy cuya imagen es un intervalo, es continua.

12. Si f: A— R es una funcion inyectivaf (A) es un intervalo, yf ! es continua, en-
toncesf es continua.

13. Sif,g: R — R son funciones continuas tales giix) = g(x) para todaxe Q, enton-
cesf(x) = g(x) para todoxe R.

14. Sif :[0,1] — R es continua yf(x) > 0 para todo € [0, 1] entonces existe > O tal
que f(x) > a para todaxe [0,1].

15. Sif:R — R es continua y verifica qué(R) C Q entoncesf es constante.

4.6. Limite funcional

Seal un intervalo,a un punto dd, y f una funcién definida eh\{a}. Naturalmente, com®
no esta definida eano tiene sentido hablar de la continuidadfdena. Sin embargo, podemos
preguntarnos ¢ es posible encontrar un nurher® tal quedefiniendo fa) = L, lanueva funcion
asi obtenida sea continua &nPara ello el nUmert tendria que cumplir la siguiente propiedad:

VeeRT JoeR™ : [f(x)—L|<e¢

O<|x—al<d }
—
xel

donde la condicion “& [x—a

" es obligada porque la funciéhno esta definida ea

Podemos madificar un poco la situacion anterior, suponiatoa quef esta definida en
todo el intervalol pero no es continua ea. En este caso queremos cambiar el valorfden a,
es decir, encontrar, si es posible, un nimerR tal quedefiniendoel valor de f en a igual
a L, lanueva funciérasi obtenida sea continua anLa condicion que tiene que cumplir dicho
nuameroL es exactamente la misma de antes.

Nétese que ahora la condicion <0
definida era de “forma apropiada”.

X—a

" es obligada porque nuestra funcidnno esta
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En los dos casos considerados la condicion obtenida esnaanaisn independencia del hecho
de quef esté o no definida ea y, en caso de estarlo, del posible valor qupueda tener ea.
Por ello, en lo que sigue consideraremos la siguiente situiac

Representaremos pdrun intervalo; a sera un punto de, y f sera una funcion
que supondremos definida ¢f{a} sin excluir la posibilidad de que dicha funcion
pueda estar definida en todo el intervalto cual, para nuestros propoésitos actuales,
carece de importancia.

4.38 Definicion(Limite de una funcién en un puntg. Se dice quef tiene limite en el punto
a si existe un numerd € R tal que se verifica lo siguiente:
O<|x—al<d }
=
xel

VeeRT JoeR™ : [f(x)—L|<e¢

Dicho nimero se llamhimite de f enay escribimosx Iigf (x) =L.
—>

Observa que la existencia del limite es independiente def geEté o no definida ea y, en
caso de estarlo, del valor que pueda tener em. También debe advertirse que en la definicién
de laigualdad L’m;f(x) =L, sélo intervienerdesigualdades

—

Es facil probar que el limite de una funcién en un punto, sitexes unico. Una consecuencia
inmediata de la definicién dada es el siguiente resultado.

4.39 Proposicion.Sea f:1 — R una funcion definida en un intervalo y sea b Equivalen las
afirmaciones siguientes:

i) f es continua en a.

ii) )I(gr;f(x) = f(a).

En la recta real es posible distinguir si nos acercamos ‘@detecha” o “por la izquierda” a
un punto. Ello conduce de forma natural a la consideracidioglémites lateralesque pasamos
a definir.

4.40 Definicion(Limites laterales de una funcién en un punty. Supongamos gue:

A) Elconjunto{xel :a<x} no es vacio. En tal caso, se dice quéenelimite por la derecha
en a, si existe un nimera € R tal que se verifica lo siguiente:

Vee Rt J6eR™ : If(x)—al<e

a<x<at+o
xel

Dicho nimero se llaméimite por la derecha de f en ay, simbolicamente, escribimos
imf(x)=a.

X—a

X>a
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B) El conjunto {x€l : x < a} no es vacio. En tal caso, se dice qligtiene limite por la
izquierdaen a, si existe un numerg@ R tal que se verifica lo siguiente:

VYeeRT JdeR" :

a—6<x<a} 0Bl <¢

xel

Dicho nimero se llamlmite por la izquierda de f enay, simbdélicamente, escribimos
fim, (%) = B.

X<a

Teniendo en cuenta las definiciones dadas, es inmediato que:

i) Si a=supl, entonces)(jgrf (x) = )I;(%f(x).
i) Si a=infl, entonces linf(x) = lim f(x).
X—a >)<(;>g

iii) Si a no es un extremo di entonces equivalen las afirmaciones:

a) limf(x)=L.

X—a
b) Jim f(x) = lim f(x) = L.

X<a X>a

4.41 Definicion(Funciones divergentes en un punfp  A) Se dice quef es positivamente
divergenteen a si se verifica lo siguiente:

YM Rt 3ISeR" :

0<|x—a|<6} F(x) > M

xel
Simbdlicamente, escribimos lififx) = +-co.
X—a

B) Sedice quef es positivamente divergente por la izquierdan a si se verifica lo siguien-
te:

VM eR"Y J5eR* : f(x)>M

a—d<x<a
xel

Simbdlicamente, escribimos [if{x) = +co.
x<a

De forma analoga se definen los conceptos:

= “f es positivamente divergentgor la derecha ea”. Simbélicamentexﬂgf (X) = 400
x>a

= “f es negativamente divergenten a”. Simb()licamente;( Iigf (X) = —oo.
—
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= “f es negativamente divergente por la izquierda o por la derechen a’. Simbdlica-
mente [imf(x) = —co |im f(X) = —o0
X—a X—a
X<a X>a

4.42 Definicion(Limites en infinito). Seaf :1 — R una funcion definida en un intervaim
mayorado | Se dice quef tiene limite ento si existe un nimerd. € R tal que se verifica lo
siguiente:

x> K
veeRt IKeR™ : X>€| }:> 1f(x)—L| <&

Dicho numero se llambmite de f en+o, y escribimosX I’|+m f(x) = L.
5 oo
Analogamente se define el limite eno.

4.43 Definicion(Funciones divergentes en infinith Seaf :1 — R una funcién definida en
un intervalono mayorado | Se dice quef es positivamente divergente aro si se verifica lo
siguiente:

K
YM eR* IKeR* : XX>€| }:> f(x) > M

En cuyo caso escribimos  linfi(x) = +co.
X—r-00

Llegados aqui, el lector no tendra dificultad en precisaigeificado de:

X!Tm f(X) = —oo, Xlrpw f(X) = +oo, Xlrpw f(X) = —oo.

El siguiente resultado establece una importante relaciéme el limite funcional y el limite
de sucesiones. Su demostracion, muy parecida a la de lagxigpot. 13 queda como ejercicio.

4.44 Proposicion.Sea f una funcién y seanlac RU {—,+}. Equivalen las afirmaciones:

i) imf(x) =L

X—a

ii) Para toda sucesior{x,} de puntos en el dominio de definicion de f, tal gyesa para
todo neNy {x,} — L, se verifica qug f(x,)} — L.

Como consecuencia de esta proposicion, del teofeB&y de la proposiciér?.56 tenemos
el siguiente resultado.

... log(1 . . =1
4.45 Proposicion. i) I|mM — lim(1+x)% = lim =1
x—0 X x—0 x—=0 X
o [log|t .
i) lim ———— =0 cualesquiera seaa >0y ucR.
X—>+-00 Xa

i) Xirpwxﬂ log(x)|* = 0 cualesquiera sean >0y peR.

a

. X :
iv) lim — = 0 cualesquiera sean cR > 0.
) Jm & q yH
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4.7. Discontinuidades. Algebra de limites. Limites de furianes mon6-
tonas

Es evidente que el concepto de limite es, al igual que el déncislad en un punto, un
concepto local; la existencia del limite de una funcién erpunto a depende solamente del
comportamiento de la funcién en los puntos préximos al panto

Es importante advertir que el concepto de limite lateralresaso particular del concepto
general de limite de una funcién en un punto. Por ello, cimlgesultado referente a limites de
funciones en un punto puede ser convenientemente enuraaddimites laterales sin mas que
considerar la restricciéon de la funcion a la derecha o a laigzda del punto en cuestion.

El siguiente resultado pone de manifiesto la compatibil@ath “operacion de paso al limite”
con la estructura algebraica y de orderide

4.46 Teorema(Algebra de limites). Supongamos que f y g tienen limite en a donde aceptamos
que a puede ser un nimero reakt@o, 0 —. Se verifica entonces que:

i) Las funciones f-g y fg tienen limiteen a'y

fim(f+g)(x) = lim £(x) +img(x), lim(fg)(x) = lim f(x) lim g(x)
L g . 1 1
i) Si )I(l_rgf(x) # 0, entoncesil_rgTX) =

X—a

i) Si f(x) < g(x) paratodo xl, x +# a, entonce%mf(x) < )I(l_rgg(x)

iv) Supongamos que(X) < h(x) < g(x) para todo x|, x #a 'y )I(mf(x) = )I(’lﬂg(x) = L.
Entonces se verifica que h tiene limite en )Eia_rgh(x) =L.

En el siguiente resultado se considera que una de las fugscandivergente y da condiciones
que garantizan la divergencia de una suma o de un producto.

4.47 Proposicién. Supongamos que f es positivamente divergente )t(én;a,(x) = +o0, donde
—
aceptamos que a puede ser un niUmero reatpg 0 —oo.

i) Supongamos que hay un nimerc=RR tal que dx) > M para todo X1, X # a. Entonces
lim(f +g)(x) = +oo.
i) Supongamos que hay un numero-M tal que gx) > M para todo x1, X # a. Entonces
lim(fg)(x) = +oo.
—
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En el siguiente resultado se establece guproducto de una funcién con limi@epor una
funcion acotada tiene limite cero

4.48 Teorema. Supongamos quei'l_rgf(x) =0, y que hay un numero M+ O tal que
|g(X)| < M paratodo x1, x # a. Entoncesim(fg)(x) =0.

Con frecuencia este resultado se aplica cuando la fugc@malguna de las funciones seno,
€0Seno, arcoseno, arcocoseno o arcotangente. Todaell@®sio ya sabes, funciones acotadas.

El siguiente resultado establece que la continuidad peroar el paso al limite. Es un resul-
tado que se usara bastante cuando estudiemos técnicaswule déllimites.

4.49 Teorema.Supongamos que f tiene limite en el punto ay sea)i(@}; f(x). Sea g una funcion
continua en L. Entonces se verifica que la funcién compuesfatigne limite en a igual a(@.),
esto esj(m(go f)(x) = g(L). Simbdlicamente:

lim(gof)(x) = g(lim f(x)) (4.7)
Demostracién Apoyandonos en la proposici@h39 podemos demostrar este resultado redu-
ciéndolo a un resultado ya conocido de funciones contirRas ello basta con definifa) = L
con lo que, usandé.39 resulta quef (seguimos llamandé a la funcién asi modificada) es con-
tinua ena. Ahora aplicamos el teorem4.(6 de continuidad de una composicion de funciones
para obtener qugo f es continua eay de nuevo volvemos a usat.89), para obtener que

lim(got)(x) = (gof)(a) =9(f(a)) =g(L) = g(lim f(x))

X—a X—a

4.50 Definicién. Se dice que dos funciondsy g sonasintéticamente equivalentegn un punto

f(x) _1

acRU —oo}, y escribimosf (x) ~ g(x)(x — a), cuando lim——=
{+o0,—e0}, y (%) ~ g0 (x — &) i
El siguiente resultado, consecuencia inmediata de la dgfimdada y de las propiedades de
los limites funcionales ya vistas, es muy Util para calclihaites funcionales. Nos dice que para
calcular el limite de un producto o de un cociente de fundqruelemos sustituir una de ellas por
otra asintéticamente equivalente.

4.51 Proposicion. Sean f y g funciones asintéticamente equivalentes en uo piiR o bien
a=+4+woa=—oo,y h:I\{a} — R una funcién cualquiera. Se verifica que:

a) )I(’l_rgf(x)h(x) =L )I(’l_rgg(x)h(x) =L.

b) lim f(x)h(x) = +0 <= limg(x)h(x) = +co.

X—a X—a
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Limites y discontinuidades de funciones monétonas

El hecho de que una funcion sea discontinua en un punto pusgsg a causas diferentes
que se consideran en la siguiente definicion.

4.52 Definicion(Clasificacion de las discontinuidades Seaf : | — R una funcion definida en
un intervalo y seacl.

e Si f tiene limite ena 'y )I(’m;f(x) # f(a), se dice quef tiene en el punt@ unadisconti-
—
nuidad evitable.

e Silos dos limites laterales de en a existen y son distintos:
lim £ (x) # [im f (x)
X<a X>a

se dice quef tiene en el punt@ unadiscontinuidad de salta

¢ Sialguno de los limites laterales no existe se dice fjtiene en el punt@ unadisconti-
nuidad esencial

4.53 Teorema(Limites de una funcion monétong. Sea f una funcion creciente definida en un
intervalo 1.

i) Paratodo punto & | que no sea un extremo de | se verifica que:

lim f(x) = sup{f(x) : xel,x<a}, lim f(x) =inf{f(x) : x€l, x> a}
X<a X>a

i) SiacRU{—o0o} es el extremo izquierdo de |, entonces:

a) Si f estd minorada en | e{iréf(x) =inf{f(x) :xel\{a}}.

b) Si f no esta minorada en | disn f(x) = —oo.
X—a

i) SiacRU{+oo} es el extremo derecho de |, entonces:

a) Si f estd mayorada en | %ifnwf(x) =sup{f(x) : xel\{a}}.

b) Si f no estad mayorada en | gggf(x) = +oo0.

Demostracién Supongamos quac | no es el extremo izquierdo dees decir que el conjunto
{xel :x < a} no es vacio. Entonces, el conjuriBe={ f (x):x€l, x<a} tampoco es vacio y, por
ser f creciente, el nUmerd(a) es un mayorante dB. Seaa = sup{f(x) : xel,x < a}. Dado
€ > 0, el nUmerax — € no puede ser mayorante Bees decir, tiene que haber algun purie I,
Xo < atal quea — e < f(xp). Sead = a—Xp > 0. Entonces para— d < x < a, esto es, para
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Xo < X < a, se verifica quex — € < f(x9) < f(X) < a, lo que claramente implica que— € <

f(X) < a+¢, es decir|f(x) — a| < e. Hemos probado asi que lihix) = sup{ f(x) : xel, x < a}.
X<a

Los demas casos se prueban de forma muy parecida y quedaregmeioios. Igualmente,
gueda como ejercicio considerar el caso en que la funcide@edlente. O

Como consecuencia inmediata de este resultado obtenermigsiehte teorema.

4.54 Teorema(Discontinuidades de las funciones monétonasSea f una funcibn mondétona
en un intervalo. Entonces:

i) En los puntos del intervalo que no son extremos del misnsmlgmente puede tener dis-
continuidades de salto.

i) Si el intervalo tiene maximo o minimo, f puede tener emalicpuntos discontinuidades
evitables.

iii) El conjunto de las discontinuidades de f es numerable.

4.7.1. Comportamientos asintoticos de las funciones elentales
Limites de exponenciales y logaritmos

Los resultados que siguen son de gran utilidad para calémdes. Todos ellos son conse-
cuencia de la continuidad y crecimiento de las funcionesm®aipcial y logaritmo naturales.

4.55 Proposicién.Sea a un numero real 0-a +oco 0 a= —oo. En los apartados bl), b2) y b3)
se supone que(X) > 0.
L

al) lim f(x) =L <= limef® =¢e".
X—a X—a

a2) 1lim f(x) = +oo <= lime'™ = 400.
X—a X—a

a3) [im f(x) = —co <= mef<X> =0.
—

bl) limf(x)=L> 0<:>)I(mllogf(x) = logL.

X—a

b2) lim f(X) = +o00 <= limlog f (x) = +o0.

X—a X—a

b3) )I('l_rgf(x) =0« )I('l_rglog f(X) = —oo.
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4.8. Indeterminaciones en el calculo de limites

Frecuentemente hay que estudiar el limite de una suma ogtoode dos funciones precisa-
mente cuando las reglas que hemos visto anteriormente dempaglicarse. Se trata de aquellos
casos en que el comportamiento de las funciohesy, fg, no esta determinado por el dey
g. Por ejemplo, si sabemos qggalfm() = 400 y que Xirgg(x) = —o0, ¢qué podemos decir en
general del comportamiento en el purdode la funcionf + g? Respuesta: absolutamente na-
da. En consecuencia, para calcular un limite del tipo(fimg)(x) donde limf(x) = +oo y
limg(x) = —oo se requiere un estudio particular en cada caSwoele decirse que estos limites

X—a
sonuna indeterminacion del tipo“oco—oo”.

Anélogamente, si sabemos cL(u_(?aIﬁ(n) =0y que la funciérg es divergente (positivamente o
negativamente) en el punsy ello no proporciona ninguna informacion sobre el compoitato
de la funcionfg en dicho punto. Cuando esto ocurre se dice que el Ii@itéf@r}nﬁx) es una
indeterminacién del tipo “0oco”. Las indeterminaciones que aparecen al_éastudiar el cedient
dos funciones divergentes o de dos funciones con limite esrdecir, las llamaddadetermi-

naciones de los tipo$oo/o0”, “0 /0", pueden reducirse a una indeterminacion del tipecd’0

Todavia hemos de considerar nuevas indeterminacionesaguesurgir al considerar funcio-
nes de la formaf(x)g(x) dondef es una funcién que toma valores positivog §s una funcion
cualquiera. Puesto que:

f(%)9% = exp(g(x)log f (X))
teniendo en cuenta los resultados anteriores, el |I'mé (k) 9% vendra determinado por el limi-
te limg(x)log f(x), el cual, a su vez, esta determinado en todos los casos pampbctamiento
enxgiapuntoa de las funcioneg y g, excepto cuando dicho limite es una indeterminacion del tip
“0o0”, lo que ocurre en los siguientes casos:

. )I(mf(x) =1, )ll_rg]g(x)] = +oo (indeterminacion “T”)

- _ - _ . . . s “ 0"
. J(mf(x) = +o0, )I(l_rgg(x) =0 (indeterminacion &o>")

e limf(x) =0, limg(x) =0 (indeterminacion “8")
X—a X—a

Ni que decir tiene que no hay técnicas generales que perfnésolver las indeterminaciones”,

ino serian tales si las hubiera! Es por ello que, los limibeeterminados, requieren un estu-

dio particular en cada caso. Es un hecho que la mayoria dérded que tienen alguin interés

matematico son limites indeterminados.

El siguiente resultado permite resolver en muchos casasdaterminaciones “1" y “0 «”.

4.56 Teorema(Criterio de equivalencia logaritmica). Sea a |, f y g funciones definidas en
I'\ {a}. Supongamos queX) > 0 paraxel\{a},y que)l(’lir;1 f(x) = 1. Entonces se tiene que:
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) lim f(x)9% = €- si, y sélo sifimg(x)(f(x) 1) = L.

X—a

i) 1im f(x)9% = o0 si, y s6lo siJimg(x)(f(x) — 1) = +oo.

X—a X—a

aee - g(X) _ . P s o _
iii) Lgrr;f(x) =0 si, y solo S|,J(ﬂg(x)(f(x) 1) = —oco.

Demostracion Sea¢ : R — R la funcién dada por:

_ logx

P(X)=——, (x#1), (1) =1

x=1
Nétese que es una funcién continua. Pongamos:
f()9% = exp(g(x) log(f (x))) = exp(g(X)(f(x) - ) (f(x)))
Puesto qu%igrp(f(x)) =1 se sigue que:
img(x)(F(x) — 1) (f(x)) = LERU{+o0} U {—o0}

si, y solo si
limg(x)(f(x) = 1)) =LeRU{+o0}U{—o0}

lo que prueba las afirmaciones hechas. O

Ejercicios propuestos

138. Seaac RU {4+, —}. Prueba que

[im|f(X)| = 400 <= lim =0 (4.8)

X—a x—a | f(X)]

Particulariza este resultado para los casos enfgaelamente toma valores positivos o
negativos.

139. Seal e RU {+00, —o}. Prueba que

)I(l_rgf(x) =L = XL'TOO f(1/x) =L (4.9)
x>0
)I’Elz’mgf(X) =L = Xi@w f(1/x) =L (4.10)

1
+x(x—l)'

140. Seaf :]0,1[— R la funcién dada para<|0, 1] por:
2
f(x) = X

Prueba que linfi(xX) = +c y que [imf(x) = —c. Deduce que la imagen dees todoR.
x—0 x—1
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141. Calcula la imagen de la funciéh:] — 1, 1[— R, definida por

f(x) =x (1—x%)"Y2 vxe]-1,1].

142. Seaf : R — R la funcion definida poff (x) = e*x%, vx € R*, f(0) = 0. Justifica quef es
continua erR, estrictamente decreciente Bn y estrictamente creciente @&'. Calcula
la imagen def.

143. Seanf,g: R — R las funciones definidas por

e}( .
l/)< ,SiX;éO X ,S|X<0
f(x)=( ¢ . gx)=¢ x ,si0<x<1
0 ,six=0 9% six>1

Estudia la continuidad déy g en todo punto d& y la existencia de limites déy g en
+ooyen—oo,

144. Seaf : [0,1[— R una funcion continua. Definamagx) = f(x— E(x)) para todox € R.

Prueba que la funcidg, asi definida, es continua si, y sélo si,llft(rx) = f(0). Supuesto que
X—

esta condicion se cumple, y qéieo es constante, definambsR — R por h(x) = g(1/x)
six# 0, yh(0) = f(0). Justifica quén es continua y acotada &i. Calcula la imagen por
h de un intervalo de la formf,r[ donde O< r < 1. Deduce qué no tiene limite por la
izquierda ni por la derecha en 0 y que la imagen Ipaole todo intervalo es también un
intervalo.

145. Estudia los limites er-oco y en—oo de:
a) Una funcién polinémica.

b) Una funcién racional.

146. Seaf : R — R una funcion continua no nula tal que lif(x) =0 yXI’lrp f(x) =0. Prueba
——00 —r 1+
gue sif toma algun valor positivo entoncésalcanza un maximo absoluto &n

147. Estudia la continuidad de las siguientes funciones.
1. f:R* = R, dada porf (x) = x¥/~1 y f(1) = /e.
2. f:]—1/2,+0|— R, dada porf (x) = (x+€&)¥*y f(0) = €.
3. f:[0,+o[— R dada porf(x) = (14 xlogx)Y/*, y f(0) = 0.
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