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Capitulo

Estructura euclidea y topologia de R”

1.1. Producto escalar y norma euclideos

Como sabedR” es un espacio vectorial en el que suele destacarse la llamaadaanonica
formada por los vectorees, e, . .., e,} dondee, es el vector cuyas componentes son todas
nulas excepto la que ocupa el lugaque es igual a 1.

1.1 Definicién. Dados dos vectores = (x1,X2,...,Xn), Y = (J1, V2,..., yn) Se define su
producto escalar por:

n
(XM = Z XYk =X1Y1 +X2Y2 + -+ Xpun
k=1

Este producto escalar se llapeducto escalar euclideo

Observa que el producto escalar de dos vectores no es urr gauboun numero real.
La notacionx.y es frecuentemente usada en los libros de Fisica para refaesé producto
escalar de los vectorasey.

Propiedades del producto escalar.
1. (x|x)=0,y (x|x)=0<=x=0.
2. Simetria (x|y) = (y|x) para todos, y e R".

3. Linealidad (o x + By|z)=a(x|z)+ B (y|z) para todos, B R y para todox, y.z € R".
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Dichas propiedades del producto escalar se deducen fatédrde su definicion.

1.2 Definicién. La norma euclideale un vectox = (x1, x5, ..., x,) se define por

Ixll2 =/ {x|x) =

Desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Para todosx, y e R” se verifica que

(x[y)| < IxI2lly 2

Ademas, supuesto guee y no son nulos, la igualdad(x |y)| = [x|2llyll» equivale a que
exista un numera € R tal quex = Ay (es decir, los vectores ey estan en una misma recta
gue pasa por el origen)

Propiedades de la norma euclidea.

L x|2=0,y [[x],=0+<=x=0.
2. Homogeneidad ||Ax ||, = |A| |x|» paratodax € R” y todoA €R.

3. Desigualdad triangularPara todox, y € R” se verifica que

Ix +yll2 < lxllz2 4+ llyll2

Ademas, supuesto queey no son nulos, la igualdatix + y||» = [|x]|l2 + |lyll2 equivale
a que hay un numerb > 0 tal quex = Ay (es decir, los vectores ey estan en una misma
semirrecta que pasa por el origen).

1.3 Definicion. Se dice que los vectorasey sonortogonales y escribimosx | y, cuando
su producto escalar es cero. Se dice que un vects ortogonal a un conjunto de vectores
E c R”" cuandox es ortogonal a todo vector dii. Un conjunto de vectores no nulos que
son mutuamente ortogonales se dice que esamjunto ortogonal de vectores; si, ademas,
los vectores tienen todos norma 1 se dice que esonjunto ortonormal de vectores. Una
base vectorial que también es un conjunto ortogonal (ortoak) se llama unaase ortogonal
(ortonormal).

Six ey son vectores no nulos, el vector

_ (xly)
[fx)= (y|y>y

se llamaproyeccion ortogonal dex sobrey.

El vectorx — ]_[y (x) es ortogonal &. En patrticular, sy es unvector unitario (de norma
1) entonces el vector — (x|y)y es ortogonal .
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Ejercicios propuestos

1. Particulariza las definiciones y propiedades anteriores @lacaso: = 1, es decir, para
R.

2. Prueba la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Sugerencia. Comprueba que la ecua((:iépr Ay \x —A y) =0, en la quée\. es un nimero

real arbitrario yx e y son vectores que se suponen fijos, es un trinomio de segundo
grado en la variablé. Ten en cuenta que dicho trinomio toma siempre valores reayor

o0 iguales que cero lo que proporciona informacion sobrestridiinante.

3. Prueba la desigualdad triangular.

Sugerencia. Una estrategia para probar desigualdadesheninas euclideas es elevar al
cuadrado. La desigualdalk + y |2 < (/x> + ||y||2)2 es equivalente a la desigualdad
triangular pero es facil de probar desarrollando+ y ||§ = (x +y |x + y) y usando la
desigualdad de Cauchy-Schwarz.

4. Teorema de PitadgorasPrueba que los vectorasey son ortogonales si, y solo si

Ix +ylI3 = Ix[% + llyl?

5. Prueba que el vector — ]_[y (x) es ortogonal §.

1.4 Definicién. La distancia euclide@nR” es la aplicacion g: R” x R” — R definida por:

dz(x,y)=||x—y||2 (X’YERn)

La distancia euclidea entre los vectoxesy es el nimero gx,y).

Las siguientes propiedades de la distancia euclidea sealeticiimente de las de la norma
euclidea.

Propiedades de la distancia euclidea.
1. dy(x,y) =0,y dh(x,y) =0 < x =Y.
2. Simetria.d(x,y) = dy(y, x) paratodox,yeR”.

3. Homogeneidadd, (Ax,Ay) = |A| dy(x,y) paratodox,y eR” ytodoAeR.

4. Desigualdad triangular.d, (x,y) < d,(x,z) + d,(z,y) paratodox,y,zeR".

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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1.2. Espacios normados y espacios meétricos
Las propiedades de la norma y de la distancia euclide@"es® pueden abstraer dando
lugar a los conceptos de espacio normado y espacio métrico.

1.5 Definicion. Sea X' un espacio vectorial real. Una norma sobrees una aplicacion
| |l : X — RE que verifica las siguientes propiedades:

1. |x]|=0«<=x=0.
2. Homogeneidad |Ax| = |A| || x| paratodoh eR ytodox € X.

3. Desigualdad triangular |[x + y| < [|x]| + [[y[| paratodox,y€.X.
El par ordenad@ ., || ||) se llama urespacio normado

Naturalmente, sobre un mismo espacio vectorial puederndarasse distintas normas, ca-
da una de ellas da lugar a un espacio normado diferente.dPataen cuenta este hecho se dice
gue un espacio normado es un par orden@dd| ||) formado por un espacio vectorial regl
y una norma. No obstante, con frecuencia se dice simplerszael’ un espacio normado” y
se sobreentiende qué es un espacio vectorial real en el que esta definida una namcasta.

1.6 Ejemplos. EnRR” suelen considerarse, ademas de la norma euclideasrza de la suma
[l l1,y lanorma del maximg|| ||, definidas para tode € R” por:

n
Ixlh = il
k=1

[Xlloo = max{|xg|: 1 <k <n}

En el espacio vectorialB(A4), de todas las funciones reales acotadas definidas en un con-
junto no vaciod C R, se define lanorma uniformedada para todg € B(4) por:

[/ lloo = SUp| f ()] : 1 € 4.

En el espacio vectorial ([«, b]), de todas las funciones reales continuas definidas en un
intervalo[a, b], se define lanorma integral de orden tlada para todg" € €([a, b]) por:

b
1l = [ 1f@) o

1.7 Definicién. SeaFE un conjunto cualquiera no vacio. Udstanciaen E es una aplicacién
d: E x E — R que verifica las siguientes propiedades:

1. dx,y)=0<=x=1y.
2. Simetriad(x, y) =d(y, x) paratodost, yeE.

3. Desigualdad triangulard(x, y) < d(x,z) + d(z, y) paratodost, y,z€ E.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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El par ordenaddq £, d) se llama unespacio métricoLos elementos de un espacio métrico
suelen llamarspuntosde dicho espacio métrico.

Naturalmente, sobre un mismo conjunto pueden consided@stietas distancias, cada una
de ellas da lugar a un espacio métrico diferente. Para tenaremta este hecho se dice que un
espacio métrico es un par ordengdd, d) formado por un conjunto no vacio y una distancia.
No obstante, con frecuencia se dice simplemente Esaa espacio métrico” y se sobreentiende
gue enE esta definida una distancia concreta.

Dado un espacio normad@y, || |), la aplicaciéon d X x X — R dada por:
dx.y) =[x —yll (x,yeX)
es una distancia eki que se llamalistancia asociada a la norma

Todo espacio normado se considera siempre como espaciicenétn la distancia aso-
ciada a su norma.

Ejercicios propuestos

6. Prueba qud| |1 ¥ || |loo SON normas efR” y que para todx € R” se verifican las
desigualdades:
[Xlloo < [Ix]l2 < lIx]l1 < nlIxlloo

7. Prueba qud| ||oc €S una norma e (A4) y que| ||; es una norma €€ ([a, b))..

8. Sean e Ny S(n) =1{1,2,...,n}. Prueba que los espacios vectorialg€S(n)) y R”
son isomorfos. ¢,Qué relacién hay entre la norma uniformedgllanaximo en dichos
espacios?

9. Sea(E, d) un espacio métrico. Prueba la desigualdade:
ld(x, y) —d(y.2)| < d(x, 2) (x,y,2€E) (1.1)
Deduce que en todo espacio normado se verifica la desigualdad
Il =yl < lIx =yl (X,YEE) 1.2)

10. Sea(E, d) un espacio métrico y sean, x», ..., X, puntos deE. Prueba que:
n—1
d(xy,xn) < ) d(xj, xj41)
j=1
11. Prueba que la distancia asociada a una norma verifica lagegaaies de la definicion
1.7. Comprueba que dicha distancia es invariante por traslasig es homogénea.

12. Prueba que en todo espacio vectorial real se pueden defimiaggy en todo conjunto se
pueden definir distancias.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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1.3. Topologia de un espacio métrico

Sea(E,d) un espacio métrico. Dados un punte E y un niameror > 0 definimos el
conjunto (al que por ahora no pondremos nombre):

B(a,r)={x€E :d(x,a) <r}

Observa que el conjunto asi definido depende claramente disténcia d por lo que una
notacion mas apropiada serRa(a, r), pero dicha notacién es incémoda y solamente se usa
cuando se consideran varias distancias diferentes en amongisntexto.

1.8 Definicién. Se dice que un conjuntd C E esabiertoen el espacio métric@E, d) si para
cada puntax € 4 hay un nimera, > 0 tal que B(x,ry) C A. Por convenio, el conjunto
vacio, @, se considera abierto.

1.9 Proposicién. Sean(E, d) un espacio métricay € E y r > 0. Se verifica que el conjunto
B(a, r) es abierto. Dicho conjunto se llantla abiertade centraz y radio r.

1.10 Proposiciéon(Propiedades de los conjuntos abiertos de un espacio njétia todo es-
pacio métrico( E, d) se verifica que:
1. Los conjuntosE y @ son abiertos.

2. Launion de cualquier coleccion de conjuntos abiertosresanjunto abierto.

3. Lainterseccién de una coleccion finita de conjuntos dbgees un conjunto abierto.

Las propiedades anteriores se expresan diciendo gue es$ la clase de todos los conjuntos
abiertos de un espacio métridd, d), entonces/” es unatopologiaen E. Se dice que dicha
topologia esta asociada a la distanala

1.11 Definicién. Se dice que un conjuntd C E escerradoen el espacio métric@E, d) si su
complementariaE'\ F es abierto en dicho espacio métrico.

1.12 Proposicién(Propiedades de los conjuntos cerrados de un espacio o)étein todo
espacio métricq £, d) se verifica que:

1. Los conjuntog y @ son cerrados.
2. Lainterseccién de cualquier coleccién de conjuntosasos es un conjunto cerrado.

3. Launion de una coleccidn finita de conjuntos cerrados esomjunto cerrado.
1.13 Proposicion.Sean( E, d) un espacio métricag € E y r = 0. Se verifica que el conjunto
B(a,r) ={x€E :d(x,a) <r}

es cerrado. Dicho conjunto se llantela cerradale centraz radio r.

Recuerda que todo espacio hormado se considera automgtisaoomo espacio métrico
con la distancia asociada a la horma, por lo que las defimsigrresultados anteriores tienen
sentido también para espacios normados. En partidalénpologia de un espacio normado
es la topologia asociada a la distancia asociada a la normandiemo En R se considera
siempre la topologia y la distancia asociadas al valor abisas decirR se considera siempre
como el espacio normad®, | |).

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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Ejercicios propuestos

13. Prueba que si d es una distanciafefa funciénp : E x E — R dada por:

__dex, )
'O(x’y)_l—i-d—(x,y) (x,y€E)

también es una distancia éh
. L t .
Sugerencia. Prueba que la aplicacion- 7 es creciente eRJ.

14. Prueba que un conjunté C E es abierto en el espacio métri¢s, d) si, y solo si,4 es
unién de bolas abiertas.

15. Describe las bolas abiertas y cerradas en los espacios aosr(R, | |), (R2,| [2).
(R2, [ 1), (R, || lloo) y (B0, 1]), || lloo)-

16. Da un ejemplo de una coleccion de conjuntos abiertos (respdos) en(R, | |) cuya
interseccion (resp. unién) no sea un conjunto abierto (EsPado).

17. Prueba que todo intervalo abierto (resp. cerradoRes un conjunto abierto (resp. ce-
rrado) en(R, | |).

18. Sean(E;,d;) i =1,2,...,n espacios métricos. En el conjunto producto cartesiano de
losE;, E=E{ x E; x---x E},, definimos:

p((XI,Xz,. .. »xn)»(J’l’yzv s ’yn)) = méx{di(xi’yi) l<i < }’l}
a) Prueba quéE, p) es un espacio métrico. Se dice que, p) es elespacio métrico
producto de los espacios métricd&;,d;) i = 1,2,...,n.
b) Describe las bolas abiertas @, p).

1.14 Definicién. Sea(E, d) un espacio métricoyl C E.

Decimos gque un punte € E esadherenteal conjuntoA si toda bola abierta centrada en
x tiene puntos det. El conjunto de todos los puntos adherentesse llama leadherenciade
Ay se representa pot.

Decimos que un punte € E es un punto deacumulacién del conjunto4 si toda bola
abierta centrada em tiene puntos ded distintosde x. El conjunto de todos los puntos de
acumulacion ded se llama leacumulacionde 4 y se representa pot’.

El conjunto de todos los puntos adherentes ya E/A se llama lafrontera de A y se
representa por ).

Decimos que un punto € 4 es un puntanterior al conjuntoA si hay alguna bola abierta
centrada ernx contenida end. El conjunto de todos los puntos interiores dese llama el

interior de A y se representa pot.

Decimos que un punte € 4 es un puntaisladoen 4 si hay alguna bola abiertB(x, r)
tal queB(x,r) N A4 = {x}.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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Ejercicios propuestos

19. Sea(E, d) un espacio métrico ¥l C E. Prueba que:

1. La adherencia dé es el mas pequeiio conjunto cerrado que contiefeRor tanto
A es cerrado si, y s6lo sl = 4.

2. Elinterior ded es el mas grande conjunto abierto contenidoien
3. Lafrontera ded son los puntos adherentesiajue no son interiores dé.
4. La adherencia dd es la unién ded con la frontera ded.

20. Prueba que los puntos adherentesddgue no son de acumulacion son puntos aislados
deA.

21. Da ejemplos de conjuntos €R, | |) y en(R2, || |.) que no sean abiertos ni cerrados.

22. Prueba que el supremo y el infimo de un conjunto no vacio y éeate nUmeros reales
son adherentes a dicho conjunto.

23. Calcula la adherencia dh de los conjuntof) y R/Q.

Conceptos topologicos

En todo espacio métrico conviven dos estructuras, la papiespacio métricq,E, d), y
la de espacio topolégicd.E, 7), dondeT es la topologia asociada a la distancia d. Sucede
gue en los espacios métricos es comodo definir algunos dmscagando la distancia, pero
a veces dichos conceptos pueden formularse también Umtaume términos de abiertos, sin
referencia ninguna a la distancia original. Los conceptas gueden formularse Unicamente
en términos de abiertos se llamtpologicos Es importante saber cuando un concepto es
topolégico porgue puede ocurrir que distancias distirdasesun mismo conjunt& den lugar
a la misma topologia y, por tanto, las propiedades que solendependen de la topologia son
las mismas para ambas distancias.

Todos los conceptos introducidos en la definicléiv dependen aparentemente de la dis-
tancia porque en todos ellos se utilizan bolas abiertas.d3diacil comprobar que de hecho son
conceptos topoldgicos. Para ello basta con que compruelgesmdichas definiciones puede
sustituirse la expresidfibola abierta centrada enx” por “conjunto abierto que contiene &”
sin que ello afecte para nada a los conceptos alli definidos.

1.15 Definicidn. Se dice que dos distancias ghgobre un mismo conjunté sonequivalentes
si ambas definen la misma topologiaEn

Se dice que dos normas sobre un mismo espacio vectorial svaleqtes si sus distancias
asociadas son equivalentes.

1.16 Proposicion. Sean| || y ||| ||| dos normas sobre un espacio vectoril Equivalen las
afirmaciones:

a) |l |l Il lll son normas equivalentes.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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b) Existen numeros: > 0, M > 0 verificandose que:

mlx| < llixll < M x|l (x€X)

Convergencia en espacios métricos

1.17 Definicién. Se dice que una sucesién,} de puntos de un espacio métrich, d) es
convergentesi hay un elementa € E tal que{d(x,, x)} — 0, es decir, para todo > 0 existe
unm. €N tal que para tode > m, se verifica que ¢, x) < ¢.

Es facil comprobar que si hay algun elementa £ que verifica la condicion de conver-
gencia anterior dicho elementoes Unico. Tal elemento se llantimite de la sucesiofx,} y
escribimos im {x,} = x o, simplemente{x,} — x.

n—>o0

Observa quédx,} — x quiere decir que para toda balx, ¢) existe urmm, € N tal que
para toda: = m, se verifica quer, € B(x, ¢).

Ejercicios propuestos

24.

25.

26.

27.

28.

Prueba que el concepto de sucesién convergente es topolBgictanto, distancias equi-
valentes tienen las mismas sucesiones convergentes.

Sea(E, d) un espacio métrico. Prueba la desigualdad:
d(x, y) —d(z, u)| < d(x, 2) + d(y, u) (x,y,z,uck)
Deduce que six,} — x e{y,} — y entoncegd(xy,, y»)} — d(x, y).

Para cada: € N sea f, : [0,1] — R la funciéon dada porf(x) = x". Prueba que la
sucesion 1, } converge a la funcion nuld = 0 en el espacid€ ([0, 1]), || ||;) pero no es
convergente et ([0, 1]), || [loo)-

Sea{x,,} una sucesién de puntos ¢@R", || |»). Representaremos pgy, (k) la coorde-
nadak — ésima del vectorx,,. Prueba quéx,,} — x si, y solo si,{x,,(k)} — x(k)
paral < k < n. Esto esla convergencia en(R”, || |») equivale a la convergencia por
coordenadas

Sea{x,,} una sucesion de puntos dR”, | |,). Prueba quéx,,} — x si, y sélo si, se
verifican las siguientes dos condiciones:

a) {(Xm|y)} — (X‘y) Vy eR".
b) {Ixmll2} — [Ix]l2-

1.18 Proposicion.Sean(E, d) un espacio métricod C E y x € E. Equivalen las siguientes
afirmaciones:

a) x es un punto adherente A

b) x es limite de una sucesion de puntos4le

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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La condicion de Cauchy para una sucesion de nimeros reades farmularse para suce-
siones de puntos de un espacio métrico.

1.19 Definicién(Sucesién de Cauchype dice que una sucesifn, } de puntos de un espacio
métrico (E, d) cumple la condicién de Cauchy o que es una sucesion de Caigara todo
¢ > 0 existe unm, €N tal que para todop = m,, g = m, se verifica que €, x,) < ¢.

Se dice que un espacio métri¢a, d) escompletosi toda sucesiéon de puntos deque
verifica la condicién de Cauchy es convergente en dicho &spac

Un espacio normado que es completo como espacio métriansa linespacio de Banach

El concepto desucesion de Cauchyo es topoldgico, es decir, dos distancias equivalentes
pueden no tener las mismas sucesiones de Cauchy.

1.20 Definicion. Sea(E,d) un espacio métrico ¥ un subconjunto no vacio dg&. Si el
conjunto de nimeros reales:

C={d(x,y):xed, yeA}

esta mayorado, se dice gyeestaacotadq en cuyo caso el nimero d4p) se llamadiametro
de A y se representa por dignh). Si A no estd acotado se define dighp = +oc.

Se dice que una sucesién, } esta acotada si el conjun{e,, : n € N} esta acotado.

Series en un espacio normadd@ea( X, ||.||) un espacio vectorial normado. Dada una sucesion
. pert )
{a,} de elementos d& podemos formar otra suce3|<{)Ek=1 ak}neN gue se obtiene sumando
consecutivamenttos términos d€a, }. Dicha sucesion se representa @an y se llama
n=1
serie de término generat,. Concretamentez an, €s la aplicacion d&N en X dada por

n=1

n> Y p_,ar paratodo: € N. Las series son sucesiones por lo que es innecesario esmecifi
lo que significa que una serie es convergente. El limite desenmaconvergentg ay, se llama

n=1

o0
sumade la serie y se representa ppr, ay.

n=1

Ejercicios propuestos

29. Prueba que toda sucesion convergente es de Cauchy.
30. Prueba que toda sucesion de Cauchy esta acotada.

31. Prueba que si una sucesién de Cauchy tiene una sucesioal garciergente entonces
es convergente.

32. Sea(X, | ||) un espacio normado. Prueba que un conjuhto X esté acotado si, y sélo
si, existe un nimerad/ > 0 tal que|| x| < M para todax € 4.
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33. Sead un subconjunto no vacio de un espacio mét(igod). Prueba que diat) =
diam(4).

34. Prueba que en un espacio normado se verificaB{uer)= B(a, r) y diam(B(a, r)=2r.
¢, Son ciertas estas igualdades para un espacio métricaienaf

35. Prueba quéR”, || ||) es un espacio de Banach.
36. Prueba que el espaci@(A), || [loo) €S completo.

37. Paracada N seaf, :[0,2] — R la funcién dada por:

x", 0<x<1;
f"(x)_{l, 1<x<2.
Prueba que la sucesidry,} es de Cauchy en el espadi@([0,2]), ]| [|1) pero no es

convergente.

38. Sead C R un conjunto no vacio de nimeros reales. Prueba que el corfunt) de
las funciones reales continuas y acotadas4de@s un conjunto cerrado en el espacio

(B(A). [l loo)-

39. Sealy el espacio normado de las sucesiones acotadas de nimdesscaala norma
uniforme, es decifo, = (B(N), || ||o). Para cada € N sead, : N — R la sucesion
definida por

1, sik =n;

Sk = { 0, sik#n.

Prueba que la sucesid#y, } no tiene ninguna sucesion parcial convergente.

40. Sea(X, ||.||) un espacio de Banachz an una serie de elementos de Prueba que si
n=1
la serie} " [lan || es convergente entonces también es convergente layserig.

n=1 n=1

41. Sea

ly = {(peRN : Z lp(n)| < oo}.

n=1

Parap € £, se define
o0
ol =) lem)
n=1

a) Prueba quél, ||.|[1) e€s un espacio de Banach.
b) Sed, la sucesion dada péy(q) =1y §,(n) =0 paran # q. Dadagp € £ prueba que

9= e,
n=1
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1.21 Teorema(Bolzano — Weierstrass enR”, || ||,)). Toda sucesién acotada de puntos de
(R™, | |I.) tiene alguna sucesion parcial convergente(Bf, || |2).

1.22 Teorema(Hausdorff). Todas las normas en un espacio vectorial de dimension fiaita s
equivalentes.

Como consecuencia de este teoremd@é&rhay una Unica topologia que procede de una
norma, dicha topologia se llantatopologia de la norma y es la que consideraremos siempre
enR”. En dicha topologia los abiertos son uniones de bolas abipdra alguna norma.

Puesto que el concepto de sucesién convergente es topmldgiducimos, como conse-
cuencia del teorema de Hausdorff, que las sucesiones gamies efiR” son las mismas para
todas las normas.

1.23 Corolario. En todo espacio normado de dimension finita la convergeneiand sucesion
de puntos equivale a la convergencia por coordenadas.

Otra consecuencia del teorema anterior y de la propositibdes que las sucesiones de
Cauchy y las sucesiones acotadas en un espacio normado elesgimfinita son las mismas
para todas las normas.

Hemos visto en el ejerciciB5 que (R”, || ||2) es un espacio de Banach, es decir en dicho
espacio las sucesiones convergentes coinciden con lasutdyC®educimos que eR” con
cualquier norma las sucesiones de Cauchy coinciden condasisnes convergentes. A partir
de aqui es facil probar los siguientes resultados.

1.24 Teorema(Complitud). Todo espacio normado de dimension finita es un espacio de Ba-
nach.

1.25 Teorema(Bolzano—\Weierstras$. Toda sucesion acotada de puntos de un espacio nor-
mado de dimension finita tiene alguna sucesion parcial agevee.

1.26 Definicién. Un subconjuntoK de un espacio métrico se dice quecesnpactosi toda
sucesion de puntos d€ tiene alguna sucesién parcial que converge a un punio.de
Puesto que el concepto de sucesién convergente es tomplé@mmompacidad es una pro-
piedad topoldgica.
1.27 Proposicion. Todo conjunto compacto de un espacio métrico es cerrado tadoo
Como consecuencia de lo visto en el ejercB®se tiene que la bola cerra®(0, 1) en el

espaciol,, No es un conjunto compacto aunque, evidentemente, dichontores cerrado y
acotado.

1.28 Teorema(Caracterizacion de la compacidad en dimensioén finita Los conjuntos com-
pactos en un espacio normado de dimension finita son los mmgjwerrados y acotados.

Ejercicios propuestos

42. Seak un subconjunto compacto no vacio®e. Sear > 0 un numero fijo y definamos
A =J,eg B(x,r)dondeB(x,r) indica la bola cerrada de centroy radior para una
norma que se supone fijadaRA. Prueba qued es compacto.
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43. SeanA y B conjuntos no vacios eR” y definamosd + B ={a+ b:ac A,be B}.
Prueba que:

a) Si A es abierto entonces + B también es abierto.
b) Si 4 es cerrado B es compacto entonces+ B es cerrado.

44. SeaN un numero natural y seany, a1, ..., apn nimeros reales distintos. En el espacio
vectorial X' de las funciones polindmicas de grado menor o igual&juse define:

N
lpl =Y lp@l, (2 eX).

k=0
Prueba que:

1. ||.|| es una norma en.
2. Latopologia que genera esta norma no depende de la eletelos realesy, .

3. Una sucesiodp,} en X converge uniformemente (es decir, con la noijrgo)
en un intervaloa, b] si, y solo si, existenV + 1 numeros reales distintos del
intervalo [a, b], Bo.PB1,...,Pn, tales que lasV + 1 sucesionesp,(Bi)}eN
(k=0,1,...,N) convergen.

1.4. Continuidad

1.29 Definicién. Sean(E, d), (F, p) espacios métricosy C Ey f: A — F. Se dice quef
es continua en un punto € 4 si para tode > 0 existe§ > 0 tal que para toda € A con
d(x,a) < 6 se verifica queo( f(x), f(a)) < &.

Si f es continua en todos los puntos de un conjuBita A4 se dice quef es continua en
B. Si f es continua et se dice simplemente qugé es continua.

1.30 Proposicién(Caracterizacion secuencial de la continuidafd Sean(E, d), (F, p) espa-
cios métricosA C E, f: A — F ya € A. Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) f es continua ew.

b) Para toda sucesitfix,} — o conx, € A se verifica qud f(x,)} — f(a).

Como el concepto de sucesion convergente es topologicoesidtado anterior se sigue
gue la continuidad es una propiedad topolégica.

Ejercicios propuestos

45. Enuncia apropiadamente y prueba los siguientes resuiltados
a) La composicion de funciones continuas es continua.
b) Cualquier restriccion de una funcién continua es coatinu
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46. Prueba que toda funcién es continua en los puntos aisladgas cnjunto de definicion.

47. Prueba que en todo espacio normado la norma es una aplicacitinua.

48. Prueba que todo espacio normadwm, |.||) es homeomorfoa su bola abierta unidad
B(0,1), es decir, existe una biyeccion continua y con inversa woatide X sobre
B(0,1).

49. Prueba que la imagen de un compacto por una funcién contgua eompacto.
50. Prueba que todo compacto Brtiene maximo y minimo.

51. Propiedad de compacidadSeaf : K — R una funcién continua definida en un con-
junto compactok de un espacio métrico. Entoncgsalcanza enk un maximo y un
minimo absolutos.

52. Sean(E, d) un espacio métricof; : E — E,i = 1,2,...,n funciones continuas. Con-
sideremos el espacio métrico produ¢t’, p) y definamosF : E" — E" por

F(xy,x2,...,xn) = (S1(x1), f2(x2), ..., fu(xn))
Prueba qué& es continua.

53. SeaF : R" — R” una funcién continua tal que para todosy € R” se verifica que
[x —yl|l < ||IF(x) — F(y)|l. Prueba que la imagen &ees un conjunto cerrado ek’

1.31 Proposicion(Caréacter local de la continuidad). Sean(E, d), (F, p) espacios métricos,
ACE,f:A4— Fyae A. Supongamos que hay alguna bola abieBRéx, r) tal que la

restriccion f|p de f al conjuntoB = B(a,r) N A es continua em. Entoncesf es continua
ena.

En particular, siU C A4 es un conjunto abierto Y|y es continua, entonceg es continua
enU.

1.32 Proposiciéon(Caracterizacion topolégica de la continuidad. Sean(E,d) y (F, p) es-
pacios métricos yf : E — F. Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) f es continua err.
b) La imagen inversa poy' de todo abierto d& es un abierto de.

c) La imagen inversa poy’ de todo cerrado d& es un cerrado dé.

1.33 Corolario. Sea(E, d) un espacio métrico ¥: E — R una aplicacion continua. Entonces
para todor € R se verifica que:
a) Los conjunto§x e E : f(x) <t}y{xeE: f(x) > t} son abiertos erf.

b) Losconjuntog§x e E : f(x) <t},{xeE: f(x)=t}y{xeE: f(x) =t} soncerrados
enk.
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1.34 Corolario. Seand y p dos distancias en un conjunto no vadio Equivalen las afirma-
ciones siguientes:

a) dy p son distancias equivalentes.
b) Las aplicaciones identidad entre los espacios métridogl) y (E, p) son continuas.

¢) Los espacios métricdsE, d) y (E, p) tienen las mismas sucesiones convergentes.

Sea( £, d) un espacio métrico4 un subconjunto no vacio déy notemos g la restriccion
de d a4 x A4; es decir, ¢y : A x A - R} es la aplicacion definida por:

d4(x,y) =d(x,y) V(x,y)eAx A

Es inmediato comprobar quedes una distancia e# que se llamaistancia inducidaen 4 por
la distancia d. Por tant@4, d, 4) €s un espacio métrico. Se dice quk d, 4) es unsubespacio
métricode (E, d).

No suele distinguirse entre la restricciory dle la distancia d al conjuntd y la distancia
d, y ambas se representan con la misma letra d, aunque no @aymipar que(4,d) y (£, d)
son espacios métricos diferentes.

Naturalmente, los conceptos que se han definido antes paspanio métricgE, d) con-
servan su significado cuando nos referimos a un subespatican®or ejemplo, la expresion
“ A es un subespacio completo H& quiere decir qued, considerado como subespacio métrico
de(E, d), es un espacio métrico completo: toda sucesion de Cauchyrdegded converge a
un punto ded. Es frecuente, sin embargo, no usar la palabra “subespsicio™subconjunto”
con el convenio de qudo subconjunto no vacio de un espacio métrich, d) se considera
automéaticamente como subespacio métrico

Ejercicios propuestos

54. Da ejemplos de subconjuntos Reque no sean completos.

55. Prueba que todo conjunto compacto de un espacio métricogdetn.

56. Prueba que todo conjunto completo de un espacio métricaexioe

57. Prueba que todo conjunto cerrado de un espacio métrico etorgs completo.

58. Seaf : R — R una funcién continua e inyectiva. DefinamosR x R — R por

p(x.y)=1fx)=fO  VY(x,»)eRxR

Prueba que:
a) p es una distancia €R equivalente a la usual.

b) Si la funcion f* estd mayorada o minorada entonces el espacio méfico) no es
completo.
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59. En el intervaloE =]0, 1] se define la distancia:
1 1
p(x,y)=|=—= V(x,y) € EXE
Xy

Prueba qu&E, p) es un espacio métrico completo y que la distapcés equivalente a
la distancia usual eR'.

60. Un homeomorfismes una aplicacion biyectiva y continua con inversa contiRuaeba
gue una biyeccion continua entre dos espacios métricosaxiogpes un homeomorfis-
mo.

Como sabemaos, todo espacio métrico se considera como @$ppoldgico con la topo-
logia asociada a la distancia, por tarttjo subconjunto no vacio4 de un espacio métri-
co (E, d) también se considera como espacio topolégico con la topolagjue tiene como
subespacio métrica 4, d). Los abiertos en esta topologia se llamahiertos relativosy los ce-
rrados se llamanerrados relativogie A. Teniendo en cuenta que las bolas abierga, r),
de un puntax € 4 en(4, d) son de la forma:

By(a,r)={xe€Ad:d(x,a) <r}={xeFE:d(x,a)<r}NA=B(a,r)NA
es facil describir los abiertos y los cerrados relativostde
1.35 Proposicion.Sead un subconjunto no vacio de un espacio métit.dse verifica que:

a) Los abiertos relativos dd son las intersecciones de los abiertosieon A.

b) Los cerrados relativos dd son las intersecciones de los cerradoskleon A4.

Consideremos ahora una funcighdefinida en un subconjunto no vacfiode un espacio
métrico (E, d) con valores en otro espacio métri¢s, p). La continuidad def en un punto
a € A quiere decir que para todo> 0 existe uns > 0 tal que paratodae 4 condx,a) < §
se verifica quep( f(x), f(x)) < e. Observa que aqui solamente intervienen el conjuhtta
distancia drabajando en4 y el espacid F, p). Es decir, para definir la continuidad gleen
un puntox € A podemos olvidarnos del espacif, d) y quedarnos con el subespacid, d).
En particular, la continuidad d¢ en A quiere decir que la aplicaciofi del espacio métrico
(A4, d) en el espacio métric@F, p) es continua. Como consecuencia de las proposicibris
y 1.35 deducimos el siguiente resultado.

1.36 Proposicién. SeanE y F espacios métricos, & A C Ey f : A — F. Equivalen las
siguientes afirmaciones:

a) f es continua en.
b) La imagen inversa poy de todo abierto d& es un abierto relativo del.

c) La imagen inversa poy’ de todo cerrado d&' es un cerrado relativo dd.

Continuidad uniforme

Piensa un par de minutos antes de responder a la siguiegienpae Supongamos qué
es una funcion real continua en un intervélg, Es cierto que si tomamos valoresy € I muy
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préximos entre si los correspondientes valores de la fan€id), f(y) también estan muy
préximos entre si?

Situ respuesta ha sido afirmativa, como suele ser, te egsv@onsidera la funcion conti-
nua 1:]0, 1] — R dada porf(x) =1/x. Los puntosl0~1? y 10~2° estan muy préximos entre
si: 10710 — 1072% < 1071, pero £(10719) = 10!1% y £(1072) = 10%° estan muy distantes
entre si. No hay nada extrafio en este comportamiento. Auiealgincion continua cuya gra-
fica tenga una asintota vertical le pasa lo mismo: hay puntysprmoximos entre si en los que
la funcién toma valores muy distantes entre si.

Pero también hay funciones continuas y acotadas que se cammte forma parecida.
Considera la funcion continug:]0, 1] — R dada pog (x)=sen(1/x). Es una funcién acotada:
el mayor valor que toma dsy el menor valor que toma esl, de hecho se tiene qg€]0, 1]) =
[—1,1]. Sean un ndmero natural. Los puntos, = m ey, = m estan, para
suficientemente grande, muy proximos entre si; de héehe- y,} — 0. Los valores que
toma en ellos la funcidg(x,) = 1y g(y,) = —1 distan entre st unidades (que es la maxima
distancia que puede haber entre valores tomados por estarfun

Si lo piensas un poco, te daras cuenta de que en ambos ejeesptosomportamiento
se debe a que las funciongsy g “oscilan mucho” en intervalos arbitrariamente pequefios.
Conviene precisar la idea de “oscilacion en un intervalo”.

Se define lapscilacionde una funcién reaf en un intervala/ contenido en el dominio de
definicién def como:

w(f,J)={

En otros términos: la oscilacién géen J es la longitud del intervalo mas pequefio que con-
tiene af(J).

supf(J)—inf f(J), si f(J) estdacotado
~+o00, si f(J) no esta acotado

Para la funcién/'(x) =1/x se tiene que(f.[1/2n. 1/n]) =ny w( .10, 1/n]) =+oc. Para
la funcién g (x) = sen(1/x) tenemos que(g.[1/(2n + /2),1/2nx — 7/2)]) = 2. Estas
funciones tienen una oscilacion “grande” en intervalostiattamente pequefios. En algunas
circunstancias interesa poder controlar el tamafio de igogmn de una funcion de manera
gue dicha oscilacion sea menor que una cierta cantidad ,fgada0, en cualquier intervalo
de longitud menor que un cierto numeéro- 0. Las funciones para las que esto puede hacerse
cualquiera sea > 0, se llamaruniformemente continuas

Se dice que una funciof : I — R esuniformemente continuan un intervalo/ si para
todoe > 0 es posible encontrar uh > 0 de manera que siempre guesea un intervalo
contenido en/ de longitud menor qué, se verifica que la oscilacién dé en J es menor o
igual ques.

Teniendo en cuenta quf f, J)<e<=|f(x) — f(y)|<eparatodos, y € J, la definicion
dada puede expresarse de forma equivalente como sigue.

Una funcién f* es uniformemente continua en un intervdlsi para toda > 0 es posible
encontrar un > 0 de manera que siempre que y sean puntos dé con|x — y| <4, se
verifica que| f(x) — f(y| < e. Simbdlicamente:

|lx —y| <6

VeeRYT 3§eR™ :
x,yel

}=>|f(X)—f(y)| <e
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Esta definicion puede generalizarse facilmente para faesientre espacios métricos. Lle-
gamos asi a la siguiente definicion.

1.37 Definicién. Sean(E, d), (F, p) espacios métricos4 un subconjunto no vacio dg y
f : A — F una funcién definida ed. Se dice quef esuniformemente continuan A si para
todoe > 0 es posible encontrar uh> 0 de manera que siempre guey sean puntos dd
con dx, y) <4, se verifica que( f(x), f(y)) < e. Simbdlicamente:

VeecR"® I5eR - d(;“yy;j‘s }=>p<f<x),f(y))ss (1.3)

1.38 Observaciones.

e Elconcepto de “continuidad uniforme” es un concepto glotbapende del comportamien-
to de la funcién en todo un conjunto. No tiene sentido deairupa funcién es uniformemente
continua en un punto: la continuidad uniforme no es un cdondepal.

e Es muy interesante comparar las definiciones de contingidatlial1l.29y de continuidad
uniforme 1.37. Resulta evidente que la continuidad uniforme4implica la continuidad en
todo punto ded: toda funcion uniformemente continua en un conjunto es woaten dicho
conjunta

En general, no es cierto que una funcion continua en un canjisea uniformemente con-
tinua end como lo prueban los ejemplos dados al principio. Pero haysiinacién particular
en la que dicha afirmacioén si es cierta. Este es el contenidogigente teorema. Se trata de
un resultado importante en el que pueden destacarse apoemale varios matematicos. Di-
richlet ya lo incluy6 en sus lecciones de 1862 y en 1872 Hein&itha primera demostracion
del mismo. Posteriormente Weierstrass, Borel y Lebesgnergkzaron el resultado inicial.

1.39 Teorema(Heine). Toda funcién continua en un conjunto compad&fode un espacio
métrico con valores en un espacio métrico es uniformememteéncia enk'.

Por los resultados vistos hasta ahora, queda claro que lpamitad es una propiedad que
tiene importantes consecuencias de muy variado tipo. Hiesite resultado nos dice que dicha
propiedad debe usarse con cuidado en espacios normadaneatesiin infinita.

Se dice que un espacio normaddazalmente compactsi las bolas cerradas son compac-
tos. Teniendo en cuenta que en un espacio normado dos boladasecualesquiera de radios
positivos son homeomorfas, resulta que un espacio nornsaldocamente compacto si, y sélo
si, hay alguna bola cerrada de radio positivo que sea compact

1.40 Teorema(Riesz, 1918 Un espacio normado es de dimension finita si, y solo si, e$-loca
mente compacto.

Ejercicios propuestos

61. Justifica con un ejemplo que la imagen de una sucesion de Za@achuna funcion
continua puede no ser una sucesion de Cauchy.
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62. Prueba que la imagen de una sucesion de Cauchy por una fumiférmemente conti-
nua es una sucesion de Cauchy.

63. Sead un conjunto no cerrado de un espacio mét(igod). Prueba que existe una apli-
cacion continua del enR que no es uniformemente continua.

64. Sead un conjunto no vacio de un espacio métri@g d)y f: 4 — F una aplicacion de
A en un espacio métrico completd’, p). Prueba que sf” es uniformemente continua
en 4 entonces existe una extension Unicaftda 4 que es uniformemente continua.

65. Prueba que un espacio normado es localmente compacto $g yisbay alguna bola
cerrada de radio positivo que sea compacta.

66. Seal €l espacio normado de las sucesiones acotadas de nimdesso@a la nor-
ma uniforme, es decifo = (B(N), | |loo). Supongamos qud C B(0, 1) es tal que
B(0,1) C U B(x,1/2). Prueba qued es un conjunto infinito.

x€A

Algunas clases de funciones continuas

1.41 Definicién. Sean(E, d), (F, p) espacios métricosd un subconjunto no vacio dg y
f:A— F.Sedice quef eslipchicianasi existeM > 0 tal que

p(f(x), f(¥)) < Md(x, y) Vx,y€eA.

Si M < 1 se dice quef es unaaplicacion contractiva CualquierM > 0 que satisfaga la
desigualdad anterior se llama urenstante de Lipschifzara 1.

Es claro que las funciones lipchicianas son uniformememérwuas.

1.42 Proposicién. Sean(E, || ), (F, ||| |ll) espacios normados¥ : E — F una aplicacion
lineal. Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) T es continua.
b) T es continua e®.
c) ExisteM > 0tal que|||T(x)|| < M ||x| paratodox € E.

d) T es lipchiciana.

Ejercicios propuestos

67. Prueba que la aplicacién— | x| es lipchiciana con constante de Lipschitz 1.

68. Sea(E,d) un espacio métricoy & A C E. Sea dist., A) : E — R la aplicacion
definida por:
dist(x, A) = inf{d(x,a) :ac 4} VxeFE
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1. Prueba que dicha aplicacién es lipchiciana con constintapschitz 1.

2. Prueba quel = {x € E : dist(x, E\A) > 0}y A = {x € E : dist(x, A) = 0}.
3. Prueba que en un espacio métrico todo conjunto abiertoiesgepexpresar como

union numerable de conjuntos cerrados y cada conjuntodteppaede expresarse
como interseccion numerable de abiertos.

4. SeanF'y H subconjuntos dé& no vacios cerrados y disjuntos. Prueba que existe
una aplicacién continug : E — R verificando que:

0< f(x)<1 VxeE, f(F)={0}, f(H)={1}
Deduce que existen abiertb5V de E talesqueF C U, HC VyUnNV =4@.

69. Sead C R” un conjunto abierto no vacio y distinto &. Para cada € N se define:
. 1
K, = {X eR” : |Ix]|| < p,dist(x,R"\4) > —}
p

Prueba que:

a) K, es compacto K, C K, 1.

o0
b) () K, = 4.
p=1
c) SiK C A es compacto, existe yme N tal queK C K.

70. SeanF C R” un conjunto cerrado X C R” un conjunto compacto no vacios y disjun-
tos F N K = @. Seq| || una norma efR”. Prueba que hay puntass F y b € K tales
que

la—b| =inf{|x —y||:X€EF, ye K}

71. SeanF un subespacio finito dimensional propio de un espacio nasrG&d| |) yac E.
Prueba que existec F tal que:
|la — bl = dist(a, F)
Deduce que hay un vectarde norma 1 que verifica que dist F) = 1.

Prueba que dadosc N y una funcionf € €([0, 1]), existe una funcion polinomicade
grado menor o igual guetal que:

1 1
(176 =heoldv < [1£(e) = p)] d
0 0

cualquiera sea la funcién polinédmigade grado menor o igual que
72. Seal, el espacio normado de las sucesiones acotadas de niméessc@ala norma
uniforme, es deci oo = (B(N), || [loo)-
a) Prueba que el subespacidle las sucesiones convergentes es cerradg.en
b) Prueba que la aplicacidh : ¢ — R dada porT' (¢) = lim{¢(n)} es continua.
¢) Prueba que el subespagig de las sucesiones convergentes a cero es cerragig.en
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1.43 Proposicion. Toda aplicacion lineal de un espacio normado de dimensidtafen otro
espacio normado es continua.

Reciben el nombre deampos escalarels funciones definidas en subconjuntosRie
que toman valores eR. Un campo escalar es, por tanto, una funcién real que depmiwle
variables.

Un campo escalar de una variables es, simplemente, unafuredl de variable real; un
campo escalar de dos variables es una funcién definida erbaorgunto del plano que toma
valores reales; un campo escalar de tres variables es uci@rfuefinida en un subconjunto
del espacio que toma valores reales.

Los campos escalares de una o dos variables se puedenzadsyai medio de sus repre-
sentaciones graficas que son, respectivamente, curvasptanelo superficies en el espacio.
No es posible visualizar campos escalares de tres o0 mablearigorque sus graficas estan en
espacios de dimension mayor o igual que 4.

Naturalmente, los campos escalares se pueden sumar, livautip dividir (donde no se
anule el denominador) al igual que lo hacemos con las fuasiogales. Es facil probar, usando
la caracterizacién secuencial de la continuidad, que dioparaciones conservan la continui-
dad.

Ejemplos de campos escalares continuos lo proporciongordgeccionessobre los ejes
coordenados. Representaremos pgrla aplicacion n; : R” — R que a cada vectox =
(x1,x2,...,x,)€R" hace corresponder su coordenadésima en la base canénica:

(X)) = (X1, X2, ..., Xp) = X
Dicha aplicacion se llamproyecciéon coordenada-ésima Es una aplicacion lineal.

Los campos escalares mas sencillos sorfuasiones polinémicas de varias variahles
Dichas funciones se obtienen como sumas de productos decgioges sobre los ejes coorde-
nados y son, por tanto, continuas.

Paran = 3 las proyecciones sobre los ejes coordenados son

JTI(X,y,Z):X, 7T2(X,y,Z):y, 7T3(X»y,2)=Z

Un producto de estas funciones es una funcion de la fgftway, z) =x™ y?z4 dondem, p, g
son numeros naturales o nulos. Las funciones polinémicaeenariables son combinaciones
lineales de este tipo de funciones.

Lasfunciones racionaledern variables son las funciones de la forma

P(x17x2a LI axn)
R(x1,X2,...,%xp) =
Q(x1$x27~ . 7xn)
Donde P(x1,x2,...,Xx,) Y O(x1,x2,...,Xx,) son funciones polinbmicas devariables. El

dominio naturalde definicion de una funcion racional es el conjunto de pudtrsie no se
anula el denominadde = {x e R" : Q(x) # 0}. Las funciones racionales son continuas en su
dominio natural de definicién.

Componiendo funciones continuas reales de una variabléucgiones polinémicas y ra-
cionales en varias variables obtenemos muchisimos ejempleampos escalares continuos.
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Aqui tienes unos pocos.

1+ xy? + xz2

f(x,p)=ser(xy), f(x,y)=log(l + x2+ y?), S 3.2 = e gy 2)

1.5. Limite funcional

El concepto de limite para funciones reales de una variable gue ya conoces de primer
curso, se generaliza con facilidad para funciones enti@cespmétricos.

1.44 Definicion. Sean(E, d), (F, p) espacios métricosy C E, f : A — Fyae A’. Se dice
que f tiene limite enx si hay un elementd € F con la propiedad de que para toglo> 0
existe und > 0 tal que para toda € A con0 < d(x,«) < 6 se verifica quep(f(x), ) < e.

Es facil comprobar que solamente puede haber un elendentbque cumpla la condicion
anterior. Se dice quées el limite def en el puntax y escribimos im f(x) = £.
X—>a

Con el abuso usual de notacién, podemos escribir:

0<d(x,a)<$§

. _ + + .
)!l_%f(x)_K@[Va*ER BeR™ ed

}=>p(f(x),€) < s] (L.4)

Una notacién mejor para el limite serl”f_l)nl f(x)={ paraindicar que solamente se consi-
X (04

x€A
deran valores de la variablec A. Esta precisién es importante porque la existencia y el valo

de un limite pueden depender del conjudtaonde se considera definida la funciéon. No obs-
tante, no usaremos esta notacion porque es algo incomanlagdebes olvidar que la variable
x siempre toma valores en el conjunto donde se supone quesdisiiéa la funcion.

Observa gue en la definicion se supone geed’ es un punto de acumulacion de Esto
asegura que para toda> 0, hay puntosc € 4 que cumplen la condiciét < d(x, «) < §. Por
otra parte, puede ocurrir queg A4, en cuyo casg’ puede no estar definida en

La condicién0 < d(x,«) < § es una forma de escrihir # @ y d(x, ) < §. Es decir, en
la condicion de limiteX.4) no interviene para nada, en el caso de guesté definida en, el
valor que f pueda tener ea.

Podemos escribirl(4) usando bolas abiertas:

x€By(a,8) N A
X #o

Puedes comprobar que si en lo anterior sustituyes “bola&stabicentradas eno enf” por
“abiertos que contengana@o af” la condicién que se obtiene es equivalente. Es decir, el
concepto de limite de una funcién en un punto es un concepadomico.

Jm f(x)="l <= |:VB,,(€,8) ABg(w, ) : } = f(x) eBp(K,e):|

La siguiente caracterizacion del limite funcional mediamicesiones es una generalizacion
directa de la que se estudia en primer curso.

1.45 Proposicidn(Caracterizacion secuencial del limite funcion&ean(E, d), (F, p) espa-
cios métricosA C E, f : A — F ya € A’. Equivalen las siguientes afirmaciones:
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a) Ii_r)n f(x)=L¢.
b) Para toda sucesiéfix, } de puntos ded distintos dex, x,, € A\ {«@}, que converge &,
d - o
{xn} — «, se verifica qué f(x,)} — <.

La relacion entre limite funcional y continuidad es la quegaoces de primer curso.

1.46 Proposicién.Sean(E, d), (F, p) espacios métricosd C E, f: A - Fyae AN A'.
Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) f es continua ew.
b) lim 7 (x) = f(@).

1.47 Proposicién(Caracter local del limite funcional). Sean(E, d), (F, p) espacios métri-
cos,ACE, f:A— FyaecA'. Supongamos que hay alguna bola abieRé, r) tal que
la restriccion fp de f al conjunto B = B(a,r) N A tiene limite enx igual a £. Entoncesf

también tiene limite ea igual a £.

1.6. Continuidad y limites de campos escalares y vectoriae

Las funciones que mas nos interesan en este curso son lossasgalares y las funcio-
nes vectoriales. Unampo escalade n variables es una funcién definida en un conjunto no
vacioA C R” que toma valores reales. Ufancion vectorialde » variables es una funcion
definida en un conjunto no vacib C R” que toma valores vectoriales en un esp&bcon
m = 2. Por comaodidad en la expresion, llamaremos a veagyos vectorialea las funciones
vectoriales aunque dicho nombre suele reservarse parbaaguaciones vectoriales definidas
en un subconjunto de un espacio vectorial y que toman vadoreécho espacio vectorial.

1.48 Definicion(Componentes de una funcion vectoridBead € R"y F: 4 — R™ una
funcién vectorial. Para cada € A se tiene qud-(x) es un vector d®R™. Paral < k <m
definamosf; = oF: A — R donder;, es la proyeccion coordenaélaésima. Las funciones
fr asi definidas son campos escalares que se llamaponentesle F. Para cadx € A4 se
tiene que

F) = (f1(X), /2(0), -0 fm (X)) = D fr(X)ug

k=1
donde{uy, : 1 < k < m} es la base canonica @&”.
Escribiremos== (11, f2,..., fm) paraindicar qu& es un campo vectorial cuyos campos
escalares componentes son (1 < k < m).
Ejercicios propuestos
73. SeaF = (f1, f2,..., fm) : A = R™ un campo vectorial de variables. Prueba que:
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1. F es continuo en un punt® € 4 si, y sélo si, todos los campos escalaygsson
continuos ern.

2. lim F(x) = B <= lim fx(x) =B (1<k<m).

Teniendo en cuenta este ejercicio, para estudiar limitegtintciidad de campos vectoriales
es suficiente hacerlo para campos escalares.

Campos escalares definidos en un mismo conjunto se puedem, sauitiplicar y dividir.
Asi mismo, campos vectoriales con igual nimero de funci@eesponentes pueden sumar-
se, y también podemos multiplicar un campo vectorial porampo escalar. Todo ello en el
supuesto de que los campos considerados estén definidogrésmia conjunto. También pue-
den componerse campos vectoriales entre si 0 con campdarescdodas estas operaciones
se comportan respecto a la continuidad y al limite funciendh forma que cabe esperar.

Tiene interés definir el concepto de campo escalar divezgantin punto que generaliza lo
gue ya conoces de primer curso.

1.49 Definicion. Seaf : A — R donded Cc R” y a € A’. Se dice quef es positivamente
divergente e si para todaM > 0 existes > 0 tal que paratoda e A con0 < ||x —e| < §
se verifica quef(x) > M. Simbdlicamente escribimosﬁﬂ f(x) = +4o0.

X—>o

Se dice quef es negativamente divergente @rsi — f es positivamente divergente en
en cuyo caso escribimosﬂ)ﬂ f(x) =—o0.
X—>o

Se dice quef es divergente emr si | f| es positivamente divergente enen cuyo caso
escribimos ﬁn f(x) = o0.
X—>o

En la definicion anterioff || es cualquier norma eR”, pues sabemos que todas ellas son
topolégicamente equivalentes por lo que podemos usar lgugmmos para estudiar propie-
dades topoldgicas como son limites o continuidad.

En lo que sigue vamos a considerar el caso mas sencillo denpooascalar de dos varia-
bles: f : A — R donde @# 4 C R?. Supongamos quec A’ y queremos estudiar el limite
lim f(x). EnR? tenemos qu& = (x, ¥), @ = (a, b), por lo que el limite anterior se escribe
X—o

usualmente en la form(a )l’nh ) f(x,y) (y no debes olvidar el paréntesis que indica vector:
x,y)—a,

(x, )Y (a,b), porque no tiene sentido escribiriml  f(x, y)). Siempre que te encuentres en

x,y—>a,b

esta situacion el resultado de intentar evaluayr la fungi@n («, b) va a ser una indetermina-
cién, es decir, una expresion del tipg0,00/00 0 1°° y otras que ya conoces de primer curso.
Veamos un ejemplo.

ser(x* + y?)

x2 4+ y?

continuo ¢ por qué?) éR?\ {(0,0)}. Si tratas de evaluaf (x, y) en (0, 0) obtienes la indeter-
minacion0/0. En este caso, como en otros parecidos, hay una forma seteiroceder. Basta

1.50 Ejemplo. Sea f(x,y) = . Esta funcién es un campo escalar definido (y

., sent :
darse cuenta de que nuestra funcion es de la fGFH?S’:\l donder = x2 4 y2. Dicho de otra

sent)
t

micah(x, y) =x2 + y2. Llegado aqui ya debes intuir lo que vale el limite im|  f(x, y):
(x,y)—(0,0)

forma, el campo escalagf es la composicion de la funci@(z) = con la funcién poliné-
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cuando(x, y) esta muy préximo &0, 0) el nimeror = x2 + 2 esta muy préximo también a

sernt) , ..
0 por lo que esta muy préoximo a 1.

Justifiguemos quc(e )lr‘n( )f(x ,¥) = 1. Para ello definamog(0) = 1, con lo que la
x,y)—(0,0

L, . ... sent
funcién g resulta continua efl (porque ya conoces el famoso IlmmslfnlT = 1). Ahora,
t—0

est4 claro que definiendf(0, 0) = 1 la funcidn f asi extendida es continua éh 0) porque es
composicion de funciones continuas: la funci@r, y) = x2 + y2 que es continua (0, 0) =0

y lafuncidong que es continua y(0) =1.Luego  Im  f(x,y) =1.
(x,»)—(0,0)

Otra forma de proceder, mas cémoda en este caso, es tratmajsuiaesiones. Para ello sea
{(xn, yn)} — (0,0) con (x,, yn) # (0,0). Pongamos, = x2 + y2. Claramente{z,} — 0y
z, # 0 por lo que:
ser(x; + yp) _ ser(zn)
x2+y2 oz

h(xp, yn) = — 1.

Como esto es cierto para toda sucesion en las condiciorersoaas, deducimos, por la propo-

sicion1.45 que Im f(x,y)=1. ¢
(x,»)—(0,0)

Ejercicios propuestos

74. Seanf y g funciones de una variable real tales qLiEI f(x)=ay Il’n}) g(x) = B.
X a x—
Prueba que:

wom g =ep. - lim () +g() =+ B

75. Estudia la continuidad de los siguientes campos escalaklnyite en el puntax indi-
cado en cada caso:

a) f(x,7) = (1 + xy)* definido enR™ x R*, & = (0, 0).

log(1 2
b) £(x, ) = 2 ﬁiyﬁy)

2 2

c) f(x,y) = %y;l definido enR?2\ {(0,0)}, @ = (0, 0).

definido enR?2\ {(0,0)}, @ = (0, 0).

cosx? + y?) —1
(x2 + y2)2
e) f(x,y) = senvarcigy definido end = {(x,y)eIR2 XY F O}, a = (0,0).

Xy

d) f(x,y) = definido enR?\ {(0,0)}, @ = (0, 0).

x? + y2 .
) f(x,y)= definido enR?2\ {(0,0)}, @ = (0, 0).
Vx2+y2+1 -1
g) F(x.y) =~ H D) Geinido enR* x R+, o = (0.0)
Y X2 4 y2 + 2xy ' T
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76. Seaf : R* x R* — R la funcién dada por:
fx,y)=x+y) senz senz
X Y

Estudia si dicha funcion tiene limite en los punt6s0), (0,1) y (0, ). ¢ESf unifor-
memente continua?

77.Sea f : I — R una funcién de clasé€! en un intervalol. Se define la funcién
h:IxI— Rpor:

S&x) =) .
—, X #,
h(x, y) = X—=)
S(x), x=y.
Estudia la continuidad dee.
78. Seaf : Rt x RT — R la funcién dada por:
e —¢
. XF#);
f(x,y)=1{ logx —logy
xe*, X =y.

Estudia la continuidad d¢ y la existencia de limite d¢ en (0, 0).

Para no tener que indicar en cada caso el conjunto dondesfstiéild un campo escalar, te
recuerdo que si un campo escalar viene dado por medio defigselementales slominio
natural de definicidn es el conjunto mas grande en el que las opeescipure definen a dicho
campo tienen sentido para valores reales de las variables.

Limites direccionales y limite de un campo escalar a lo largde una curva

En la recta real solamente podemos aproximarnos a un puntopor dos direcciones: por
valores mayores y por valores menores qu€omo sabes esto da lugar a los limites laterales
ena. Muy diferente situacion tenemos @ic R? pues podemos acercarnog gor infinitas
direcciones, a saber, todas las de la fosma ru dondeu es un vector unitario eR? y t € R.
Naturalmente, si existe el Iimig{e’_r)ﬂ(lx f(x) = entonces para todo conjun®bbC A cone € B’

x€A
también se verifica qu)g’_r)i]x f(x) =4£. En particular, sB = {a« + tu : t € R} N A, entonces se

. xXeB
tiene que:

Aim f(x) = lim f(e + ru)
xXeB
Este limite se llam#mite de / ena segun la direccién dada por el vectar Segin acabamos

de decir, si existgm f(x) =1 entonces también debe se’mrg)lf(oc + tu) ={ paratodo vector
t—

L xe€eA
unitariou.
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Podemos generalizar considerando en vez de una recta quegasotro tipo de curvas
que pasan pat, por ejemplo, pardbolag?) = (¢, At?) 0 v(t) = (At2,¢). En general, si(t) =
(x(2), y(t)) es una curva que pasa porv(0) = «, el limite Il’rrg) F(v(2)) se llamaimite de f

t—

ena alo largo de la curvay. Si existe el limite def ena entonces existe el limite dé a lo
largo de toda curva que pasa jpoy todos ellos coinciden con el valor del limite.

Estos resultados pueden ser Utiles para probar que un Igiitey no existe: para ello basta
encontrar que no existe el limite a lo largo de una determaicadva o direccién, o bien probar
gue los limites a lo largo de dos curvas o direcciones distiabn diferentes.

Puesto que un vector unitario Bt con la norma euclidea es de la forma (cosy, sen?),
y o = (a, b), suelen escribirse los limites direccionales en la forma:

lim f(a + tu) = lim f(a + ¢t cosv, b + t sen})
t—0 t—0

Es frecuente escribir una recta que pasa(pob) en la formay(¢z) = (a + t,b + At) donde
A €R es un parametro fijo — la pendiente de la recta — en cuyo casimitss direccionales en
(a, b) vienen dados por:

lim f(a+1t,b + At)

t—0

Cuando(a, b) = (0, 0) las rectas por el origen suelen representarse en la foimnea: (¢, At) 0
Y(t) = (At,t) dondeA es un parametro fijo.

Con frecuencia es mas cémodo estudiar los limite€ed). Esto puede hacerse siempre
mediante una traslacion pues:

[fm x+a y+b
(x, y)—>(a b) Sl = (x,y)—>(0,0) I 7 )

Hay que observar que la existencia de todos los limitesalineales en un punto siendo, ade-
mas, todos ellos iguales, no garantiza la existencia dékliem dicho punto.
1.51 Ejemplo. Seaf(x, y) = Y sen(x? + y?) definido end = {(x, y) eR?, x # 0}. Estu-
X
diemos el limite def ena = (0, 0).

Consideremos rectas por el origem) = (¢, At). Tenemosf (v(¢)) = A ser((1 + A?)?),
por lo que Irrg) f(t,At) = 0. Por tanto, los limites segun todas las direcciones quengasa
t—

el origen (excepto la direccion del eje de ordenadas= (0, ) en la que no esta definidé)
existen y son todos iguales a 0.

Observa que si(z) = (x(¢), y(¢)) es una curva con(0,0) = 0, se tiene que:

FO0) = % serx(1)* + y(1)?)

Como las curvas son funciones continuis $er(x (1) + y(¢)?) = ser(0) = 0. Por lo que para
t—0

- o 4 . .
toda curva en estas condiciones que verifique que el coc&%%eeste acotado se tendra que
X

lim f(v(z)) = 0.
t—0
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A la vista de lo anterior, podemos buscar una covga = (x(z), y(¢)) conv(0,0) = 0 tal

t
que inz) % = oo Yy que sefix(¢)? + y(¢)?) tienda a 0 mas lentamente. Como sabemos que
t—>0 X

sent) ~ t parar — 0, laidea es tomar una curv&) = (x(¢), y(¢)) que verifique:

yo _ 1 i
x(t) 12 (o =r* 1+14
i
x()? + y(1)? = 1| YO =110

Para dicha curva (que pasa [§or0)) tenemos que:

1 sen(jt])
el el

JO@®) = fx@),y@) = %Ser(ltl) =

= lIm f(¥(1)) = +o0

El campo escalay diverge positivamente a lo largo de dicha curva, por lo gebalcampo
no tiene limite er(0, 0). ¢

Limites iterados

Para estudiar la existencia del limite de un campo escaldoslevariables suelen usarse
los limites iterados Consideremos un campo escajar 4 — R dondeA es de la forma
A=1xJ\{(0,0)} siendo/, J intervalos abiertos eR que contienen al 0. Esta situacién no

es restrictiva dado el caracter local del limite. Supongamqme para toda € 7\ {0} existe el
limite lim f(x, y). Tal limite dependera en general del valor fijadoxdel \ {0}. Definimos:
y—0

G:I\{0} >R G(x)= yll_rﬂ) f(x,») (1.5)

Si la funcionG tiene limite erd dicho limite se llama utimite iteradode f en (0, 0) y suele
representarse en la forma:

lim G(x) = lim (Il’m f(x,y)) (1.6)
x—0 x—0 \y—0
Analogamente, si paratodoe J\ {0} existe el limite im0 f(x, y), podemos definir la funcién:
X—>

H:J\{0} >R H(y)=lim f(x.) (1.7)

Si la funcion H tiene limite erd dicho limite se llama utimite iteradode " en (0, 0) y suele
representarse en la forma:

lim 7(2) = Iim ( lim f(w)) (1.8)

Los limites iterados pueden no existir incluso aunque &aklimite def en (0, 0).

1.52 Proposicién. En la situacion que estamos considerando, supongamos queriiea
alguna de las siguientes afirmaciones:
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= Los dos limites iteradofl.6) y (1.8) existen y son distintos.
= LafuncionG definida en(1.5) existe pero no existe el limite deen O.
= LafuncionH definida en(1.7) existe pero no existe el limite dé en 0.

Entonces no existe el limite geen (0, 0).

Si existe solamente uno de los limites iterados o bien ambomgiden, entonces el limite
de f en(0,0) puede no existir, pero si existe es igual al valor de dichatdiriterado.

Observa que los limites iterados son limites de funcionemédevariable por lo que suelen
ser faciles de calcular.

Ejercicios propuestos

79. Estudia la existencia del limite €6, 0) para cada uno de los siguientes campos escalares
definidos erR?\ {(0,0)}.
2_ .2 2

) D) = D) )= O )= s
§ 1= o s =S =
Q) /(x.)= ﬁ ) f = { yS 70
) S = ) sy = T
0 Foey = 2 J; ;yi(i);;— )
e
:
m S = S
0 feoy) = 1 + x —cogx? + y?) —arctgx

x2+y2

En los ejemplos de campos escalares de dos variables qus hensiderado aparece con
frecuencia la expresian” 4+ y2. En los campos escalares de tres variables aparece coerfrecu
cia la expresion:2 + y2 +z2. Esto no es un capricho matematico sino que procede de tafFisi
los potenciales newtonianos y los potenciales eléctriangn en razén inversa a la distancia
euclidea y las fuerzas de atraccion gravitatoria y eléctrarian en razén inversa al cuadrado
de la distancia euclidea. La expresiéh + y? se simplifica usando coordenadas polares, es
decir, escribiend@x, y) = (p cosv, p send) con lo cualx? + y? = p2.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Andlisis Matematico Célculo Diferencial enR”



Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales 30

1.53 Proposicion.Seaf : A — R donded = B,((0,0), )\ {(0,0)} y B»((0,0), r) es la bola
euclidea abierta eiR? centrada en el origen de radia Definamos la funcion:

g:10, r[x]0,27] — R dada por g(p,?) = f(pcosd, pseny)

Entonces equivalen las siguientes afirmaciones:

a [fim x,py) =4.
) (x,»)—(0,0) S
b) Para todos > 0 existed > 0 tal que para todq €]0, §[ se verifica que

supf{| f(pcost, pseny) —£]: 0 <9 <2xn} <e.

En el estudio de limites conviene tener presente la desigdat y| < %(x2 + y?) que se
deduce d® < (|x| — |y])>.

Ejercicios propuestos

80. Estudia la existencia del limite €0, 0), y calcula su valor cuando exista, para cada uno
de los siguientes campos escalares definidd&%r{(0,0)}.

x2y x3—y3 _log(1 + v/x2 4 y?)

m b) f(x,y) = c) f(x,y)=

x2+y? lx| + [»]
seny log(1 + x?)
= R e) f(x,y)=

a) f(x.y) =

X seny — y senx
(2 + )3
81. Estudia la existencia del limite €0, 0), y calcula su valor cuando exista, para cada uno
de los siguientes campos escalares definidd®ex RT.
senx + s _x€& tye’

) £r )= ) f )= ) = ( 5+ o ) sert)

d) f(x.»)

82. Estudia para qué nameros positivogl campo escalay : R?\ {(0,0)} — R dado por:

_ser(xy)
S(x,y)= i e

tiene limite en(0, 0).

Conjuntos conexos

Queremos definir una clase de conjuntos en los espacioxo®tjie desempefie un papel
analogo al de los intervalos en la recta real. Los intervpleeden caracterizarse facilmente
con el teorema de Bolzano.
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1.54 Proposicion.Sea @# C C R. Equivalen las afirmaciones:
a) C es un intervalo.

b) Para toda funcién continug : C — R se verifica quef (C) es un intervalo.

La implicaciona) = b) es el famoso teorema de Bolzano. La otra implicacion es un
sencillo ejercicio que debes hacer.

1.55 Definicion. SeaE un espacio métricoy & C C E se dice que& es un conjunt@onexo
si paratodafuncion continuaf : C — R se verifica quef (C) es un intervalo.

Los conexos d& son, en virtud de la proposicion anterior, los intervalasm® la continui-
dad es una propiedad topoldgica, el concepto de conjun&xoaes topoldgico. Seguidamente
lo vamos a caracterizar de una forma mas cémoda, pues lacitafimjue hemos dado hace
intervenir atodaslas funciones continuag : C — R y eso la hace incobmoda de usar en casos
concretos.

Es muy facil caracterizar los conjuntos queson conexos. Un conjuntd no es conexo Si,
y sélo si,existealguna funcion continug : C — R tal que /(C) no es un intervalo. Qué¢(C)
no sea un intervalo equivale a que existewR conz ¢ f(C) tal que]— oo, zZ[Nf(C)# Dy
]z, +00[N f(C) # @. Pero entonces se tiene qie= f~1(]— o0, z[) U f~1(]z, +o0]). Puesto
que f es continua, sabemos, por la proposicié6 que los conjuntost = f~1(] — oo, z[) y
B = f~1(]z, +00]) son abiertos relativos d€. Observaquel Z@yB #D, AN B =@y
C=A4UB.

Hemos probado asi que@inoes conexo entonces exisi@niertos relativosleC disjuntos
y no vaciosd y B tales queC = A U B. Se dice que el pdr4, B} es una particiomo trivial
de C por abiertos relativos.

Reciprocamente, s€aun conjunto no vacio de un espacio métrico y supongamos que ha
una particion no trivial d&& por abiertos relativo§A, B}. Entones es facil comprobar usando
la proposicionl.36que la funcionf : C — R dada por:

—1, sixeA;
1, SsixeB.

() = {

es continua. Y como su imagefiC) = {—1, 1} no es un intervalo concluimos g@& no es
conexo.

Hemos probado qu€ no es conexo equivale a que exista una particion no trivial ger
abiertos relativos. Dicho de otra forma:

1.56 Proposicion. Un conjunto @# C C E de un espacio métric& es conexo si, y solo
si, la Gnica particién deC por abiertos relativos es la trivial. Es decir, g y B son abiertos
relativos deC con4A N B=@yC = A U B entonces el pa{4, B} ha de ser la particion
trivial {4, B} ={@,C}.

Al igual que vimos con la compacidad, la conexion se consgovdunciones continuas.

1.57 Proposicién.SeanE' y F espacios métrica; un subconjunto conexo dey f:C — F
una funcion continua. Entonces se verifica qU&') es conexo.
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Ejercicios propuestos

83. Prueba la proposiciéh.57.

84. Prueba que la unién de conexos con interseccion no vaciameso

Los conjuntos abiertos y conexos se llandominios Los dominios deR” tienen una
caracterizacion muy util.

1.58 Proposicion.Sea®2 c R” un conjunto abierto. Equivalen las siguientes afirmaciones
a) Q2 es conexo.

b) Todo par de puntos de puede unirse por medio de una curva sin salirs€dé&s decir,
para cada par de puntos, b € 2 existe una funcion continua: [0, 1] — R”, tal queY(0) = a,
Y(1) =b y paratodor € [0, 1] se tiene que(?) € 2.

Intuitivamente, un dominio es un conjunto abied®un solo trozo
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Capitulo

Derivadas parciales y extremos relativos de
campos escalares

Curvas enR”

Como ya debes saber, una curval®hes una aplicacién continua: [a,b] — R”. El
puntoy(a) se llamaorigeny el puntoy(b) extremode la curva. Naturalmente, com¢) € R”
podremos expresarlo por medio de sus componentes en ladra®s@aa que seran funciones
dez.

V(1) = (V1 (1), v2(0), ... V(D))

Las funcionesy (¢) se llaman funciones componenteswé&e dice que es derivable en un
puntoz cuando todas sus funciones componentes son derivablestenplinto, en cuyo caso
la derivada de ent es, por definicion, el vector

V(@) = (@), 72 (@), Y ()

Dado un punta =Y(z,) tal queY’(7o) # 0, se define laecta tangenteay en el punta (aunque
es mas apropiado de@n el punta;y) como la recta de ecuacion paramétrica- 1Y/ (z), €s
decir, la recta que pasa paicon vector de direcciom’(zy).

Cuando se interpretatr) como la funcién de trayectoria de un movil, entoncesedoci-
dad en un instante es el vector’(z) y surapidez es||Y’(¢)||,. La distancia que recorre dicho
movil entre dos instantes= a y t = b viene dada por

b
[Iv@lzde.
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También consideraremos en lo que sigue funciands— R” definidas y continuas en un
intervalo/ C R no necesariamente cerrado y acotado. Las seguiremos Hamaor abuso de
lenguaje curvas

2.1. Derivadas parciales. Vector gradiente

Hemaos visto en el capitulo 1 que los conceptos de continyidiatite para funciones reales
de una variable se generalizan facilmente para camposessale varias variables. No ocurre
lo mismo con el concepto de derivabilidad el cual no puedemgdinarse de forma inmediata.
Larazén es que el concepto de derivabilidad hace interleedivisién de nUmeros reales, pues
una derivada es un limite de cocientes incrementalesRf'ero podemos dividir por vectores,
es decir, la estructura algebraica & no permite generalizar algo parecido a un “cociente
incremental”. Sif* es un campo escalar de dos 0 mas variables, la expresion

S (x) = f(a)
X—a
no tiene ningun sentido.

Otra diferencia importante es que en la recta rRalsolamente podemos acercarnos a
un punto de ella a través de la propia recta, mientras qu®’guaran > 2 hay muchisimas
mas posibilidades de acercarse a un punto dado; por ejepgmlemos acercarnos a través de
cualquier curva que pase por dicho punto. Surge asi unarnarichea que consiste en acercarse
a un punto dado a través de una recta dada. Parece que est@sits mas parecida a lo que
conocemos para funciones reales de una variable.

Las cuestiones que vamos a estudiar son de naturalezaaatgeptopologica, no dependen
para nada de la norma que se use; por eso, en todo lo que sigtesantaremos cdn|| una
norma erR”. Sipara ties mas comodo, puedes considerar que siemprea@zea una norma
enR” se trata de la norma euclidea. Cuando en algun resultadoetosea preciso considerar
la norma euclidea la representaremos en la forma usud|! [por

Unadireccion o unvector unitario en(R”, |.||) es un vecton con |ju| = 1.

Dados un punta € R” y una direcciom, la recta que pasa parcon direccionu es la
imagen de la aplicacion : R” — R dada por/(t) =a + tu, es decir, es el conjunto de puntos
{a+ru:teR}.

2.1 Definicidon. Seaf un campo escalar definido en un conjunto abi&ta R”, seaacQy
u una direccién. Se define tierivada de f ena en la direccionu como el limite

f(a+1tu)— f(a)
t

Dy f(a) = Iim (2.1)

supuesto, claro esta, que dicho limite exista.

La derivada direccional de un campo escglaen un puntoa en la direccion del vector
& de la base candnica, se llardarivada parcial (de primer orden) de¢ ena respecto a la
variablek-ésima. Esta definida por:

(atr)—/s @i,..., tyoo an)— flay,....ag,...,
De f(a) = lim Jate) - /@ = lim ACH ak + an) — flai ag an)
t—0 t t—0 t
—  im Slay, ..., Xk,...,an) — flar,....ak, ... ,an) 22)
X—>dag xk _ak
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y se representa con los simbolbg f'(a) y %(a).

Observa que las derivadas que acabamos de definir son @erigadunciones reales de
una variable real pues para calcular la derivada de un casyadae / en un puntca en la
direccionu lo que se hace es derivar eg= 0 la funciont — f(a + tu) que es una funcion
real de una variable real.

Observa que la segunda igualdad A€)(nos dice quepara calcular la derivada parcial
Dy f(a), lo que se hace es derivgf respecto a la variable-ésima considerando fijas las
demas variablesPor eso se llaman derivadparciales

2.1.1. Interpretacion geométrica de las derivadas parciak

Es importante que entiendas el significado de las derivaatasafes de una funcion en un
punto. Para poder visualizarlo vamos a considerar un casgatdeg / de dos variables definido
en un abiertac2 C R2. Fijemos un puntda, b) € Q. Las derivadas parciales géen (a, b)
son, por definicién

Ilrm f(a+t’b)_f(a’b) — Ilrm f(x,b)—f(a,b)
t—0 t X—>a X —a

Dy f(a,b) = lim flab+1)—flab) _ lim Sla,y) = f(a,b)
t—0 t y—>b y—b

le(CI?b) =

Es decir, lo que hacemos es derivar las funciones parcialesf(x,b) y y — f(a, y) en los
puntosx = a e y = b respectivamente.

La grafica def', es decir, el conjuntd = {(x, y, f(x,»)) : (x, y) €Q} es una superficie
enR?3. Las funciones

YI(X):(X,b,f(X,b)), YZ(J/)I(C’,J/»JF(“»J/))

son curvas contenidas en dicha superficie que pasan portel(uh, f(a, b)). Dichas curvas
se obtienen cortando la superfideor los planog = b y x =a respectivamente. Los vectores
tangentes a dichas curvas en los pumds) y v, (b) son, respectivamente

Y1 ,(Cl) = (170’D1f(a’b))7 YZ/(b) = (07 1’D2f(a7b))

En la figura @.1) se ha representado la grafica fle las curvas obtenidas cortandola por los
planosx = ¢ e y = b junto a sus vectores tangentes en el pyai®, f(a, b))

Cuando un campo escaldrtiene derivadas parciales en todos los puntos de un conjunto
abierto2 c R”, podemos definir lafunciones derivadas parcialdgle primer orden) def,
Dy 1:Q2 — R que acada puntoe E hace corresponder el nimebg f(x). Dichas funciones
son también campos escalares.

2.2 Definicién. Sea f un campo escalar. Se definevelctor gradiente de f en un puntoa
como el vector

Vf@) = (D f(a),D2/(a).....Dnf(a))

supuesto, claro estd, que dichas derivadas parcialearexist
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Figura 2.1. Derivadas parciales

Supongamos gqu¢ es una funcion real de una variable real. La derivabilidadda un
puntoa € R se expresa por

i L0 = /@
—d

x—a X

f&) = f@) = f@x—a) _

X —d

0

= f'(@) <= lim

Recuerda que la recta de ecuacion cartesjasaf (a) + f'(a)(x — a) es la recta tangente a
la gréfica def en el punta(a, f(a)).

Si ahoraf es un campo escalar definido en un abigeta_ R”, cuyo vector gradiente
V f(a) esta definido en un puntoe , podemos considerar el hiperplanoRf! de ecuacion
cartesianav,+1 = /(a)+(V f(a)|x — a). Este hiperplano pasa por el puio /(a)) eR"*!y
es la generalizacion natural de la recta tangente a la gd&ioaa funcion. Observa el parecido
formal entre las expresiones

y=f@+ f@—a),  xpp1=f(@)+(V[(a)x—a)

Ambas representan hiperplanos (un hiperplanB&es una recta) y la segunda se deduce de la
primera sustituyendo la derivada por el vector gradientiepyaelucto usual de nimeros reales
por el producto escalar de vectores. Esto nos lleva a laesigudefinicion.

2.1.2. Campos escalares diferenciables

2.3 Definicién. Seaf un campo escalar definido en un abiezaC R” y seaa € Q2. Suponga-
mos que esté definido el vector gradieRtg (a). Se dice quef esdiferenciable o derivable
ena si se verifica que

im LX)~ /@) - (V/(@)[x —a)

=0 (2.3)
x—a Ix —al
Definamos
x)— f(a)—(Vf(a)|lx —a
Rx.a) = LR = S@ —(V/@)]x ~a)
[x —all
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La igualdad 2.3) dice quexi_rnl R(x,a) = 0. Con lo que, otra forma equivalente de escribir la
igualdad 2.3) es la siguiente.

f(x) = f(a) + (Vf(a)|x —a)+ R(x,a)||x —a|| donde Xl_r)rll R(x,a)=0 (2.4)

La siguiente proposicion expresa lo dicho en la definicioterdor de una forma mas
abstracta. Recuerda quecsi R” — R es una aplicacion lineal entonces para todo vector
n

X = (X1, X0, ..., Xp) = Z)Cje]‘ enR” se tiene que:
Jj=1

a(x) =Y xja(e;) = (ax)

j=1
donded = (a(ey), x(ez), ..., a(en)).

2.4 Proposicion. Sea f un campo escalar definido en un abiefb C R"” y seaa € Q.
Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) f es diferenciable en.
b) Existe una aplicacion lineal : R” — R tal que

i S = @ —ax—a) _

x=a Ix —al

0 (2.5)

Ademas, caso de que se cumpla b) se tiene gues la aplicacién lineal dada por

a(x) = (Vf(a)|x).

2.5 Definicion. Sea f un campo escalar diferenciable en un punt&! hiperplano erR”*!
de ecuacion cartesiana

Xpp1 = [ (@) +(V /(@)[x —a)
se llama hiperplano tangentefaena o hiperplano tangentea la gréfica def en el punto

(a, /().

2.6 Proposicién. Sea f un campo escalar diferenciable en un puatg seau una direccién
enR”. Entonces se verifica que

Dy f(a) = (V f(a)|u)
Demostracién En la igualdadZ.4) pongamosx = a + tu con lo que obtenemos

f(a+tu) = f(a) +(V/f(a)|ru) + R(a + tu,a)|tul|
= f(a) +t(V f(a)|lu)+ R(a + ru,a)||
Deducimos que

o At — f@ _

t—0 t

(VS(@)|u) + tll_r)Tz) R(a + tu,a)li—| =(Vf(a)|u).
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2.7 Corolario. Seaf un campo escalar diferenciable en un puatoon vector gradiente no
nulo ena.

a) La direccion en la que la derivada direccional deena es méaxima es la direccion dada

, : . L, \Y
por el gradiente def ena, es decir, la direcciéonu = ﬂ.
IV/@)l2
b) La direccion en la que la derivada direccional géena es minima es la direccion
. . . ., \Y
opuesta a la dada por el gradiente gieena, es decir, la direcciénv = —ﬁ.
2

Demostracién Las afirmaciones hechas son consecuencia de la proposigiérior y de la
desigualdad de Cauchy—Schwarz, pues para toda direscé@ntiene que

(VS@]w)l < IV f@l2wlz = IV f (@)l

Y laigualdad se da si, y solo si, hay un nimgreR tal quew =1V f(a). Tomando normas en
esta igualdad se deduce qué= 1/||V f(a)|», es decir las direcciones que hacen maximo

7(a) V f(a)
w f@)] = (¥ = S o S
DS @I= IV /@|wl sonu = 45 oY Y = 15 7l
Para la primera se tiene que

V /(a) >: L
Vi@l IV/@)-2

gue es el valor maximo que puede tener una derivada diredcion

Duf(@) = <Vf(a)‘ ” V@V @) = [V /@]

Andalogamente, para la segunda se tiene que

Dy f(a) = |V f(@)l2

gue es el valor minimo que puede tener una derivada direadcion O

El resultado anterior nos dice quevelctor gradiente en un punto sefala la direccion en la
gue el campo tiene maximo crecimiento en dicho puvientras que en la direccion opuesta a
la del vector gradiente en un punto el campo tiene maximadanrento.

2.8 Proposicion. Seanf un campo escalar definido en un abiefooc R yv: I — R” una
curva enR” que toma valores eft. Supongamos quees derivable en un puntg y que f es
diferenciable en el punta = Y(#) € 2. Entonces se verifica que la funcideiz) = f(v(¢)) es
derivable ern, y su derivada viene dada por:

h'(t0) = (V f@)[¥'(t0)) = Y Di.f(@)VK (t0) (2.6)

k=1

Si suponemos qug es diferenciable ef y queY es derivable en | entonces para toda 1
se tiene que:

(@) = (VSO @0) =D Di fO) (@) (2.7)

k=1
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Demostracién Se tiene que

h(t) = hito) = (V1)) = f(1(10)) = (V f @)[¥(¢) = Y(to)) + R(V(1), Y(20)) [ V(1) — V(10|

Dividiendo port — ¢, tenemos

h(t) =h(to _ f(V(1) = f(V(10)) V(1) — V(%) (@) — (o) |l
T <Vf( )‘—>+R(v(r),v<zo))T
Teniendo en cuenta qlgenj w =V'(tp) se deduce que
—t0 — 1o
h(t) —1
como queriamos demostrar. O

2.9 Proposicion. Seanf un campo escalar diferenciable en un abieftoc R”yg: 7 — R
una funcioén derivable en un intervalo Supongamos qué(2) C I yseah=go f:Q — R.
Entonces el campo escalares diferenciable ef y su gradiente viene dado por:

Vh(x) =g'(fx)V f(x)  VxeQ (2.8)

Demostracién SeameQ y b = f(a) eI, fijos en lo que sigue. Comg es derivable en la

funcion: © )
o) = EE=EZ o) eI\ th}, p(b) =0

es continua. Sustituyendo en la igualdad:
g(t) —g(b) = (g'(b) + ()t — b)
t = f(x), b= f(a) y usando la igualdad2(4), tenemos:
2(f(x) —g(f@) = (g'(B) + o(f(xX))(f(x) = f(a))=
=g'®0)(V/(@)|x —a)+ (g'() + o(f(x)))lIx —a| R(x,2) + ¢(/(x)){V f(a)|x —a)
Por tanto:

h(x) —h(a) — g'(b) (V f(a)|x —a)

Ix —all

(Vf(a)|x —a)
[x —all

= (8'(®) + o(f(x))R(x,2) + ¢(f(x))

Podemos suponer que la nornfid], que hemos fijado eR” es la euclidea para aplicar la
desigualdad de Cauchy-Schwarz:

(Vf()|x —a)

p(f(x))
Ix —a

< lp(SEIIV @)
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Y teniendo en cuenta quém R(x,a) =0y lim ¢(f(x)) = 0, deducimos que
X—a X—a

o 1) — h(a) — g'(b) (V/(@)]x —a)

x—a Ix —a]

Lo que prueba qué es diferenciable eay queVi(a) = g’(f(a))V f(a). O

Que un campo escalar tenga derivadas parciales en un puni@ gsopiedad muy débil.

Por ejemplo, el campo escalétx, y) = 2)2} 5. f(0,0)=0 tiene derivadas parciales nulas
X Y
en (0, 0) pero no es continuo en dicho punto.

La propiedad de ser diferenciable es mucho mas fuerte gaedenvadas parciales.

2.10 Proposicion.Un campo escalar diferenciable en un punto es continuo émdicinto.

Para campos escalares diferenciables hay un analogo entealel valor medio para fun-
ciones derivables reales.

El segmento que une dos puntoy € R” es el conjuntgu, v]={u + (v —u): 0 < < 1}.

2.11 Teorema(Del valor medio para campos escalare3¢af un campo escalar diferenciable
en un abiertoQ2 C R”. Seana,b € Q y supongamos que el segmefitpb] C 2. Entonces
existe un punte € [a, b] tal que se verifica la igualdad:

f(b)— f(@a)=(Vf(c)[b—a)

De donde se deduce:
| f(b) — f(a)] < [b—allzsup{[[Vf(x)]l2:x € [a,b]}

El siguiente resultado proporciona una condicién sufieielat diferenciabilidad muy util.

2.12 Teorema(Condicién suficiente de diferenciabilidad. Un campo escalar que tiene de-
rivadas parciales continuas en un conjunto abierto es diferable en todo punto de dicho
conjunto.

La proposicion2.9 puede usarse para estudiar la diferenciabilidad de canywadaees.
Con frecuencia un campo escalapuede expresarse en la forrfiéx) = g(p(x)) dondep es
una funcion polindmica en variables. Como las funciones polinémicasrevariables tienen
derivadas parciales continuas, son diferenciables yayordposicion antes citada, deducimos
gue el campo escalgf(x) = g(p(x)) es diferenciable en todo puntotal queg sea derivable

en p(x).

senr
2.13 Ejemplo. La funciéng(t) = — parar # 0y g(0) = 1 es derivable efR. Por tanto, el
sen(x? + y?)

campo escalaf (x, y) =
p y(x, ) e

y £(0,0) = 1 es diferenciable eR?. ¢
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En la practica suele suponerse que los campos escalares tierivadas parciales conti-
nuas. Esta hipotesis garantiza que son diferenciables yfieeate para justificar la mayoria
de los resultados que siguen.

Es sabido que una funcién derivable en un intervalo con adginula es constante. Para
campos escalares hay un resultado analogo. Observa lagigode que el campo esté definido
en undominia

2.14 Proposicion.Un campo escalar definido en un dominio con derivadas pasiallas en
todo punto del mismo es constante.

Ejercicios propuestos

85. Seanf,g : 2 — R campos escalares diferenciables en un ab@rt®rueba que los
campos escalares + g, fg son diferenciables ef? y calcula sus vectores gradientes.
Si, ademasg(x) # 0 para todox € Q entonces prueba que el campo esce{Iales

g
diferenciable er2 y calcula su vector gradiente.

86. Seanf;, 1 <i < n funciones reales derivables en un intervalo abidrt®efinamos
f 1" — R por:
n
SX X)) = fi(x) VX =(x1.Xp..... X)€"
j=1
Prueba que el campo escalées diferenciable en”.

87. Seanf, g : 2 — R campos escalares definidos en un abi€ta- R”. Seaa € Q y
supongamos qu¢ es diferenciable ea, f(a) =0y g es continua ea. Prueba quefg
es diferenciable ea.

2.2. Rectas tangentes y planos tangentes

En esta seccidon vamos calcular rectas y planos tangentavas gusuperficies conside-
rando las distintas formas en que éstas pueden venir dadgsopbsito es esencialmente
practico, a saber, que entiendas la forma de proceder ercaadapor lo que no me preocupo
de justificar con detalle todo lo que digo.

Curvas en el plano
Una curval™ en el plano puede venir dada de tres formas:

a) Como lagréfica de una funciory = f(x) dondex € I siendo/ un intervalo deR.

I={(x, f(x)):xel}
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b)

c)

Por medio deecuaciones paramétricags) = (x(¢), y(¢)).
[=v(I) ={(x@).y@)):tel}

De forma implicitacomo el conjunto de puntag(x, y) = 0 donde se anula una funcion
diferenciable de dos variables.

=) eR?: glx, ) = 0]

Suele usarse la siguiente terminologiaz6i, y) es un campo escalar diferenciable, las
curvas de ecuacion implicita(x, y) = ¢ o, lo que es iguak(x, y) — ¢ = 0, dondec es

una constante, se llamauarvas de nivelDichas curvas se obtienen cortando la grafica de

h con planos de la forma = ¢. Estas curvas son las que ves representadas en los mapas
topograficos.

Observa que) es un caso particular a8 (basta consideray(x, y) = f(x) — y) y también es

un

a)

b')

c)

caso particular de) (basta considerat(x) = (x, f(x))).

La tangente en un punto deviene dada en cada caso como sigue.

La tangente en un punia, b) = (a, f(a)) €T es la recta de ecuacién cartesiana

y—b=f'a)(x—-a)

El vector(1, f’(a)) es tangente & en el punta(a, b) y el vector( f'(a), —1) es ortogonal
al en el puntaa, b).

La tangente en un punto(ty) = (a,b) €T es la recta de ecuaciones paramétricas

(x, ) =7V (t) + 1Y (t0) = (a,b) + t(x'(to), y'(t0))
El vectorY' (1) = (x'(t0), y'(t)) es tangente & en(a, b).

La tangente en un punia, b) €T es la recta de ecuacion implicita
(Vg(a,b)|(x —a,y— b)) =0

Se supone qu¥ g(a, b) # 0 pues en otro caso, la tangente (enb) no esta definida. El
vector gradient&/ g(a, b) es ortogonal & en el punta(a, b).

Estas ultimas afirmaciones requieren alguna justificad®@mna ello, supongamos que co-
nocemos ungepresentacion paramétrica locdeI" en torno al puntda, b). Es decir, hay
una curva de la forma(r) = (x1(¢),a2(¢)) € I que pasa por el punt@:, b) y que es
derivablé. Pongamos(ty) = (a, b). Por lo visto erb’), sabemos que la tangentd aen
(a,b) es la recta que pasa por el puritob) con vector de direccién’(zy). Pongamos
h(t) = g(a(t)). En virtud de la igualdad(7), tenemos qué’(r) = (Vg (a(t))|a'(1)). Pero
h(t) = 0, por lo queh’(t) = (Vg(a(r))|e’(r)) = 0. Resulta asf que el vectdfg(a(t)) es
ortogonal al vector tangenteg (¢). En particular, el vectoW g(a, b) es ortogonal al vector

1EI teorema de la funcién implicita, que se vera méas adelgatantiza la existencia de dicha curva siempre que

el vector gradient& g (a, b) # 0.
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a’(ty) tangente d” en (a, b). Concluimos que la recta que pasa (@rb) y tiene como
vector ortogonaV g (a, b) es la recta tangentelaen(a, b), pero dicha recta es justamente
la recta de ecuacion cartesigVeg (a. b)|(x —a, y — b)) = 0.

De lo antes visto, merece la pena destacar la siguientecpiaqbi

El vector gradienteVg(x, y) de un campo escalar es ortogonal en todo puptoy) (en
el queVg(x, y) # 0) a la curva de nivel que pasa por dicho punto

Superficies enR3
Una superficieS en el espaci® 3 puede venir dada de tres formas:

a) Como la grafica de una funcion= f(x, y) donde(x, y) € 4 siendoA un conjunto deR?.
S={(x.y. f(x.y): (x.y) €4}
b) Por ecuaciones paramétricas, t) = (x(s,t), y(s, 1), z(s,t)) donde(s,t) e A C R2.
S =v(A4) ={(x(s.0), y(s.1).2(5.1)) : (s, 1) € A}

c) De forma implicita como el conjunto de punt@éx, y, z) = 0 donde se anula una funcion
diferenciable de tres variables.

= {(x,y,z)eR3 1g(x,y,2)= O}

Observa qua@) es un caso particular @@ (basta consideray(x, y, z) = f(x, y)—z) y también
es un caso particular d8 (basta consideraf(s,?) = (s, ¢, f(s,2))). El plano tangente en un
punto deS viene dado en cada caso como sigue.

a’) El plano tangente en un punta, b, ¢) = (a, b, f(a,b)) € S es el plano de ecuacion carte-
siana

z—ﬂ¢m=%w@u—m+%w@@—m

Los vectores(l, 0, g—f(a, b)) y (0, 1, Z—f(a, b)) son tangentes & en(a, b, ¢) y el vector
x y

(fmb>fmb> )

es ortogonal & en el punta(a, b, ¢).
b’) El plano tangente en un puntdsg, 7o) = (a,b,c) € S es el plano de ecuaciones paramé-
tricas .
(x,3,2) =Y (s0,%0) +S (So,lo) o (Soafo)

Donde 5 o 8 .
—Y(So, t) = (—(So,lo) —— (50, %), (So,lo))
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av 0x ad 0z
5(50, fo) = (E(SO’ f0), a—);(so,lo), E(SO’ lo))
Dichos vectores son tangenteS &n(«, b, ¢).
c’) El plano tangente en un punge, b, c) € S es el plano de ecuacién implicita
(Vg(a,b,c)|(x —a,y—b,z— c)) =0

Se supone quEg(a, b, ¢) # 0 pues en otro caso, el plano tangent® en (a, b, ¢) no esta
definido. El vector gradient€ g(a, b, ¢) es ortogonal & en el punto(a, b, ¢).

Sig(x, y,z) es un campo escalar, las superficies de ecuacién impdicitay, z) = c o, lo
que es iguak(x, y,z) — ¢ = 0, dondec es una constante, se llamanperficies de nivel
(cuando el campo se interpreta como un potencial se llauperficies equipotenciales
De lo dicho ert’), se sigue quel vector gradienté/g(x, y, z) es ortogonal en todo punto
(x,y,z) (enelqueVg(x, y, z) # 0) a la superficie de nivel que pasa por dicho punto.

Curvas enR?3

Una curval™ en el espacio puede venir dada de dos formas.

a) Como interseccién de dos superficiesy S,.

b) Por medio de ecuaciones paramétrie@$ = (x(¢), y(z),z(t)) dondere I Cc Rel esun
intervalo.

[=v(I)={(x@),y().z(1)) : 11}
La tangente en un punto deviene dada en cada caso como sigue.

a’) Latangente en un punta, b, c) €T es la recta interseccion de los planos tangentgsya
asS, en(a,b,c). Por ejemplo, silas superficies vienen dadas por sus eaggcimplicitas.

S = {(x,y,z)e]R3 f(x,y,2)= 0}
SH = {(x,y,z)e]R3 1g(x,y,2)= 0}

Entonces, las ecuaciones implicitas de la recta tangente so

F={(x,y,z)eR3 g(x,y,2)= f(x,y,2)= O}

(Vf(a,b,c)‘(x—a,y—b,z—c))zO

(Vg(a,b,c)|(x —a,y—b,z —c))=0

Donde se supone que los vectores gradi@8htéa, b, c), Vg(a, b, c) son linealmente in-
dependientes pues, en otro caso, la recta tangente a laltervaz, b, ¢) no esta definida.

b’) Latangente en un punto(zy) = (a,b,c) €T es la recta de ecuaciones paramétricas
(x,3,2) =Y (to) + 1Y (to) = (@, b, ¢) + t(x'(to). ' (t0), ' (t0))

El vectorY' (1) = (x'(t0), y'(t9), z' (tp)) €s tangente & en(a, b, ¢).
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2.3. Derivadas parciales de orden superior

Supongamos un campo escafacon derivadas parcialdd; / en un abiertd2 C R”. Las
funciones Dy, f son también campos escalaresndeariables que podemos, cuando se dejen,
volver a derivar parcialmente en puntosteleObtenemos de esta forma terivadas parciales
de segundo ordede /', es decir las funcioneB;; / = D;(Dy f), que se representan también
de las formas:

2 f 92f

9, o (x). Djjf(x)= @(X)

Djr f(x)=

De manera anéloga se definen las derivadas parciales dedetea def como las derivadas
parciales de las derivadas parciales de segundo ordefy d&;, /' = D;(D;(Dy f)), y se
representan también de las formas:

3 f

0x; 0x;j 0x

3 f

Bxfaxk

Diji f(x) =

3 f
(x); Djjj f(x)= ﬁ(X): Djjk f(x)= (x)
J

Las derivadas parciales de cuarto orden son las derivadeislpa de las derivadas parciales
de tercer orden y asi sucesivamente. Es natural preguisiaeserden en que se realizan las
derivadas debe ser o no tenido en cuenta. Afortunadamentep®gyoria de los casos podemos
olvidarlo porque se verifica el siguiente utilisimo residta

2.15 Teorema(Schwar2). Las derivadas parciales de orden menor o igual guie un campo
escalar con derivadas parciales de orderontinuas solamente dependen del nimero de veces
gue se deriva parcialmente respecto de cada variable, pevaden en que se realicen dichas
derivaciones no afecta para nada al resultado final.

2.16 Definicién. Se dice que un campo escalfires de clasé&* en un abierta si f tiene
derivadas parciales de ordércontinuas erf2, en cuyo caso escribimog € €4 (Q). Se dice
que f es de clas&° en( si tiene derivadas parciales continuas de todos 6rden@s en

Ejercicios propuestos

Como para calcular derivadas parciales de una funcién desveariables se consideran
fijas todas las variables menos aquella respecto a la queige, dalcular derivadas par-
ciales es lo mismo que derivar funciones de una variablensmtte debes tener cuidado
para darte cuenta qué tipo de funcién es la que tienes quedpdrgue ello puede de-
pender de la variable respecto de la que derivas. Por ejetaglincion f(x, y) = x”
cuando fijasy (para derivar respectog es una funcion potencia (la variable esta en la
base y el exponente esta fijo) y cuando fija@ara derivar respectojg es una funciéon
exponencial (la variable esta en el exponente y la base ggta fi

Te recuerdo que es muy frecuente, sobre todo en libros deaFdsingenierias diver-
sas, representar las funciones por letras. Asi, lo que ldemddicos solemos escribir
f(x,y)=codxy)+xy?, paraindicar qug’ es una funcion de dos variable® y cuyo
valor en el puntdx, y) viene dado por cdsy) + x 2, suele expresarse de forma menos
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precisa en la forma = cogxy) + x 2, cuyo significado es exactamente el mismo que
el anterior cambiandg” por z. Naturalmente, en vez depuede usarse cualquier otro
simbolo que sea distinto dee y. Tienes que acostumbrarte a esta notacion y entender
cuando una letra representa una variable y cuando reparaseatuncion.

89. Calcula las derivadas parciales de primer orden de los caegumalares:
@) f(x,y)=x2y+z2x+ysenxz) (b)z=(x?+y3)e™? (C)w=x€& +z¢&” +xyz.

90. Calcula las derivadas parciales de primer y segundo orderango escalar:

Xy

N

91. Calcula las derivadas parciales de primer y segundo ord®saampos escalares:

(a) z = sen(cos(e*)) (b) w = log (4 + arctgx/y))

(©) u =tg((xy)?) (d) v =arctg(z*?)

92. Estudia la existencia de las derivadas en el origen segudidtistas direcciones del
campo escalay : R? — R definido por:

2 2
Fe) =5 S AL S =0 silx] =D

¢Esf continuo en(0,0)?

Te recuerdo que una direccion viene dada por un vector deaneuvlidea 1. Sa y

b son puntos d&R” la direccion del punta hacia el puntd viene dada por el vector
b—a

Ib—all2

93. Calcula la derivada direccional dé(x, y) = log(1 + v/x% + y2?) en el punta(1,2) en
la direccion hacia el origen.

94. Calcula la derivada direccional déx, y) = arctg(#yyz) en el punto(1, 1) en la
direccion hacia el punt@, 1).
95. Calcula valores de, b y ¢ para que la derivada direccional de la funcion
f(x,y,2) =axy? + byz + ¢zx3
en el punta(1, 2, —1) tenga un valor maximo igual a 64 en la direccion del eje OZ.

96. Considera la curva dada por las ecuaciones paramétrices€’ + cost, y(r)=e! + serv.
Calcula la ecuacién de la recta tangente en el pun¢o), y(0)).
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97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

Calcula, para los siguientes campos escalares, el veatmahen P, a la curva de nivel
gue pasa por dicho punto.

1. f(X,y):arCtg(\/#Tyz) P():(l,l)
_senx + y) _
2. f(x,y)——2+cos(x_y) Py=(n/2,7/4).

—-J
I+ log(1 + x2y2)
dada por el vector ortogonal (de norma 1) en el pihtd) a la curva de nivel del campo
f(x,y)=xy*+ x3y que pasa por dicho punto.

Calcula la derivada di(x, y) = en el puntd—1, —1) enla direccion

Calcula la ecuacion de la recta tangente y de la recta norfaalgse de ecuacion
2 2
X y
=45 =1
a? b2

en un puntqu, v) de la misma.

Calcula las ecuaciones del plano tangente y de la recta hairada una de las siguientes
superficies en el puntd, indicado.
22 —2x%2—2y? —12=0, P,(1,—-1,4);
z—log(x? +y?)=0, P,(1,0,0)
X242+ 22 —2x+4y+3z2+1=0, P,(3.4,-3);
4—x2—4z2 =y, P,0,0,1)
zxy—1D—(x4+y)=0, Py(1,2,3);
ZHE X 2y —x2—p? —=3=0, Po(1,1 + e, 1)

Halla la ecuacion de la tangente a la curva dada como intaésedel elipsoide
x2 + 4y? + 222 = 27 y el hiperboloidex? + y? — 2z? = 11 en el punto(3, -2, 1).

Calcula la ecuacion de la recta tangente a la curva definidéagaterseccion de las
superficiesz = xy, x2 4+ y? — 2z =4 en el punto(3, 1, 3). Comprueba el resultado
expresando la curva por sus ecuaciones paramétricas.

Calcula la ecuacién de la recta tangente a la curva definiddapaterseccion de las
superficies4xz = (x + z)y, 3z2 + y = 5x en el punta(1, 2, 1).

Estudia la diferenciabilidad de los siguientes camposassa

e2+r? | log(1 + x% + »?)
_— 0,0)=1 b ,Y) = , 0,0) =1
e /(0,0) ) f(x.y) e /(0,0)

a) f(x.y) =
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105. Sea

(x = 1%y
(x = D%+ y2
a) Estudia la continuidad y diferenciabilidad de
b) CalculaDy f(1,0) dondeu = (1/+/2,1//2).
c) Calcula la direccion y el valor de la derivada direcciam@ima def en (0, 0).

fx.y) = f(1,0)=0

d) Calcula las ecuaciones del plano tangente y de la rectaah@r la superficiez =
f(x,y) en el origen.

106. Estudia si los siguientes campos escalares definidog (o0) =0y para(x, y) # (0, 0)
por:
4x3
x2 4 y2’

1
a) f(x,y)= b) f(x,y)Z(xz+yz)arctgﬁy2

son continuos, diferenciables o de clagé en R2. Calcula también en cada caso la
derivadaDy /(0,0) dondeu = (1/+/2,1/+/2).

107. Estudia si los siguientes campos escalares definidog (@o0) =0y para(x, y) # (0, 0)
por:

se X2 sSenx seny — x 1 — cosx cos
SeY) by fx.y)= Y2 ) £ y) = Y

x2+y2 x2+y2 /x2+y2

son de clas&€! enRR2.

a) f(x.y)=

108. Estudia si los siguientes campos escalares definidog (o0) =0y para(x, y) # (0, 0)
por:

2 2

x4 — arctgx — x arctg
&) /000 =5y 5y B =2 .

x2 4+ y2

arctgx seny — xy
,C)Jx,y)=
)=

son de clas&! enR2. Calcula en cada casB;, 1(0,0) y D,; £(0,0) e indica si son
de clasec? enR2.

109. Estudia la derivabilidad de las normas— |x|2, x — [X]l1 ¥ X — |X]leo Y Calcula
sus vectores gradiente.

110. Justifica que un campo escalar de cl@$etambién es de clage? parag < k.

111. Justifica que la suma, el producto y el cociente de campokessale clas€* también
son campos escalares de cl&e Deduce que toda funcién racional devariables es
de clasec® en su dominio natural de definicion.

112. Generaliza las proposicion@s8y 2.9 para campos de clag.

113. Un campo escalaf : R” — R se dice que esomogéneale grada: € N, si para todo
x e R" y para toda € R se verifica quef (rx) = " f(x).

Supuesto qug’ es homogéneo de gradoy derivable, prueba que:
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a)Y» xjDjf(x)=nf(x) VX =(x;,x2.....x,) €ER".
j=1

b) Sin > 2, las derivadas parciale3; /* son funciones homogéneas de grade 1.
c) Sin = 1 entoncesf es una forma lineal.

114. Prueba que sf es de clas&€? y es homogéneo de grado 2 se verifica que:

1 n
S&)=3 D7 Dijf(O)xixj X =(x1.x2.....x0) €R"
i,j=1

115. Seaf : @ — R un campo escalar de cla¥. Supongamos qu& es un conjunto
convexo y qué< Q. Prueba que para todo= (xy, x»,..., x,) € Q2 se verifica que:

f(x) = f(0) + Z xj j D; f(tx) dr

j=1

2.17 Observacion.¢,Qué notacién es mejor para las derivadas parciagé;’bfpl f?.Quizés
X
un ejemplo te ayude a decidir: considerems, y) = x €. Tenemos quéd; f(x,y) =€’y

g—(x, y) = €’. Siahora permutamospor y en estas igualdades obtenenidsf (y, x) = €*
X

f

y 8_(y’ x)=¢€". LaigualdadD, f(y, x)=¢€* es correcta porque, efectivamenté es el valor
de la derivada parcial dé(x, y) respecto a la primera variable evaluada en el pgnia). La
igualdadg—f(y,x) = €* no es correcta porqu%g(x, y) = x & y si la evaluamos efy, x) el
resultado ey e*.

Este ejemplo pone de manifiesto que es mucho mejor la notdeisnbindice®d; 1, D, f
para las derivadas parciales que las notaci%éesl @ La razén es que la notacidb; no
tiene nunca ambigiiedad: indica derivacion respecto a tagpa variable y no depende para

0
nada de la forma en que representemos dicha variable, asemie la notammgi nos dice

gue dicha variable la hemos representado con la etRero con frecuencia hay que cambiar
las letras con las que representamos las variables.

2.4. Teorema de Taylor. Extremos relativos

2.18 Definicién. Sea /' un campo escalar definido en un conjuioC R”. Se dice quef
tiene unmaximo relativo (resp.minimo relativo) en un punta € E, sia es un punto interior
de E y existe un numere > 0 tal queB(a,r) C Ey f(x) < f(a) (resp.f(a) < f(x)) para
todox € B(a, r). Cuando las desigualdades anteriores se verifican de fatmeta para todo
X € B(a, r) conx # a se dice que el maximo o el minimo relativoessricto.

Los puntos en los qug tiene un maximo o un minimo relativos se llangxremos rela-
tivos de 1.
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2.19 Proposicién(Condicién necesaria de extremo relativh Seaf un campo escalar defi-
nido en un conjuntd® C R” y supongamos qug¢ tiene un extremo relativo en un purite E

y ademas que el vector gradiente fleena esté definido. Entonces se verifica qug(a) =0.
Es decir, las derivadas parciales de primer ordenflena son todas nulas.

Demostracion Supongamos qug tiene un maximo relativo emy sear > 0tal queB(a,r) C
Ey f(x) < f(a) paratodox € B(a,r). Definamosg:] — r,r[— R pore(t) = f(a + t&).
La funcion ¢ esta definida en el intervalp— r, [ pues para tode €] — r,r[ se tiene que
la + tex —al| = |t] < r porlo quea + tex € B(a,r) C E. Ademas, paratodoe] — r,r[ se
tiene quep(r) = f(a+tex) < f(a) =¢(0). Luegog tiene err =0 un maximo relativo. Ademas
como, por hipoétesis, existB; f(a), tenemos que es derivable em = 0. Luegog’(0) = 0,
perog’(0) = Dy f(a). O

2.20 Definicién. Los puntos donde se anula el gradiente de un campo estaarllaman
puntos criticos o puntos estacionariosde /. Los puntos criticos de un campo escalar que no
son extremos relativos se llampantos de silla

Si f es un campo escalar diferenciable, en los puntos critichgpetplano tangente es
“horizontal”.

La condicion necesaria de extremo relativo no es sufici@teejemplo, el campo escalar
f(x,y) = x? — y? tiene un punto critico ex0, 0), pero no tiene extremo relativo en dicho
punto pues en toda bola centrada(@r) toma valores positivos y negativos.

Aligual que para funciones de una variable, la derivadarsggproporciona una condicion
suficiente de extremo relativo, para campos escalares ids variables las derivadas parciales
de segundo orden nos van a permitir dar una condicion suciEnextremo relativo.

Necesitaremos para ello generalizar el teorema de Taytarqaanpos escalares deva-
riables. Para expresar dicho teorema de una forma sengilteug conveniente introducir una
notacion apropiada.

Si f es un campo escalaray x € R” definimos el operador:
d*(f,2,%) = (x1 Dy + X2 D3 + -+ + X, D) [ (a) (2.9)

Donde se entiende que la potenkigsima se desarrolla de forma simbdlica. Un par de ejem-
plos aclarara esto.

(f.a.x)=(x1 D1+ x2D5 + -+ + xa Dp)*f @) = | D xix; DiD; | /@)=Y xix; Dijf (a)
i,j=1 i,j=1

3

E(fra.x)= (> xD; |f@=| Y xixjxiDiD;jDi|f(@)= Y xixjxiDijif(a)
j=1

i,j.k=1 i,j.k=1

Observa que H /,a,x) = (V f(a)|x).

2.21 Teorema(Taylor). Sea f un campo escalar de clasé**! en un abiertoQ. Sean
acQ, x e R” tales que el segmenia, a + x] estd contenido ef. Entonces existe un punto
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c<€la,a + x] tal que se verifica la igualdad:

fla+x)= f(a)+ Z df(f 2.%) + ) 1)‘ d“F1(fe,x) (2.10)

Demostracion Tenemos quéda,a + x] = {a+x:0<7 <1} C Q. Como el conjunto
{teR:a + tx eQ} es abierto (es laimagen inversa@eor la funciéon continua — a + rx)

y contiene al interval0, 1], hay un intervalo abiertd O [0, 1] tal quea + ¢x € Q para todo

t € I. Definamosy : I — R” porv(t) = a + tx. Consideremos la funcioh: I — R dada por
h(t) = (f ov)(t) = f(v(t)). Por la proposicior2.8 dicha funcién es derivable y su derivada
viene dada por:

10y = (V@)Y ©) = (Y L)|x) = 3 Dy £ @) =d' (£.3(1). %)

j=1

Puesto que las funciond3; / tienen derivadas parciales continuas son diferenciaBlede-
mos calcular la derivada de la funciém> ((D; f) o Y)() volviendo a usar la igualdad.©)
como hemos hecho antes pero gosustituido porD; /. Tenemos que:

((Dj f) o) (1) = (V(D; /YD) |x) = D Di(Dj [Y¥O)xi = Y Dij f(1(1))xx
k=1 k=1
Por tanto:

W)=Y (Z Dk,m(r))xk)x, Z Dy f (e(0)xgxj = (£ 7(0). x)

k=1 jk=1

Analogamente se comprueba qué(r) = d*( f,v(r),x). En general, se tiene quéd’) (r) =

&/ (£,v(t),x). Como las derivadas de ordériienen derivadas parciales continuas son diferen-
ciables, esto nos dice gieesk + 1 veces derivable eh con derivada de orden+ 1 continua
en/. Podemos aplicar el teorema de Taylor a la fundifrara obtener que hay algine [0, 1]

tal que:

h(1) = h(0) + Z h(f)(O) +— (k o RE+D ()
Comoh(l)=f(a+x),h(O)zf(a),h(f)(O)zdf(f,a,x)yh(k“)()\):dk“(f,a-i—)\x,x),
la igualdad anterior es la mism2.10 conc = a + Ax € [a, X]. O

2.22 Teorema(Taylor—Young). Sea f un campo escalar definido en un abiefbC R” y
supongamos qué¢ tiene derivadas parciales de ordércontinuas erf2. SeaaeQ yr > 0 tal
que B(a,r) C Q2. Entonces para tode con||x|| < r se tiene que

f(a+X)—f(a)+Z df(fax)+||x||k<p<x) con limy(x)=0  (2.11)
j= 1
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Demostracién Por comodidad de notacion haremos la demostraciénipara. Tenemos que
probar que:

fla+x)=f@)+ ) Dkf<a)xk+§ > Djif @xjxi+[x[e(x) con m p(x)=0
k=1 jk=1
(2.12)

Para cadx con0 < x| < r se tiene quea + tx € B(a,r) para0 <t < 1, por lo que
[a,a + x] C B(a,r) C Q. Por el teorema de Taylor hay algun punta [a,a + x] tal que

fa+x) = @+ Y Dif@nty Y Duf©yu

k=1 J.k=1

Loégicamente, el punto dependera de y sera de la forma = a + Ax dondei es un niumero
en[0, 1] que dependera de Tenemos asi que:

SaH0=7@+ Y D f@rcts 3 D f@ycts D (DD /@)

k=1 k=1 k=1
Definamos .
1
000 =5 > (Djrf(€) = Djr f(@)x)xk
Jj.k=1

Con lo que, evidentemente, tenemos que:
n l n
Sa+x)=f@+ ) Def@xi+3 > Ducf@xjxe + Ix|*0(x)
k=1 jk=1

Podemos suponer que la norma que usamos es la euclidea,que|ig| < ||x|| y tenemos:

ill| 1
B

1 n
(<5 D [Djicf(©) = Dy f ()

J.k=1

<5 2 Djrf(©) = D f(@)
Jk=1

Cuandox — 0O se tiene que = a + Ax — a, por lo que, en virtud de la continuidad de las
derivadas parciales de segundo orden, concluimos iq%@(lx) =0. O
X—>

El siguiente resultado, consecuencia directa del teoreregiar, es muy (Util para calcular
limites.

2.23 Corolario. Sea f un campo escalar definido en un abiefC R” y supongamos que
f tiene derivadas parciales de ordéncontinuas erf2. Supongamos también que todas las
derivadas parciales d¢" de orden menor o igual que se anulan en un puntoe 2. Entonces

se verifica que:
i L= @)
x=>a|x —all¥
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2.24 Definicion. Sea f un campo escalar devariables que tiene derivadas parciales de se-
gundo orden continuas €hy seaa € Q2. La matrizn x n

H(f.2) = (Dij f@)), < j<n
se llamamatriz hessianade f ena.
Observa que la matriz hessiana es simétrica pofjug (a) = Dj; f(a). En consecuencia,

dicha matriz define una forma cuadratica, que representar@or Q( f,a), que viene dada
para todax = (x1, x5, ..., Xx,) €R” por

O(f.a)(x) =x.H(f.a)x" = Y Djif(@)xjxx
Jk=1

w

donde el punto.” indica producto matricial ' es el vector columna. Con esta notacion
podemos escribir la igualda@.@2 en la forma

f(a+X)=f(a)+(Vf(a)\X)+%Q(f,a)(X)Jr||X||2<p(X) donde Im¢(x)=0 (2.13)

Si suponemos que es un punto critico d¢' podemos escribir

fla+x)=f(a)+ %Q(f, a)(x) + [x[*¢(x) donde Jme(x) =0 (2.14)
De donde se sigue que

fla+x)—fa) _

Ix |2 2||x 2
Teniendo en cuenta que las formas cuadraticas son polisdrainogéneos de grado 2, es decir,

O(f,a)(Ax)=A20(f,a)(x), se tiene qum o(f.a)(x)= %Q(f, a)(x/|x]]). Resulta asi
la igualdad

L +||§)”2_ /@ _ %Q(f, a)(x/|x[) + ¢(x) donde Img(x)=0 (2.15)

2.25 Definicion. Una forma cuadraticad (x) = )

e Definida positivasi Q(x) > 0 para todax € R” conx # 0.

O(fa)(x) +¢(x) donde Im ¢(x)=0

ii=1ijxix; sellama:
e Semidefinida positivasi Q(x) = 0 para todax € R”.

e Definida negativasi Q(x) < 0 para todax € R” conx # 0.

e Semidefinida negativasi O(x) < 0 para todax € R”.

e No definidaoindefinida si toma valores positivos y negativos.

2.26 Teorema.Seaf un campo escalar definido en un abiefloC R” y supongamos qug¢
tiene derivadas parciales de segundo orden continua® .€Beaa € 2 un punto critico def' y
seaQ( f,a) la forma cuadratica asociada a la matriz hessianafiena.

O(f.a)(x) =x.H(f.a).x" = Y Dy f(a)xjxi

J.k=1
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a) Si la forma cuadraticaQ ( f,a) es definida positiva entoncegs tiene ena un minimo
relativo estricto.

b) Si la forma cuadraticaQ( f, a) es definida negativa entoncgstiene ena un maximo
relativo estricto.

c) Si f tiene un maximo relativo enentonces la forma cuadréatic@( f, a) es semidefinida
negativa.

d) Si f tiene un minimo relativo ementonces la forma cuadréatic@( f, a) es semidefinida
positiva.

e) Si la forma cuadratica( 1, a) es no definida entoncestiene un punto de silla en.
Demostracion Como Q( f,a) es una funcién polindmica y, por tanto, continua, y la esfera

unidad deR”, S(0,1) = {ueR”: |lu|| = 1}, es un conjunto compacto, dicha funcién alcanza
un minimo valor y un maximo valor efi(0, 1). Sea

m=min{Q(f.a)w): ul =1}, M =max{Q(/f.a)(u): [ul| =1}

a) Supongamos qu@( f, a) es definida positiva. Entonces se tiene gue 0.y, por la igual-
dad .19, tenemos que

fa+x)—f@ _1
X2 2

La condicién Imo<p(x) = 0 garantiza la existencia de un niumere- 0 tal que|p(x)| < m/4
X—>

O(f.)x/Ix]) +¢(x) = 5 +¢(x) donde I ¢(x) =0

siempre que) < ||x|| < s. En consecuencia, si en la desigualdad anterior suponeu®s q
0 < ||x]|| < s, setiene

fa+x)— f(a) _ m m m m

> — >—=—-——=—=—=2>0

X y P57 =g
Deducimos quef(a + x) — f(a) > 0 para todox con0 < |x|| < s. O, lo que es igual,
f(z) — f(a) > 0 para todaz tal que0 < ||z — a|| < s. Lo que prueba qu¢g tiene ena un
minimo relativo estricto.

Los demas puntos se prueban de forma parecida. O

Para poder usar el resultado anterior hay que saber clasifieaforma cuadratica. Hay
varios procedimientos sencillos para ello. Los dos queesiquicontinuacion son los que me
parecen mas cédmodos.

Clasificacion de formas cuadraticas

Sean = (a;j) , una matriz simétrica de nimeros reales y

I1<i,j<

n
Qu(x) =x.AX" = )" a;jxix (2.16)
i,j=1

la forma cuadratica definida poet. Los valores propiosde 4 son las raices del polinomio
caracteristicgp (1), que se define como el determinante de la matriz A 1 :

p(k)=|¢A—kI‘
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Es sabido que, en la situacion que estamos considerand@idas de dicho polinomio son
todas reales.

Seani; (1 < j < n) los valores propios det. Se demuestra que hay una bdse=
{ug,u,y,...,u,} enR” tal que para todo vectare R” se tiene que

n
_ 2
Qu(X) = Ajx;
j=1
donde(xy, x,,...,x,) son los coordenadas del vectoren la baseB. De aqui se siguen los
siguientes criterios.

e La forma cuadratica 4 es definida positiva si, y soélo si, todos los valores propmstd
son positivos.

e Laforma cuadréatic® 4 es definida negativa si, y sdlo si, todos los valores propéog d
son negativos.

e Lacuadratica) 4 es no definida si, y solo s# tiene valores propios positivos y negativos.

e Laforma cuadrétic® 4 es semidefinida positiva si, y solo si, todos los valoresipeoge
4 son mayores o iguales que 0.

e Laforma cuadratic® 4 es semidefinida negativa si, y sélo si, todos los valoresigsaje
4 son menores o iguales que 0.

Para aplicar estos criterios no es preciso calcular logeslpropios de4 sino solamente
saber cuantos de ellos son positivos, negativos o nulostuiadamente, hay un criterio que
nos proporciona esta informacion sin mas que observar Efsc@ntes del polinomio caracte-
ristico.

2.27 Proposicion(Regla de los signos de DescarfesSea
J(x) = anx" + ap X" 4+ arx + ag

un polinomio con coeficientes reales y cuyas raices son todaeros reales. Se verifica en-
tonces que:

a) El numero de raices positivas & (contando multiplicidades) es igual al nimero de
cambios de signo en la sucesi@n,, a,_1,...,a1,ap) de los coeficientes dg.

b) El nimero de raices negativas ge(contando multiplicidades) es igual al nimero de
cambios de signo en la sucesié@-1)"a,, (-1)*"la,_,,...,—a;,ay) de los coeficientes de

S (=x).

Para contar los cambios de signo en la sucesion de coefgisatsaltan los coeficientes
nulos. Por ejemplo, sf(x) = 2x® + x> — x3 + x2 — 5, la sucesién de coeficientes dees
(2,1,0,—1,1,0,—1) cuyo numero de cambios de signo es 3.

2.28 Corolario. Seap(A) el polinomio caracteristico de la matriz hessiana fiena. Enton-
ces.

e Sip(A) tiene gradon, todos sus coeficientes son distintos de cero y tienen igyrab sse
verifica quef tiene un maximo relativo estricto en
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e Sip(A) tiene gradon, todos sus coeficientes son distintos de cero y van altemand
signo, se verifica qug tiene un minimo relativo estricto en

Otro criterio para estudiar el caracter de la forma cuachd®i. 16) es elcriterio de Sylvester
se basa en la sucesion de signos derlesores principalede la matriz4. El menor principal
de orderk es el determinante\; = |a; ;| 1<ij<k- S€ verifica que:

e Laforma cuadrética es definida positiva si, y sélossj, > 0 paral <k <n.
e Laforma cuadratica es definida negativa si, y séla(sil)¥A; > 0 paral <k <n.

Observa que cuando la dimensidres par, si el determinante de la matrzes negativo
entonces la forma es no definida.

Podemos particularizar este criterio para el caso de dosrdiiones.

Sead C R? un conjunto abierto y se# un campo escalar definido ehque tiene deriva-
das parciales de segundo orden continuas. Supongamds,@)e 4 es un punto critico d¢
y sea

P an Ll

_ | o0x2 dxdy

Hf @by =| B
8x8y(a’b) 8)/_2(61’[))

la matriz hessiana d¢ en(a, b) y notemos detf( f, (a, b)) su determinante.

2

: 0 . - .
= SidetH(f, (a,b)) >0y ﬁ(a’b) > () entoncesf tiene en(a, b) un minimo relativo
X
estricto.

= SidetH(f,(a,b)) >0y >

ﬁ(a’b) < 0 entoncesf tiene en(a, b) un maximo relativo
X
estricto.

= SidetH(f, (a,b)) < 0 entoncesf no tiene extremo relativo dia, ). Se dice quéa, b)
es un punto de silla dé¢.

= Cuando del (f, (a,b)) = 0 el conocimiento de la matriz hessiana no permite decidir
si hay o no hay extremo relativo €a, »). Cuando esto sucede puede ser interesante
estudiar el comportamiento de las curva®,: + b) y f(a + ¢, b). Si alguna de dichas
curvas no tiene extremo relativo o tienen extremos relgti® distinta naturaleza en

t = 0, podemos concluir que €n, b) no hay extremo relativo d¢.

Ejercicios propuestos

116. Generaliza el teorema de Taylor — Young para funciones ce €4
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117. Clasificar los puntos criticos de los campos escalares:
f(x,p)=2xy —=2x>y —xy* + x*y%; f(x,»)=—2x3 —6xy? + 3x% + 3y%;
flx,y)=x3+3xy?—15x — 12y; S, =x3+y3—xy>—x+16;
f(x,p) =—xy+2x7y —xy* = 2x3y% f(x,y) = codx) cos(y)
f,)=2x+y+x>+xy+y% fx, ) =x2y? = x> —y%
f(x,y) =senx +seny +cos(x + ), x,y €0,2x[  f(x,y) =2x*+ y* —4x> —2y%;
[, y,2)=x>+y>+ 2>+ 3xyz—x—y—2z; fx,y,2) = (x + y + z)el ¥ ¥
118. Trazar un plano que pase por el puto2, 3) y que forme con los ejes coordenados un
tetraedro de volumen minimo (el volumen del tetraedro e®rrict del area de la base
por la altura).
119. Recta de minimos cuadradoados: puntos(x;, y;) € R2, determinar los nimeras
n 2
y B para que la cantida _ (yi —axi— ﬂ) sea minima.
i=1
m
120. Dadosm puntosa; € R”, calcular el valor minimo de la funcion (x) = > _[lx —a; 3.
i=1
121. Seaf : @ — R un campo escalar de cla&? en un abiertc2 C R”. Seaa € Q un
punto critico def' y supongamos que el determinante de la matriz hessiarnfaatea
es distinto de cero. Prueba que hay un abiétrtgue contiene a tal que el Unico punto
critico def enU esa.
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Capitulo

Derivacion de campos vectoriales

3.1. Derivada de un campo vectorial. Matriz jacobiana

Una funcién vectorial es cualquier funcion que toma val@esin espacio vectorial de
dimension mayor que 1. Las curvas en el plano o en el espagiéusoiones vectoriales de
una variable. Ahora nos interesa considerar funcione®nalgs de varias variables.

La siguiente definicion expresa la idea basica del calctiémeticial: aproximar localmente
una funcion por una aplicacion lineal.

3.1 Definicion. SeaF : @ — R™, donde2 C R” es un abierto, y semc Q. Se dice qué- es
diferenciable o derivable ena si hay una aplicacion linedl : R” — R™ tal que:

lim F(x) —F(a) - T(x —a) _

x—a Ix —al

0 (3.1)

Dicha aplicacion lineal, si existe, es unica; se lladifarencial o derivada deF en el puntoa
y se representa pdpF(a).

La siguiente proposicién pone las cosas mucho mas claraggsb, probamos la unicidad
de la aplicacion lineal que verifica 8.1).

3.2 Proposicion. SeaF = (f1, f2,..., fm) : 2 — R™, dondeQ2 C R” es un abierto, una
funcién vectorial de: variables ym componentes y seac Q2. Equivalen las siguientes afir-
maciones:

a) F es diferenciable ea.

b) Los campos escalare§, /-, ..., f,, componentes dé son diferenciables en.
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Supuesto que se verifican a) y b), la matriz de la aplicacigedi DF(a) en las bases
canodnicas deR” y R es la matriz cuyas filas son los vectores gradievitg (a), esto es la
matriz dem filas yn cqumnas(Djﬁ(a))1$i§m. Dicha matriz se llamamnatriz jacobianade

1<j<n

F enay se representard pafe(a).

La aplicacion linealDF(a) : R” — R™ esta definida para tode € R” por

DF(a)(x) = Je(a).x’

wn

donde “.” indica producto matricial yx’ es el vector columna.

Observa que en el caso particular de que- 1, es decirF = f es un campo escalar, la
aplicacién derivada es una forma lineal soBreque viene dada por:

Df(a)(x) = (Vf(a)|x) Vx eR"

En el caso en que = 1, es decirF = Y es una curva eiR™, la aplicaciéon derivada es una
aplicacion lineal d&R enR™ que viene dada por:

Dv(a)(t) =tY'(a) VieR

Y en el caso en que=m = 1, esto ed- = & es una funcion real de variable real, la aplicacion
derivada dé: ena es la aplicacion lineal d& enR dada por:

Dh(a)(t) = th'(a) VieR

La idea bésica del célculo diferencial es aproximar (loeait®) una funcion por su deriva-
da, que es una aplicacion lineal. Puesto que la aplicacidvada es una buena aproximacién
local de la funcién, cabe esperar que la funcion heredenmske algunas de las propiedades
de su aplicacion derivada. Las propiedades de una aplichogal son muy faciles de estudiar
y lo que se hace en casi todos los resultados del calculeddid es trasladar localmente las
propiedades de la aplicacion derivada a la funcién. Un demaglarara esto. Considera una
funcién real derivable en un intervald; la aplicacion derivada dieen cada puntac es la
aplicacion lineal d&® enR Dh(a)(t) = th’(a). Siparaa € I esh’(a) > 0 dicha aplicacion es
creciente, pero entonces también la funcides creciente eii. Este ejemplo puedes llevarlo
a otras situaciones mas complicadas: si la aplicacionatiaies una biyeccién lineal ¢ sera la
funcion localmente inversible? Claro esta, la respuestasguobtiene a este tipo de pregun-
tas es siempre de tipo local porque la derivada es una bueogirapcion local y solamente
proporciona informacion local sobre el comportamientoadiihcion.

3.1.1. El espacio normaddt(R”, R™)

Antes de seguir conviene que consideremos el conjfiiR"”, R) de todas las aplicacio-
nes lineales d&” enR™. Con las operaciones usuales de suma y producto por un néeadro
dicho conjunto es un espacio vectorial real de dimensignSupongamos que &’ y enR"
tenemos fijadas sendas normas que notaremos jg{laRaraT € £(R”, R"™) definimos:

ITI = max{ T - x| =13 3.2)
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Se verifica entonces que la aplicacibn— ||T|| es una norma etf(R”, R™). Dicha norma
se llamanorma de operadores asociada a las normas fijada®éry enR”. Es importante
gue te des cuenta de que en la igual@a®iintervienen tres normas: la definida Bff, que
aparece en la expresidix || = 1, la definida erR™, que aparece en la expresififi(x)| y la

norma de operadores correspondiejiifd|. En adelante consideraremos siem{fréR”, R™)

como espacio normado con la horma de operadores asociasia@riaas fijadas eR” y en

R™,

Ejercicios propuestos

122. Prueba que la la iguald&i2 define una norma eff (R”, R™).

123. Prueba que para todoe R” se verifica que

IOl =< Tl (3.3)

124. Prueba que parae £(R", R™) se verifica la igualdad:

[ T]| =min {M eRTITX)| < M|x|| Vx ER”} (3.4)

125. Supongamos que €R” R™ y R? tenemos fijadas normas y se8re £(R™,R?) y
Te L(R",R™). Prueba la desigualdad

ISo Tl < [ISIHIT (3.5)

Todos los conceptos propios de espacios normados tienfatioesentido en el espacio
L(R", R™). De hecho, como tal espacio es de dimension finita en él sadosdbs teoremas
1.22 1.24 1.25y 1.28 Por supuesto, tiene perfecto sentido considerar la cgeneia de
sucesiones eff (R, R™).

Representaremos p6iL (R”) el conjunto de todas las aplicaciones lineales biyectigas (
morfismos lineales) d&” enR”. Notaremos poff (R") el espacio vectorial de los operadores
lineales de&R” enR”.

3.3 Proposicion. SeaT € £(R"). Equivalen las siguientes afirmaciones:
a)TeGLR").
b) T es inyectivo.

¢) T es sobreyectivo.

3.4 Proposicion.

a) GL(R™) es un conjunto abierto effi (R”). Concretamente:
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Para todoT € GL(R") se verifica que:

{Seéﬁ(R”) T =8| < ”TIT”} C GL(RY)

En particular, sil es laidentidad efR” entoncesB(l, 1) € GL(R").
b) La aplicacionT — T~! de GL(R”) enGL(R") es continua.

Ejercicios propuestos

126. SeaT € £(R",R™). ¢, Cudl es la derivada deen un punta € R"?
127. Prueba que una funcion vectorial diferenciable en un par@e continua ea.

128. Prueba que un campo vectorial derivable en un dominio cawedker nula en todo punto
del mismo es constante.

129. Supongamos qués,} — Sen el espacid (R™,R?) y que{T,} — T en el espacio
L(R",R™). Prueba quéS, o T,} — So T en el espaci¢t (R”, RY).

130. Seaa €R" y o :R"” — R la aplicacion lineal dada par(x) =(a|x). Calculaje || cuando
enRR” se consideran las norm&sl, | 11 Y || lloo-

131. SeaTl :R? — R? la aplicacion lineal d¢R2, || ||;) en si mismo, cuya matriz en las bases

b ) Prueba que

. a
canonicas e{
c d

ITI = max{lal + [c|. |b] + |d[}

Si F es diferenciable ea, definiendo:
F(x) — F(a) — DF(a)(x — a)

R(a,x) =
(@x) Ix —al

La igualdad
lim F(x) — F(a) — DF(a)(x —a) _

x—0 Ix —a||

puede escribirse de forma equivalente como:
F(x) =F(a) + DF(a)(x —a) + ||x —al||R(a,x) con XII'_r)Tll R(a,x)=0 3.7)

0 (3.6)

3.5 Definicién. Se dice que un campo vectorial es de clé@8gk € N U {oo}) en un abiertd2
si lo son sus campos escalares componentes.

3.6 Proposicion. SeaF = (f1, f2,..., fn): 2 — R™ donde2 es un abierto efiR”. Equivalen
las afirmaciones:

a)F es de clas&! enQ.

b) F es diferenciable e y la aplicaciénx — DF(x) de2 en£(R”,R™) es continua.

Ademas, como consecuencia de lo visto en el ejerdit® todo campo vectorial de clase
©* también es de clagg? parag < k.
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3.1.2. Reglade la cadena. Derivadas parciales de funcior@smpuestas

3.7 Teorema(Regla de la cadena SeanG: 4 — R"yF: B — R™, donded C R?

y B C R” son conjuntos abiertos §(A4) C B. Supongamos qué es diferenciable en un
puntoa € A y queF es diferenciable en el puntd(a) € B. Entonces se verifica que la funcion
compuestdd = Fo G: A — R™ es diferenciable en, y su diferencial viene dada como la
composicion de las respectivas diferenciales:

DH(a) = DF(G(a)) o DG(a) (3.8)
Ademas, sF y G son de clas&* entonced también es de clasé.
Observa queDG(a) : R? — R” y DF(G(a)) : R" — R™, por lo que la compaosicién es una

aplicacion lineal d&R? aR™, como debe ser, pués es una funcion vectorial dgvariables y
m componentes.

La expresion de la igualda®.§) por medio de matrices jacobianas es:
Jn(a) = Jr(G(a)).Jc(a) (3.9)

PoniendoH = (hy, o, ..., hiw), F=(f1, f2, ..., fm), G = (g1.22....,gn); NOtando las va-
riables porx = (x1,x2,...,x4) € R", y = (y1,)2,...,¥¢) € RY, y escribienddb = G(a),
tenemos que:

ah; 3f; dg
(a—’_<a))1<.< =(ajf (b))1<,-<m (—k( )) ., b=G®
o g N\ g N s

1
1<k<n 1<

De donde se sigue:

3fz

oh;

a—’(a): ()—() b=G@a) (I<i<m, 1<j<gq) (3.10)
Vi

Esta igualdad constituye tagla de la cadena para derivadas parcialeg es importante que

aprendas a aplicarla y que entiendas lo que dice. Voy a antéattilitarte las cosas.

Primero, lo mas frecuente es gkesea un campo escalar. Supongamos, pues, que en lo
anterior,F = f es un campo escalar, en cuyo casse f o G también es un campo escalar. La
igualdad 8.10 queda ahora:

oh
Wj(a)—Z—()—() b=G@ (1<j<gq) (3.11)

En esta igualdad se interpreta que la fundidn A — B C R” lo que hace es ufcam-

bio de variables” Hablando familiarmente, podemos decir, que las “varmllietiguas” de

la funcién f, esto es lax = (x1, x,,...,x,) € B se han sustituido por “variable nuevas”

Yy =(1.)2.....0¢) € Ay lafuncion f se ha “expresado en estas nuevas variables” dando
lugar a la funciom. La relacion entre unas variables y otras viene dada por:

Xk =8k(V1. V2,1 Vg l<k<n (3.12)

De esta manera podemos interpretar la igual@atil en la forma siguiente:
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Para derivar la funcion nueva respecto a una nueva variable, se deriva la
funcion antiguaf respecto a cada una de sus variablgesy se multiplica por la
derivada de cada una de eltgs = gx (1, y2. ..., yq) respecto ala variable; .

Ya se ve que la situacion esta pidiendo que hagamos algumpkfigiaciones que, ademas, son
las que se hacen siempre en la practica porque, aunque socoaliyisas, facilitan mucho los
calculos.

Lo primero que se hace es identificar las funciogiggiue introducen las nuevas coordena-
das con las coordenadas antigngses decir, vemos las coordenadas antiguas como funciones
de las nuevas y esto lo escribimos en la forma siguiente.

X =xk(V1.y2.....q),  1sks<n (3.13)
Con esta notacion, la igualda8.{1) queda como sigue.

oh S Of 0
D= Lwmi%a b=c@ os<j<g9 619
Vi =1 Ok Vi

Observa el doble papel que desempefia a la derecha de estladylaaletrax,; cuando se
deriva respecto de ella representa una variable y cuarmeestieriva respecto de una variable
nueva representa una funcion.

La igualdad 8.14) ya es bastante facil de recordar pero todavia se siguearikcen la
practica, sobre en todo en los textos de Fisica que suelemats&iones muy desafortunadas,
algunas simplificaciones adicionales (y peligrosas). Aesafio se distingue entre la funcién
/'y la funcion porque, como suele decirse en esos textos aludidos|aamisma funcion
expresada en distintas variableddaciendo la identificacion d¢ con/ nos queda lo siguiente.

T ay= Y Py =@ (<j<q (3.15)
dyj k=18xk dyj

Aqui la letra f desempenfia un doble papel: a la izquierda es la funcion catgpya la derecha
es la funcién dada en sus variable iniciales.

Todavia suele darse un pasito mas que consiste en reprdsefuacion f con una letra
gue suele usarse para representar variables; a saberala.|&sto es frecuente también en
textos de Fisica. Vamos a hacerlo asi.

n
;—Z(a) = 8—Z(b)aﬁ(a) b=G@) (Is/j<g9) (3.16)

Vi =0k 0y
Todavia hay algo que podemos simplificar. Habras observadaigmpre indico la relacion
gue hay entre los puntdsy a. Eso es muy importante para entender lo que se hace. Hay que
saber donde se evallan las derivadas parciales de cadéarfuRcies bien, eso no se indica
jamasen textos de Fisica. Nunca se indica en dénde se evallUarrieaddes parciales. Asi que
vamos a suprimirlo.

dz " 9z dxy

= - (1<j<9q) (3.17)
dyj o Ix dyj
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Debes de familiarizarte con esta igualdad y saber recomocelta la igualdad de partida. Y no
olvides la forma en que se evalla esta igualdad. Lo vuelvanarpo

dz ", 0z oxy .
—(y) = —(Gy)— <)< 3.18
7, ) kgan< 7, M  (<i<q (3.18)

Situviéramos que volver a derivar en esta igualdad respaata variablg;, se derivaria como
de costumbre: la derivada de una suma es la suma de las derivadra derivar un producto

: . ., 0
se aplica la regla usual. Pero hay un detalle muy importame que la funmoneé(G(y))

. z -
vuelve a ser la funcion compuesta del campo escgar con la funciénG. Por tanto, para
X

derivarla, hay que aplicarle la misma regla que hemoks aplcaara derivarz como funcién
compuesta y que nos ha llevado a la igualdad anterior. Esspoque el calculo de derivadas
parciales de segundo orden en funciones compuestas suddastente engorroso y es facil
equivocarse si no se sabe lo que se hace.

) dz .
3.8 Ejemplo. Vamos a calculaiai siendoz = u? + v 4 3uv dondeu = x2 + y2, v=senxy).
X

Asi es como suelen enunciarse estos ejercicios y debesdenteien el enunciado. Nos
estan dando una funcion de las variallesv) a la que llaman. Esto es la letra representa
una funcion, a sabet,= u? + v> + 3uv. Nos estan dando urambio de variablepor medio

. . 0 - .
de las igualdades = x2 + y2, v =ser(xy). Y nos piden calculaié—z. Esto ultimo ya nos dice
X

L, . 0z L,
claramente que debemos vecomo funcion dex e y, es decir, la letra en — es la funcion
gue nos damespués de sustituir en ella las nuevas varigbtesea, la funcion compuesta de
z=u? 4+ v 4+ 3uv conG(x, y) = (x% + y2,senxy)).

Sabemos que

0 dz @ dz @
Z_EA + X QQu + 3v)2x + (5v* + 3u)y coqdxy)
ox dudx  Jvdx
. . . . dz . .
Si lo dejamos asi escrito parece depende de 4 variables. Pero no es asi porque en la
X
igualdad anterior las variables sere y (las nuevas variables) mientras qug v (las antiguas
variables) vienen dadas per= x2 + y2, v = ser(xy). Por tanto, es mejor hacer la sustitucion,
con lo que resulta

g—i = (2(x% + y?) + 3ser(xy))2x + (5serf (xy) + 3x2 4 y?)y cogxy)

gue nos da el valor de la derivada parcial de la funcion costpuen un puntéx, ). En este
caso es muy sencillo calcular la funcién compuesta. Hazlinyprueba el resultado obtenido.

¢

Ejercicios propuestos

Consideremos una funcién de dos variables y, z = z(x, y), Yy supongamos que ex-
presamosx e y en funcion de nuevas variablesy v, lo que indicamos en la forma
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x =x(u,v), y = y(u,v). De esta forma la funcion es funcién (funcién compuesta) de
las “variables libres’u y v, a través de las “variables dependientes? y. Se trata de
calcular las derivadas parciales deespecto de las nuevas variableg v. La regla para
hacerlo es la siguiente: para derivar una funcion

z=z(x.p). x=x(v), y=y(u.v)

respecto de una nueva variable, se deriv@specto de cada una de las antiguas variables
y se multiplica por la derivada de cada antigua variablee@spde la nueva variable. Se
entiende mejor si lo escribimos simbdlicamente

dz 9z dx 0z dy

du  dxdu  dy du
En esta igualdad debes darte cuenta de que a la izquierda, estemos derivando res-
pecto au, la letraz representa a la funcidn compuestaz (x (u, v), y(u, v)) y la derivada
esta calculada en un punte, v). En la parte derecha de la igualdad la letr@presenta
la funcion dada = z(x, y) y las letrasx e y representan variables (cuando se deriva
respecto de ellas) y funciones (cuando se derivan respeatd. Debe entenderse que
cuando se sustituye un valor @e v) en laigualdad los valores dee y deben sustituirse

porx = x(u,v), y = y(u,v).

ad
133. Seaz = cogxy) + €~ ! cosx dondex =u? + v,y =u —v2. Calculaa—z en el punto
u
(u,v) =(1,1).
134. Seau = (x + y)* + y%(z + x)3 donde x =rse?, y =rslog(l + ¢?), z =r2scost.

0
Calculaa—u cuandor =2,s =1, =0.
A

135. Seaz = f(x, y), y pongamosc = u? + v2, y = u/v. Calcula las derivadas parciales
de dez respecto de las nuevas variableg v en funcién de las derivadas parcialeszde
respecto de e y.

136. Seau = x*y + y?z3 + ¢ (x/y), donde

x=1+rsée
y=rs’e’!
z=r2ssent

Calculag—u cuandor = 2,s = 1,1 = 0, sabiendo que’(3/2) = —1.
S

0 0 .
137. Seaz = f(x, y) donde x = s* + r#, y =2rs2. Calculaa—z(2,2) y 8—2(2,2). Siendo
x y
0z 0z
(1, 1) =2y —=(1,1) =3.
(1) = =2y (1, 1)

138. Prueba que la funciéo(x, y) = f(—2—), donde /' es una funcién real derivable,

x2—y2
verifica la igualdad
» 5 OF IF
x4+ y)—+2xy—=0
ax ay
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139. Prueba que la funciéf (1, v) = f(uv, (u>—v?)/2), donde f : R? — R es una funcion
diferenciable, verifica la igualdad

AN LA AF\? [9F\?

2 o | (9L o B il

( ”)[(ax) () =) +(5)

140. Seaz = f(x, y), dondex = pcost, y = psem?. Calculadz/dp 'y dz/09 y prueba que
BV (YL (), ()
dx ay)  \op p? \ 00

. d 0
141. Seag(s,t) = f(s*> —t%,t> — s?). Prueba la |gualdad8—g + sa—f =0.
S

142. Seau = f(x, y) dondex = €° cost, y = € sernr. Justifica que

u . (9 0%
- = -
dx2 = 0y? ds2 ~ 0r2

143. Seaz = f(x, y), dondex = pcos?, y = p send. Prueba que
0% 0% 0% 1 0% 10z

2 e T T e oo

144. Seaz = f(x, y) dondex = x(u,v), y = y(u,v). Prueba que

0%z B 02z (8x)2 5 0%z dxdy 9%z (By 2 9z 9% 4 9z 9%y
2 9x2 \ du dxdy du du  dy? \ du dx du? = dy du?
E indica la forma en que se evallan estas funciones.

145. Seah(x, y) = f(u,v) dondef es de clas&€? y u = u(x, y), v =v(x, y) son funciones

. v 0
de clasec? verificando que—u == y = —_Z Prueba que:
dx dy "~ dy ax

Ph 3%h w2 o\ [9%f 9%
—+—=(=) +([= — 4 —=
dx2  0y2 dx dx du? 2

146. Sean las funcioneg(x, y,z) = (€* +y2, A € +y), g(u,v) = logu + v? para(u,v) €
R x R. ¢Qué valor debe tengrpara que la derivada direccional maximagde f en
(0,0,0) seaiguala1?

147. SeaF: Q2 — R” un campo vectorial diferenciable e inyectivo en un abierta R”. Sea
W = F(Q) y supongamos qu¥’ es abierto yF~! es diferenciable ef’. Paray € W
expresaDF~!(y) en funcién de la derivada de
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3.1.3. Teorema del valor medio para campos vectoriales

En el teorema&.11vimos una generalizacion del teorema del valor medio panmgoa
escalares que se expresaba por la igualdad:

f(b)— f(a)=(Vf(c)[b—a) (3.19)

No existe una generalizacion del mismo tipo para funcioeeswiales. Por ejemplo, se@)=
(cost, sent). Tenemos que’(z) = (— sent, cosr) es un vector unitario y, coma2mr) —v(0) =
(0,0), no existe ningurr € R que verifique la igualdad(2x) — v(0) = Y/'(¢)27, es decir
no podemos expresar el incremento de la funcion igual alrvaéola derivada en un punto
intermedio por el incremente de la variableo que se generaliza para funciones vectoriales no
es una igualdad analoga&a9 sino unadesigualdad si tomamos valores absolutos én19
obtenemos:

|/ (b) — f@[ <[V f(e)2lb—al> (3.20)
Es esta desigualdad la que se generaliza para campos aksst@on independencia, ademas,
de las normas que se usen. Recuerda que la principal utdielagorema del valor medio es
gue permite acotar el incremento de una funcién por el inergende la variable cuando se
conoce una cota de la derivada, por ello nada se pierde coenkrajizacion que vamos a
obtener.

3.9 Lema. Consideremos eR” la norma euclidea. Dado un vectars 0 hay una aplicacion
lineal ¢ : R” — R que verifica que(u) = |lull Yy |¢| = 1.

Demostracién Basta definigp : R” — R por

(p(x)=< 4 ‘X>
[[all2

3.10 Teorema(Del valor medio para funciones vectoriale§eaF : 2 — R™ una funcion
vectorial diferenciable en un abiert® C R”. Consideraremos eR” y enR™ las normas
euclideas. Supongamos duaeb] C Q y que|| DF(c)|| < M para todoc € [a, b]. Entonces se
verifica que

[F(b) —F(a)ll2 < M|b—al (3.21)

Demostracion SiF(b) — F(a) = 0 nada hay que probar. Supondremos F(e) — F(a) # O.
Por el lema anterior sabemos que hay una aplicacion line®” — R que verifical|¢| = 1
y ¢(F(b) — F(a)) = |F(b) — F(a)||,. La aplicacién = ¢ o F: 2 — R es un campo escalar
diferenciable erf2 al que podemos aplicar el teorer®d 1 para obtener que existee [a, b]
tal que

h(b) — h(a) = (Vh(c)|b —a) = D(¢ o F)(c)(b—a) = ¢ o DF(c)(b — a)
Tomando normas deducimos que

[F(b) —F(a)ll> < M|b—al.
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3.11 Corolario. Un campo vectorial derivable en un dominio con derivada mmdodo punto
del mismo es constante.

3.2. Teorema de la funcion inversa

Un resultado que debes conocer de primer curso es el siguient

Teorema de inversién global para funciones realesSi f : I — R es una funcién derivable
en un intervalo/ cuya derivada no se anula en ningln punta/dentoncesf’ es una biyeccion
de I sobre el intervala/ = f(I),y suinverseg = f~!:J — R es derivable e/ siendo

g'(y) = Vyeld

1
FH)

Recuerda que sf es una funcién real de una variable real derivable en un puni@
aplicacion derivada d¢' ena es la aplicacion lineal d® enR dada port — f/(a)t. Que
dicha aplicacion lineal sea invertible equivale a gu¢a) # 0.

También debes saber queTie £(R"), las matrices que representarT aen distintas
bases deR” tienen el mismo determinante, dicho determinante se lldnaeterminante de
la aplicacion lineal T y lo representaremos por @&). La aplicacion lineall es invertible
equivale a que d€T) # 0.

SiF: Q — R” es un campo vectorial definido en un abieftoC R” y diferenciable en
un puntoa € 2, el determinante de la derivada, d@f(a)), se llama ejacobiano deF ena.
Teniendo en cuenta lo antes dicho, el determinante jacolnlaf ena es el determinante de
la matriz jacobiana/g(a). La derivadaDF(a) es invertible si, y sélo si, defg(a)) # 0.

Pues bien, es facil dar ejemplos de campos vectoriales ddenésa variable que son dife-
renciables y cuya derivada en todo punto es invertible p&rs ieo lo son. Es decir, el anterior
teorema de inversion global para funciones reales de umnblareal no puede generalizarse
literalmente para campos vectoriales diferenciables dasvaariables.

3.12 Ejemplo. El campo vectorial d&®? enR? dado porF(x, y) = (e° cosy, €* seny) es,
evidentemente, diferenciable (es de cl&$8) enR2. Su matriz jacobiana en un punte, y)

es
e*cosy —e* seny)

Jr(x. ) = (e" seny  e*cosy

cuyo determinante es igual &e> 0. Sin embargo, dicho campo no es inyectivoRhpues
F(x,y 4+ 2m) = F(x, y), por lo que la funciéri- no tiene inversa. Observa, sin embargo, que
la funciénF es inyectiva efR x]0, 2. ¢

Una version local del teorema de inversién global es la sigai

Teorema de inversion local para funciones realesSi f : I — R es una funcion derivable
en un intervalo abiertd cuya derivada no se anula en un pumta I y es continua en dicho
punto. Entonces hay un intervalo abieb C I tal quea € H, la restriccion def a H es una
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biyecciéon deH sobre el intervala/ = f(H), y suinversege = f~!: J — R es derivable en
J siendo

1
g0V =7 VyeJ
SUH)
Como vamos a ver, este teorema de inversion local si puedgaljigarse para campos vecto-
riales.

Sea, pues; = (f1, f2...., fn) : @ — R™ un campo vectorial diferenciable en un abierto
Q C R”". Queremos dar condiciones que garanticen que paraycada, 3, ..., yn) €F(Q)
el sistema de ecuaciones:
fl(x19x2""’xn) = yl
f2(x1»x2,---,xn) = y2
............... ... (3.22)
fn(x19x2""’xn) = yn
tiene solucidon Unica e’ = (x1, x2,...,x,) € Q. Dicho de otra forma, queremos saber si
dicho sistema permite “despejat’, x,, ..., x, en funcién dey = (31, y2,...., yu). Ademas,

gueremos que las soluciones sean funciones diferencidblgs Asi planteado, la pregunta
gue nos estamos haciendo e§ @s inyectiva erf2. Acabamos de ver con un ejemplo que en
general esto no es asi: los campos vectoriales no suelearséories inyectivas en dominios
muy grandes. Ademas, las herramientas que vamos a usarg@onam informacion sobre el
comportamiento local de la funcion. Por eso, lo primero cqaeemos ekcalizar el problema.
Dadoa € 22, nos preguntamos si hay conjuntos abieffost Qy V C R” cona e U tales que
para todoy € V' las ecuacione8.22tienen solucion Unica e U .

Naturalmente, las funcione§ pueden ser de muy variada naturaleza y seria una ingenui-
dad suponer que hay algun tipo de algoritmo que permitavesdicho sistema. Hay un caso
en que si sabemos resolverlo: cuando las ecuaciones safein®ues bien, en situaciones
como ésta lo que se hace lewalizar el problemaes decir, sustituimos la funcidn por su
derivada y trasladamos el problema a dicha aplicacion at#givcon lo cual hemos convertido
nuestro problema inicial en un problema de algebra linealhmunas simple. En nuestro caso,
la linealizacion del problema conduce al sistema de ecoesibinealesDF(a)(x) =y:

Dy fi(@a)x; + Dy fi(a)xy + -+ Dp f1(@)xn, = »

Dy f2(a)x1 + Dy fa(a)xa + -+ + Dp fo(@)xn = )2

Dy fu(a)xy + Dy fy(a)xz + -+ + Dp fu(d)xy = yn
Para cada € R” dicho sistema tiene solucidn Gnicaxsi, y sélo si, el determinante jacobiano
det(Jr(a)) # 0.

Un entorno abierto de un punto es un conjunto abierto que contiene a dicho punto.

3.13 Teorema(de la funcion inversg. SeaF =(fi, f2,..., fn):2 — R”" un campo vectorial
de clase€! en un abierto2 C R”. Seaa € Q y supongamos queet(Jg(a)) # 0. Entonces
existe un entorno abierto de U C 2, tal queF(U) = V es abiertoF es una biyeccion d&
sobreV, la biyeccion inversa&G : V — U C R” es de clasé&! enV y para todoy € V es

DG(y) = (DF(x))”' dondex = G(y) (3.23)
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SiF es de clas&* enQ entoncess es de clas€* enV.

Demostracién Supondremos fijada la norma euclided®n Pongamo4& = DF(a). Por hi-
poétesis, la aplicacioF: Q2 — £(R") es continua. En particular, dicha aplicacién es continua
ena < Q. Por tanto, existe > 0 tal queB(a,r) C Q y para toda € B(a, r) se verifica que:

|DF(z) — DF(a)| < (3.24)

2[IL=1)
Aplicamos ahora el teorema del valor medio al campo vedtaria F(x) — DF(a)(x), cuya
derivada en un puntoe Q es DF(z) — DF(a), para obtener que para todosy € B(a,r) se
verifica que

IF(x) = F(y) = DF(a)(x —y)ll> < Ix =yl

1
2L
Deducimos que

IL(x =¥)ll2 = IFx) = F(¥)]2 < Ix = yll2.

1
2L=1

. 1
Y teniendo en cuenta qu||e|_—_1||”X —yl2<|L(x —y)l2, obtenemos

IF(x) = F¥)ll2 = Ix =yl vx.yeB(a.r) (3.25)

1
2(IL=)
lo que implica qud- es inyectiva e/ = B(a,r).

Observa también que, en virtud de la proposic3ohla desigualdad.24implica que la
aplicacion linealDF(z) es inversible para todne U vy, por tanto, su determinante jacobiano
no es nulo.

Seguidamente probaremos que la imagenfpde todo conjunto abierto contenido &h
€s un conjunto abierto €R”.

SeanW C U un abierto yv € F(W). Seac € W tal queF(c) = v. Tomemoss > 0 tal
que la bolaeuclideacerradaB(c,s) C W. SeaA = Fr(B(c,s)) = {xeR" : |x —c]|, = s}.
La aplicacioni : A — R dada pori(x) = ||F(x) — v||, verifica quei(x) > 0 para todo
x € A y es continua. Por compacidadalcanza un minimo absoluto en un pusripe A. Sea
m=h(xgo) > 0. Probaremos qu8(v,m/2) C F(B(c,s)) donde las bolas son bolas euclideas.

Seay € B(v,m/2) fijo en lo que sigue. Definimos la funcién: B(c,s) — R porg(x) =
|IF(x) — y|». Dicha aplicacion es continua y, por compacidad, alcanzaiaimo absoluto en
un puntoz € B(c, s). Comog(c) = ||[v —y||» < m/2, tenemos qug(z) < m/2. Parax € A se
verifica que:

m m
gX)=[FX) =yl = IF&) =Vl2 =V =yl2>m—-— ==

Luegog(x) no es el minimo dg, es decirx # z. Por tantaz € B(c, s).

Comog es una funcion que toma valores positivos, es clarogfuagicanza su minimo en
z. Como

g2(x) = [Fx) =yl =) _(fitx) = yi)*

i=1
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es una funcién diferenciable dicho punto debe ser un puitioacde g2. Deducimos que:

Djg*(z) =2 D;fi()(fi(e) —y) =0 1<j<n

i=1

Igualdades que podemos expresar matricialmente como:

(Jr(2)°big)" .(F(z) —y)' =0

Como detJe(z)) # 0, concluimos que debe séi(z) = y. Comoy es cualquier punto en
B(v,m/2) y z € B(c,s), hemos probado que(B(c,s)) D B(v,m/2) lo que implica que
B(v,m/2) Cc F(W). Por tantoF(W) es un conjunto abierto.

En particularV = F(U) es un conjunto abierto. La aplicaciénes una biyeccion dé&
sobreV. SeaG: V — U C R” la biyeccion inversa definida por:
G(Fx))=x VxeU, F(G(y)) =y VyeV
La desigualdad.25n0s dice ahora que:
IG) = G2 <2IL7 llu—v]2 YuveV (3.26)

lo que implica qués es continua ery’.
Probaremos qué es diferenciable eif. Seav e V' y ¢ =G(v) e U. Pongamod = DF(c)
y S=T~!. Lafunciéng : @ — R definida porp(c) = 0, y parax e U, x # ¢, por la igualdad:
[F(x) —F(c) = T(x —¢o)[ = o(x)[x — ¢ (3.27)

es continua e porqueF es diferenciable ea. Pongamoa = F(x) € V dondex e U, con lo
queG(u) = x. Tenemos:

IG(u) —G(v) =S —v)|l2 = |S(u —v — T(G(u) — G(v)))l.<
< |IS|Hlu —v = T(G(u) — G(v))|» = por (3.27) =
= [ISlle(G))[|G(u) — G(v) |2 < por (3.26 <
< [ISlle(G)2)L ™ fl[lu = v]2

Como,ui_r)nv ¢(G(u)) = ¢(c) = 0, deducimos qué& es diferenciable em y su derivada viene
dada porDG(v) = (DF(c))~ .

Como esto es valido para todce V' hemos probado qué es diferenciable el y para
todo puntoy € V es:
DG(y) = (DF(G(y)) ™"  VyeV (3.28)

Como la aplicaciory — G(y) deV enU c R” es continua, la aplicacior — DF(x)
de U en GL(R") es continua y la aplicaciom — T~! de GL(R") en £(R") es continua,
deducimos que la aplicacion— DG(y) deV en £(R") es continua erv, es decirG es de
clase€! enV.

Finalmente, probaremos quesés de clas&* también lo e$5. Acabamos de ver que esto
es cierto par& = 1. Supongamos que es cierto parg veamos que en tal caso también lo es
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parak + 1. SeaF = (/1. fa. ..., f») de claseekt!. Eso quiere decir que los campos escalares
componentes dg, esto es las funciones, tienen derivadas parciales continuas de ofden

y, por tanto, las funcione®); f; tienen derivadas parciales continuas de ordefieniendo en
cuenta la igualdad3(28 y la regla de Cramer para calcular la inversa de una matadraila,
deducimos que las funciondy g; (dondeg;, 1 <i <n, son los campos escalares componentes
de G) son funciones racionales de las funcion®sf; o G cuyo denominador es siempre el
determinante dg/r(G(y)) que sabemos no se anula pgra V. Como, por la hipétesis de
induccion,G es de clasé&X, las funcionesD; f; o G son también de clasgX y, siendo las
funciones racionales de cla&™, concluimos, por la regla de la cadena, que las funciones
Djg; son de clas€” enV, es decilG es de clas€k*+! enV. O

Se dice que una aplicacion entre espacios métricos eaplicacion abierta si la imagen
por dicha aplicacion de cualquier abierto es un abierto.

SeanU, V abiertos eR”. Un difeomorfismo de U sobreV es una biyeccién d& sobre
V que es diferenciable €ii y cuya inversa es diferenciable & Si ambas aplicaciones son
de clasec* se dice que el difeomorfismo es de clie

SeaF : 2 — R” un campo vectorial diferenciable en un abiefzoc R”. Se dice quéd-
es undifeomorfismo localen 2 si para todo punta € Q hay un entorno abiertdy C Q de
dicho punto tal qué&(Ux) = Vx es un abierto ¥ es un difeomorfismo d&x sobrelk.

3.14 Corolario. SeaF : @ — R” un campo vectorial de claséX en un abierto2 ¢ R” y
supongamos quet/r(x) # 0 para todox € Q. Entonced- es un difeomorfismo local de clase
€k enQ y es una aplicacién abierta.

Si, ademasF es inyectivo erf2 entonces es un difeomorfismo de cliede Q2 sobre
F(Q).

Un difeomorfismoF de un abiertd/ C R” sobre un abiertd” C R” suele interpretarse
como una funcién que define nuevas coordenadal ;e hecho, a veces se llama a los di-
feomorfismosambios de variables cambios de coordenadalas coordenadas segBrde un
puntoy € V son las coordenadas cartesianas del purt® tal queF(x) =y.

3.15 Ejemplo(Coordenadas polares en el plang) campo vectoriaF : Rt x] — z, 7[— R?
dado porF(p, ) = (pcostt, p sen?), es inyectivo er2 = R x] — z, 7[. ComoF es de clase
€1 (es, de hecho, de clag®) y det/r(p, ¥) = p > 0, concluimos qué es un difeomorfismo
de clasec! de Q sobreF(Q2) = R2\ {(x,0) : x < 0}. Dado(x, y) e F(Q) el par(p,¥) € tal
queF(p, ) = (x, y) son lascoordenadas polarede (x, y). ¢

Una consecuencia interesante del teorema de la funciérsaes la siguiente.

3.16 Proposicion. SeaF : Q — R™ una funcion de clas€! en un abierta2 ¢ R”. Supon-
gamos que la derivada de en todo punto d& es sobreyectiva. EntoncEses una aplicacion
abierta.

Demostracion SeameQy{e,ey,..., ey} labase canonica d@®”. ComoDF (a) : R" — R™
es sobreyectiva, existen vectongse R” tales queDF (a)(u;) = ¢;, 1 <i < m. Definamos
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S:R™ — R” por:

m m
S (Z )\iei) = Z )»,'lli
i=1 i=1
ClaramenteS es lineal yDF(a) o S(e;) = e;, | <i < m. Por tantoDF(a) o S= Irm (la
identidad enR™). DefinamosS, = 1, o Sdonder, : R” — R” es la traslacion de vectar.
Ta(x) =a +x paratodx € R”. Comoa = S, (0) € 22, el conjuntoW, = S; 1 (Q) es un entorno
abierto deD enR™.

Podemos aplicar ahora el teorema de la funcion inversa ant@dinG, : W, — R™
definida porG,(x) = F o Sa(x) para todox € W,. ClaramenteG, es de clasé! en W, y
DG, (0) = DF (a) o S=Irm. Obtenemos asi que hay un entorno abi&gteC W, deOtal que
G, es un difeomorfismo d&, sobre el abiert@, (V,).

SealU C Q un conjunto abierto y semc U . El conjuntoU, = S; 1 (U) N V, es un entorno
abierto de&) contenido er,, por lo queGa(Ua) es abierto yG,(0) =F(a) e Ga(Ua). Como:

Ga(Ua) € Ga(§' (1) = (F 0 S)(S, (V) =F (Sa(S§;' (1)) CF (W)

Se sigue qué (a) es un punto interior dB (U). Luego todos los puntos d&U) son interiores
y F(U) es abierto. O

3.3. Teorema de la funcion implicita

Seaf(x, y) unafuncion de dos variables con derivadas parciales depdrden continuas
y consideremos la ecuacidfi(x, y) = 0. Las soluciones de dicha ecuacién representan una
curva en el plano. Bueno, hablando con propiedad puedeasapar algo mas general que
una curva. Para que te convenzas de ello basta que condalermcion

f) = +2=DRx—-1)*+3(y -2 -y —x>)=0

la funcién f se anula en los puntos de la circunferenciat+ y2 = 1, de la parabolg = x2y
de la elips€(x — 1)? + 3(y — 2)? = 1. Por tanto la ecuacioy(x, y) = 0 representa la union
de todas esas curvas.

Ese conjunto (ver figur&(1)) no es exactamente una curva pealmentese parece a una
curva. La palabra “localmente” quiere decir que si fijamogunto(«, b) tal que f(a,b) =0
entonces hay una bola abie®{((a, b), r) tal que el corte de dicha bola con el conjunto de
puntos M = {(x,y): f(x,y) =0} es una curva. De hecho, no es cierto que la condicion
anterior se verifique para todos los puntesh) tales quef'(a, ) = 0. Dicha condicion falla en
los puntos donde se cortan dos de las curvas cuya union fafmaues es claro que en dichos
puntos el conjuntd/ no parece localmente una curva. Pues bien, en dichos punéoaia el
vector gradiente d¢' y en ellos la recta tangente no esté definida. Este ejemplutiaga a
entender lo que sigue.

Volvamos al caso general de una funcion de dos variabigs y) con derivadas parciales
continuas de primer orden. Consideremos ahora la ecug@iény) = 0 desde otro punto de
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Figura 3.1. Conjunto dado pgf(x, y) =0

vista. Intuitivamentepuna ecuaciéon esina condicién que debe ligar ana de las variables,
es decir, que si en la igualdafix, y) = 0 se fija un valor dex entonces el valor de queda
determinado de manera unica por dicho valox da veces esto es verdad como en el siguiente
ejemplo. Consideremos

f(x,y) =13+ ye' +senx

Fijado un valor dex la ecuaciénf(x, y) = 0 es un polinomio de tercer grado grgue tiene
una Unica solucion real pues su derivada respectp @32 + € que no se anula. Es decir,
en este caso es cierto que la igualdad

Y3+ ye +senx =0 (3.29)

define de manera Unicajyacomo funcién dex, en el sentido de que fijado un valor giehay
un unicoy = ¢(x) que verifica dicha igualdad, esto es, la funcif(ix) esta definida por la
condicion:

o(x)? + p(x) € +senx =0 (3.30)
Se dice que la funciép estéd implicitamente definidapor la igualdad 3.29. Puedes calcular
conwxMaximael valor de dicha funcién y comprobaras que es bastante amadpl El hecho
es que la mejor forma de trabajar con la funcidres la igualdad3.30) que la define. Por
ejemplo, si queremos calcular la derivadagden un punto basta con que derivemos dicha
igualdad para obtener

30" (X)p(x)? + ¢’ (x) € +¢(x) e +cosx =0
lo que permite calculap’(x) en funcién dep(x).

En general, no es cierto que una igualdad de la fofte, y) = 0 permita despejar una
variable en funcion de la otra. Para convencerte, conseleramer ejemplo que pusimos. Ni
tan siquiera una igualdad tan sencilla como+ y>—1=0 permite despejar una variable como
funcion de la otra pues es claro que para cada valor que fijdmaosa variable (comprendido
entre -1y 1) haylosposibles valores de la otra que verifican dicha igualdad.

Relacionemaos ahora los dos puntos de vista que hemos catkid®ongamos

F={(r.)eR?: f(x,y) = 0]
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Si la igualdad f(x, y) = 0 permitiera despejap en funcion dex, es decir, definiera una
funcion y = ¢(x) por la condicion

f(x, ) =0 y=0kx)

entonces se tendria que (llamandal intervalo donde esta definiga

I ={(r, ) €R: f(x,3) = 0f = {(x.0(x)): x€ I}

es decir, el conjuntd seria la grafica de, que, como sabemos, es un tipo muy particular de
curva. Pero ya hemos visto que el conjufitpuede ser una “curva” mucho mas general que la
grafica de una funcion. Pero incluso en este caso, dichadtesiocalmente excepto en los
puntos donde se anula el gradiente, una grafica de una funcién

Las consideraciones anteriores se pueden llevar al casaad&uncion de tres variables
f(x,y,z) considerando ahora la “superficie” definida por la ecuadién, y, z) = 0. La pre-
gunta ahora es si fijados un valor dg otro dey queda determinado de manera Unica un valor
dez = ¢(x, y) que verifica dicha ecuacion. En caso afirmativo tendriamedagjsuperficie de
ecuacionf'(x, y, z) =0 coincidiria con la grafica de. Ya puedes suponer que esto no es cierto
en general pues la mayoria de las “superficies” no son grafecamciones.

Consideremos ahora el caso general en que tenemos unatfwecitorialF : 2 — R de
clase€! definida en un abiert® c R*™™. Estamos interesados en estudiar el conjunto donde
se anuld, es decir, el conjuntdf = {x € Q : F(x) = 0}. Dicho conjunto esta determinado por
el sistema den ecuaciones:

fl(x1’x2»'"»xﬂ’xn‘i‘l""’xn-i‘m)
f2(x1’x2»---»xnsxn—i—lv---’xn—i—m) =

.............................. (3.31)
Jm(X1, X2, o, Xny  Xpts oo Xnkm) = 0

En Mecéanica estas ecuaciones se interpretan como “ligeldgue deben satisfacer las varia-
bles. Tenemos en total ligaduras que, intuitivamente, deben “atarhale las variables en el
sentido de que el valor de las mismas quede determinado paloelde las otrag. Por como-
didad, consideremos las Ultimasvariables. La pregunta que nos hacemos es si el sistema de
ecuaciones3;31) permite “despejar(x,+1, Xn+2, ..., Xn+m) €nfuncién dgx, x,, ..., xp,).
Para responder a esta pregunta lo primero que hacemogrgiguina estrategia ya conocida,
es localizar el problema. La siguiente notacion es comada:=s (xi,x3,...,x,) € R?y
Y= (V1. V2, ..., ym) €ER™ pondremosx,y) = (X1, X2,....Xn, Vs V2, .., Ym) ER?T™ es
decir, identificamo®R” ™ conR” x R™. Supongamos qu, b) € Q satisface el sistema de
ecuaciones3;31), es decii(a, b) = 0. Nos preguntamos si hay entornos abiertos; R” de
ay B C R™ deb, tales que para todoe A existe un Unicgy € B tal que(x, y) sea solucion de
(3.31). Cuando esto es asi, existe una funeidbn4d — B que a cadx € A hace corresponder
el Unicoy € B que verifica que es solucién d&.81), es decirF(x, ¢(x)) = 0. En tal caso,
también se tiene qu& N (4 x B) = {(x, ¢(x)) : x € A}, es decir, el conjuntd/ N (4 x B)

es la gréfica de la funciép.

El siguiente paso es linealizar el problema, esto es, sindéitfuncionF por su derivada en
(a,b) y trasladar el problema que nos ocupa a dicha derivada.t&frsisde ecuaciones lineales
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gue resulta escrito en forma matricial es:
Je(a,b).(x,y)' =0

Se trata de un sistema deecuaciones lineales cantm incognitas y lo que queremos saber es
si dicho sistema permite despejaen funcién dex. La respuesta es conocida: basta exigir que
el determinante de las tltimascolumnas de la matriZe(a, b) sea distinto de cero. Llamando
J1 la matriz de las primerascolumnas de/g(a, b) y J, ala matriz de las Ultimas columnas
tenemos que:

Je(a,b).(x,y) = Jix' + Ly =0¢=y' = —(J; L.J))x
Después de lo que antecede, el teorema que sigue es lo quese es

3.17 Teorema(de la funcién implicita). SeaF = (f1, f>,..., fm) : 2 — R™ una funcion de
clase€! definida en un abiert®@ c R”*"”. Sea(a,b) € Q tal queF(a,b) =0y

det( D+ fi(a,b)) 1<i<m # 0

1
1<j<m

Entonces existen un entorno abieild C Q2 de(a, b), un entorno abiertd/ dea y una funcion
¢ :U — R™ de clasec! tales que:

{(x.y)eW F(x,y) =0} = {(x.9(x)) : x €U}

Ademas, para tode € U se verifica que

det( Dy fi (X, 9(X))) 1<i<m #0

1<j<m

—1
Jo(X) = — ((Dn+jfi(X,(0(X))) 1s:‘§m) -(Djfi(X»<P(X)))isl‘§m

Isjsm <j<n

NYES

SiF es de clasé&* entonces es de clasé*.

Demostracion Definimos el campo vectoriad : Q — R”* por:

H(x,y) = (x.F(x,y))  V(x,y)eQ.

H es de clas€! y su matriz jacobiana efx,y) €  viene dada por:

Ian OnXm

JH(X’y): D]f](X,y) anl(X,Y) Dn-l—lfl(X»Y) D”+mf1(x’y)

Dy fm(x,y) ... Dy fm(X,¥)  Duy1fm(Xy) ... Dytm fm(X,Y)

Tenemos que:
det/n(x.y) = det( Dy fi(X.Y)) 1<i<m
<

m

1<i
1<j
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Por lo que defy (a, b) #0. Podemos aplicar el teorema de la funcién inversa al camgona!

H para obtener que hay un entorno abiertéide, b)=(a, 0), que podemos tomarlo de la forma
U x V dondeU C R” es un entorno abierto dey V' C R™ es un entorno abierto d¥ y
un entorno abierto déa,b), W C €, tal queH es un difeomorfismo de clag! de W sobre
UxV.

SeaG:U x V — W c R"*™ el difeomorfismo inverso del | . Teniendo en cuenta la
definicién deH, claramentes es de la forma:

G(x,z) = (x,a(x,2z)) V(x,z)eU xV
dondew : U x V — R™ es una funcion de clage!. Definimosg : U — R™ por:
¢(x) =a(x,0) vxeU.

La funciong es de clas€!. Para todx € U se tiene quéx, 0) U x V y G(x, 0) = (x, ¢(x)).
Porlo que(x, 0)=H(G(x,0))=H(x, ¢(x))=(x, F(x, ¢(X))), luegoF (x, ¢(x))=0. Observa
gue para todx € U se tiene quéx, ¢(x)) € W. Luego hemos probado que:

{x,y)eW :F(x,y) =0} D {(x,9(x)):xeU}

Supongamos ahora q@e,y) € Wy F(x,y) = 0. EntonceH(x,y) = (x,0 €U x V, luego
x e U y, por tanto(x, ¢ (x)) = G(x, 0) e W. Puesto quél(x, ¢(x)) = (x,0), y H es inyectiva
enW ha de sey = ¢(x). Hemos probado asi que:

{(x.y)eW F(x.y) =0} C{(x.9(x)):xeUj}.

Queda probado que:

{x.y)eW:F(x,y) =0y ={(x,9(x)) :xeU}
En particular, se tiene qug(a) = b.

Por el teorema de la inversa, tenemos que para tedp) € W es detl(x,y) # 0; en
particular, para tode € U es:

det/y (x, ¢ (x)) = det( Dy j fi (X, @(X))) 1<i<m # O

I<j<m

Paracada=1,2,...,myparatodax €U se verifica que:

fikx,@(x)) =0

Derivando esta identidad respecto a la varidblésima por la regla de la cadena, poniendo
¢ = (¢1,92.....0m), tenemos que:

Dy fi(x, 9(x)) + Z Dy+j fi(X, @(x)) Drgj(x) =0
j=1

Para cada valor fijodee U ydek = 1,2,...,n éste es un sistema lineal deecuaciones y
m incognitas: lasDy ¢; (x) paral < j < m. El determinante de la matriz del sistema es:

det( D+ fi (X, (X)) 1i<m # 0

1
1<j<m
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Y, por tanto, dicho sistema tiene solucion Unica que viermz geor:

-1
Dy (x) Dyt1/1(x,0(x)) ... Dpimf1(X,0(x)) Dy f1(x, 9(x))
Dy gm(x) Dyi1/m(X,0(x)) ... Dypimfm(X,0(x)) Dy fm (X, @(x))

Tenemos en total sistemas de ecuaciones, uno para cada valér€dd,2,...,n. Cada uno

de ellos tiene como solucion la columhaesima de la matriz jacobiang, (x). Las soluciones
de todos ellos podemos escribirlas matricialmente en tador

1
Jp(x) = — (( i fi(x. w(x)))1<,<m) AD; x9N <2

1<j<m <j<n

Finalmente, si la funcioff es de clas&€* esta propiedad se traslada a las funcidtes, « v,
por tanto, a la funcién implicita. O

3.18 Observacién.Con las notaciones usadas en la demostracion del teorema, 80 es
un entorno abierto dé,b), hay entornos abiertad; C R” deay B C R™ deb tales que
A1 xB C W.Comog:U — R™ es continua Y/ es abierto, el conjuntd=¢~'(B)NA4; esun
entorno abierto da. Para todx € A tenemos que(x) € B por lo que{(x, ¢(x)):x €A} C

A x B. AdemasAd x B C W. Deducimos facilmente que:

(AxB)NF10)={(x,y)ed x B:F(x,y) =0} = {(x,p(x): x4}

En la practica el teorema de la funcién implicita se aplickadarma que te explico en los
siguientes ejemplos.

3.19 Ejemplo. Comprueba que la ecuacién
xyz+senz—6)—2(x+y+x2y?) =0
define az como funcion implicita déx, y) en un entorno dél, 1), conz(1, 1) =6. Comprueba
que(1, 1) es un punto critico de la funcian= z(x, y).
Solucién Pongamos/(x, y,z) = xyz + sen(z — 6) — 2(x + y + x2y?) que tiene derivadas

parciales continuas de todo orden. Tenemo exy-i—cos(z 6), porlo quea—(l 1,6)=

2 #0. Como, ademasf (1, 1,6) = 0, el teorema de la funcién implicita garantiza que hay una
funcién con derivadas parciales continuas, y) — z(x, y), definida en un entornd/, de
(1,1) tal quez(1,1) =6,y

f(x,y,z(x,y)) =0 paratodo(x, y)eU.

Derivando esta identidad tenemos que:

0 af d d
—f—i— J 9z 2—2(1+2xy2)+(xy+cos(z—6))—Z=0
dx 3z dx dx
d af 0z d
—f—i- / 2—2(1+2x2y)+(xy+00§z—6))—2=0
dy = 0z By ay
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Donde las derivadas parciales de la funcion implicitaz(x, y) estan calculadas en un punto
(x,y) € U y las de f estan calculadas en el punte, y, z(x, y)). Haciendox = y =1,

z=1z(1,1) = 6, en las igualdades anteriores, se obtiene§|€del, 1) = a—Z(l, 1) =0, esto es,
X v

(1,1) es un punto critico de = z(x, y). ¢

El ejemplo anterior es todavia demasiado explicito, nos diay claramente lo que hay
que hacer. Lo mas frecuente es que nos encontremos comiegrenmo el siguiente.

3.20 Ejemplo. Sabiendo que
ycogxz) + x3€Y —z+1=0 (3.32)

Calculag—z(x, y) Yy particulariza para el puntox, y) = (0, 0).
X

Solucién. En un ejercicio como este lo mas facil es que en la igual@a&P)(sustituyas men-
talmentez = z(x, y) y la veas como

ycos(xz(x,y)) + X EEY _(x, ) +1=0 (3.33)

es decir, supones que has calculado para valoresede dados la solucion respectazale la
igualdad 8.32). Esta solucion (que de hecho no es posible expresar de fopliaita, esto es,
gue no puede calcularse) la representamos par(x, y) y es la funcién implicita definida por
la igualdad 8.32) (el teorema de la funcién implicigue es un teorema de existengerantiza
gue dicha funcioén existe cuando se cumplen las hipétesismdeho). Ahora derivamos en la
igualdad 8.33 respecto a para obtener

0 p 5
-y Sen(XZ(x, y)) z(x, y) + X—Z(x, v) )+ 3x2 ez(x,y)y +x3y—z(x, ) ez(x,y)y __z(x, D=0
ox ox o
de donde
yz(x,y)sen(xz(x,y)) — 3x2 ey
3y ey Zyx psen(xz(x, y)) — 1

0z
a(X»J/) -

Naturalmente, esta igualdad tiene sentido siempre quenehdeador de la fraccion sea
distinto de cero. Puedes comprobar que si llarnfigs, y,z) = ycogxz) + x3 e —z + 1
entonces la igualdad anterior es precisamente

af
—o, (X090
X

f
a_Z(x’y,Z)

calculada en el puntéx, y, z(x, y)). Para(x, y) = (0,0) se tiene que (0, 0) viene dado por
la ecuacién que se obtiene haciende= 0 e y = 0 en la igualdad .32 de donde se sigue
z(0,0) = 1. Ademas

af af

5(0,0,2(0,0)) = 5(0,0, )=—-1+#£0

Por lo que

0z 0
—(0,0)=— =0
ax( ) -1

¢
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Ejercicios propuestos

148.

149.

150.

151.

152.

153.

154.

155.

156.

Particulariza el teorema de la funciéon implicita:
a) Para campos escalares de dos y de tres variables.
b) Para funciones vectoriales Bé enR? y para funciones vectoriales @& enR2.

Calcula las derivadas parciales de primer orden de la foncig z(x, y) definida im-
plicitamente poryz* + x2z3 — 7 =0. Particularizar para el puntox, y) = (1,0).

Calcula las derivadas parciales de primer orden de la fanciéz(x, y) definida impli-
citamente pot3 + z €* + cosy = 0.

Calcula las derivadas parciales de primer orden de la fanciéz (x, y) dada implicita-
mente por3x2y? +2z2xy —2zx3 +4zy3 —4=0, en el puntq?2, 1) siendoz(2, 1) =2.

Supongamos que la igualdad
y+z z2
f g(t)dr + f h(t)dt =0
Xy 3x+y

dondeg y & son funciones reales derivables, defire@mo funcién implicita dex, y.
Calcula las derivadas parciales de primer orden gez(x, y).

Sabiendo queg es una funcién continua cgn(0) = 3, justifica que
xy
f g(H)dt +x%2y =0
x2—1

define ay como funcién implicita dec en un entorno del puntd, 0). Calculay’(1).

Supongamos que la iguald&ix, y, z) =0 determina implicitamente funciones diferen-
: dx dy 0
ciablesx = x(y,z), y = y(x,z), z = z(x, y). Probar quei—y—z =—1.
dy 0z dx

Calcula la derivada de la funcign= y(x) definida implicitamente por
xY +3x2-2y? =2y =0

Particularizar para = 1 sabiendo que(1) = 1.

Calcula la derivada de la funcign= y(x) definida implicitamente por
ylog(x? + y?) —2xy =0

Particularizar para = 0 sabiendo que(0) = 1.
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157.

158.

159.

160.

161.

162.

163.

SeaF = (u,v) : @ — R? un campo vectorial de clasé! en un abierto c R?
cuya derivada no se anula €n Supongamos que satisface las ecuaciones de Cauchy-
Riemann erf2, es decir, que para todo purto, y) € Q2 se verifican las igualdades:

du v ou v

g(x,y) = @(MJ’)» 5(?6&) = —g(x,y)
Prueba qué es un difeomorfismo local en. Si, ademask- es inyectiva, prueba que su
inversa también satisface las ecuaciones de Cauchy-Rmeman

Justifica la existencia de una funcigrde claséc® definida en un entornt’ de cero en
R con valores erR tal que:

1—g(x)e* +x e =0 VxeU
Calcula el polinomio de Taylor de segundo orderpdEnx = 0.
Prueba que las ecuaciones:
xy5 —i—yu5 +zv° = 1
Xy +yu+zv = 1
definen az y av como funciones implicitas dex, y, z) en un entorno dé€o, 1, 1, 1, 0).
0 02
Calcula22(0,1,1) y 220, 1, 1).
dy dy?

Justifica la existencia de abiertos difeomorfby B de R? verificando que(l, 1) € 4,
(0, 1) € By que para cadérx, y) € A existe un Unicdu, v) € B tal que:

xe+ye’ = 1+e

ue+ved = e

Calcula la matriz jacobiana dn, 1) de la aplicacion(x, y) — (u(x, y), v(x, y)).
Calcula la matriz jacobiana €0, 1) de la aplicacion(u, v) — (x(u,v), y(u, v)).

Seaz = z(x, y) la funcién dada implicitamente por

3x2y? +22%xy —2zx% + 423 —4=0.

0%z

Calcula
axay

en el punto(2, 1) siendoz(2,1) = 2.

Comprueba que la ecuacion
xyz+senz—6)—2(x+y +x2y2) =0

define az como funcion implicita dex, y) en un entorno dél, 1), conz(l,1) = 6.
Comprobar quél, 1) es un punto critico de la funcién= z(x, y) y estudiar si se trata
de un maximo relativo, minimo relativo o punto de silla.

Seaz = z(x, y) la funcién dada implicitamente popz* + x2z3 — €*¥? =0. Calcula
02z

en el punto(x, y) = (1, 0).

axay
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164.

165.

166.

167.

168.

169.

170.

Calcula y clasifica los puntos criticos de la funcide: z(x, y) definida implicitamente
por laigualdad2x? +2y2 +z2 +8xz—z + 8 =0.

Prueba que es posible despejar de manera difereneigbbeen funcion dex, y, z en las
ecuaciones:

2,2

xy? 4+ xzu 4+ yv?> = 3
w3xy +2xv—uv? = 2

0 d
Enunentorno déx, y,z) =(1,1,1) y (u,v) = (1, 1). Calculaa—u(l, I,1)y a—v(l, 1, 1).
A A

Justifica que existen dos campos escalares de €1%se y v definidos en un entorno
abiertoU del punto(1, —1) verificando que«(1,—1) = v(1,—1) = (1,1) y para todo
(x,y)eU:
X3+ +ux ) —vix,y)? = 0
{ x2 + 2 —2u(x, y)v(x, y) =0

Sea(s,t) — f(s,t) un campo escalar de clag? definido en un entorno abierto de
2

(1.1) y definamosi(x, y) = f(u(x.y).v(x.y)). Calcula 8‘1(;;
le(l’ 1) =2, D2f(17 1) =2, D12f(1, 1) =—1.

Seaf : R* — R3 el campo vectorial definido por:

(1,—1) sabiendo que

f(X,y,Z) = (X —X), Xy —XyZ,XyZ)

SeaQ={(x, y,z) eR? : xy # 0}. Justifica que2 es abierto y quées un difeomorfismo
de © sobref(£2). Calcula la matriz jacobiana del difeomorfismo inverso empweito
(0,0,1).

Prueba que hay un abiertd C R? con(1,0) e U y un difeomorfismd = ( /1, f>) deU
sobreV = f(U) que verificaf(1,0) = (0, 1) y para todo(x, y) e U:

{ X2 fi(x,y) +2yfo(x, »)* + xy =0
VA )2 431, p) ralx,p) + falx,y)xE = 1

Justifica que las igualdades:

xu—yv+etcosvy = 1
Xv+yu+eserw = 0

definen localmente ay av como funciones de e y en un entorno d€0, 0) en el cual

se verifica uea—u = ov ., du = ov
q ax_ayyay_ ax’

Sead = {(x,y.z)eR3:x =y v y =z v z = x}. Prueba qued es un conjunto ce-
rrado y que la funcior : @ — R3 dada por:

f(x’yaz)z(X+y+2,xy+yz+zx,xyz)
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171.

172.

173.

174.

3.4.

es un difeomorfismo local e = R3\ 4.

Seah : R?® — R dada pori(u,v, w) = u + €’ 4+ senw. Prueba que existe un abierto
U c R3con(0,-1,0) € U y un campo escalag : U — R de clase€! enU con
2(0,—1,0) =1 + e ! tal queg o f = h. CalculaVg(0,—1,0).

Prueba que las igualdades:

xe +yu—u> = 0
ycosv +x2—u? = 1

definen au y a v como funciones implicitas de e y en un entorno del punt@, 1)
siendou(2, 1) =2, v(2, 1) = 0. Calcula las derivadas parciales de segundo orderete

(2,1).

SeaF : R” — R” un campo vectorial de clas@! y supongamos que hay un nimero
p < 1tal que para toda € R” es||DF(x)| < p. SeaG : R" — R” el campo vectorial
definido para todx € R” por G(x) = x + F(x). Prueba qué& es un difeomorfismo de
R” sobreR”.

SeaF:R” — R” un campo vectorial de clag! y supongamos que para todogsy € R”
se verifica que:

Ix =yl < [Fx) —F)]

Prueba queDF (a) es invertible en todo puntme R”, queF (R”) es cerrado y quE es
un difeomorfismo d&®” sobreR”.

Seaf : R — R una funcion de clas€! enR y supongamos que hay un nimerc: 1
tal que| £/ (¢)| < « para toda e R. DefinamodF : R? — R? por

Fx.y) =&+ /).y + f(x)

Prueba qu& es un difeomorfismo d&? sobreR?.

Variedades diferenciables efR”

La palabra‘variedad” se usa en matematicas para describir espacios topoldgieds-q
calmenteson parecidos al espadk¥ con la topologia de la norma para algtia N llamado la
dimensiérde la variedad. Como ya habras estudiado en la asignatu@pdéogjia |, el concep-
to de identidad matemética entre espacios topoldgicos des rbmeomorfismo: dos espacios
topolégicos sohomeomorfoguando entre ellos existe una biyeccién continua y con saver
continua. Una tal biyeccion se llama bomeomorfismaRecuerda también que todo subcon-
junto no vacio,M, de un espacio métric@E, d) se considera siempre como espacio métrico
con la distancia inducida, y también como espacio topotbgan la topologia dada por dicha
distancia en la cual los abiertos son los abiertos relativiwersecciones de los abiertos del
espacio totalE con M . Esta topologia se llama tapologia inducidaen M o la topologia
relativade M.
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SiA c R"y B c R son conjuntos no vacios, diremos que $mmeomorfossi lo
son como espacios topoldgicos con las respectivas topslaglativas, es decir, existe una
biyecciéono : A — B continua cuya inversa también es continua. Una tal biyac@dando
existe, se llama uhomeomorfismode 4 sobreB.

Ejercicios propuestos

175. Prueba gue todas las bolas abiertas en un espacio no(iald) son homeomorfas a
la bola abierta unidadB (0, 1), y que ésta es homeomorfaka

176. Prueba que la esfera euclidea unidadRémo es homeomorfag?.

Consideremos, pues, un conjunto no vakfoC R”. Dicho conjunto es un espacio topo-
l6gico y serdlocalmenteparecido al espaci®* si para todo punta € M existe un abierto
relativo V, C M que lo contiene que es homeomorfi4. Como toda bola abierta & es
homeomorfa &*, y la restriccion de un homeomorfismo sigue siendo un homg@mmm, no
se pierde nada, y se gana agilidad en la exposicion, si enevexigir quel, sea homeomorfo
aR* exigimos que sea homeomorfo a un abiérta RX. Supongamos, pues, quel — V,
es un homeomorfismo. Podemos interpretar Gues un mapa “plano” que representay g
es la aplicacion que lleva cada punto de dicho mapa a su porrgiente er¥,. Digamos que
lo que hace la aplicaciép es “curvar y pegar” el mapa plarid sobre un trozd’, de M .

También queremos que nuestras “variedades” tengan unciegpagente” en cada punto
gue tenga la misma dimensién que la variedad. Para ello varexrigir quep sea al menos de
clase€! y que su diferencial tenga rangoen todo punto. Naturalment®, sera de la forma
Va = Wa N M dondeW, es un entorno abierto deenR”.

3.21 Definicién. Un conjunto no vacia C R” es unavariedad (diferenciable de clasé?,

1 < g < 00) de dimensionk (1 < k < n) si para todo punta € M hay un entorno abierto
Wa C R”" dea, un abiertoU ¢ R* y una aplicaciénp : U — R” (de clasef?, 1 < ¢ < 00)
tal que rangd, (u) = k paratodarc U y p es un homeomorfismo dg sobreW, N M.

Diremos que un pafp, U) en las condiciones de la definicion anteriomues carta local
de M ena. El par(p~!, p(U)) se llama ursistema de coordenadas localésis coordenadas
de un puntx € p(U) son las coordenadas cartesianagdé(x). Esta terminologia no es uni-
versal y muchos textos llaman “carta local” a lo que hemaosdido “sistema de coordenadas
locales”. Tanto da, pues conoogs, U) es lo mismo que conocép !, p(U)). También se
dice que el pafg, U) o la aplicacione es ungparametrizacion localde M ena. Una para-
metrizacion(p, U) tal que la aplicaciégp~! sea una proyeccion encoordenadas, es decir,
o (X1, X2, Xn) = (Xiy, Xig, - .., X, ) dondel < iy < iy < ... < ig <n, se llama una
parametrizacion cartesiana

Las expresiones escritas entre paréntesis en la definiciéria se sobrentenderan en todo
lo que sigue: nuestras variedades seran siempre de@fasen1 < g < oco.

Las variedades de dimension 1 se suelen llacuavas regularesy las de dimension 2
superficies regulared_as variedades de dimensian- 1 que estan eiR” conn > 3 suelen
llamarsehipersuperficies
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Con el convenid®?® = {0} (espacio vectorial nulo), puede incluirse en la definicidtedor
el casok = 0.

Ejercicios propuestos

177. Prueba que las variedades de dimensi@ontenidas efR” son los conjuntos abiertos
deR”.

178. Prueba que las variedades de dimensiéon 0 son conjuntos tis@isiados.

En lo que sigue, para no caer en los casos extremos congiderados ejercicios anterio-
res, se supondra que< k < n.

En la definicién3.21las variedades aparecen como subconjuntd®”dgue localmente son
imagen homeomorfa de abiertos B& mediante homeomorfismos diferenciables de rdngo
Podemos dar ejemplos sencillos de variedades.

3.22 Ejemplo. Seap : U — R” una funcién vectorial de clad®? en un abiertd/ c R tal

que rangdy, (u) = k para todou € U y p es un homeomorfismo d& sobrep(U). Entonces
#(U) es una variedad de clag¥ y dimensionk. Se dice que dicha variedad esta globalmente
determinada por la parametrizacign

En particular, sU ¢ R¥ es abierto y¥: U — R”~¥ es una funcién de clag®?, entonces
la aplicaciong : U — R” dada porp(u) = (u, F(u)) para todou € U, es de clasé&?,
ranga/,(u) = k para todou € U y es un homeomorfismo d& sobrep(U). Por lo que
el conjuntop(U) = {(u,F(u)):uelU} C R" es una variedad de cla¥? y dimensiénk.
Observa que dicha variedad es la grafic& gegueg es una parametrizacion cartesiana global
de la misma. ¢

El ejemplo anterior nos dice que la gréfica de toda funcionake? es una variedad de
claset?. Veremos enseguida que toda variedatbealmentda grafica de una funcion.

El teorema de la funcion implicita nos dice que el conjuntaddéose anula un campo
vectorial diferenciable de rango maximo es localmente uafiog funcional y proporciona
interesantes ejemplos de variedades.

Seguiremos aqui los convenios de notacién que usamos eoreiz de la funcién im-
plicita: haremos la identificacidR” = R¥ x R”%. Una expresion de la forma,y) donde
x eR¥, y eR"* se interpreta como un vector B& cuyas primeras componentes son las de
X y cuyas Ultimas: — k componentes son las ieNotaremos porr; : R” — RX |a proyeccién
en las primerag coordenadas, esto es,(x,y) = x. Notaremos porr, : R” — R”~¥ |a pro-
yeccion en las ultimas—k coordenadas, esto es,(x,y)=y. Observa que estas proyecciones
son aplicaciones abiertas.

3.23 Proposicién. SeaF : © — R”~* una funcién de clas€? en un abiertod2  R”. Sea

M ={xeQ:F(x)=0}

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Andlisis Matematico Célculo Diferencial enR”



Variedades diferenciables eR” 86

y supongamos quenga/r(x) = n — k para todox € M . Entonces se verifica que es una
variedad de clas&€? y dimensiork. Se dice que la variedadl/ estd determinada pdf y que
F(x) = 0 son lasecuaciones implicitasle la variedad.

Demostracion Seax, € M. Entonces=(x() = 0y ranga/g(xo) = n — k. No es restrictivo
suponer que las Ultimas— k columnas de la matriZr(x() son linealmente independientes
Pongamoa = 7;(Xx), b = m,(Xx¢). El teorema de la funcién implicita nos dice que hay un
entorno abiertd¥yx, C Q dexy = (a,b), un entorno abiertd/ C R* dea y una aplicacién de
clase€?, ¢ : U — R"* tal que:

{XEWXO:F(x)=0}=WXODM={(u,(p(u)):ueU}

Basta tener en cuenta ahora que la aplicagiéty — R” dada pogo(u) = (u, ¢ (u)) para todo
u e U, es de clas&€?, rangd/, (u) = k para todan € U y es un homeomorfismo dé sobre
Wx, N M. O

3.24 Proposicion.SeaM C R”. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) M es una variedad de clas®? y dimensionk.

b) Para todo punta € M existen, previa una reordenacion de las variable®é&nentornos
abiertosW, c R” dea, U C R¥ dex(a), y una funciénp : U — R"* de clasec? tal que
Wan M ={(u,@)):uel}.

c) Para todo puntoa € M existen, previa una reordenacion de las variablesh
un entorno abiertoGa C R” dea y una funciénF : Ga — R”"* de clase®? tales que
rango/g(x) =n — k paratodox e G, y

Ga N M ={x Gy : F(x) =0}

Se dice que la funcioR determina localmentea M ena y también qué=(x) = 0 son las
ecuaciones implicitas localede M ena.

Demostracién Probaremos que)=—b). Seaa € M . Por hipétesis hay un abierd c R¥,
una aplicacionp : Q — R” de clase€? tal que rangdy,(u) = k para todou € 2, o es un
homeomorfismo d& sobrep(2) C M y () es un entorno abierto relativo deen M .
Seau € Q tal quegp(ug) = a. Como rangd,, (ug) = k, reordenando las variables si fuera
preciso, podemos suponer que las primérdas deJ,, (uo) tienen determinante distinto de
cero. Esto es tanto como decir que la aplicagignr= 7, o p : 2 — R¥, cuya matriz jacobiana
esta formada precisamente por las primérditas deJ, (uy), verifica que defy,, (ug) # 0.

El teorema de la funcién inversa afirma que hay un entorn@stabl’ C Q deugy U de
p1(ug) = mq(a) tal quegp, |y, : V — U es un difeomorfismo de cla&? de V sobrelU.

Seapl—‘}, :U — V el difeomorfismo inverso dg,|;-. Observa que lo que hace este difeo-
morfismo es invertir las primerasfunciones componentes ge Definamosh : U — R” por

h(w) = (9]} @)

1Esto siempre puede conseguirse componighdon una conveniente permutacién de ejeR&n
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Pongamog, =, 0 : 2 — R” con lo que para todoe Q esp(u) = (p; (1), 2 (u)).

Paratodan e U es:
h) = p(p;), W) = (1 (P, W), P2(97), @) = (U, P2(p]}}, (W)

El conjunto h(U) = p(pl_'%,(U)) = p(V) es un entorno abierto el de p(uy) = a por lo
que hay un abiertd/, C R” tal quep(V)=Wa N M.

Definamosp : U — R”* pore(u) = (p; o g,)l_‘%,)(u). Dicha aplicacion es de cla&¥ vy:
h(U)={h(u):ueU}={(u,@)):ucl}=W,N M (3.34)

Probaremos qué)=c). Dadoa € M, por hipétesis, previa una reordenacién de las va-
riables enR”, existen entornos abiertd¥, c R” dea, U C R¥ de(a), y una funcién
¢:U — R" ¥ de clasec? tal queW, N M ={(u, @(u)) :ucU}. SeaGy = Wa N (U x R"7¥)

y definamod : Gu — R" ¥ por F(x) = 7,(x) — ¢(7; (x)) para todax € G,. Observa que:

F(x1,x2, ..., xn) = (X1 — Crr1 (X1, oo o3 XE) s oo oy X — (X1, -0 XE)).

Deducimos que rangk (x) =n — k para toda € G,. Ademas, para tode e G, N M se tiene
quex € W, N M por lo quex = (u, ¢(u)) para algiru € U por lo que

F(x) =F(u,¢u)) =¢u) —¢()=0

Reciprocamente, sie G, y F(x) = 0 entoncest;(x) =ueU y m,(x) = =¢(u) por lo que
X = (m1(X), 12(X)) = (u, @(u)) € M. Hemos probado asi qué, N M ={x G, : F(x) = 0}.

La implicaciénc¢) = a) es consecuencia de la proposici®®23y del caracter local del
concepto de variedad. O

Observa que la funcioh: U — R” definida en la demostracion anteribtn) = (u, ¢ (u)),
es una aplicacién de cla®¥! y ranga/y(u) = k para todan € U. Ademash es una biyeccion
continua de/ sobreW, N M cuya biyeccion inversdu, ¢ (u)) — u, es la proyeccion en las
primerask-coordenadas vy, por tanto, continua. Esto es, el(lpal/) es una parametrizacion
cartesiana local d&/ ena. Hemos probado asi el siguiente resultado.

3.25 Corolario. Toda variedad tiene parametrizaciones cartesianas enteleo de cada uno
de sus puntos.

Hemos visto que una variedad C R” de dimensionk puede venir dada (localmente)
por medio de sus ecuaciones paramétricas, es decir comadginte una parametrizacion, o
por medio de sus ecuaciones implicitas, es decir como elictinfe puntos donde se anula
una funcién de:x variables yn — k componentes y de rango maximo. Es instructivo considerar
los casos mas simples de variedades: los subespacios adifes €omo debes saber, un
subespacio afin de dimensigérde R” puede venir dado por sus ecuaciones implicitas:

apXy +apxy +--+aipXn = 1
azixi +a22x2+---+a2nxn = Co
Ap—k1X1 + dp—f2X2 + "+ dp—knXn = Cp—k
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Dichas ecuaciones representan la interseccion dek hiperplanos y deben ser linealmente
independientes, es decir, el rango de la matriz de los ceefas del sistema debe ser igual a
n — k. DefiniendoF : R” — R"~¥ por:

n n n
F(xi, x2,...,x,) = Zaljxj — ¢, Zazjxj —Cy,..., Zan_ijj — Cp—k

Se tiene quéd- es de clas&e®® y su matriz jacobiana, que es la matriz de los coeficientes
del sistema, tiene rango maximo- k, y el subespacio afin viene dado globalmente como el
conjunto de los ceros de

Si en la situacién anterior suponemos que las Ultimask columnas de la matriz de los
coeficientes del sistema son linealmente independienteenpos resolver dicho sistema y su

solucion, poniend® = (a;7)1<i<n—k: B = (@ij) 1<i<n—k Y ¢ = (c1.¢2,. ... cy—k), €StA dada
1<j<k k+1<j<n
por:
t —1.t -1 t
(Xk+1> Xk +2,---,Xp) =B e’ =B .A.(x1,X2,...,Xk)
Poniendo

(X1, X2, .., x,) = (xl,xz, ... ,xk,B_l.ct — B_I.A.(xl,xz, ... ,xk)t)

se tiene quey : R¥ — R” es una parametrizacién que determina globalmente al satiesp
afin. Observa que la imagen ge¢R¥) viene dada en funcién de los pardmettgsxs,., . . ., xx
gue toman valores reales cualesquiera.

A la vista de estos ejemplos, queda claro que el conceptoramiad que hemos definido
refleja una vez mas la idea de “linealizacion” basica delutdldiferencial.

3.5. Espacios tangente y normal

En lo que siguef C R” sera una variedad de dimensibiil <k < n), clase€9yaec M
un punto delM .

Se dice qua € R” es unvector tangentea M ena si existe una curva contenida &,
v:]—§,8[— M, que pasa pat, Y(0) = a, y que tiene tangente encon direcciénu, Y'(0) = u.

Se define ekspacio tangentea A ena como el conjunto de todos los vectores tangentes
aM ena. Lo notaremoss(a) y veremos enseguida que es un subespacio vectoria? de

La variedad afim 4+ Tz (a) se llamavariedad afin tangentea M ena (recta tangente si
k =1, plano tangente g = 2, hiperplano tangente gi=n — 1).

El complemento ortogonal éR” del espacio tangente @ ena, que notaremoﬁ“ﬁ(a),
se llamaespacio normala M ena:

Ti; (@) = {xeR":(x|u) =0, Yue Ty (a)}

La variedad afim + Tﬁ(a) se llamavariedad afin normal a M/ ena.

Cuando se conoce una parametrizacion o las ecuacionegitamlijue representan local-
mente aM ena es muy facil calcular los espacios tangente y normal.
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3.26 Proposiciéon. SeanF(x) = 0 las ecuaciones implicitas locales dé ena y (¢, 2) una
parametrizacién local d&/ ena congp(c) = a. Entonces se verifica que:

T (a) = Ker DF(a) = Im Dgp(c)

Demostracién Como las matrices jacobianas Ee g tienen respectivamente rango- k y
k, los espacios vectoriales KB-(a) e Im Dg(c) tiene dimensiérk. Bastara, por ello, probar
que:

Im Dp(c) C Tyr(a) C Ker DF(a)

Seah € Im Dgp(c) y seav € R tal que Dp(c)(v) = h. Sead > 0 tal que el segmento
Jc —dv,c + év[C Q ydefinamos:]—§,8[— M porv(t) = p(c + tv). Tenemos que(0) = a
yY’(0) = Dp(c)(v) = h. Lo que prueba quk € Ty, (a).

Sea ahora € Tys(a) y seay:] — 8, 5[— M una curva corr(0) = a y Y'(0) = u. Tomando
§ suficientemente pequefo para que la curesté contenida en la parte dé determinada
por F se tiene que (1) = (F o Y)(¢) = 0y por tantoo’(0) = DF(a).u = 0, lo que prueba que
ucKer DF(a). O

La proposicion anterior tiene una simetria que merece chastai representamos local-
menteM ena de forma implicita por loserosde una funciér-, entonces el espacio tangente
Ty (a) viene dado por loserosde DF(a); y si representamos localmenté ena como la
imagende una parametrizaciép, entonces el espacio tangeriigy (a) viene dado como la
imagende Dg(c) siendog(c) = a.

3.27 Corolario. SeanF(x) = 0 las ecuaciones implicitas locales d¢ ena y pongamos
F=(F,F,,...,F,_;),ysea(p, Q) una parametrizacion local d&/ ena congp(c) =ay
pongamosp = (g1, 2, . . ., £n). Entonces se verifica que:

a) Los vectores fila de la matriz jacobiada(a), es decir, los vectoreg F; (a), 1 <i <n—k,
forman una base d?EA%I (a) y la variedad afin tangente & ena viene dada por:

a+ Ty(a)={xeR":(VF(a)|x —a)=0, 1 <i<n—k} (3.35)
Naturalmente, el espacio afin normalld ena viene dado por:
n—k
a+Ty(a)={xeR":x=a+ )Y wVFia). weR, 1<i<n—k (3.36)

i=1
b) Los vectores columna de la matriz jacobiahg(c), es decir, los vectores:
Djp(c) = (Djpi(c), Djpa(c)..... Djpn(c))  1<j<k
son una base del espacia, (a) y la variedad afin normal @/ ena viene dada por:
a+ Ti(a) = {xeR":(Djp(c)|x —a) =0, 1 < j <k} (3.37)
Naturalmente, el espacio afin tangentd&aena viene dado por:

k
a+Ty(a)={xeR":x=a+) A;Djp(), LeR, 1<j<k (3.38)
ji=1

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Andlisis Matematico Célculo Diferencial enR”



Espacios tangente y normal 20

Observa que3;.35 y (3.37) son, respectivamente, las ecuaciones implicitas de iedaat
afin tangente y del espacio afin normal, mientras Gu&q( y (3.38 son, respectivamente, las
ecuaciones parameétricas del espacio afin normal y de kdaatiafin tangente.

Ejercicios propuestos

179.

180.
181.

182.

183.

184.

185.

186.

Comprueba que las rectas y planos tangentes a curvas Yy sigsedstudiados en la
seccién 2.2 son casos particulares de los resultados tgEnpeaa variedades.

Interpreta en el contexto de la teoria de variedades losi@s 99— 103

Prueba que cada uno de los siguientes subconjunt®s’ @s una variedad y calcula el
espacio afin tangente y normal en el puftgue se indica.
2 2 2
ayM = (x,y,z)]R3:x—2+y—+Z—=1 , P=(a,b—c).
a b2 (2

b) M = {(x,y,z)]R3 IZ=X2—y2}, P =(0,0,0).

1\2 1
c)M:{(x,y,z)]szRJr:x2+y2+22:1 A (X_E) +y2:1}, P=(0,0,1).

)M ={(x. 0. 9B (VAT + 2 =22+ 22 =1, P=(3,0,0),

Prueba queV = {(x,y.z)eR*:x? + y? —2z2=0 A x + y + z =1} es una curva
regular y calcula su recta tangente(énl, —1).

Prueba qué/ = {(x,y,z)eR?:x? + > +z2 =1 A z = xy} es una curva regular y
calcula su recta tangente énb,c)e M.

Prueba que la esfera euclidea unidadRén
S" = {xeR": x|, =1}

es una variedad de dimensién- 1 y calcula el hiperplano tangente y la recta normal en
un puntoa e S”~ 1.

SeanM C R"y N C R™ variedades ¥ : U — R™ una funcion de clas€! en un
abiertoU > M tal quef(M) C N. Prueba quedf(a)(Tys(a)) C T (f(a)).

Calcula bases del espacio tangente y del espacio normapentel(0, 1, 1, 0) del toro:

M = {(Xl,x2,X3,X4)ER4 :x12 +x§ =1A x§+xi = 1}
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3.6. Extremos condicionados

En la teoria de extremos relativos se supone que las varipbéglen tomar valores en cual-
quier punto de un conjunto abierto, es decir, puetieoverse libremente’en dicho conjunto.
En muchos, por no decir que en la mayoria, de los probleméesries variables no tienen
tanta libertad y estan obligadas a satisfacer ciertas comgis que en Fisica suelen llamarse
“ligaduras” . Por ejemplo, supongamos que un movil se mueve en una €udada por la
interseccion de dos superficies; para cada puntg, z) € I" la energia cinética del movil vie-
ne dada por una funcién conocigdx, y, z) y queremos calcular los puntos de la trayectoria
donde dicha energia es maxima o minima. En esta situaciéad@blesx, y, z no son libres
sino que deben satisfacer la condicién y, z) € I'. Otro ejemplo; supongamos que la tempe-
ratura en un puntdx, y, z) de la superficie terrestre viene dada por una fund@ién, y, z) y
gueremos calcular los puntos de mayor y menor temperatagai. |As variables tampoco son
libres pues deben verificar una condicion de la fosdar y2 4 z2 = R? dondeR es el ra-
dio de la Tierra. Igualmente, en problemas de optimizaceonastes o beneficios las variables
estan siempre sometidas a restricciones que dependenambdisiones de produccién o del
mercado.

Es importante que comprendas la diferencia entre un pr@bbiErextremos relativos “li-
bres” y un problema de extremos condicionados. Considesiguikente ejemplo.

3.28 Ejemplo. La funcion f(x, y) = xy e*’+7% tiene un dnico punto critico, el origen, que
es un punto de silla. Por tanto dicha funcién no tiene exteeratativos erR?. Supongamos
que imponemos a las variables la condicié+ y? = 1 y queremos calcular el maximo valor
de f(x, y) cuando se verifique que? + y? = 1. Fijate en que el problema es completamente
distinto. Ahora solamente nos interesan los valores qua tarfuncionf(x, y) en el conjunto

Kz{(x,y)eRZ:xz—i—yz:l}

Sabemos que dicho conjunto es un conjunto compacto; adenidscion f° es continua, por
tanto podemos asegurar, de entrada, que tiene que haberpalgto(a, ) € K en el cual la
funcion f alcanza su mayor valor ek (y tiene que haber otro donde alcance su menor valor
en K). Calcular dicho punto es, en este caso, muy sencillo pues(pay) € K se tiene que
f(x,y)=-exy.Como pardx, y) € K se tiene que = =+ 1 — x2? y los valores negativos de

f no nos interesan porque queremos calcular el mayor valotogue enk, se sigue que

méx{f(x,y):(x,y)eK}=méX{ex l—xZ:OSxSI}

Nuestro problema se ha convertido en algo que ya sabes balmidar el maximo absoluto de
la funcion/Zi(x) = ex+'1 —x2para0 < x < 1.

Por cierto, por la desigualdad de las medias se tiene que:

1
xV1—x2=,/x2(1—-x2 sz

Y la igualdad se da si, y sélo si> = 1 — x?, esto es enx = l/ﬁ se alcanza el maximo
absoluto def en K. ¢
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De hecho, ti has resuelto ejercicios de extremos condidiznaunque puede que no seas
consciente de ello. Por ejemplo, seguro que alguna vez saslte el siguiente ejercicio.

3.29 Ejemplo. Entre todos los rectangulos cuyo perimetro es igual a 1@lealel que tiene
area maxima.

Este ejercicio puedes plantearlo como sigue. Sea y) = xy la funciéon que da el area de
un rectangulo cuyos lados tienen longitudes y. Se trata de calcular el maximo d#x, y)
cuando las variables verifican la condicin+ 2y =16. Por tanto, es un problema de extremos
condicionados. Seguro que ahora recuerdas algunos ogrofcijs parecidos a este que has
hecho sin saber que estabas haciendo problemas de extrentici@anados. La razén es clara:
la condicidén que nos dan es tan sencilla que permite despgarariable en funcion de la otra,
y = 8 — x, con lo que nuestra funcién se convierte en = x(8 — x) y el problema queda
reducido a calcular el mayor valor d€8 — x) cuando0 < x < 8.

Por cierto, por la desigualdad de las medias se tiene que:

Vx@8—x)<4

Y laigualdad se da si, y solo si,= 8 — x, esto es erx = 4 y el rectangulo de &rea méxima es
el cuadrado. ¢

Los ejemplos anteriores ponen de manifiesto lgggproblemas de extremos condiciona-
dos de funciones de dos variables en los que puede utilifarsendicion que nos dan para
despejar una variable en funcion de otra, se reducen facitsma problemas de extremos de
funciones de una variahléero supongamos ahora que cambiamos la condicién dellej@dmp
por la siguiente:

x—e +y+e +sin(l +xy)=2

La cosa se complica porque ahora es imposible usar la condimipuesta para despejar una
variable en funcién de la otra. Ahora si tenemos un autépticblema de extremos condicio-
nados.

Lo antes dicho para funciones de dos variables puedes ¢jzadoapara funciones de tres
variables. Por ejemplo el problema de calcular las dimeesiale un ortoedro de volumen
igual a 8 para que su superficie lateral sea minima, puedeteaiio como sigue: calcular el
minimo de

f(x,y,2)=2xy + 2xz + 2yz

(la funcion que da la superficie lateral de un ortoedro cugded tiene longitudes, y, z) con

la condicionxyz = 8. Se trata de un problema de extremos condicionados, peomthcion
dada permite despejar una variable en funcion de las otsas €08/(xy), con lo que nuestra
funcion qued@xy + 2xz +2yz =xy + 16/y + 16/x, funcion de la que hay que calcular su
minimo absoluto cuand® < x, 0 < y. Hemos convertido asi el problema inicial de extremos
condicionados en uno de extremos libres porque ahora lésbies(x, y) se mueven en el
abiertoR™ x R+,

Por cierto, por la desigualdad de las medias se tiene que:
SENeR07) = Yy = Vea < L
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Y laigualdad se da si, y solo siy = xz = yz lo que implica quex = y = z = 2. El ortoedro
buscado es el cubo.

Pero si cambiamos la condicion anterior por la siguiente

x2yz3 +senl + xz)+ y—e¥ =1

o bien, siimponemos dos condiciones como las siguientes:
log(1 + x2 + y?) +sin(l + xz) — 1 =0, el Ty +x+2 | cogxyz) + x2z2 —3=0

entonces no podemos usar esa condicién (o condiciones)dpapejar una variable (o dos
variables) en funcion de las otras (de la otra).

Ocurre que muchos de los ejercicios que se proponen entos tile texto para ser resuel-
tos utilizando la teoria de extremos condicionados que saandesarrollar seguidamente, se
resuelven con frecuencia de forma mas sencilla usandapdrde técnicas o algunas desigual-
dades como la de las medias geométrica y aritmética o la dehga®chwarz. Pero aunque su
utilidad practica pueda ser discutida, la teoria de exteeooadicionados tiene un gran interés
tedrico, especialmente en la formulacién Lagrangiana tiéelzanica.

En términos generales, el problema clasico de extremosaonddos puede enunciarse
como sigue: dados un abie® C R”, un campo escalaf : 2 — R de clasec? y una funcion
g: Q — R"* de clasec? verificando que el conjunto:

M ={xeQ:g(x)=0 A rangaDg(x) =n — k}

no es vacio, se trata de calcular iegremos localesie la funcion f,s, restriccion de f
a M . Es decir, calcular los maximos y minimos locales &) cuando las variablex =
(x1,x2,...,Xy,), estan obligadas a satisfacer las condiciones dadas por:

gx)=0<= gi(x1,x2,...,x,) =0 1<i<n—k (3.39)

dondeg= (gl’g2" . »gn—k)-

En Mecanica clasica, las ecuacion8s30) representan las ligaduras (que los fisicos llaman
holbnomas que obligan a un punto material 0 a un sistema mas complegs@ararse en una
determinada regién del espacio, y el problema de optimizatos campos escalares asociados
al movimiento del sistema responde al problema de extremudicionados.

El planteamiento del problema pone de manifiestofues una variedad eR” de dimen-
sionk y que se trata de determinar los extremos degd#riccion de f a esa variedad.

3.30 Definicion. Seaf : Q@ — R, donde2 C R"” y seaM C Q. Se dice quef tiene un
maximo(resp.minimg local condicionad@or M en un punta € M, si hay un nimereo > 0

tal que para toda € B(a,r) N M se verifica quef(a) = f(x) (resp. f(a) < f(x)). Se dice
gue f tiene ema un extremo local condicionadpor M cuandof tiene ena un Maximo o un
minimo local condicionado pa¥f . Cuando las desigualdades anteriores son estrictas piara to
X € B(x,r) conx # a se dice que el extremo local condicionado correspondienésteicto.

El siguiente resultado es importante porque permite redmgproblema de extremos con-
dicionados a un problema de extremos relativos ordinario.
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3.31 Proposicién.Seanf : @ — R un campo escalar de clage? en un abierto2 Cc R" y
M C Q una variedad de clas€? y dimensionk. Seana € M, (¢, U) una parametrizacion
local de M ena y ¢ el vector de coordenadas dees decirgp(c) = a. Se verifica entonces que
f tiene ena un extremo local (estricto) condicionado pdf si, y solo si, el campo escalar
fog:U — R tiene un extremo relativo (estricto) del mismo tipocen

Parece que todo esta resuelto, pero no es asi porque entiagpixas veces se conocen
las parametrizaciones locales de una variedad.

3.32 Proposicion.Seanf : @ — R un campo escalar de clagg? en un abiertoQ c R”,
M C Q una variedad de clas€? y dimensionk y a € M. Supongamos qu¢ tiene ena un
extremo local condicionado pa¥/ . Entonces se verifica quéf(a) € Tﬁ (a).

Demostracion Sea(g, U) una parametrizacion local dd ena y seagp(c) = a. En virtud de
la proposicién anterior, la hipétesis hecha es lo mismo €jumar que f o p tiene un extremo
relativo enc, en cuyo caso, como es un campo escalar diferencialde €hy U es abiertog
debe ser un punto critico déo g, es decir,D(f o p)(c) =0, esto esDf (a) o Dp(c) = 0.
Por tanto, para todb e R* es

(Df(a) o Dp(e))(h) = (V f(a)| Dp(e)(h)) = 0

Como esto vale para todoe R¥, resulta que el vectdV f(a) es ortogonal ap(c)(R¥) =
Ty (a). O

En los dos resultados anteriores no se ha supuesto que édadlif venga dada de al-
guna forma concreta, sin embargo el resultado siguientéaegen su enunciado conocer las
ecuaciones implicitas locales d¢ ena, por lo que de aqui en adelante vamos a suponer que
la variedadM es la variedad de dimensiédn= n — m dada por una funciég: Q2 — R™ de
clase€? en un abiertd2 C R” por:

M ={xeQ:9(x) =0 A rangaDg(x) = m}

Notaremosy = (g1, 2»,...,2gm) los campos escalares componenteg.d®bserva que esta
hipo6tesis no es realmente restrictiva porque todas lasdadies vienen dadas localmente de
esta forma y el problema que nos ocupa es justamente un p@bteal. En lo que sigue
f:Q — R sera un campo escalar de cl&sten.

El siguiente resultado proporciona uc@ndicion necesaripara quef tenga em € M un
extremo local condicionado pa¥/. Para enunciarlo conviene definir la llamada “funcion de
Lagrange’L : 2 x R™ — R dada por:

LEM)=F()+Y Aigi(X), X=(¥1.x2,.... %) €. A=(h1 A2 ... Am) R (3.40)

i=1
Observa que es una funcioén me- m variables.

3.33 Teorema(de Lagrange. Supongamos qug¢ tiene ema € M un extremo local condicio-
nado porM . Entonces existe un Unico vectwe R tal que(a, a) €s un punto critico deC,
es decirVL(a, o) = 0.
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Demostracién Por el corolaric3.27sabemos que los vectorFg;(a), 1 <i < m forman una
base dérj\j(a). Por la proposicior.32sabemos qu¥ f(a) € Tﬂj(a). Por tanto, hay nimeros

m
a; €R, 1<i <m, Unicos, tales qu@f(a)+2a,—Vg,~ (a)=0. Poniendax = (a1, 3, . .., 0m),

i=1
esta igualdad vectorial equivale a las igualdades:

m
Djf@) + Y aiDjgi(a)=0<= D;jL(a,)=0 1<j<n (3.41)
i=1
Puesto quéD, 4 ;L (a, ) =g;(a)=0 paral < j <m porquea € M, se sigue que las igualdades
(3.4]) equivalen a quéa, &) sea un punto critico dé&. O

Los nimerosy;,as, ..., a, €n el teorema anterior se llaman losliltiplicadores de La-
grangedel puntoa. Obtenemos asi una regla préactica para proceder en un mlle extre-
mos condicionados: se empieza por resolver el “sistema gexhge:

m
Djf(x1.%2.....Xn) + Y _hiDjgi(x1.x2,....xp) = 0
i=1 l<j<n+m

gi(xX1,X2,...,Xp) = 0

Es un sistema de + m ecuaciones en general no lineales para el que no puede Babeas
generales de resolucion. De hecho, puede resolverse da &xagta en muy pocos casos.

Elteorema de Lagrange, que no es mas que una reformulacitakengte de la proposicion
3.32 da una condicidn necesaria para que un pard/ sea extremo local d¢ condicionado
por M. Daremos a continuacién una condicion suficiente. Suposesndo que sigue que
nuestras funciones son de cla&s&cong > 2.

Dado(a,a) € 2 x R™, notaremos? »(a, o) la forma cuadratica sobi®” cuya matriz en
la base candnica e{d)ij£(a,a)) 1<i<n- S€ trata, pues, de la aplicaci@e(a, ) : R” — R

1<j<n

definida por:
n
Qr@a)x)= > DijL(aa)xx; VYxeR" (3.42)
i,j=1
Consideraremaos también una parametrizacion Igeal/) de M ena congp(c) = a. En estas
condiciones, seah= f o p : U — Ry @(c) la forma cuadréatica sobie* dada por:

k
Q)W) = Y Djjh(c)uu;  VYueRk,
ij=1

3.34 Proposicion. Sea(a, o) un punto critico de la funcioén de Lagrange. Con las notacsone
anteriores, se verifica que:

@Qp(c)(u) =Qp(a,a)(Dgp(c)(u)) Yu e R¥ (3.43)

Demostracién Se trata de hacer un calculo. La mayoria de los textos larevifamos a ha-
cerlo.
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Notaremos pok;, 1 < i < k, los vectores de la base canénicakfe. Como/ es un
campo escalar, se verifica qugi(c) = (Vh(c)|e,-) = Df(c)(e;). Para campos vectoriales,
comog, esta relacion también se mantiene si interpretamodigéc) es la columna-ésima
de la matriz jacobiand,,(c). Dicha columna es el vector d&" que se obtiene derivando las
funciones componentes @econ respecto a la variableésima que notaremos par;p(c).

Por tantoD; p(c) = Dg(c)(e;). Como hay que calcular derivadas parciales de segundo orden
conviene calcular las derivadas parciales de primer ordemepunto genérica € U para
volver a derivarlas usando la regla de la cadena. war@ tenemos:

Dih(u) = D(f o p)(u)(e;) = (Df (p(u)) o Dp(u))(e;) = Df (p(w))(Dp(u)(e;))=
= (V[ (p)| Dip)) = ((V 1) o p)(w)| Dip(u)) (3.44)
Y volviendo a derivar otra vez como se deriva un productolasca
Dyjh(w) = D;(Dih(w) = (D;((V.f) o 9)()| Dip() + (V f (9(w)) | D; (Di) (w)) (3.45)

Calculemos el primero de estos dos sumandos. Observ¥ guex — V f(x) es un campo
vectorial cuyas funciones componentes son las derivadem|es primeras d¢', (V f)ogp es
el campo vectorial composicién d&f'y g, por lo que:

Dj((Vf)op)(m) = D((V[)op)u)ej) =DV f)(p)) o Dp(u)(e;)=

= D(V /) (pm)(D;p(u)) (3.46)
Sustituyendo esta igualdad eéh45) y haciendan = ¢ tenemos:
Dijh(e) = (D(V f)(a)(D;g(c))| Dig(c)) + (V f(a)| Dj (Dip)(c)) (3.47)

Como(a, &) es un punto critico de la funcion de Lagrange se verNigda) =— Z a;Vgi(a).

I=1
Sustituyendo esta igualdad e€h47) tenemos:

Dijh(e) = (D(V )(@)(D;jp(e)| Dip(e)) = Y ar (Vi (a)| Dj(Dip)(c)) (3.48)
I=1

Teniendo ahora en cuenta qggeo p(u) = 0 para todou € U y paral </ < m, y usando la
igualdad 8.47) con el campo escalér= f o g sustituido porg; o ¢, obtenemos:

0= D;j(g1 o p)(c) = (D(Vg)(a)(D;g(c)) | Dip(e)) + (Vei(a)| Dj (Dip)(c))
de donde se sigue que:
(Vai(a)| Dj(Dip)(e)) = — (D(Ver)(a)(Dje(e)) | Dig(e))
Sustituyendo esta igualdad €h48) resulta:

Djjh(e) = (D(V f)(@)(Djp(e)| Dip(e)) + <Z OtlD(Vgl)(a)(Djéo(C))lDi@(0)> =

=1

= <<D(Vf)(a) +y OtzD(ng)(a)) (Dj @(C))\Di@(0)> (3.49)

I=1
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Pero esta igualdad es justamente lo que queriamos proksr pue

DjjL(a,a) = Dij f(a) + ) _a;Dijgi(a)
I=1

Que coincide con el elementg de la matriz jacobiana de:

m
D(Vf)(@) + Y 1 D(Vg))(a) (3.50)
I=1
Pues observa que la matriz jacobiana/tév f)(a) es la matriz hessiana déena y que la
matriz jacobiana dé®(Vg;)(a) es la matriz hessiana gg ena. Por tanto, la matriz jacobiana
de @3.50 es justamente la matr{@;; L (a. &)) 1<i<n-
1<j<n
Lo que dice la igualdad3(49 es que la forma cuadrética asociada a la matriz hessiana de
h = f o g en el puntoc es igual a laestriccion de la forma cuadratica asociada a la matriz
(DijL(a, &) 1<i<n al espacio tangente & ena. Para verlo mas claro todavia, pongamos,

1<j<n
por comodidad de escrituray = (Dij£(a,a)) 1<i<n- La forma cuadrética asociada a dicha
1<j<n
matriz, es justamente la definida é142), es decir@ »(a, &), y viene dada para todoe R”
por:

Qr(a,a)(x) =x.AX = (.A.xt ‘x)

Para todar = (1, uy, ...,u;) € R¥ tenemos que:

k
Dp(c)(u) =Y u; Djp(c)

j=1
es un vector del espacio tangefitg (a) y:

k
> MiDiKJ(C)> =

k t
Qr(a.a)(Dp(c)(u)) = <A. Y u;Djgp(c)

j=1 i=1
k k
= Y wiuj (A(Djp(e)) |Dig(c)) = por .49 = Y Djjh(e)uju;=
i,j=1 i,j=1
= @y (c)(u)
Como queriamos probar. O

Naturalmente, para calcular la restriccion de la forma ctah@ , (a, ) al espacidls (a),
todo lo que se necesita es conocer una base de dicho espssosifa;,a,,...,a;} €s una
tal base, la matriz de la forma cuadratica restringidByg(a) es la matriz(m;;)xxx Cuyos
elementos estan dados por:

mij = (A.aﬂaj) 1<i,j<k (3.52)
Como consecuencia de la proposici®i], de la proposicion anterior y del teorei226

obtenemos condiciones suficientes para guenga era un extremo local condicionado por
M.
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3.35 Teorema(Condicién suficiente de extremo local condicionad@pn las notaciones y las
hipétesis anteriores, supongamos duaea) €s un punto critico de la funcién de Lagrange y
pongamosA = (D;j£(a,@)) 1<i<n- S€a{a;, az,...,a;} una base del espacify (a) y sea

1<j<n
(m;j)kxk la matriz cuyos elementos;; vienen dados po(3.51). Sea@ :R¥ - R la forma
cuadratica:

k
(Q(ll) = Z mijuiuj Yu ERk
i,j=1
Se verifica entonces que:

a) Si la forma cuadratica? es definida positiva entonce tiene ena un minimo local
estricto condicionado poM .

b) Si la forma cuadratica? es definida negativa entoncgstiene ena un méximo local
estricto condicionado poiM .

c) Si f tiene ena un maximo local condicionado pa¥l entonces la forma cuadratic@
es semidefinida negativa.

d) Si f tiene ena un minimo local condicionado palf entonces la forma cuadratic&@
es semidefinida positiva.

e) Si la forma cuadratica® es no definida entonceg no tiene ema un extremo local
condicionado porM .

En general, la matrizk = (D,~,—£(a, oc)) 1<i<n depende da y dew«. Te digo esto porque es
1<j<

importante que calcules las soluciones delj sinstema de hggren la formda, a) agrupando
cada punta con sus correspondientes multiplicadores de Lagrangea £tene asociado un
Unico multiplicadore, pero puede ocurrir que diferentesengan asociado el mismo multipli-
cador porque distintos pueden dar lugar al misné /' (a). Los coeficientes:;; dependen en
general de y dea y para cada pafa, «) resulta, en general, una forma cuadraticdiferente
cuyo caracter debes estudiar. Pese a todo, de hecho, erti@gpsucede con frecuencia que
4 no depende de, en tal caso puedes olvidarte de los valorea geconsiderar solamente los
dea.

La forma de calcular rapidamente la maitiz;; ); xx €s la siguiente: se®,, ., una matriz
cuyas columnas sean los vectores bas&ygdéa), entonces:

(mij)ixk = B'.A.B (3.52)

3.6.1. Calculo de extremos absolutos

Cuando la variedad/ es un conjunto compacto, la existencia de extremos absgbat@
f esté garantizada por la propiedad de compacidad de la®hgasccontinuas. En este tipo de
problemas lo Unico que hay que hacer es calcular los purtasrde la funcién de Lagrange
y evaluar en ellos la funciorf, lo que nos proporcionara directamente los puntos dghde
alcanza su maximo y su minimo absolutos/®n Claro esta, se supone que hay un nimero
finito de soluciones del sistema de Lagrange.
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Situacion diferente es cuando queremos calcular los eggaisolutos o relativos de una
funciéon f en un conjunto compact& C R” con interior no vacio y cuya fronter®/ =
Fr(K) es una variedad. Por supuesto, la existencia de extremaolsi@ssesta garantizada pero
pueden alcanzarse en el interior o en la frontera. Por témtgue hay que hacer es calcular
los puntos criticos d¢" en el interior deK y las soluciones del sistema de Lagrange pasa
M . Obtendremos asi, en la practica, un conjunto finito de puptodo lo que hay que hacer
es evaluarf en cada uno de ellos, lo que nos proporcionara directamestpuntos donde
f alcanza su méaximo y su minimo absolutosnDicho sea de paso, con frecuencia dichos
extremos absolutos se alcanzan en la fronter& de

Sucede con frecuencia que la fronteraklec R¥, k =2 0 k = 3, no es una variedad
aungue se le parezca mucho; por ejemplo, la frontera puedea peligono o un ortoedro o una
pirdmide. En tales casos lo méas sencillo es parametrizaatas del poligono o del ortoedro y
reducir el problema de calcular los extremos en cada pattefamtera dek a un problema de
extremos mas sencillo en una o dos variables. Claro, tarsbi@nede descomponer la frontera
de K como unién de variedades disjuntas: las caras o las aristasas vértices y aplicar la
teoria de extremos condicionados a cada una de ellas. Natetsejo.

Ejercicios propuestos

187. Calcula, aplicando la teoria de extremos condicionadast@édro de volumen igual a
8 y superficie lateral minima.

Observacion: este ejercicio lo hemos hecho en la introdocasando la desigualdad
de las medias. La teoria de extremos condicionados te frérmiobar que el ortoedro
solucién solamente puede ser el cubo, pero dicha teoriadicetsi el minimo alcanzado
es absoluto.

188. Calcula la distancia minima de un pun®o= («, 8,v) al planoAx + By + Cz = D:
a) Usando la teoria de extremos condicionados.
b) Usando la desigualdad de Cauchy - Schwarz.

189. Calcula el punto de la superficikex? + y2 — z2 = 1 que esta mas préximo al origen de
coordendas.

190. Una curva esta dada como la interseccion del cilindfo+ y2 = 4 con el plano de
ecuacion2x + 3y + z = 3. Calcula el punto de la misma que esta mas proximo al origen.

191. SeaA una matriz simétrica x n. Aplica el método de los multiplicadores de Lagrange
para calcular el maximo absoluto de la forma cuadraticaiada@A condicionado por
la esfera euclidea unidad &¥, para probar que dicho maximo se alcanza en un punto
de la forma(a, o) tal que.a’ = —aa. Por tanto—« es un valor propio det.

192. Calcula el maximo absoluto dé(x, y, z) = x3y?z en el conjunto:

M={(x,y,z)eR$xR?§xR'§: x—|—2y—|—3z=l}
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93. Utiliza el método de los multiplicadores de

194.

195.

196.

197.

Lagrange para calcular el area del triangulo
de minima area cuyos lados son los segmen-
tos de los ejes coordenados positivos inter-
ceptados por la tangente a la elipse:

P=(u,v)

2 2
LI S
a? b2
en un puntoP = (u, v) de la misma situado
en el primer cuadrante y dicho segmento de

la tangente.

Utiliza el método de los multiplicadores de Lagrange pateutar un punto de la elipse
de ecuacion . s
X
S+
a b2
tal que el segmento determinado por la interseccién de getda a la elipse en dicho
punto con los ejes coordenados tenga longitud minima.

=1

Prueba que el maximo absoluto géx;,x,,...,x,) = (x;x2---X,)?> sometido a la
condicion||(x;, X2, ..., xn) |2 = r esigual ar?/n)". Deduce que:

n
1
nf 2.2 2 n
,/xlxz---x,zsgg X; V(x1,X2,...,Xp) €R

i=1

y deduce la desigualdad de las medias:

1 n
I’/xlxz---XHSZZx,- V(xl,xz,...,xn)e(R?;)"

i=1
¢,Cuando se da la igualdad?

Utiliza el método de los multiplicadores de Lagrange pateutar el volumen del ortoe-
dro de maximo volumen inscrito en el elipsoide de ecuacion

X2 y2 22

atpta=!
¢ Sabes resolver este ejercicio usando la desigualdad nhethas?

Prueba que el maximo absoluto d&y? sujeto a la condicion

dondep > 0, ¢ > 0 verifican que:
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se alcanza cuando?? = y29 y es igual a2. Deduce que st > 0 e y > 0 se verifica
que:
P q
Xys—+ .
p q

¢,Cuando se da la igualdad?

198. . . .
Se quiere construir un pentagono colocando

un triangulo isdsceles sobre un rectangulo,
como se muestra en la figura de la derecha.
Si el pentagono tiene un perimetro fijg
determinar las longitudes de los lados del
pentagono gque maximizan su area.

199. Calcula los puntos de la curva

xz—xy+y2—z2=l

gue estan mas préximos al origen de coordenadas.

200. Calcula la minima distancia del origen a la superficie de@énaxy?z® = 2.

201. Calcula el mayor y el menor valor de la funcigfi(x, y,z) = x — 2y + 5z en la esfera
x2 + y? 4 22 = 30.

202. Seal la curva interseccion de la esfes& + y? +z2 =1 yelplanox + y +z=1.
Calcula los puntos dE que estan mas cerca y mas lejos del pyiht@, 3). Justifica que
los resultados obtenidos son valores maximos y minimodwbso

203. Encontrar un punta? de coordenadas positivas perteneciente al elipsoide @deiéou
2 2 2
X z . . . .
— + Z—z + =1 tal que el plano tangente al elipsoide Brdetermine con los ejes
a C
coordenados un tetraedro de volumen minimo.

El volumen del tetraedro con vértices en el origen y en losqaua, 0, 0), (0,5,0) y

(0,0, ¢) (dondea, b, c son nUmeros positivos), es igualé—abc.
204. Calcula los extremos absolutos déx, y) = x2 + y2 — x — y en el conjunto

K={(x,y)eR2:x2—|—y2S4/\yZO}

205. Calcula el volumen maximo de una caja rectangular situabeesel planoX'Y que
tiene un vértice en el origen y el vértice opuesto, de coadas positivas, pertenece al
paraboloider + x2 + 4y? =4,

206. Calcula los extremos absolutos gigx, y) = x2y* + x2 + 62 en la bola cerrada

By ,((0,0), /5).
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207. Calcula los extremos absolutos gé&x, y,z) = x> + yz en la bola euclidea unidad
cerrada.

208. a) Clasifica los extremos relativos del campo esclar, y) = x> + y3 —xy? — x + 16.
b) Calcula el maximo y el minimo absolutos de dicho campolasea el conjunto:

K={(x,y)€R2:x2+y2$2, yZO}.

209. Se considera la funciorf : R? — R dada por:

X
b = — - — —— — — 1
fay=5+5-5-5+

a) Calcula y clasifica los puntos criticos dleen la bola abiertas |, ((0,0), 2).

b) Calcula los extremos absolutos gleen la bola cerrad§|| 1,((0,0),2).

210. Calcula los puntos del conjuntd ={(x, y) eR? : x> + y? < 2x, y = 0} donde el cam-
po escalarf(x, y) = x> — 2xy + y? alcanza su maximo y minimo absolutos.

211. Calcula los extremos absolutos fiéx, y)=(x2+2y2) e >~ en el discor? + y2 <4.

212. Calcula los valores maximos y minimos absolutos fde, y,z) = xy2z> en la bola
x2+y2422<1.

213. Calcula los extremos absolutos déx, y) =x2 +3y? en el circulax? —2x + y —3 <0.

214. Calcula los extremos absolutos de la funcifix, y) = x2y3(1 —x — y) en el conjunto

K={(x.p):|x|+ |yl <1}

215. Calcula los extremos absolutos gé&x, y) = x2 + y2 — xy — x — y en el conjunto

K={(x,y)eR2:x20,y20,x+ys3}

216. Calcula los extremos absolutos del campo escglat, y, z) = x + y + z en el conjunto

A={(x,y,z)e]R3:x2+y2$zsl}.

217. Calcula los valores méximo y minimo de la funciditx, y, z) = xyz cuando el punto
(x, y,z) pertenece a la curva definida por la interseccién del plaroy +z =0y la
esferax? + y2 +z2 —1=0.
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218. Calcula la minima distancia entre la rectat- y = 4 y la circunferenciax? + y2 = 1.

219. Calcula la minima distancia entre la recta- y = 2 y la parabolay = x2.

219. Calcula la distancia minima entre la elipsé + 2y% = 6 y larectax + y = 5.

220. El area de una caja rectangular sin tapa es de 198€aicula sus dimensiones para que
el volumen sea maximo.

221. Calcula el valor mayor y el valor menor que toma la funcibfx, y,z) = xyz en los
puntos del elipsoida? + 4y2 4 922 = 3.

222. Calcula el valor mayor y el valor menor que toma la funcion

f(x,p,2)=y? 4+ 422 —4yz —2xz — 2xy

en los puntos del elipsoidec? + 3y? + 622 = 1.

223. Calcula los puntos de la elipser? — 6xy + 5y? = 4 para los cuales la distancia del
origen a la tangente a la elipse en tales puntos es maximaimain

224, Calculay clasifica los extremos relativos de la funcion

fx,y,z2)=x24+ y* + 22 + 2xyz

Y calcula el minimo valor que dicha funcién toma en la boldielea cerrada de centro
el origen y radio 4.

225. Calcula por el método de los multiplicadores de Lagrangeifdma distancia entre la
rectax + y = 3y la elipse3x? + y? = 3.
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